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Einleitnng. 

Aufgabe  der  Physik. 

Die  lins    umgebende  Kr»rperwelt,   die  Natur,   können  wir  nach  einer 
doppelten   Richtung   zum    (Jegenstande   unseres    Studiums    machen.      Ein- 
mal können  wir  suchen,  die  Körper  selbst  in  der  Form  un<l  dem  Zustande, 
in   welchem  wir  sie  vorfinden,   kennen  zu  lernen,   zu  beschreiben  und  zu 
classüieiren;  diese  Aufgabe  verfolgen  die  beschreibenden  Naturwissenschaften 
oder  die  NaturgeHchichte.     Andererseits  nehmen  wir  an  den  Körpern  eine 
Reihe  von  Veränderungen   wahr,   die   man   unter    dem   Namen    Naturer- 
scheinungen zusammenfasst,  welche  zimi  Theil  ohne,  zum  Theil  mit  unserm 
Zuthun  verlaufen,   imd   welche  den  augenblicklichen  Zustand  der  Köii)er 
bleibend   oder  nur   vorübergehend  ändern.     Das   Studium  dieser   Erschei- 
nungen in  ihrem  Verlaufe,  der  Folgen,  welche  sie  für  die  Körper  haben, 
an  denen  sie  stattfinden,  und  der  Ursachen,  aus  denen  sie  hervorgehen,  ist 
der  zweite  Zweig  der  Naturwissenschaften,   es  ist   der  Inhalt  der  Physik 
und  der  Chemie. 

Die  an  den  Körpern  wahrnehmbaren  Veränderungen  können  sich  ent- 
weder auf  deren  Form  o<ler  auf  deren  Inhalt  beziehen;  was  eigentlich  dieser 
Inhalt  der  Körper  ist,  das  wissen  wir  nicht,  da  wir  niemals  diesen  Inhalt 
direkt  kennen  lernen  können.  Wir  nehmen  die  Körper  selbst  nur  wahr 
durch  den  Eindruck,  den  sie  auf  unsere  Sinne  machen,  indem  wir  sie  sehen 
oder  auch  bei  der  Berührung  fUhlen,  das  heisst,  indem  wir  durch  den  Ge- 
sichtssinn oder  Gef[ihlssinn  erkennen,  dass  ein  gewisser  Theil  des  uns 
umgebenden  Raumes  andere  Eigenschaften  hat  als  der  übrige  Raum.  Was 
das  nun  ist,  was  in  diesem  Räume  sich  befindet  und  bewirkt,  dass  derselbe 
sich  von  seiner  Umgebung  unterscheidet,  das  wissen  wir  nicht;  um  diesen 
Inhalt  aber  allgemein  bezeichnen  zu  können,  hat  man  ihm  den  Namen 
Materie  beigelegt.  Die  Materie  ist  also  die  Trägerin  der  Eigenschaften, 
Welche  die  Körper  besitzen,  sie  iat  die  Ursache  der  Eindrücke,  welche  sie 
auf  unsere  Sinne  machen. 

Die  Erscheinungen,  welche  die  Körper  verändern,  und  deren  Studium 
den  Inhalt  der  Chemie  und  Physik  ausmacht,  können  wir  also  genauer  da- 
hin definiren,  dass  es  Veränderungen  sind,  welche  an  un<l  in  der  Materie 
stattfinden. 

Wir  erkennen  die  Materie  nur  durch  ihre  Eigenschaften;  da  wir 
an  den  verschiedenen  Körpern  verschiedene  Eigenschaften  vorfinden,  so 
müssen  wir  schliessen,  dass  es  auch  verschiedene  Materien  gibt.  Es  gibt 
nun  eine  Reihe  von  Erscheinungen,  welche  die  Eigenschaften  der  Materien, 
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an  denen  sie  stattfinden,  bleibend  verändern;  es  sind  das  vorzupfsweise  snlcbe, 
bei  welchen  mehrere  Materien  sich  zu  einer  neuen  vereinigen,  oder  aus  einer 
Materie  andere  abgeschieden  werden.  Das  Studium  dieser  Erscheinungen 
und  ihrer  Folgen  für  die  einzelnen  Materien  ist  die  Aufgabe  der  Chemie. 
Sie  hat  demnach  zimächst  die  verschiedenen  Materien  kennen  zu  lernen  und 
zu  classificiren;  sie  hat  da])ei  gefunden,  dass  es  eine  gewisse  Anzahl  Materien 
gibt,  aus  denen  sich  nicht  mehr  and<'re  abscheiden  lassen,  und  dass  aus  diesen 
einfachen  Materien  sich  alle  in  der  Natur  befindlichen  Körper  herstellen, 
indem  zwei  oder  mehr  dieser  einfachen  Materien  zu  einer  dritten  neuen  zu- 
sammentreten. Sie  hat  dann  femer  die  zusammengesetzten  Körper  in  ihre 
einfachen  Bestandtheile  zu  zerlegen  und  aus  den  einfachen  Materien  die  zu- 
sammengesetzten herzustellen.  Die  Aufgabe  der  Chemie  ist  daher  fest  be- 
stimmt und  begrenzt,  sie  hat  die  jeder  Materie  eigenthümlichen,  ihr  l^e- 
öonders  zukommenden  und  sie  von  den  andern  untorscheidenden  Eigenschaften 
zu  untersuchen  und  sich  mit  allen  den  Erscheinungen  zu  ])efassen,  wehhe 
die  innere  Zusammensetzung  der  Körper  verändern. 

Die  Physik  lässt  alle  Erscheinungen,  welche  die  Zusammensetzung  der 
Körper  verändern,  ausser  Acht,  sie  beschäftigt  sich  mit  denen,  welche  die 
Eigenschaften  der  Materie,  an  denen  sie  stattfinden,  nicht  bleibend,  welche 
also  die  innere  Zusammensetzung  der  Körper  nicht  wesentlich  verändern. 
Sie  hat  daher  zunächstt  die  Eigenschaften  der  Körper  zu  imtersuchen,  welche 
allen  den  verschiedenen  Materien  gemeinschaftlich  zukommen,  dieselben  ver- 
folgend in  den  drei  Zuständen,  in  welchen  wir  sie  vorfinden,  in  dem  festen, 
flüssigen  und  luftfiirmigen.  Sie  hat  die  festen,  die  flüssigen  und  gasförmigen 
Körper  in  ihren  Eigenschaften  und  den  uns  an  ihnen  gebotenen  Erscheinungen 
zu  untersuchen,  die  ihnen  als  solche  und  unabhängig  davtm  zukommen,  welche 
von  den  durch  die  Chemie  erkannten  Materien  gerade  den  Körper  bilden. 
Die  Erscheinungen  dieser  Art,  welche  uns  die  Natur  an  der  Materie  zeigt, 
können  wir,  wie  sich  später  zeigen  wird,  in  fünf  grosse  Gruppen  ordnen, 
in  die  Bewegungserscheinungen,  die  Erscheinungen  des  Lichtes,  der  Wärme, 
des  Magnetismus  und  der  Elektricität.  Alle  Erscheinungen,  die  wir  kennen, 
lassen  sich  in  eine  dieser  (Iruppen  einordnen,  die  Het rachtimg  und  Unter- 
suchung dieser  fünf  Erscheinungsgruppen  ist  daher  die  Aufgabe  der  Physik. 

Methode  der  Physik. 

Aus  der  im  vorigen  definirten  Aufgabe  der  Naturwissenschaften,  Unter- 
suchung der  Naturerscheinungen  nach  ihrem  Verlaufe,  ihren  Folgen  und 
ihren  Ursachen,  orgibt  sich,  dass  die  Grundlage  und  der  Ausgangspunkt 
dieser  .Wissenschaft  die  Erfahrung  sein  muss  von  dem,  was  in  der  Natur 
vorgeht.  Zu  dieser  Erfahrung  gelangen  wir  aber  hjdiglich  durch  <lie  Be- 
obachtung, und  zwar  durch  eine  systematische,  vorsichtige,  genaue  imd  ins 
einzelne  gehende  Beobachtung  der  Naturerscheinungen  selbst. 

Dieser  Grundsatz  der  naturwissenscrhaftlichen  Methode  scheint  uns  jetzt 
so  selbstverständlich,  so  umnittelbar  aus  der  Aufgabe  dieser  Wissenschaft^ 
etwas  ausser  uns  existirendes  zu  erforschen,  sich  zu  ergeben,  dass  seiue 
Richtigkeit  keines  besondern  Beweises  mehr  bedarf.  Es  war  indess  nicht 
immer  so;  Jahrhunderte  lang  glaubte  man  auf  rein  speculativem  Wege  die 
Naturgesetze,   den  Mechanismus  der   ganzen  Natur   auffinden   zu   können. 
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Die  Folge  dieses  Irrthums  war  der  absolute  Stillstand  in  der  Erkenntniss 
der  Natur;  selbst  die  einfachsten  P]rscheiniingen,  deren  Gesetze  jetzt  jeder 
kennt,  wurden  missverstanden,  weil  man  es  verschmähte  die  Natur  selbst 
zu  befragen.    Bis  an  das  Ende  des  Mittelalters,  bis  zu  den  Zeiten  Galilei's 
glaubt«  man,  dass  Körper  von  verschiedenem  Gewichte  mit  verschiedener 
(ieschwindigkeit  zu  Boden  fallen,   dass   der  schwerere  in  demselben  Ver- 
haltnisse schneller  falle  als  der  leichtere,  in  welchem  er  schwerer  ist  als 
(lieser;  man  glaubte  es  auf  die  Autorität  des  Aristoteles,  der  an  einer  Stellt? 
seiaer  Schrift  über  den  Himmel  den  Satz  aufgestellt  hatte,  dass  derjenige 
Körper  der  schwerere  ist,  welcher  bei  gleichem  Hauminhalte  schneller  ab- 
wärts geht    Dieser  letztere  Satz  ist  nicht  unrichtig;  denn  in  der  Thal  winl 
die  Fallgeschwindigkeit  der  Körper  etwas  durch  den  Widerstand  der  Luft 
modificirt,  und  die  Geschwindigkeit  des  leichtem  Körpers  wird  bei  gleichem 
Raoniinhalt  etwas  stärker  vermindert  als  die  des  schwereren.    Völlig  un- 
richtig war  aber  die  obige  aus  diesem  Satze  gefolgerte  Ansicht  über  den  Fall 
der  Körper,  und  die  einfachste  Beobachtung  zweier  verschiedener  fallender 
Körper  hätte   ihre  Unrichtigkeit   bewiesen;  man   hätte  gesehen,  dass  sich 
bei  Köqiem  selbst  des  verschiedensten  Gewichtes  nur  äusserst  geringe  Unter- 
Eichiede  in  der  Fallgeschwindigkeit  zeigen,  man  hätte  gefunden,  dass  im  luft- 
leeren Räume  auch  diese  Unterschiede  verschwinden. 

Damit  die  Beobachtung  die  Grundlage  der  Naturwissenschaften  sein 
kann,  mnss  sie,  wie  schon  erwähnt,  eine  genaue  und  systematisch  die  be- 
obachtete Erscheinung  in  ihren  Einzelnheiten  verfolgende  sein ;  denn  nur  eine 
solche  Beobachtung  kann  uns  Aufschluss  geben  über  den  Verlauf  einer 
Naturerscheinung  und  die  Umstände,  durch  welche  jener  Verlauf  bedingt 
wird.  Ein  einfaches  Anschauen  der  Naturerscheinung  liefert  ims  über  alles 
das  eben  so  wenig  Aufschluss,  wie  eine  Betraclitimg  der  Bewegung  des  Uhr- 
zeigers uns  den  Mechanismus  der  Uhr  kennen  lehrt.  Wollen  wir  über 
diesen  Aufschluss  ha})en,  so  müssen  wir  im  Innern  des  Uhrwerks  die  Ein- 
griffe der  einzelnen  Räder  verfolgen,  bis  wir  zuletzt  in  der  sich  aufwindenden 
Feder,  oiler  in  dem  fallenden  Gewichte  die  Triebkraft  finden,  welche  das 
Werk  in  Bewegung  versetzt. 

Ein  klassisches  Muster  für  eine  naturwissenschaftliche  Beobachtung 
und  den  Einfluss,  welchen  dieselbe  auf  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  hat, 
ist  die  Bestimmung  der  Balm  des  Planeten  Mars,  durch  welche  Keppler  den 
Sieg  des  Copemicanischen  Weltsystems  entschied.  Die  Beobachtungen  der 
griechischen  Astronomen  besonders  der  alexandrinischen  Schule  hatten  zur 
Erklärung  des  Ganges  der  Gestirne  zu  dem  ptolemäischen  Weltsysteme  ge- 
führt, nach  welchem  die  Erde  im  Mittelpimkte  des  Weltsystems  steht,  und 
die  Planeten  sowie  die  Sonne  in  den  verwickeisten  Bahnen  um  dieselbe  sich 
bewegen.  Fast  zwei  Jahrtausende  hielt  man  an  diesem  System  fest,  bis 
Nieolaus  Copemicus  im  Beginne  des  1  ().  Jahrhunderts  zunächst  auf  formelle 
Gründe  gestützt  das  nach  ihm  benannte  System  aufstellte,  nach  welchem 
die  Sonne  den  Mittelpunkt  unseres  Weltsystems  bildet,  um  welche  unsere 
Erde  und  die  übrigen  Planeten  in  nahe  kreisfijrmigen  Bahnen  kreisen.  Zu- 
näclist  stand  dann  Tlieorie  gegen  Theorie,  deren  letztere  gegen  die  erstere 
nur  den  Vorzug  der  grösseren  Einfachheit  hatte.  Die  Beobachtungen  und 
Hesäungen  Kepplers  waren  es  aber,  welche  den  Beweis  lieferten,  dass  die 
grössere  Einfachheit  der  Wirklichkeit  entsprach:  Jahrelang  bestimmte  er 
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mittels  täglicher  Messungen  die  Stellungen  des  Mars  und  die  Zeiten,  welche 
er  brauchte ,  um  von  einer  zur  andern  zu  gelangen.  Die  Frucht  dieser  Be- 
obachtungen und  der  auf  sie  gestütztenliechnungen  waren  die  beiden  ersten 
Keppler'schen  Gesetze,  welche  er  im  Jahre  1*309  dahin  aussprach,  dass  di»* 
Bahn  der  Planeten  Ellipsen  seien,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne 
steht,  und  dass  die  von  den  Leitstrahlen  derselben  in  gleichen  Zeit«n  durch- 
laufenen Räume  gleich  seien.  Nach  weitem  neunjährigen  Messungen  un<l 
Rechnungen  fügte  er  dann  im  Jahre  1(518  das  dritte  (resetz  hinzu,  dass  die* 
Quadrate  der  Umlaufzeiten  sich  verhalten  wie  die  Kuben  der  mittlem  Knt- 
feraungen.  Diese  Gesetze  waren  es,  welche  dann  50  Jahre  später  den  («eist 
Newtons  in  den  Stand  setzten  den  Mechanismus  unseres  Sonnensystems, 
die  Kräfte,  welche  es  in  Bewegimg  erhalten  im<l  die  Gesetze,  nacli  wehhen 
dieselben  wirken,  zu  erkennen. 

Wenn  auch  die  Beobachtung  der  Naturerscheinungen  das  Fumlament 
der  Naturwissenschaften  ist,  so  reicht  sie  allein  zur  Erkenntuiss  der  Natur 
nicht  aus.  Die  meisten  Naturerscheinungen,  die  ohne  unser  Zuthun  ver- 
laufen, sind  nämlich  derartig  verwickelt,  dass  es  nicht  möglich  ist,  die 
Einzelnheiten  derselben  zu  erkennen  und  die  verschiedenen  Umstände,  welche 
sie  beeinflussen,  zu  trennen.  So  lange  man  deshalb  nur  auf  die  Beobachtung 
der  sich  ims  in  der  Natur  darbietenden  Erscheinungen  beschränkt  war,  blieb 
der  Fortschritt  der  Naturwissenschaften  nur  ein  langsamer.  Bei  dem  Wieder- 
aufleben der  Naturwissenschaften  im  IG.  .Jahrhundert  erfand  man  dann  aber 
die  Kunst  die  Naturerscheinungen  selbst  hervorzunifen,  ihren  Verlauf  zu 
regeln  und  die  Umstände,  unter  denen  sie  sich  zeigen,  zu  ändern,  man  er- 
fand die  Kunst  Versuche  anzustellen;  diese  Kunst  ist  es,  welche  im  Laufe 
der  letzten  zwei  Jahrhimderte  die  Kenntniss  der  Naturerscheinimgen  so  weit 
gefördert,  durch  welche  Physik  und  Chemie  jener  stolze  Bau  geworden,  <len 
wir  jetzt  bewundem. 

Der  Versuch  lelirt  uns  aber  nicht  allein  die  Gesetze  jener  Erschei- 
nungen kennen,  die  wir  auch  ohne  imser  Zuthun  beobachten,  er  führt  uns 
gleichzeitig  zu  ganz  neuen  Erscheinungen,  deren  Existenz  man  ohne  den- 
selben gar  nicht  ahnen  konnte.  Man  hat  zufällig,  schon  im  Alterthumt^  die 
Beobachtung  gemacht,  dass  geriebener  Bernstein  die  Fähigkeit  besitzt  leichte 
ihm  nahe  gebrachte  Körpertheilchen ,  wie  Strohhalme  anzuziehen;  indem 
man  den  Versuch  wiederholte  und  auch  andere  Köq)er  demselben  unterwarf, 
fand  man  die  Mittel  diese  Kraft  in  hrdierm  Maasse  hervorzurufen,  man  con- 
ötruirte  Maschinen,  welche  zeigten,  dass  die  im  Bernstein  schlummernde 
Kraft  in  schmetternden  Funken  Glas  durchbohren  und  l)rennbare  Körper  ent- 
zünden kann.  Zufällig  fand  man,  dass  zwei  verschiedene  Metalle,  wenn  sie 
nach  der  Berührung  wieder  geti-ennt  werden,  dieselbe  Fähigkeit  besitzen 
wie  der  geriebene  Bernstein;  eine  Wiederhobmg  und  Abänderung  dieses 
Versuches  lehrte  uns  in  der  Berührung  verschiedener  Kr)rper  eine  neue  noch 
viel  mächtigere  Quelle  der  Elektricität  kennen,  deren  Ströme  jetzt  unsere 
Telegraphendrähte  durchlaufend  fast  momentan  die  (ledanken  der  Menschen 
in  die  entferntesten  Gegenden  tragen. 

Die  Kunst  des  Experimentirens  i^irdert.e  die  Naturwissenschaften  ebenso 
wie  durch  die  Entdeckung  neuer  Thatsachen,  durch  die  Erfindung  neuer 
Apparate;  jeder  derselben  vermehrt  imsem  Einfluss  auf  die  Kräfte  der  Natur, 
nicht  neue  Kräfte  schaffend,  sondern  die  vorhandenen  nach  unserm  Willen 
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regelnd  und  die  ohne  dieselben  verborgenen  unsern  Zwecken  dienstbar  ma- 
ctend;  jeder  derselben  eröffnet  daher  unserer  Forschung  ein  neues  Feld.  So 
hat  die  Luftpumpe  uns  den  Druck  der  Ijuft  bewiesen,  sie  macht  ims  Hihig 
«lie  Eigenschaften  der  Gase  aufzußnden;  vielem?  hat  uns  die  Elektrisirmaschine, 
die  voltaische  Säule  offenbart;  man  vermag  nicht  zu  llbersehen,  welche  Ent- 
deckungen sie  der  Zukunft  vorbehalten. 

Neben  diesen  Apparaten,  welche  bestimmt  8in<l,  unserer  Beobachtung 
neue  Erscheinungen  vorzuführen,  gibt  es  andere  von  nicht  geringerer  Wich- 
tigkeit, deren  Aufgabe  es  ist,  dir  ])eobachteten  Thatsachen  zu  isoliren  und 
messend  zu  verfolgen,  so  das  Barometer,  das  Thennometer,  das  Fernrohr 
und  die  ganze  Reihe  von  feinen  Messapparaten,  die  allein  im  Stande  sind 
nnsem  Beobachtungen  die  erforderliche  Genauigkeit  zu  geben.  Beide  Arten 
von  Instrumenten  haben  die  gleiche  Bedeutung,  die  erstere,  indem  sie  unsere 
Kenntniss  erbreitert,  die  letztere,  indem  sie  dieselbe  vertieft.. 

Die  Beobachtungen  und  Versuche  liefern  uns  in  einer  Menge  von  Tiiat- 
^achen  da.s  Material,  dessen  Verweilhung  dann  dfe  ThUtigkeit  des  mensch- 
liehen Geistes,  den  combinirenden  Schai^fsinn  unseres  Verstandes  verlangt. 
Denn  einer  Kenntniss  der  Natur  können  wir  uns  nur  rühmen,  w^enn  wir  das 
Bedingende  der  einzelnen  Naturerscheinungen  erkannt  haben,  wenn  wir  die 
tJesetze  kennen,  welche  ihre  gegenseitige  Abhängigkeit  darstellen.    Diese 
Kenntniss  erlangen  wir  erst,  wenn  wir  durch  Combination  der  einzelnen  Be- 
M>achtnngen  das  ihnen  Gemeinsame  imd  ihren  Verlauf  aufsuchen.    Ein  Bei- 
spiel wird  zeigen,  in  welcher  Weise  man  zu  einem  solchen  Gesetze  gelangt.. 
Wenn  ein  Lichtstrahl  in  seiner  Bahn  auf  eine  glatte  Fläche  tiifft,  so  wird 
IT  von   derselben  inmier   zui-ückgeworfen,   und   man   sieht   bald,   dass  die 
Richtung,  nach  welcher  der  Strahl  zurückgeworfen -wird,  verschieden  ist,  je 
nach  <ler  Kichtung,  in  welcher  der  Strahl  die  Fläche  trifft.    Die  Erschei- 
nung der  Zurückwerfung  ist  uns  deshalb  erst  dann  vollständig  bekannt,  wenn 
wir  für  jeden  einfallenden  Strahl  auch  die  Richtung  des  zurückgeworfenen 
kennen,  wenn  wir  also  das  Gesetz  kennen,  welches  die  Richtung  dieser  beiden 
Strahlen  mit  einander  verknüpft.    Wir  erhalten  dasselbe,  indem  wir  zunächst 
in  einer  Reihe  von  Versuchen  die  Richtimgen  des  einfallenden  und  des  zu 
ihm  gehörigen  zurückgeworfenen  Strahles  messen«!  bestimmen  und  nun  die 
so  gefundenen  Richtungen  mit  einander  vergleichen.    Man  findet  dann,  <lass 
die  Winkel,  welche  beide  Strahlen  in  der  Ebene,   welche  durch  den  ein- 
fallenden Strahl  und  die  an  der  Stelle,  an  welcher  derselbe  die  Fläche  trifft, 
errichtete  Normale  gelegt  wird,  mit  der  Nonnale  bilden  immer  gleich  sind. 
Aus   diaser  Vergleichung  erhält   man   das  Gesetz:   „Der  Zurückwerfungs- 
winkel  ist  dem  Einfallswinkel  gleich.**    Man  sieht,  dieses  Gesetz,  und  so 
jedes  andere  physikalische  Gesetz,  ist  eine  mathematische  Beziehung  zwischen 
den  eine  Erscheinung  bedingenden  veränderlichen  Grössen. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  physikalischen  Gesetze  sind  der  gemein- 
same Ausdruck  einer  Reihe  einzelner  Thatsachen;  ihre  Bedeutung  ist  aber 
noch  eine  weitere,  sie  drtlcken  nicht  nur  die  Thatsachen  aus,  welche  wir 
zu  ihrer  Ableitung  benutzten,  sondern  sie  enthalten  auch  alle  Erscheinungen 
in  sich,  die  aus  jenen  Thatsachen  folgen.  Man  habe  z.  B.  einen  Spiegel  von 
beliebiger  aber  geometrisch  bestimmter  Gestalt,  und  es  fallen  auf  ihn  Licht- 
strahlen, welche  von  einer  in  bestimmter  Entfernung  aufgestellten  Flamme 
herkommen.    Das  eben  erw"ähnte  Reflexionsgesetz  setzt  uns  in  den  Stand  die 
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Wirkimg  des  Spiegels  zu  bestimmen,  ohne  den  Versuch  zu  Hilfe  zu  nehmen; 
denn  nach  jenem  Gesetze  kann  man  den  Weg  jedes  Lichtstrahles  nach  der 
Reflexion  mit  Hilfe  der  analytischen  Geometrie  ableiten.  Wie  in  diesem,  so 
ist  es  in  allen  Fällen;  jedes  physikalische  Gesetz  schliesst  eine  Reilie  von 
Folgesätzen  in  sich,  welche  aus  jenem  sich  ableiten  lassen;  das  Mittel  diese 
Sittze  abzuleiten  ist  die  Mathematik,  man  hat  die  Gesetze  mathematisch  zu 
formuliren  und,  indem  man  dann  dieselben  als  Ausgangspunkte  nimmt,  aus 
ihnen  nur  durch  mathematische  Knt Wickelungen  die  Folgerungen  zu  ziehen. 

Daraus  erhellt  die  äusserst  wichtige  Holle,  welche  die  Mathematik  in 
der  Entwicklung  der  Physik  spielt.  Sie  ist  ebenso  wichtig  als  die  Versuche ; 
denn  sie  dient  dazu  diese  zusammenzufassen  und  zu  berechnen,  die  erhaltenen 
Gesetze  auszudrücken  und  aus  diesen  die  weiteren  Folgen  abzuleiten.  Die 
Mathematik  ist  ftlr  den  Pliysikcr  eine  Sprache  und  ein  Instrument.  Da  man 
die  Mathematik  nur  anwenden  kann,  wenn  die  W^issenschaft  von  unbe- 
stimmten Erfahrungen  zu  genau  gemessenen  Beziehungen  fortgeschritten  ist, 
wenn  sie  begonnen  hat,  die  einzelnen  Thatsachen  in  ihrer  Gesetzmässigkeit 
zusammenzufassen,  so  kann  man  behaupten,  dass  der  Grad  des  Fort«chritte> 
in  unserer  Wissenschaft  besiimmt  wird  nach  der  Anwendung  der  Mathematik, 

In  jedem  Zweige  der  Physik  gibt  es  gewisse  Gruppen  von  Erschei- 
nungen, welche  sich  alle  aus  einem  fundamentalen  Gesetze  ableiten  lassen. 
So  unter  den  Lichterscheinungen  die  Erscheinungen  der  Reflexion  und 
Brechung,  die  der  Interferenz  und  Beugung;  die  Gesetze  dieser  Erschei- 
nungen sind  jetzt  v<dlständig  bekannt;  und  indem  man  sie  als  Grundlage 
nimmt,  ist  es  leicht,  nur  durch  mathematische  Entwicklungen  die  Gesetze 
der  Fortpflanzung  des  Lichtes  durch  eine  beliebige  Reihe  von  Mitteln  und 
unter  den  verschiedensten  Umständen  zu  erhalten.  Wären  alle  Gesetze  der 
0])tik  oder  überhaupt  eines  Zweiges  der  empirischen  Wissenschaften  be- 
kannt, so  könnte  man  <len  Weg  der  Erfahrung,  welche  zu  deren  Auffinden 
diente,  verlassen  und  mit  geänderter  Methode  nur  durch  mathematische 
Deductionen  ihre  Folgerungen  erhalten.  Die  Physik  hat  diesen  Punkt  noch 
lange  nicht  erreicht;  aber  dahin  zu  gelangen,  ist  eine  Aufgabe,  welche  sie 
sich  vorsetzen  darf,  und  welche  eines  Tages  zu  lösen  sie  erwarten  kaim. 
In  einem  Zweige  derselben  wenigstens  ist  sie  dahin  gelangt,  in  der  theo- 
retischen Mechanik.  Dieselbe  war  ursprünglich  eine  emi>irische  Wissen- 
schaft, wie  alle  Zweige  der  Naturlehre;  denn  man  kann  nicht  a  priori  wissen, 
in  welcher  Weise  die  Körper  durch  auf  sie  wirkende  Kräfte  bewegt  werden, 
und  nach  welchen  Gesetzen  <lie  Körper  auf  einander  einwirken;  die  Beo- 
bachtungen Kepplers,  die  Versuche  Galileis  imd  Huyghens  boten  aber  schon 
das  Material,  aus  welchem  Newton  die  fundamentalen  Gesetze  dieser  Er- 
scheinimgsgruppe  ableitete.  Seitdem  aber  ist  die  Mechanik  ein  Zweig  der 
mathematischen  Wissenschaften  geworden;  sie  enthält  sich  der  Versuche 
und  entwickelt  ihre  Sätze  an  der  Hand  logischer  Folgerungen. 

Wie  in  der  Mechanik,  so  ist  dieses  Ziel  erreicht  in  der  Astrcmomie,  in 
einem  grossen  Theile  der  Optik  und  in  manchen  kleinern  Zweigen  der  Phy- 
sik, man  ist  bestrebt,  es  auch  in  den  übrigen  zu  gewinnen. 

Fassen  wir  das  Resultat  <ler  bisherigen  Betrachtungen  zusammen,  so 
können  wir  in  der  Entwicklung  der  physikalischen  Wissenschaften  drei 
Epochen  unterscheiden;  die  erste  ist  die  der  Empirie,  durch  Beobachtung 
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und  Versuche  werden  Thatschen  gebammelt  und  aus  diesen  durch  dio  com- 
binirende  Thätigkeii  des  Vorstandes  die  Gesetze  der  einzelnen  Erscheinungen 
aufgestellt;  an  diese  schliesst  sich,  sobald  hinreichendes  Material  vorhanden 
ist,  die  plülosophische  Thütigkeit  der  A])straction,  des  Aufsuchens  der  Haupt- 
gesetze fllr  eine  Reihe  aus  gleicher  Ursache  hervortretender  Erscheinungen, 
und  auf  diese  folgt  dann  eine  Zeit,  in  welcher  man  durch  Deduction  aus 
jenen  (»esetzen  neue  Folgerungen  und  Thatsachen  ableitet,  eine  Zeit,  in 
welcher  Beobachtung  und  Versuch  nur  dazu  dienen  die  theoretisch  abge- 
leiteten Folgeningen  zu  controlirrn  und  nachträglich  zu  Hestätigen.  Im  all- 
;remeinen  ist  das  auch  der  geschichtliche  (lang  in  der  Entwicklung  der 
Physik,  man  findet  fast  stets  diese  drei  Epochen  auch  zeitlich  verschieden. 

Die  der  Naturwissenschaft  gestellte  Aufgabe  ist  indess  lueriuit  noch 
nicht  vollstüntlig  gelöst,  denn  eine  vollständige  Kenntniss  der  Natur  uiuss 
ims  auch  angeben,  warum  die  Naturerscheinimgen  gerade  den  beobachteten 
Verlauf  haben  und  nicht  einen  andern.  Da  nun  aber  der  Verlauf  einer  Er- 
scheinung wesentlich  von  der  Ursache  bedingt  wird,  welche  diese  Erschei- 
nung bewirkt,  so  ftillt  die  Frage  nach  dem  Grunde,  aus  welchem  die  Erschei- 
mmgen  gerade  den  ilmen  eigenthttmlichen  Verlauf  haben,  zusammen  mit  der 
Frage  nach  der  Ursache  der  Erscheinungen.  Die  Ursache  einer  Veränderung 
in  der  Natur  bezeichnet  man  allgemein  als  eine  Kraft,  wir  können  daher 
ilas  Aufsuchen  der  Ursachen  auch  bezeichnen  als  das  der  Naturkräfte. 

Gerade   diese   letzte   Aufga])e   der   Naturwissenschaften   ist   al>er   die 
schwierigste;  denn  rlie  Naturkräfte  selbst  können  wir  niemals  direct  beor 
bachten,  wir  nehmen  sie  nur  wahr  in  ihren  Wirkungen.    Um  also   irgend 
etwas  über  die  Naturkräfte  auszusagen,  müssen  wir  aus  den  Wirkungen  auf 
die  Ursachen  zurückschliessen.     Diese  Art  des  Schlusses  ist  aber  immer  mit 
einer  so  grossen  Unsicherheit  behaftet,  dass  wir  über  die  wirksamen  Natur- 
kräfte niemals  eine  ähnliche  Gewissheit  erhalten  können  wie  über  die  Gesetze, 
denen  die  Naturerscheinimgen  folgen.    Denn  eine  und  dieselbe  Erscheinung 
kann  aus  sehr  verschiedenen  Ursachen  hervorgehen,  und  von  diesen  ml\g- 
hchen  Ursachen  müssen  wir  bei  jener  Art  des  Schliessens  eine  auswählen; 
nichts  bürgt  uns  aber  dafür,  dass  wir  bei  dieser  Wahl  aus  den  mr)glichen 
Ursachen  die  richtige  treffen.    Wenn  wir  wissen,  dass  das  Wasser  unter  dem 
Drucke  der  Athmosphäre  steht,  so  ist  eine  noth wendige  Folgerung,  dass 
eb  in  einer  Pumpe  aufsteigen  muss,  in  welcher  wir  über  dem  W^asser  einen 
luftleeren  Raum  hergestellt  haben;  weiss  man  aber  nicht,  dass  das  Wasser 
dem  Drucke  der  Atmosphäre  ausgesetzt  ist,  und  sieht  man  dasselbe  in  einer 
luftleer  gemachten  Pumpe  aufsteigen,  so  kann  man  eine  Reihe  von  Ursachen 
ersinnen,  welche  das  Aufsteigen  bewirken.   Will  man  zwischen  diesen  wählen, 
so  hat  man  alle  Chancen  dafür,  dass  man  eine  unrichtige  wählt,  gegen  eine 
einzige,  dass  man  die  richtige  wählt.    Die  Geschichte  lehrt  uns,  wie  sich 
die  altern  Physiker  in  der  That  täuschten,  als  sie  annahmen,  die  Natur 
habe  einen  Abscheu  vor  dem  leeren  Räume.    Die  Mechanik  des  Himmels 
beweist  uns,  das  zwischen  den  Gestirnen  eine  Kraft  thätig  ist,  welche  in  dem 
Maasse  grösser  ist,  als  die  Masse  der  Gestirne  grösser  ist,  und  welche  in 
tlem  Maasse  abnimmt,  als  das  Quadrat  der  Entfernung  der  Gestirne  zunimmt. 
Man  nimmt  an,  dass  diese  Kraft  in  einer  Anziehung  der  Materien  ihren 
Grund  habe.    Auch  diese  Annahme  wählt  aus  einer  ganzen  Reihe  von  mög- 
lichen Gründen  einen  aus,  und  wir  haben  strenge  genommen  ebenso  wenig 
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ein  Recht  diesen  Grund  für  den  wahren  zu  halten,  wie  aus  dem  Aufsteigen 
des  Wassers  in  der  Pumpe  den  horror  vacui  zu  folgern. 

lieber  die  Naturkrftfte  selbst  können  wir  demnach  nur  Annahmen,  so- 
genannte Hypothesen  bilden,  welche  ftlr  uns  einen  geringem  oder  grossem 
Grad  von  Wahrscheinlichkeit  haben ,  je  nach  der  Vorsicht,  mit  welcher  man 
bei  dem  Aufstellen  der  Hypothesen  verfuhr,  und  je  nach  der  Menge  von 
Naturerscheinungen,  welche  wir  bei  ihrer  Wahl  berücksichtigten,  und  welche 
sich  dann  als  nothwendige  Folgen  aus  dieser  Hypothese  ergeben.  So  lange 
man  nur  wenige  Erscheinungen  aus  einem  Gebiete  in  Betracht  zieht,  fin<let 
man  stets,  dass  mehrere  Hypothesen  dieselben  gleich  gut  erklären,  das 
heisst  als  nothwendige  Folgen  aus  der  supponirten  Ursache  hervorgehen 
lassen;  je  weiter  aber  unsere  Kenntniss  der  Erscheinungen  in  einem  (te- 
biete  sich  ausdehnt,  um  so  geringer  wird  die  Anzahl  der  möglichen  Hy- 
pothesen, bis  schliesslich  nur  eine  Hyi)othese  übrig  bleibt,  aus  welcher  man 
sämmtliche  experimentell  gefundenen  Thatsachen  mathematisch  entwickeln 
kann,  und  welche  selbst  zur  Auffindung  neuer  Thatsachen  führt..  Diese  Hy- 
pothese hat  dat  dann  für  uns  den  höchsten  Grad  der  Wahrscheinlichkeit. 

Eine  solche  Hypothese  ist  die  jetzt  der  Behandlung  der  Optik  zu  Grumle 
gelegte  Undulationstheorie.  Seitdem  man  angenommen  hat,  das  Licht  sei 
eine  zitternde  Bewegung  des  Aethers,  wurden  alle  experimentell  aufge- 
fundenen Gesetze  der  Lichterscheinungen  Folgerungen  dieses  einen  Grund- 
satzes, und  mit  ihr  hat  die  Optik  fast  jene  Stufe  der  Vollkommenheit  er- 
reicht, auf  welcher  die  Beobachtung  nur  mehr  ein  Mittel  ist,  die  Folgerungen 
der  Theorie  zu  bestätigen,  anstatt  das  einzige  Mittel  zu  sein,  um  die  Gesetze 
der  Erscheinungen  aufzufinden.  Das  ist  eben  das  charakteristische  einer 
guten  Hypothese. 

Zunächst  erhält  man  eine  solche  Hy]iothese  für  die  verschiedenen 
Gruppen  der  unter  sich  gleichartigen  Erscheinungen,  wie  diejenige  des  Lichts 
oder  der  Wärme,  und  man  muss  dieselbe  für  gut  erklären,  wenn  sie  das 
Gesammtgebiet  der  Erscheinungen,  für  welche  sie  ersonnen  wurde,  als  noth- 
wendige Folgen  erkennen  lässt.  Mit  dem  Fortschritt^e  der  Naturerkenntnis s 
hat  sich  nun  aber  ergeben,  dass  die  einzelnen  Grup])en  von  unter  sich  gleich- 
artigen Erscheinungen,  welche  scheinbar  sich  ganz  fremd  sind,  wie  die 
Bewegungserscheinungen,  Licht-  oder  Wärmeerscheinungen,  unter  einander 
in  dem  innigsten  Zusammenhange  stehen.  Bei  der  Abwägung  der  Hypothesen 
über  die  einer  bestimmten  Erscheinungsgruppe  zu  Grunde  liegenden  Natur- 
kräfte, darf  man  deshalb  nicht  nur  diese  Erscheinungsgruppe  allein  in> 
Auge  fassen,  sondern  muss  auch  die  übrigen  mit  in  Erwägung  ziehen ,  und 
sich  die  Frage  stellen,  ob  es  zur  Erklärung  der  bestimmten  Gruppe  der  An- 
nahme einer  besondem  Naturkraft  bedarf.  Gerade  durch  diese  Erwägung 
hat  die  neuere  Physik  die  Zahl  der  von  den  altern  Forschern  angenommenen 
Naturkräfte  wesentlich  beschränkt;  wir  werden  sehen,  wie  sie  immer  mehr 
dahin  8trel>ts  die  verschiedenartigsten  ^Erscheinungen  auf  ein  und  dieselbe 
Grundursache,  auf  Bewegung,  zurückzuführen  und  an  die  Stelle  der  früher 
angenommenen  so  mannigfachen  Kräfte  nur  eine  zu  setzen,  die  Kraft,  welche 
der  Materie  Bewegung  ertheilen  kann,  welche  in  einer  Anziehung  imd  Ab- 
stossung  der  einzelnen  Theile  der  Materie  besteht. 

Aber  selbst,  wenn  es  gelungen  ist  alle  Erscheinungen  auf  diese  eine, 
der  Materie  eigen thümliche  und  deshalb  unveränderliche  Kraft   zurückzu- 
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führen,  darf  man  immer  nicht  vergessen,  dass  es  eine  Hypothese  ist,  auf 
welche  wir  die  Erklärung  der  Naturerscheinungen  stüizen,  die  allerdings 
den  höchsten  Grad  der  Wahrscheinlichkeit  hat,  der  wir  aber  eine  Gewiss- 
heit erst  dann  beilegen  dürfen,  wenn  wir  beweisen  können,  dass  die  so  ange- 
ni:>mmene  Ursache  der  Naturerscheinungen  die  einzig  mögliche  ist.  Dann 
erst  wäre  dieselbe,  nach  dem  Ausspruche  von  HelmholtzM,  als  die  noth- 
wendige  BegrifFsform  der  Naturauffassung  erwiesen,  es  würde  derselben  als- 
dann objective  Wahrheit  zuzuschreiben  sein.  Dahin  zu  gelangen,  das 
können  wir  als  das  letzte  Ziel  der  Naturwissenschaften  bezeichnen;  ob  ea 
erreicht  werden  kann,  das  lässt  sich  jetzt  noch  nicht  übersehen. 

At^leitnng  der  physikalisclieii  Gesetze  aus  Messungen. 

Wir  haben  im  Vorigen  bereits  mehrfach  gezeigt,  dass  die  Grundlage 
alles  physikalischen  Wissens  genaue  Beobachtungen  und  Messungen  sind; 
ehe  wir  zur  Besprechung   der   physikalischen   Naturerscheinungen   selbst 
übergehen,  müssen  wir  ims  daher  noch  die  Frage  vorlegen,  wie  wir  aus 
den  Messungen  die  Gesetze  der  Erscheinungen  ableiten,  und  wie  wir  bei 
den  Messungen  zu  verfahren  haben.     Wir  wollen  dieses  an  dem  Beispiele 
der  Zurückwerfung  des  Lichtes  zeigen,  welches  wir  vorhin  bereits  angeführt 
haben.    Wir  wissen  also,  dass  jedesmal,  wenn  ein  Lichtstrahl  auf  eine  po- 
lirte  Fläche  f&Ut,  derselbe  zurückgeworfen  wird,  femer,  dass  die  Richtung, 
nach  welcher  der  zurückgeworfene  Strahl  fortgepflanzt  wird,  sich  ändert, 
wenn  die  Richtnng  des  einfallenden  sich  ändert.    Um  das  Gesetz  zu  erhalten, 
welches  die  Abhängigkeit  der  Richtimg  des  zurückgeworfenen  von  der  des 
einMlenden  Strahles  darstellt,  setzen  wir  einen  Spiegel  in  den  Mittelpunkt 
eines  getheilten  Kreises,  so  dass  die  Ebene  des  Spiegels  senkrecht  ist  zur 
Ebene  des  Kreises.     An  dem  Kreise  sind  zwei  bewegliche  Radien,  deren 
Enden  mit  einer  Spitze  auf  die  Theilung  des  Kreises  zeigen.     Die  Radien 
tragen  durchsichtige  Röhren,  deren  Achsen  den  Radien  parallel  sind;  vor 
der  einen  Röhre  steht  eine  möglichst  kleine  Flamme,  welche  nur  durch  die 
R^jhre  Licht  auf  den  Spiegel  senden  kann.     Ist  nun  der  Spiegel  femer  so 
aufgestellt,  dass  die  Spiegelnormale,  das  Einfallsloth ,  den  Nullpunkt  der 
Theilung  trifft,  so  gibt  ims  der  Abstand  des  die  Flamme  tragenden  Radius 
vom  Nullpunkte  der  Theilung  den  Einfallswinkel  des  Lichtstrahls.      Wir 
verschieben  dann  den  zweiten  beweglichen  Radius  so  lange,  bis  wir  durch 
die  Röhre  blickend  den  zurückgeworfenen  Strahl  sehen.    Da  dann  die  Rich- 
tung dieses  zweiten  Radius  jene  des  zurückgeworfenen  Lichtstrahles  ist,  so 
gibt  uns   der   Abstand    seiner   Spitze   von  dem   Nullpunkte   der  Theibmg 
den  ZurÜckwerfungswinkel.     Man  setzt  dann  die  beiden  beobachteten  Win- 
kel nebeneinander.     Man  wiederholt  dann   den  Versuch,  indem  man  nach 
und  nach  verschiedene  Einfallswinkel  wählt,  dabei  von  dem  kleinsten,  der 
senkrechten  Incidenz,  bis  zum  grössten,  der  streifenden  Incidenz,  fortschrei- 
tet und   entwirft   sich   eine  Tabelle,   auf  welcher  neben  jedem  gewählten 
Einfallswinkel  der  beobachtete  ZurÜckwerfungswinkel  verzeichnet  ist.   Eine 
Vergleich ung  der  zusammengehörigen  Winkel  zeigt  ims  dann,  \mtor  Voraus- 
^^etzung  absoluter  Genauigkeit,  dass  die  zu  einander  gehörigen  Winkel  immer 
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gleich  sind.  Imlem  man  dann  .so  eine  ganz  constante  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Winkeln  in  den  beobachteten  Fällen  erkennt,  schliessL  man, 
dass  das  in  allen  so  «ein  wird,  und  erhält  auf  diese  Weise  ein  experimentell 
bewiesenes  Oesetz. 

Der  Beweis  eines  physikalischen  Gesetzes  ist  somit  der  Nachweis  einer 
bestimmten  Beziehung  zwischen  Zahlen,  welche  durch  direkte  Messung  er- 
halten oder  aus  direkt  gemessenen  Grössen  berechnet  werden;  wir  erkennen 
diese  Beziehung  in  einer  grossem  oder  geringem  Anzahl  von  Fällen  und 
schliessen  daraus,  dass  sie  in  allen  bestehe. 

Damit  aber  die  zwischen  den  verglichenen  Grössen  l)estehende  Bezieh- 
ung in  aller  Schärfe  hervortrete,  ist  es  nöthig,  dass  die  Messungen  absolut 
genau  sind.  Das  ist  niemals  zu  erreichen,  einmal  wegen  der  Ungenauig- 
keit  der  Instrumente,  dann  aber  auch  wegen  der  ünvollkommenheit  unserer 
Sinne.  In  dem  eben  besprochenen  Beispiele  ist  der  Maassstab,  an  welchem 
gemessen  wird,  ein  getheilter  Kreis;  eine  solche  Theilung  lässt  sich  nie 
absolut  genau  herstellen,  der  eine  Grad  ist  niemals  dem  andern  absolut 
gleich,  und  die  Theilstriche  haben  niemals  absolut  gleiche  Breite.  An  dem 
Kreise  lassen  sich  femer  niemals  die  beweglichen  Radien  mit  a])soluter 
Genauigkeit  einstellen,  und  schliesslich  lässt  sich  die  Stellung  der  Radien 
nicht  mit  vollkommener  Sicherheit  ablesen.  Deshalb  sind  auch  die  besten 
Messungen  mit  unvermeidlichen  Beobachtungsfehlem  behaftet,  welche  je 
nach  der  Güte  der  Instrumente  und  der  Geschicklichkeit  des  Beobachters 
grösser  oder  kleiner  sein  können.  Sind  die  Instrumente  schlecht,  besitzt 
der  Beobachter  nicht  die  nothwendige  Geschicklichkeit,  oder  wendet  er 
nicht  die  gehörige  Sorgfalt  an,  so  können  die  Beobachtungs fehler  eine 
solche  Grösse  erreichen,  dass  die  Messungen  das  Gesetz  gar  nicht  erkennen 
lassen;  man  würde  dann  gar  keine  oder  auch  sehr  viele  algebraische  Be- 
ziehungen finden,  welche  die  beobachtet-en  Werthe  mit  der  gleichen  Genauig- 
keit wiedergeben,  und  keine  dieser  Beziehungen  würde  nach  den  Messungen 
den  Vorzug  verdienen. 

Haben  aber  die  Instrumente  die  nöthige  Feinheit,  und  hat  der  Be- 
obachter die  erforderliche  Sorgfalt  angewandt,  so  findet  man  immer  eine 
Beziehung,  welche  die  beobachteten  Werthe  am  genauesten  wiedergibt ,  imd 
indem  man  dann  erwägt,  dass  vollkommene  Genauigkeit  nicht  erreicht  wer- 
den kann,  darf  man  diese  Beziehung  als  den  Ausdruck  des  physikalischen 
Gesetzes  betrachten. 

Hierbei  sind  aber  noch  folgende  Punkte  zu  beachten.  Da  man  bei 
einer  hinreichend  grossen  Zahl  von  Messungen  ebenso  oft  W^ahrscheinlich- 
keit  hat,  dass  die  beobachteten  Werthe  zu  klein  als  dass  sie  zu  gross  sind, 
so  müssen  im  allgemeinen  ebenso  viele  Werthe  kleiner  als  grösser  sein  wie 
diejenigen,  welche  das  aus  den  Messungen  abzuleitende  Gesetz  verlangt. 
Findet  man  dagegen,  dass  die  ifefundenen  Werthe,  wenn  auch  innerhalb  der 
Grenzen  der  Beobachtungsfehler,  stets  grr>sser  oder  stets  kleiner  sind,  so  muss 
man  dennoch  schliessen,  dass  das  Gesetz  nicht  genau  besteht.  Wir  werden 
sehen,  dass  die  Erkenntniss  der  nicht  ganz  strengen  Gültigkeit  des  Mariot- 
teschen Gesetzes  lange  Zeit  dadurch  verzögert  WMirde,  dass  Arago  und  Dulong 
diese  Vorsicht  ])ei  den  aus  ihren  Versuchen  gezogenen  Schlüssen  veral)säumten. 

Die  Abweichungen  der  beobachteten  Werthe  von  den  vom  (iesetzc 
verlangten  müssen  femer  ganz  unregelmässig  sein,  dieselben  dürfen  nicht 
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eine  bestimmte  GesetzmäSvsigkeil  zeigen.  Würde  man  finden,  datjs  etwa  für 
kleine  Werthe  der  gegebenen  Grösse  der  beobachtete  Werth  der  von  der- 
selben abhängigen  Grösse  immer  grösser,  für  grosse  dagegen  immer  kleiner 
ist  als  der  vom  Gesetze  verlangte,  so  würde  man  auch  dann  nicht  schliessen 
dürfen,  dass  das  aus  den  Messungen  abgeleitete  Gesetz  der  Wirklichkeit 
vollst^dig  entspricht;  w^ir  dürfen  es  auch  dann,  wie  in  dem  vorigen  Falle, 
nur  tür  ein  annähernd  richtiges  halten. 

Wie  gross  in  den  einzelnen  Fällen  die  Beobachtungsfehler  sein  können, 
wie  nahe  die  beobachteten  Werthe  den  wirklich  stattfindenden  entsprechen 
können,  das  lässt  sich  nicht  allgemein  feststellen;  es  hängt  das  unter  .sonst 
gleichen  Umständen  von  der  Schwierigkeit  der  Messungen  ab.  Man  hat  in 
jedem  Falle  die  Grenze  der  erreichbaren  Genauigkeit  zu  bestimmen,  in 
welcher  Weise,  das  werden  wir  später  bei  den  einzelnen  Untersuchungen 
kennen  lernen.  Das  aber  ist  immer  festzuhalten,  dass,  wenn  Beobachtungen 
ein  Gesetz  bestätigen  sollen,  die  Diiferenzen  des  beobachteten  und  gesetz- 
mSssigen  Werthes  nur  ein  kleiner  Bruchtheil  des  erstem  sein  dürfen. 

Die  in  der  Physik  gebräuchliclien  Maasse. 

Die  Maasse,  welche  in  der  Physik  angewandt  werden,  sind  dem  neu- 
französischen Maasssystem  entnommen,  welches  den  grossen  Vorzug  hat, 
dass  es  alle  Maassbestimmungen  auf  ein  und  dieselbe  Einheit,  die  des 
Längenmaasses  zurückführt.  Die  Einheit  des  französischen  Längenmaasses 
ist  das  Met^r.  Dasselbe  ist  von  der  Länge  eines  Erdmeridians  abgeleitet, 
und  zwar  wurde  der  zehnmillibnte  Theil  des  durch  genaue  Messungen  be- 
iitiramten  Quadranten  eines  Erdmeridian  dazu  gewählt.  Später  hat  sich 
zwar  ergeben,  dass  in  die  dem  Meter  zu  Grunde  liegenden  Messungen  sich 
ein  kleiner  Fehler  eingeschlichen  hat,  da  aber  die  Maasseinheit  einmal  fest- 
gestellt und  verbreitet  war,  so  hat  man  es  unterlassen,  dieselbe  darnach 
zu  ändern.  Das  Meter  ist  sonach  um  ein  sehr  Geringes  von  dem  zehn- 
millionten Theile  eines  Erdmeridianqiiadranten  verschieden.  Das  Original- 
meter, nach  welchem  alle  übrigen  Maassstäbe  abgeglichen  werden,  ist  in 
den  Archiven  zu  Paris  niedergelegt. 

Man  t heilt  das  Meter  nach  dem  Decimalsystem 
1  Met^r  =  10^*^  Decimetcr  =  lOO*'"»  (Vntimeter  =  1000"°»  Millimeter. 

Im  deutschen  Reiche  ist  seit  dem  1.  Januar  1872  dasselbe  Maasssystem 
eingeführt  worden.  Als  deutsche  Bezeichnung  ist  für  das  Meter  der  Name 
Stab,  für  das  Centimeter  Neuzoll  und  für  das  Millimeter  der  Name  Strich 
gewählt,  welche  Bezeichnungen  indessen  gegenüber  den  altem  oben  an- 
geführten wenig  in  Gebrauch  sind. 

Früher  legte  man  in  Prankreich  und  Deutsehland  imd  noch  jetzt  in 
vielen  Ländern  die  willkührlich  gewählte  Einheit  des  Fusses  (ungefähr  von 
der  Länge  des  menschlichen  Fusses)  zu  Grunde. 

Eine  Vergleichung  der  wichtigsten  Fussmaasse,   wie  sie    ])i.5her  ge- 


ll 


-  -KU.I^V/&A  V 

<V    t*X  ^t  V,<>B  , 

a*^tM\i      ^^\yasj 

1       A*m.%-i;\>  j  11. 

ACt;%»i^k7V/      ^* 

n 

Meter 

Parifter 
Fusf 

Preusscn 
RhiiLFuBS 

England 

FU80 

Of'sl  reich 
Wiener  F. 

Kuieru 

FU»8 

Baden 
Fuos 

Sachsen 
Fuijd 

Schwetleu 
Fusif 

h- 

3,078444 

3,186199 

3,280890 

3,163446 

:H,426310 

3,333333 

3,531197 

3,368126 

12  Die  in  der  Physik  gebräuchlichen  Maasse. 

Dem  hier  angegebenen  preussischen  ist  das  dänische,  dem  englischen 
das  russische  und  dem  badischen  das  schweizerische  Fussmaass  anGrösse  gleich. 

Der  Fuss  wird  entweder  duodecimal,  in  12"  Zoll,  der  Zoll  in  12"' 
Linien  oder  decimal,  in  10"  der  Zoll  in  10'"  Linien  eingetheilt. 

Das  Flächenmaass  wird  in  dem  metrischen  System  durch  Quadrirung 
dcH  Meters  erhalten  und  ebenso  das  Körpermaass  durch  Kubation  des  Meters 

1**"*  Quadratmeter  =  lOü*»**"*  =  10000^*"""  =  lOOOOOO*»"""*. 

l*'"'  Kubikmeter  —  lOOO^^"*  =  lOOOOOO''^"*  =  1000000000  >'""". 

Kh  ist  leicht  darnach  das  Verhältniss  der  Quadrat-  und  Kubik-Fusso, 
Zolle  etc.  zum  metrischen  Flächen-  und  Körpermaasse  zu  erhalten,  z.  B. 

1^«»  =  0,476817  D'  Paris  =  10,15187  D'  preuss.  et<j. 

ikm  =  29',17385  kub.  Paris  =  32',32587  kub.  preuss.  etc. 

Als  Einheit  des  Hohlmaasses  nimmt  das  metrische  System  den  Raum- 
inhalt eines  Kubikdecimeters  und  nennt  dieses  Maass  ein  Litre. 

Dasselbe  Hohlmaass  ist  jetzt  auch  als  Einheit  im  deutschen  Reiche 
acceptirt. 

Früher  wurde  bei  uns,  und  noch  jetzt  in  den  Ländern,  welche  <las 
metrische  System  nicht  acceptirt  haben,  das  Hohlmaass  aus  dem  Fussmass 
verschieden  gebildet.  In  Preussen  war  das  Quart  =  B4"  kub.,  in  Baiem 
das  Maass  =  84",304  kub.,  in  England  ist  die  Gallone  =  277",2738  kub., 
das  östreichische  Maass  ist  0',0448  kub.  u.  s.  f. 

1  Litre  =  0,8733386  preuss.  Quart  =  0,0354301  baier.  Maass. 
=  0,2200067  engl.  Gallone  =  0,7066483  östr.  Maass. 

Auch  die  Einheit  des  Gewichtes  ist  im  metrischen  Systeme  aus  jenem 
des  Längenmaasses  abgeleitet.  Man  geht  vom  Centimeter  aus  und  nennt 
das  Gewicht  von  einem  Kubikoentixneter  Wasser  bei  der  Temperatur 
4  "  C.  auf  der  Sternwarte  zu  Paris  ein  Gramm. 

Im  gewöhnlichen  Leben  wird  das  Gewicht  von  einem  Liter  Wasser 
als  Einheit  genommen;  dasselbe  enthält  1000^™  kub.  und  wiegt  daher  KKM» 
Gramm.  Dieses  Gewicht  wird  Kilogramm  genannt.  Ein  bei  der  Aufstellung 
des  metrischen  Systemes  mit  der  grössten  Sorgfalt  hergestelltes  Kilogramm 
wird  in  den  Pariser  Archiven  aufbewahrt.  Da  man  mit  viel  grösserer  Ge- 
nauigkeit zwei  Gewichte  mit  einander  vergleichen  kann,  als  das  Gewicht 
eines  bestimmten  Volumens  Wasser  bestimmen,  so  werden  alle  Normal- 
gewichte nach  dem  pariser  Kilogramm  abgeglichen. 

Die  Unterabtheilungen  des  Grammes  sind  nach  dem  Decimalsystem 
gebildet 

1  Gramm  =  10  Decigramme  =  100  Centigramme  =  1000  Milligramme. 

Besondere  Zeichen  werden  für  diese  Unterabtheilimgen  nicht  benutzt, 
man  schreibt  sie  als  Decimalstellen  des  Grammes. 

Im  deutschen  Reich  ist  seit  Einführung  des  metrischen  Systems  auch 
dieses  Gewicht-ssystem  eingeführt,  nur  wird  als  Einheit  die  Hälfte  des  Kilo- 
gramms, das  Pfund,  genommen.  Dasselbe  wird  dann  ohne  weitere  Unter- 
abtheilung in  500  Granmi  getheilt  Die  in  andern  LRndern  gewählten  (te- 
wichtseinheiten,  die  meist  den  Namen  Pfund  führen,  sind  von  dem  halben 
Kilogramm  nicht  sehr  verschieden.  Eine  Vergleichung  der  wichtigsten  Pfunde, 
mit  dem  Kilogramm  bietet  folgende  Zusammenstellung 
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1  Kilogramm  =  2,204597   Pfd.  englisch  Avoirdupoitf 

1,7H5G75     „     östreichisch 
2,441883     „     nissisch 
2,002  768     „     dänisch  und  norwegisch 
2,351063     „     schwedisch  Schalgewicht 
2,000000     „     deutsch. 

Das  Pfund  wird  meist  in  16  Unzen,  wie  in  England,  oder  in  32  Loth 
eingetlieiit. 

In  den  Niederlanden,  Spanien  und  Italien  ist  das  metrische  System 
einffeftlhrt,  zum  Theü  nur  mit  andern  Benennungen. 

Um  eine  Richtung  im  Räume  mit  einer  andern  zu  vergleichen,  hat 
man  ein  Maass  fUr  Winkel  oder  Richtungsverschiedenheiten  eingeführt;  man 
theilt  zu  dem  Ende  überall  den  Kreisumfang  in  360  gleiche  Theile,  deren 
einer  ein  Grad  genannt  wird.  Der  Grad  wird  in  60'  Minuten,  die  Minute 
in  GC»"  Sekunden  getheilt. 

Die  Erscheinungen,  welche  wir  in  der  Physik  zu  untersuchen  haben, 
treten  nicht  nur  räumlich,  sondern  auch  zeitlich  verschieden  auf.  Wir  ha- 
ben daher  in  vielen  Fällen  auch  die  Zeit  zu  messen.  Das  Zeitmaass  ist  auf 
die  Lange  des  Tages  gegründet,  es  ist 

1  Tag  mittlerer  Zeit  =  24  Stunden 

1*»  Stunde  =  60'  Minuten 

l'  Minute  =  60"  Sekunden. 

Bei  den  physikalischen  Zeitangaben  wird  meist  die  Sekunde  als  Zeit- 
einheit gewählt. 

Einige  Messinstnunente. 

Der  Cornparator. 

Der  Angabe  der  in  der  Physik  gebräuchlichen  Maasse  lassen  wir  eine 
karze  Beschreibung  der  ohne  besondere  Theorie  in  ihrem  Princip  verständ- 
lichen Messinstrumente,  der  Längenmessinstrumente,  und  der  Winkelmess- 
instrumente folgen. 

Die  Grundlage  für  alle  Längenmessungen  ist  das  Meter,  imd  zwar  wird, 
wie  vorhin  erwähnt  wurde,  als  das  Nonnalmeter  das  in  den  pariser  Archiven 
befindliche  aus  Platin  gefertigte  Meter  angenommen.  Die  sämmtlichen  in 
Gebrauch  befindlichen  Meter  sind  entweder  direkt  mit  dem  Pariser  Normal- 
meter verglichen,  oder  nach  solchen  dargestellt,  welche  mit  den  Pariser 
Metern  verglichen  waren. 

Zur  Vergleichung  der  Längenmaasse  wendet  man  Comparatoren  an, 
welche  verschieden  eingerichtet  sind,  je  nachdem  man  Endmaasse,  das  heisst 
Maasse  vergleichen  will,  welche  zwischen  den  Endpunkten  des  Maassstabes 
eine  bestinmite  Länge  haben  sollen,  oder  Strichmaasse,  das  heisst  solche, 
welche  zwischen  zweien  auf  dem  Maassstabe  gezogenen  Strichen  eine  be- 
stireonte  Länge  haben.  W^ir  begnügen  uns  damit  einen  für  die  Vergleichung 
von  Endmaassen  constniirten  Fühlhebelcomparator  zu  beschreiben  * ). 


')  Andere  Comparatoren  sehe  man  im  ersten  Baude  von  Karstens  Fjucyclop^idia 
der  Physik  p.  502  ff.  und  Wild  Bericht  über  die  Reform  der  schweizerischen  ür- 
maasge.    Zürich  1868. 
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Eine  1)reil«  Plalte  von  geliolielt^m  GiisseiRen  flient  dem  Ai)|>arat  (Fifi,  J'l 
äh  Basis. 

Dieae  Platte  besib.t  an  dem  einen  Kode  ein  mit  fji-hrauben  befeätJKlcs 
Htühlernes  Aiifüatxstüclf  f;  an  diesem  liefindet  sieb  eine  vorspringende  stunifite 
Schneide,  gegen  welche  das  Meter  fest  angelegt  wird.  (Jegen  das  andere 
Ende  des  Apparat»  hin  ist  ein  stählerner  Stift  J)K  angebracht,  der  aeitiiT 
Länge  nach  gleiten  kann;  man  kann  ihn  von  7>  nach  E  hin  veruehielien. 
alter  eine  Spiralfeder  drückt  ihn  immer  nach  D  hin  zurück.    Der  MeHfiai>|iardt 


dcK  Instrumentes  wird  von  einem  um  eine  Axe  G  l>eweglichen  VVinkelhebel 
ZGE,  dem  FtllilhebeL,  gebildet.  Der  Winkelhebel  hat  einen  sehr  km-Ken  Ann 
GE,  der  durch  eine  Feder  E  immer  an  dax  Ende  E  dea  Stiftes  DE  ange- 
druckt ist,  und  einen  lOOmal  längeren  Arm  ZG,  dessen  Ende  auf  ctneiu 
getheilten  Kreisl>ogen  sich  bewegt.  Bei  /.  befindet  sich  eine  Lupe,  durch 
welche  man  wcharf  beobachten  kann,  an  welchem  TheÜstrich  das  En<le  /, 
anxteht.  * 

Um  nun  ein  Meter  v.\i  prtlfen,  verfahrt  man  folgendermaassen.  Zunilchsl 
legt  man  den  Etalon,  mit  welchem  man  den  Maassstab  vergleichen  will, 
gegen  die  Scheide  bei  ('  tmd  richtet  iJm  gerade  durcli  Anschieben  an  die 
beiden  festen  AufsatKHtücke  M  und  N.  Der  bewegliche  Stift  DE  wird  ilann 
durch  die  ihn  tmigelKtndc  Spiralfeder  gegen  das  Endo  A  des  Etulonü  ge- 
drückt; der  Hebelarm  GE  wini  dann  durch  die  Feder  F  an  das  vorden- 
Ende  E  des  Stiftes  DE  angedruckt,  und  der  Zeiger  GZ  stellt  sieh  auf  ir- 
gend einen  Theilutiich  der  Theihing  ein.  Man  beobachtet  und  bemerkt  siili 
denselben. 

Darauf  ersetzt,  man  den  EtJilon  durch  den  Maassstab,  der  geprUt\  wer- 
den soll.  Wenn  der  Zeiger  dann  genau  auf  demselben  Theilstrich  einätehl, 
so  ist  derselbe  richtig,  neigt  er  auf  eine  andere  Stelle  der  Theilung,  so  ist 
der  Maasstab  unrichtig  und  muss,  je  nachdem  der  Zeiger  Bich  mehr  oiier 
weniger  entfernt  von  /  einstellt,  verkürzt  oder  verlängert  werden. 

Um  die  Empfindlichkeit  des  Apparates  7.\\  heurtheilen,  genügt  es  zu 
beachten,  da^ix  der  Unterschied  der  beiden  verglichenen  MaassstlEbe  in  iter 
Bewegung  des  Hebelendea  Z  himdei-tmal  grösser  erscheint,  weil  der  Arm 
ZG  des  Winkelhebels  hundertmal  grösser  ist  als  der  Arm  OE.  Da  man 
nun  eine  Verschiebung  von  t)"™,!  auf  der  Theilung  mit  Hilfe  der  Lupe  nmli 
recht  gut  wahrnehmen  kann,  so  kann  man  einen  Unterschied  iler  Maassstube 
von  tl"",001  noch  gut  bestinmien. 

Die  Vergleiehung  eines  Maassstabes  mit  dem  Elution  ist  aber  dennoi-h 
meist  nicht  so  einfach,  da  nur  selten  der  verglichene  Maas.sstab  von  Platin 
verfertigt  ist.  Die  Wärme  dehnt  nilndicb  alle  Körper  aus,  uml  iler  als  Eta- 
lon benutüte  Platinmaassstab  hat  nur  bei  der  Temperatur  des  sciniielzeiiden 
Eiae9  genau  die  Länge  des  als  Einheit  angenommenen  Meters.  Man  muss 
daher  alle  Vergleich ungen  bei  dieser  Temperatur  ausführen  oder,  wenn  man 
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sie  Ixii  einer  andern  Temperatur  ausgeführt  hat,  Rücksicht  nehmen  auf  dio 
Ausdehnung  der  Kuq)er  durch  die  Wünne,  welche  für  die  verschiedenen 
MaassstSbe  eine  andere  ist,  wenn  sie  nicht  aus  dem  gleichen  Material  ge- 
fertigt sind.  Dadurch  wird  das  Verfahren  etwas  complicirter;  wir  werden 
S|iüter  sehen,  wie  man  diese  noth wendigen  Correctionen  anbringen  kann. 

Mit  Hilfe  des  Comparators  kann  man  sich  also  jeder  Zeit  ein  genaues 
Meter  verschaffen.  Ist  das  geschelien,  so  müssen  wir  dasselbe  in  seine 
Unterabtheilungen,  Decimeter,  Centimeter  und  Millimeter  theilen.  Diese 
Oi>eration  geschieht  mittels  der  Theilmaschine. 


Die  Theiluia8chine. 

Der  wichtigste  Theil  dieses  Apparates  ist  eine  Mikrometerscthraube. 
Dieselbe  iut  auf  einem  möglichst  homogenen  Cy linder  von  hartem  Stahl  ein- 
}?e^chnitten  und  hat  eine  Lflnge  von  50 — 80  Centimeter.  Bei  der  Herst el- 
lang  derselben  sucht  man  es  dahin  zu  bringeil,  dass  ein  Schraubengang  ge- 
nau einem  Millimeter  entspricht,  das  heisst  also  einmal  zu  errei(;hen,  dass 
«lie  Höhe  aller  Schraubengänge  unter  sich  gleich  und  jeder  gleich  einem 
Millimeter  ist.  Es  muss  also  die  Anzahl  der  Schraubengange  genau  der  An- 
zahl Millimeter  entsprechen,  welche  der  Cylinder  lang  ist.  Absolute  Ge- 
nauigkeit kann  natürlich  nicht  erreicht  werden,  die  Ungenauigkeiten  dürfen 
aher  nur  sehr  klein  sein  und  müssen  durch  Messung  bestimmt  werden.  Bei 
der  Beschreibung  des  Instrumentes  und  seiner  Anwendung  nehmen  wir  an, 
iltss  die  Schraube  möglichst  genau  gearbeitet  sei. 

Fiu.  ä. 


An  seinen  beiden  Enden  ist  der  mit  der  Schraube  versehene  Cylinder 
in  zwei  Zapfenlager  P  und  B  (Fig.  2)  eingeschlossen,  in  denen  er  sich  mit 
sanfter  Reibung  drehen  kann,  ohne  die  geringste  fortschreitende  Bewegung 
anzunehmen;  eine  Kurbel  Ay  welche  man  mit  der  Hand  dreht,  bringt  diese 
Bewegung  hervor. 

Die  Schraube  geht  in  einer  Mutter  Q,  welche  sie  umfasst,  und  welche 
sich  nicht  mit  derselben  drehen  kann.  Die  Mutter  bewegt  sich  daher  vor- 
wärts (xler  rückwärts,  wenn  man  die  Sehraube  in  dem  einen  oder  andern 
Sinne  dreht.  Die  Mutter  theilt  ihre  Bewegung  einer  stählemen  Platte  F 
mit,  welche  an  ihr  befestigt  ist.  An  der  Platte  F  ist  ein  CJrabstichel  77 
angebracht,  der  also  genau  die  Bewegung  der  Platte  und  somit  der  Schrau- 
benmutter Q  annimmt. 

Es  ist  klar,  dass  durch  eine  ganze  Umdrehung  der  Kurbel  der  Grab- 
stichel um  die  Höhe  eines  Schraubenganges,  also  um  i"""  fortschreitet,  durch 
eine  zehntel,  hundertstel,  tausendstel  Umdrehung  bewegt  sich  auch  der  Sti- 
chel um  0"",1,  0"™  Ol,  0°*°*,001  fort.    Es  genügt  daher  den  Bruchtheil  der 
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Umilrehung  der  Schraube  zu  kennen,  um  genau  zu  wissen,  wie  weit  der 
Stichel  vorangeschoben  ist. 

E8  ist  deuhalb  an  dem  mit  der  Kurbel  versehenen  Ende  der  Schraube 
auf  den  Cylinder  eine  kreisförmige  Scheibe  I>  aufgesetzt,  welche  sich  mit 
der  Schraube  dreht,  und  deren  Kand  in  100  oder  mehr  Theile  getheilt  ist; 
ein  unbeweglicher  an  dem  Tisch  des  Apparates  angebrachter  Zeiger  (J  gibt 
dann  an,  um  wieviel  Theile  einer  Umdrehung  die  Schraube  gedreht,  um 
wieviel  hundertstel  eines  Milliuieler  also  dev  Stichel  vorangeschoben  int. 

Will  man  nun  z.  B.  eine  (ilasröhre  theileu,  »o  legt  man  diesell>e,  wie 
die  Figur  anzeigt,  anf  2  Lager,  in  denen  sie  durch  "2  Fäden  /-  und  K  fest- 
gehalten wird,  so  daRS  sie  stell  drehen  aber  nicht  ihrer  Länge  nach  bewejifen 
kann.  Man  nimiut  dann  als  Stichel  einen  Schreibdiamanten  und  führt  ihn 
mittels  der  Schraube  an  das  Ende  der  Riihre.  Dort  macht  man  den  ersten 
Strich,  indem  man  den  Diamanten  mit  der  einen  Hand  sanft  auf  die  liübre 
drtlclct  und  mit  der  anderen  die  Röhre  In  ihren  Lagern  herumdreht.  Darauf 
dreht  man  die  Kurbel  um  »  Theile  des  Kreises  und  bewirkt  dadurch  ein 
Portschreit-en  des  Diamanten  um  n  0""',l)l.  Man  zieht  den  zweiten  Strich 
und  fährt  so  fort,  bis  man  die  gewünschte  Thcilung  vollendet  hat. 

Dies  war  die  Theilmaschine  in  ihrer  ersten  (iestalt,  theoretisch  zwar 
vollendet,  aber  fUr  die  praktische  Anwendung,  wie  jeder  sieht,  sehr  unbe- 
■(uem.  Man  hat  daher  au  derselben  manche  Verbesserungen  angebracht. 
Eine  vollkomiimere,  wie  sie  Uianclü  in  Paris  verfeiügt,  zeigt  Fig.  'A. 

Die  Basis  M  ist  von  Gusseisen  und  stellt  eine  Eisenliahn  dar,  deren 
obere  Schienen  sorgfältig  abgehobelt  sind.  Die  Mikrometersc-h raube  sielil 
man  bei  F,  und  die  von  ihr  bewegte  Mutter  ist  an  der  Platte  O  befestigt, 
welche  mit  ihr  auf  den  Schienen  gleitend  sich   bewegt.     Auf  dieser  Platte 


wini  das  zu  theilende  Object  befestigt;  der  Urabstichet  befindet  sich  bei  H 
und  steht  fest;  das  zu  theilende  Object  bewegt  sich  imd  bietet  nach  und 
na(.'h  der  Wirkung  des  Stichels  seine  verschiedenen  Punkte  dar.  Zur  grosse- 
ren De<|uemlicbkeit  befindet  sich  die  Kurbel  bei  A  und  dreht  die  lüchraube 
mittels  iweier  Zahnräder,  welche  unter  einem  rechten  Winket  in  einander 
greifen.  Soweit  ist  die  Maschine  leicht  verständlich;  zwei  Punkt«  hab.n 
wir  jedoch  noch  hervomuhehen.  nämlich  die  Art,  wie  der  (irahstlchel  an- 
gebracht ist  und  wie  man  die  Umdrehung  der  Schraube  misst. 
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Man  üebt  auf  einem  MaasHstahe,  den  man  theilen  will,  nicht  alle  Strichi' 
t^ieich  lang,  sondern  den  ersten  lang,  dann  4  Iciir/e,  den  h.  von  mittlerer 
LSage,  dann  wieder  4  kurze  und  den  zehnten  mit  dem  erHten  von  gleicher 
LäDge.  Bei  der  alten  Ma»chine  mudrite  die  Hand  des  Theilenden  diese  Grup- 
],mtng  der  Linien  besorgen;  das  erforderte  tiescliiclilichkeit  und  atete  Anf- 
merksajnkeit,  ohne  daHH  man  jedoch  im  Stande  war,  die  gewUnHchte  Kegel- 
mSssigkeit  zu  erreichen.  Die  neue  Einrichtung  des  GraimtichelB  jedoch,  wie 
sie  Fig.  3  perspectivlMch  und  Fig.  4  vom  Profil  zeigt,  enthlilt  einen  beson- 
deren MechanismuR  zur  Lösung  dieser  Aufgabe.  Man  hat  in  der  Hand  den 
kleinen  Haken  U  IPig.  4). 

Man  zieht  denselben   an-  ^O'  *- 

fangs  gegen  sich  hin,  Indem 
man  ihn  ein  wenig  aufhebt. 
dann  schiebt  man  ihn  leicht 
niederdrückend  zurllck.  Dabei 
dringt  der  Stift  ein  wenig  in 
dait  zu  theilende  Object  ein  und 
hinterlOsst  den  Strich.  Um  nun 
dem  Striche  die  gewtlnschte 
LSnge  EU  geben,  genügt  es, 
den  Gang  des  Sttchelu  panaend  I 


Dazu  ist  aber  dem  Stichel  | 
ein  Rad  LVJ  (Fig.  4)  ange- 
bracht,  welches   sich   um  eine 
feateAxe  drehen  kann;  dag  Rad 
I)e8t«ht    aus   zwei    kreisrunden 

Platten,  deren  eine  L  auf  ihrem  Umfange  mit  Zahnen  versehen  ist,  die 
andere  YX  aber  mit  Ausschnitten,  welche  abwechselnd  tiefer  und  weniger 
lief  sind,  getrennt  durch  ZwiHchenrBume  von  gleicher  LUnge,  die  durch  den 
Umfang  der  Scheibe  gebildet  werden.  In  dem  Augenblick  nun,  wo  man 
den  Haken  ü  anzieht,  bewegt  sich  ein  vorspringendes  Stück  bei  X  gegen 
das  Bad,  dringt  in  einen  tieferen  Ausschnitt  ein  und  hemmt  auf  den  Boden 
desselben  aufstossend  die  Bewegung  des  Schreibstiftes.  Wenn  man  dami 
den  Stift  zorttekschiebt,  so  bewegt  er  sich  so  weit,  bis  er  an  den  Vorsprung 
T  atSsst,  welcher  ihm  nicht  weiter  zu  gehen  erlaubt. 

Wshreod  dieser  Bewegung  greift  nun  aber  ein  Haken  11  in  die  Zühne 
des  Eades  /',  dreht  es  um  einen  Zahn  voran  und  verschiebt  den  Ausschnitt 
des  nebenliegenden  Rades  V.  Wenn  man  dann  den  Stift  von  neuem  an- 
zieht, so  trifft  er  nicht  mehr  auf  einen  Ausschnitt ,  sondern  auf  den  Susseren 
Umfang  des  Rades,  welcher  an  Stelle  des  Ausschnittes  getreten  ist.  Die 
Bewegung  des  Stichels  geht  daher  nicht  so  weit,  und  der  von  ihm  gemachte 
Strich  wird  kurzer.  Bei  jeder  Bewegung  geht  dieselbe  Drehung  der  R£der 
vor,  nnd  kommt  der  fünfte  Strich,  so  dringt  der  Stift  X  wieder  in  einen, 
aber  weniger  tiefen  Ausschnitt.  Dadurch  wird  der  Strich  länger  als  die 
vier  vorhergehenden,  aber  kllrzer  als  der  erste.  Kurz  der  Arbeiter  braucht 
sich  nicht  um  die  Länge  der  Theile  zu  bekUiumem,  sie  werden  genan  ge- 
zogen, und  jedesmal  der  fünfte  und  zehnte  sind  durch  ilire  grössere  Lunge 
hervorgehoben. 

WCLUU,  Phjilk.  I.    S.  Aufl,  3 
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Die  Theilmaachine. 


Der  zweite  Uech&nismus,  den  wir  noch  zu  beschreiben  haben,  hat 
ebenfalls  die  Aufgabe,  die  Arbeit  zu  vereinfachen.  Wenn  man  mit  der 
alten  Maschine  tbeilte,  so  lunsst«  man  zu  jedem  TheUstrich  die  Scbranbe 
lun  denselben  Winkel  drehen;  das  erforderte  jedesmal  eine  kleine  Kecben- 
operation.  Man  drehte  z.  B.  von  dem  Theiktrich  0  nach  12,  von  dem  nach 
24,  30  u.  s.  f.,  alles  dau  erforderte  eine  gewisKc  geistige  Arbeit,  denn  es 
beduHle  immerhin  ziemlicher  Aufmerksamkeit,  um  genau  den  richtigen 
Tbeilstrich  zu  treffen.  Alles  dieses  wird  durch  den  nun  zu  Itesch  reibenden 
Mechanismus  geleistet. 

Die  Mikrometerscbraabe 
Jlfliegt(Fig.ä^in  dem  Lager 
A'2V,  welches  in  der  Zeichnung 
offengetegt  ist,  in  der  sie  sicfa 
ohne  Verrdckung  dreht;  sie 
verlSngert  nich  dann  durch 
ein  Zahnrad  R  und  endigt 
mit  der  Aie  A. 

Die  Ale  A  ist  umgeben 
von  einem  Stflcke  CODE, 
das  die  Zeichnung  im  Durch- 
schnitt zeigt;  diese»  wird  von 
der  Kurbelt  (Kg.  3)  in  Be- 
wegung gesetzt  durch  die  bei- 
den Zahnräder  B  und  B".  An 
dem  AnsatzstOck  befindet 
sifh  eine  grosse  und  dicke  kreisi&rmige  Scheibe,  auf  deren  SnsseremUmfiang 
E  ein  Schraubengewinde  eingeschnitten  ist,  dessen  Aufgabe  gleich  hervor- 
treten wird.  Es  ist  klar,  dass  dieses  St Qck,  welches  ohne  Reibung  auf  die  Axe 
A  aufgesetzt  ist,  sich  umdrehen  kann.  ohnedieMikrometerschranbe^fEu  drehen. 
An  dem  Umfange  der  Scheibe  E  ist  jedoch  eine  Feder  befestigt  VF, 
welche  mit  dem  einen  Ende  in  die  Zähne  des  Rades  J{  eingreift.  Dreht  man 
die  Kurbel  so,  dass  die  Scheibe  £  sich  von  F  gegen  U  hin  bewegt,  so 
gleitet  die  Feder  über  die  Zahne  hin.  ohne  das  Rad  zu  bewegen,  also  ohne 
die  Schraube  zu  drehen.  Der  Haken  F  dient  ausserdem  noch  dazu,  das 
Rad  vor  einer  Drehung  in  dem  Falle  lu  schützen.  Wird  jedoch  die  Scheibe  E 
im  entgegengesetzten  Sinne  gedreht,  so  drückt  die  Feder  gegen  einen  Zahn 
des  Rades  Ft,  treibt  es  voran  und  ertbeilt  somit  der  Schraube  eine  Drehung 
von  genau  gleicher  Orüsae  mit  der,  welche  die  Scheibe  erhielt  Durch 
diesen  Mechanismus  ist  also  die  Mikrometer^chraube  nur  mehr  in  einem 
Sinne  drehbar;  jede  Bewegung  der  Scheibe  von  V  g«gtu  F  hin  tbeilt  sich 
der  Schraube  mit ,  jede  von  F  gegen  C  gerichtete  Drehung  IXsst  sie  in  Ruhe. 
Es  befindet  xich  mm  in  der  XKbe  des  Kreises  E  ein  Zahngetriebe  K, 
welche«  in  die  auf  E  eingeschnittenen  Seh  raubenwind  nngen  eingreift;  wenn 
die  Seheibe  einmal  vollstSndig  sich  dreht,  so  geht  das  Trieb  um  einen  Zahn 
Toraa.  entweder  in  dem  einen  oder  andern  Sinne.  An  der  Scheibe  ist  ein 
Vorsprung  /.  an  dem  Trieb  eine  Hemmung  Z.  und  die  Bewegung  des  Krei- 
ses T<m  /"nach  C  sowie  des  Triebes  ist  gehemmt,  wenn  der  Vorspmng  / 
und  die  Hemmung  Z  auf  einander  treffen.  Man  beginnt  nun  damit  /  und 
Z  in  Berührung  lu  bringen;  ist  das  geschehen,  so  zieht  man  auf  dem  sn 
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theilenden  Object  den  ersten  Strich.  Darauf  dreht  man  die  Scheibe  E  im 
entgegegesetzten  Sinne  und  dreht  so  die  Schrau})e;  das  Zahngetriebe  A' 
dreht  nich  dann  in  der  Richtung  von  Xnach  Z,  und  nach  einiger  Zeit  trifft 
ein  Anifatz.stück  D  an  der  Scheibe  mit  der  zweiten  Hemmung  X  des  Trie})en 
zosamnien.  Dadurch  ist  nun  die  Bewegung  wieder  gehemmt,  und  die 
Schraube  hat  je  nach  der  Stellung  der  beiden  Hemmsysteme  eine  genau 
bestimmte  Drehung  zurückgelegt.  Man  zieht  dann  einen  zweiten  Theil- 
ftrich  und  dreht  währenddes  die  Kurbel  Ä  (Fig.  3)  im  entgegengesetzten 
Sinne,  w«>durch  die  Schraube  keine  Bewegimg  erhält,  aber  die  beiden  Vor- 
äprünge  /  und  Z  in  Berührung  gebracht  werden,  wie  sie  es  anilinglich 
waren.  Man  kann  dann  wieder  zurückdrehen,  einen  Th  eilst  rieh  machen  und 
so  fort,  ohne  die  Umdrehung  gemessen  zu  haben.  Was  also  vorhin  grosser 
Aufmerksamkeit  bedurfte,  das  rechtzeitige  Anhalten  der  Schrauben,  da^: 
bewirkt  hier  die  Maschine  selbst.  Fügen  wir  noch  hinzu,  dass  die  Hem- 
mungen /  und  Z  unveränderlich  fest,  die  beiden  anderen  X  und  I)  ver- 
stellbar !*ind,  und  dass  eine  Theilimg  auf  dem  Kreise  CC^  an  welchem  der 
Stift  7)  befestigt  ist,  den  Theil  der  Umdrehung  bestimmt,  nach  <b^m  die 
Hemmungen  wieder  aufeinander  treffen,  so  ist  es  klar,  dass  man  die  Theil- 
•itricbe  in  beliebiger  Entfernung  an  dem  zu  theilenden  Object  anbringen  kann. 

Ohne  auf  die  vielfachen  Anwendungen  der  Theilmaschine  einzugehen, 
kommen  wir  jetzt  wieder  zu  der  Aufgabe  zurück,  welche  uns  veranlasste,  sie 
zu  beschreiben.  Wir  haben  einen  metallnen  Maassstab  von  einem  Meter 
Länge  und  wollen  ihn  in  Millimeter  theilen.  Wäre  die  Maschine  ganz  voll- 
kommen, 80  wäre  die  Arbeit  sehr  leicht;  man  regelte  den  Lauf  der  Hem- 
mungen D  und  X  derart,  dass  sie  nach  einer  ganzen  Umdrehung  auf  einander 
trfifen,  und  die  Theilstriche  würden  genau  ein  Millimeter  von  einander  ent- 
fernt sein.  Wäre  der  erste  an  dem  einen  Ende  des  Meters  gezogen,  so 
würde  der  tausendste  das  andere  Ende  treffen.  In  der  Praxis  ist  das  jedoch 
nicht  zu  erreichen;  es  ist  daher  unsere  erste  Aufgabe,  die  Maschine  selbst 
zu  untersuchen.  Zu  dem  Ende  befestigt  man  das  durch  den  Comparator 
verglichene  Meter  auf  der  mit  der  Schraube  parallelen  beweglichen  Platte, 
bringt  über  demselben  ein  mit  Fadenkreuz  versehenes  Mikroskop  an  und 
»telh  den  Stichel  genau  auf  das  Ende  des  Meter  ein.  Darauf  set^t  man  die 
Maschine  in  Gang  und  bestimmt  die  Anzahl  von  Umdrehungen,  deren  es 
bedarf,  um  das  a&dere  Ende  des  Meter  zu  erreichen.  Das  lässt  sich  nicht 
auf  einmal  durchführen,  weil  die  Schraube  nicht  1"*  lang  ist.  man  theilt 
deshalb  das  Meter  in  mehrere  Theile  und  verfuhrt  in  der  angegebenen  Weise 
für  die  einzelnen  Theile.  Im  allgemeinen  wird  man  nun  niemals  finden, 
dass  genau  1000  Umdrehungen  der  Schraube  einem  Meter  entsprechen, 
man  bat  dann  den  Werth  einer  Umdrehung  zu  berechnen. 

Habe  man  z.  B.  gefunden,  dass  bereits  998  Umdrehungen  hinreichen, 
um  das  andere  Ende  des  Meter  zu  erreichen,  so  ist  der  Werth  einer  Um- 

1000 
drehung  gleich  -^^-  Millimeter  gleich   1,002™".    Will  man  daher  den  Maass- 

Stab  in  1000  Theile  theilen,  so  genügen  für  den  Abstand  zweier  Theil- 
striche 0,998  eines  Schi*aubenganges,  imd  man  hat  daher  die  Schraube  auch 
nur  um  diesen  Theil  eines  Schraubenganges  zu  drehen.  In  dem  Falle  ist 
nun  sicher,  dass  der  tausendste  Theilstrich  das  andere  Ende  des 
Meter  erreicht,  und  dass  der  Abstand  zweier  Theilstriche  bis  auf  geringe 
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Ungleichheiten  in    der   Höhe    der    einzelnen    SchraubengSnge    genau    1^ 
beträgt. 

Mit  Hilfe  dieser  Maschine  sind  wir  also  im  Stande  Maassstäbe  zu  irgend 
welchen  Längenmessungen  in  ganze  oder  auch  halbe  Millimeter  zu  theilen. 
Das  genügt  jedoch  nicht  immer,  oft  ist  es  noth wendig,  noch  die  kleinem 
Unterabtheilungen  des  Millimeter  auszuwerthen.    Dazu  dient  der  Nonius. 

Der  Nonias. 

Nehmen  wir  einen  Maassstab  von  genau  9"™  Länge  und  theilen  ihn 
mit  der  Theilmaschine  in  10  genau  gleiche  Theile,  legen  ihn  dann  der  Länge 
nach  an  imser  getheilt-es  Meter,  so  dass  er  längs  des  getheilten  Randes  ver- 
schoben werden  kann,  so  ist  dieser  einfache  Apparat  ein  Nonius.  Da  die 
Länge  des  Maassstabes  9"*"  in  10  Theile  getheilt  ist,  so  ist  der  Werth 
jedes  Theilstriches  0,9  Millimeter.  Der  Werth  der  Theilung  unseres  Meter- 
maasses  ist  dagegen  1"".    Der  Unterschied  beider  daher 

jmm   _    Qmm  g   ^  0"°*,1. 

Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  die  beiden  Theilstriche  0  (Fig.  6)   zu- 

FiR.  6. 
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sammenfallen,  die  beiden  Theilstriche  1  um  0,1°*™  von  einander  abstehen, 
die  beiden  Theilstriche  2  um  0°^,2  u.  s.  f.,  bis  der  Theilstrich  10  des 
Nonius  mit  dem  Theilstrich  9  des  Maassstabes  zusammentrifft.  Aehnlieh 
wird  es  sein,  wenn  statt  der  Theilstriche  0  zwei  andere  Theilstriche  auf 
einander  treffen,  von  diesen  aus  werden  dann  die  beiden  nächsten  zu  jeder 
Seite  um  1,  die  folgenden  um  2  Zehntel  eines  Millimeter  differiren. 

Nehmen  wir  nun  an,  man  wolle  die  Länge  eines  Objectes  mit  unserem 
Metermaass  bestimmen,  und  es  zeigte  sich,  dass  es  4*^"  5"*°*  und  einen  Bnich- 
theil  eines  Millimeter  (Fig.  7)  lang  wäre  Dieser  Bruch theil  wird  dann 
mittels  des  Nonius  bestimmt. 

Fig.  7. 
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Zu  dem  Ende  führt  man  den  Nonius ,  bis  er  das  Ende  des  zu  messenden 
Objectes  berührt,  und  sucht,  welcher  Theilstrich  des  Nonius  mit  einem  des 
Maassstabes  zusammenfällt.    In  imserer  Abbildung  ist  es  der  sechst«. 

Von  diesem  ausgehend  findet  man  dann,  dass  die  Theilstriche  5, 
4,  ....  0  des  Nonius  um  0"",1  0°*",2 0"",6  hinter  denen  des  Maass- 
stabes zurückbleiben.  Der  auszu  werth  ende  Bruchtheil  ist  demnach  ()°*",6, 
sein  Werth  ist  in  Zehntheilen  eines  Millimeters  angegeben  durch  die  Zahl, 
welche  neben  dem  mit  einem  des  Maassstabes  zusammenfallenden  Theilstrich 
steht. 


Das  Sphärometer.  21 

Wir  haben  bei  der  Beschreibung  «les  Nonins  vorausgesetzt,  dass  derselbe 
eine  Lange  von  9°*™  habe  und  in  10  Theile  geiheilt  sei.    Dadurch  erhielten 
wir  die  Theile  des  Millimeter  in  Zehnteln  angegeben.  Wir  können  nun  ebenso 
gut  die  Länge  desselben  zu   19°*™,  29™'",  39"'"  nehmen  und  diese  Länge  in 
20,  HO,  40  Theile  theilen;  wir   erhalten   dann   Zwanzigstel,    Dreissigstel, 
Vierzigstel  eines  Millimeter.    Wenn  man  jedoch  die  Theile  zu  sehr  verviel- 
t^tigt,  so  tritt  der  Uebelstand  ein,  dass  zur  Rechten  und  Linken  der  coinci- 
direnden  Theilstriche  eine  Anzahl  so  wenig  von  einander  abst^»hender  Theil- 
:>triche  »ich  findet,  dass  sie  noch  zusammenzufallen  scheinen,  und  man  daher 
nicht  im   Stande  ist  anzugeben,   welche  nun  eigentlich  die  coincidirenden 
Theile  sind.    Indem  man  die  Theilstriche  mriglichst  fein  zieht  und  und  die- 
selben  durch   ein   Mikroskop   betrachtet,  kann  man  zwar  die  (lenauigkeit 
ziemlich  weit,  vielleicht  bis  auf  (),oi  eines  Millimeter  bringen;  es  gibt  jedoch 
immer  eine  Grenze,  welche  nicht  überschritten  werden  kann. 

Der  Nonius  kann  an  allen  Theilungen,  auch  an  getheilten  Kreisen  an- 
gebracht werden;  dort  befindet  er  sich  sich  auf  den  Alhidaden.  Wir  werden 
ihn  an  allen  feineren  Messapparaten  wiederfinden. 

Dag  Sphärometer. 

Die  Mikrometerschraube  dient  nicht  allein  dazu  Längen  zu  theilen, 
sondern  sie  findet  auch  ganz  besonders  Anwendung,  wenn  es  sich  darum 
handelt  sehr  kleine  Abstände  zu  messen.  Es  folge  hier  die  Beschreibung 
eineij  Apparates,  in  welchem  sie  benutzt  wird  um  sehr  kleine  Höhenunter- 
^ehiede,  zum  Beispiel  die  Dicke  von  Platten  oder  Drähten,  mit  grösster 
ifenaiügkeit  zu  messen,  des  Sphärometers. 

Der  Haupttheil  dieses  Apparates  Fig.  8  besteht  in  einer  möglichst 
genau  gearbeiteten  Mikrometerschraube,  deren  Oänge  die  Höhe  von  0"",6 
haben.    Dieselbe  bewegt  sich  in  einer  Mutter,  welche  unten  in  der  Hülse  A 
sieh  befindet.    Die  Hülse  A  ist  in  dem  Arm  B  unveränderlich  befestigt  und 
wird  mittels  desselben  von  dem  Stativ  8SG  getragen,  welches  seinerseits 
auf  dem  Dreifuss  D  D  aufge^tzt  ist.    Um  durch  dieses  Stativ  den  Apparat 
nicht  einseitig  zu  belasten,  ist  bei  G  an  der  anderen  Seite  des  Punktes  mit 
welchem  der  Rahmen  S^  S  auf  den  Dreifuss  gesetzt  ist,  ein  Gegengewicht  an- 
gebracht.   Der  Dreifuss  ist  mit  Stellschrauben  versehen,  um  den  Apparat  ver- 
tikal zu  stellen.    In  der  Büchse  A  befindet  sich  ein  oben  hervorragender  Stahl- 
stift. /  welcher  mit  sanfter  Reibung  auf  und  nieder  bewegt  werden  kann. 
Wird  die  Mikrometerschraube  in  dem  einen  Sinne  gedreht,  so  hebt  sie  den 
Stift/  empor,  wird  sie  in  dem  andern  Sinne  gedreht,  so  sinkt  der  Stift  J 
durch  sein  eigenes  Gewicht  herab.    Auf  den  Stift  J  kann  ein  kleiner  Stahl- 
teller aufgeschraubt  werden   oder   eine   ziemlich  scharfe  Schneide,  wie  sie 
die  Figur  an  dem  Stifte  /'  zeigt.  Gerade  über  dem  Stifte  /  ist  durch  den 
horizontalen  Arm  SU  ein  unten   mit  einer  Schneide    versehener   Stift  /' 
geführt,  welcher  in  der  Durchbohrung  des  Armes  mit  sanfter  Reibung  auf 
imd  nieder  bewegt  werden  kann.    Auf  der  obem  Spitze  dieses  Stiftes  ruht 
die  um  eine  bei  a  befestigte  Axe   drehbare  Libelle  L,    Damit  die  Libelle 
auf  die  Spitze  des  Stiftes  T  nur  einen  sehr  leisen  Druck  ausübt,  und  so 
der  Stift  T  auf  den  leisesten  Druck  von  untenher  emporsteigt,  ist  auf  der 
andern  Seite  der  Axe  a  das  Gegengewicht  c  angebracht. 
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Durch  Heben  oder  Senken  des  Stiftes  ./'  der  mit  seiner  Schneide  auf 
dem  Teller  oder  der  Schneide  des  untern  Stiftes  .T  ruht,  kann  man  eomit 
die  eine  Seite  der  Libelle  heben  oder  senken,  also  immer  daftlr  gorgen,  dass 
die  Libelle  genau  horizontal  steht  Diese  horizontale  Stellung  der  Libelle 
ist  das  HUlfsmittei  um  mit  dem  Apparate  messen  zii  können. 

Die  Messung  selbst  geschieht  an  der  unten  am  Rahmen  S  angebrachten 
Millimetertheitung  T  und  an  der  Scheibe  Z,  welche  auf  ihrem  Rande  eine 
y.^^  g  Theiliing  trSgt,  welche  den 

Umfang  der  Scheibe  in  500 
gleiche  l'heite  theilt.  Diece 
Scheibe  ist  unl«n  an  die  Mi- 
krometersch  raube  ange- 
schraubt, so  daes  die 
Axe  der  Schraubenspindel 
gleichzeitig  die  Axe  der 
Kreis  Scheibe  ist  Wie  er- 
wähnt,  ist  die  Höhe  eines 
Schrau benganges  der  Mi- 
krometerschraube ein  hal- 
bes Millimeter,  es  bedarf 
daher  zwei  Umdrehungen 
der  Schraube,  um  die  Schei- 
be an  der  Theilung  1""  zu 
heben.  Die  Theilung  T  ist 
an  dem  Apparate  so  befe- 
stigt, dass  jedesmal,  wenn 
die  Scheibe  einen  Th eil- 
strich passirt,  der  Null- 
punkt der  Theilung  auf  der 
Scheibe  an  dem  Rande  der 
Platte  TvorUbergeht.  Die 
auf  die  Theilung  T  gerich- 
tete Lupe  l  hat  den  Zweck 
;u  erkennen,  welche  Stellung  zvrischen  den  Theilstrichen  die  Scheibe  hat. 
s  der  Bes  chreibung  des  Apparates  ergiebt  sich  leicht,  wiebei  den  Mes- 
rerfahren  werden  miiss.  Setzen  wir  voraus ,  es  solle  die  Dickeeiner  plan- 
parallelen Glasplatte  gemessen  werden.  Man  schraubt  auf  die  Spitze  des  StiFt«B 
.7  den  kleinen  Stahlteller  und  schraubt  dann  die  Mikrometersch raube  so  hoch 
empor,  daas  die  Libelle  genau  horizontal  steht.  Man  liest  daim  die  Stellung  der 
Scheibe  Z  an  der  Theilung  Tab.  Befinde  sich  der  Rand  der  Scheibe  zwischen 
den  Theilstrichen  2  und  3,  aber  näher  an  2,  und  sei  der  Theilstrich  325  der  auf 
der  Scheibe  angebrachten  Theilung  an  dem  Rande  der  Platte  T.  Da  die  HShe 
der  Scbraubeng&nge  0,5™"  ist,  so  entspricht  der  Drehung  der  Schraube  um 
einen  TheUatrich  ein  Heben  oder  Senken  der  Mikrometerschraube  um  0,001"". 
Die  soeben  abgelesene  Stellung  der  Scheibe  gibt  somit  an,  dass,  wenn  die 
Libelle  genau  horizontal  steht,  und  zwischen  der  Schneide  J'  und  dem  Teller 
J" nichts  zwischen  geschoben  ist,  dass  dann  die  Scheibe  »ich  2,^)26'""  unter  dem 
Nullpunkte  der  Theilung  T  befindet. 

Nun  wird  die  Mikrometerachraube  und  damit  der  Teller  J  gesenkt 


genau  zi 


dungen  ti 
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soweit,  dass  man  die  Glasplatte  aiif  denselben  legen  kann.  Ist  das  geschehen, 
so  wird  die  Mikrouieterschraube  wieder  gehoben,  bis  die  Schneide  J'  von 
der  Glasplatte  berührt  wird,  und  dann  die  Mikrometersch rauhe  wieder  vor- 
sichtig weiter  gedreht,  bis  die  Libelle  wieder  genau  horizontal  steht.  Diese 
Beobachtung  beweist  dann,  dass  die  Schneide  /'  wieder  genau  dieselbe 
Höhe  hat  wie  vorhin,  die  nach  oben  gewandte  Flüche  der  Glasplatte  ist 
also  genau  in  der  Lage,  in  der  vorhin  der  Teller  </ war,  der  Teller  J  und 
damit  die  Scheibe  Z  ist  also  genau  um  die  Dicke  der  Glasplatte  nie<lriger 
wie  vorhin.  Wir  erhalten  also  die  Dicke  der  Glasplatte,  wenn  wir  von  der 
jetzt  beobachteten  Stellung  der  Scheibe  die  vorher  bestimmte  Stellung  ab- 
ziehen. Befinde  sich  die  Scheibe  jetzt  zwischen  dem  Theilstriche  "^  und  4, 
aber  nSher  bei  4,  und  sei  der  Theilstrich  438  der  Scheibe  an  der  Schneide 
der  Platte  T,  Da  die  Scheibe  näher  bei  4  als  bei  3  ist,  so  folgt,  dass  sie 
mehr  als  3,5™"  tiefer  ist  als  der  Nullpunkt  der  Theilung,  und  zwar,  da  der 
Theilstrich  438  der  Scheibe  an  der  Schneide  der  Platte  T  ist,  um  0,438""". 
EHe  jetzige  Stellung  der  Scheibe  ist  also  3,938.  Hiervon  den  vorhin  be- 
stimmten Werth  2,325  abgezogen  gibt  1,613™"  als  Dicke  der  Glasplatte. 
Zur  Erreichung  grösserer  Genauigkeit  wird  man  die  Messimg  einige  male 
wiederholen.  Da  man  die  Libelle  nicht  absolut  genau  einzustellen  im  Stande 
ist,  80  wird  man  bei  den  verschiedenen  Messungen  einige  Theilstriche  Dif- 
ferenz finden;  man  nimmt  dann  das  Mittel  aus  den  gefundenen  Zahlen. 

Zur  Messung  von  Drähten  wendet  man  an  Stelle  des  Tellers  auf  dem 
luitereren  Stift  die  Schneide  an;  man  schiebt  dann  ein  kleines  Stückchen  des 
zu  untersuchenden  Drahtes  zwischen  die  Schneiden,  indem  man  im  übrigen 
bei  der  Messung  ganz  in  der  angegebenen  Weise  verfUhrt.') 


Das  Kathetometer. 

Bei  physikalischen  Untersuchungen  findet  man  sich  oft  in  die  Noth- 
wendigkeit  versetzt,  kleinere  oder  grössere  Höhenunterschiede  zu  messen, 
besonders  von  Flüssigkeitssäulen,  ohne  dass  man  an  dieselben  direkt  einen 
Maassstab  anlegen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  haben  zuerst  die  französischen  Physiker  Du  long 
und  Petit  einen  besondern  Apparat  construirt  und  bei  ihren  Versuchen 
über  die  Ausdehnung  des  Quecksilbers  durch  die  Wärme  zu  Messungen  be- 
nutzt. Später  wurde  dieser  Apparat  von  Pouillet  vergrössert  und  Katheto- 
meter genannt 

Das  in  Fig.  9  und  10  abgebildete  Kathetometer  ist  nach  der  ihm  von 
Staudinger  gegebenen  Form  construirt,  nur  die  Anbringung  des  Femrohrs 
Fig  10  weicht  von  der  von  Staudinger  gewählten  Anordnimg  etwas  ab.  Das 
der  Beschreibung  zu  Grunde  liegende  Exemplar  ist  vom  Mechaniker  Schubart 
in  Gent  verfertigt. 

Die  wesentlichen  Bestandtheile  des  Apparates  sind  ein  verticaler  Maass- 
stab, an  dem  ein  horizontales  Femrohr  auf  und  abgeschoben  werden  kann. 
Man  stellt  zu  den  Messungen  das  Femrohr  auf  die  Kuppen  der  beiden 


*)  Sphärometer  der  beschriebenen  Form  sind  in  vortrefflicher  Auäführung 
auB  der  Werkstatt  von  Hermcmn  dt  Pfister  in  Bern  zu  beziehen. 
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FlüBsigkeits Säulen  ein,  und  die  beiden  8t«lliiiigen  des  Femrobres  am  Maass- 
stab geben  die  Höhendifferenz  der  beiden  Flüssigkeitssfiulen. 

rig.a.  So  TorzUglichder  Apparat  ist,  wenn 

er  richlig  geordnnt  ist,  so  unricfatige 
Resultate  kann  i^randemfalUliefem, 
deshalb  wird  e-^  <;iit  sein,  ibn  etwas 
genauer  zu  bpHib  reiben. 

Auf  einem  massiven  eitler- 
neu,  mit  drei  Stellschrauben  SS 
versehenen  Fii>s  F  (Fig,  3)  steht 
verticaie  ^lähleme  Axe;  sie 
ist  bei  7.  siehtliar,  wo  dieMeseing- 
hillle  in  iler  Xeiyhnung  ■  fortge- 
Um  diese  kann  sich 
ein  hohler  Me.-^ingcylinder  HH' 
frei  drehen,  lim  die  Drehung  leicht 
ZI)  machen,  ist  derselbe  oben  bei 
Ji  von  einer  r^litfalemen  Schraube 
durchsetzt,  welche  oben  auf  der 
-liihlemen  Axe  aufsteht;  diircfa  ge- 
linileti  Anziehen  iler  Schraube  kann 
Juan  bewirken,  dass.die  Reibung 
an  dem  unteren  Ende  der  Hülse, 
wo  sie  auf  einen  den  Fuss  umge- 
benden Reif -lii'b  stutzt,  sehr  gering 
ist,  indem  die  Hillae  dann  fast  ganz 
von  der  Schr.nibe  getragen  wird. 
An  der  Hülse  ist  nun  einerseits  der 
MaasSiiULb  Ali  der  Aie  genau  (lar- 
allel,  an  der  anderen  Seite  ein  den 
MaassBtab  als  Qegengewicht  ba- 
lancirender  ma,--9iver  Messingcylin- 
der  GG'  befestigt.  Der  Maassstafa 
besteht  aus  einem  Prisma  von 
Gussstahi,  dessen  Seiten  in  einer 
Breite  von  ft"""  möglichst  glatt  ge- 
.  hobelt,  dann  aber 

V-  stark  ausgehöhlt 
sind.  Der  Maas.s- 
stab  ist  wie  das 

Gegengewicht 
oben  und  unten 
an  der  Htllse  be- 
festigt. Die  Basis  des  Prismas,  die  vordere  Seite  ist  ebenfalls  glatt  abge- 
hobelt. In  der  Mitte  derselben  ist  ein  Silberstreifen  eingesetzt,  von  1™,] 
Linge  und  8""°  Breite.     Derselbe  ist  1"  lang  in  MiUimeter  getheilt. 

Auf  den  glattgehobelten  und  geschliffenen  Cleitenttächen  des  Prismas 
gleitet  ein  Schlitten  de,  von  welchem  Fig.  IIJ  eine  vergrösserto  Abbildung 
gibt,  auf  und  ab,  welcher  das  Femrohr  mit  Zubehör  trägt.    Der  Schlitten 
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besteht  aus  twei  Theilen,  welche  in  der  Zeictiaung  mit  d  und  e  bezeichnet 
sind.  Derselbe  gleitet  mit  sanfter  Reibung,  ilie  durch  etwa»  Oel  noch  ver- 
mindert wird,  an  dem  Pris- 
m&  ganz  regetmftsaig  und 
ohne  Scfawanknng  auf  und 
ab. 

Der  obere  TheiL  dea 
Schlitten  li  ruht  mit  einem 
kleinen  Stahlforteatz  auf 
dem  obem  Ende  der  im 
untern  Tbeile  des  Schüt- 
tend in  einer  Muttergehen- 
den Mikrometerschraube  m 
und  wird  durch  eine  elaettschc  Ferler  vo 
Stahl  stets  fest  an  dasselbe  angeilrUckt. 

Durch  eine  Klemmschrautif  7.  welche  ein 
der  Seite  des  Prismas  angepa^iiites  Mes- 
üngstack  gegen  das  Prismii  'IrUckt.  kann 
man  den  Schlitten  festhalten.  Mittele  der 
Mikrometerschraube  m  kann  flann  der  obere 
Theil  des  Schlittens  noch  eiwam  gehoben 
'•dergesrakt  werden,  um  eine  möglichst  feine  , 
Einetellnng  des  Femrohrs  auf  das  Beobach 
tungsobject  zu  erzielen. 

Im  Schlitten  ist  ein  abgenchrauter  Aiifi- 
i^bnitt  Über  dem  Buchstaben  d,  dessen 
une  Seite  mit  einem  Nonius  versehen  ist,  der  gerade  an  der  Theilung 
def  Silber  Streifens  anliegt.  Die  Stellung  de»  Schlittens  an  der  Skala  liest 
man  durch  eine  Lupe  e  (Fig.  !))  ab;  der  Nonius  gibt  direct  0,02"". 

Das  Fernrohr  CD  ruht  in  den  genau  cylindrisch  ausgedrehten  Gabeln 
nd  r*  imd  wird  dort  mit  gelindem  Druck  durch  zwei  zur  Seite  zu  schla- 
fende Schieber  festgelegt.  Dort,  wo  das  Femrohr  auf  den  Gabeln  aufliegt, 
hat  dasselbe  zwei  genau  cylindrisch  abgedrehte  Verdickungen.  Auf  diesen 
Verdickungen  ruhen  die  unten  genau  ebenso  cylindrisch  aungedrehten  Füsae 
der  Libelle  j^,  welche  durch  dieselben  Schieber,  die  das  Fernrohr  festlegen, 
dorch  einen  schwachen  seitlichen  Druck  festgehalten  werden. 

Die  beiden  das  Femrohr  tragenden  Gabeln  sind  durch  eine  schmale 
Messingplatte  mit  einander  verbunden,  welche  von  der  in  dem  Schlitten 
Wfe«tigten  und  dort  gerade  vor  der  Theilung  befindlichen  Aie  a  getragen 
«inl  ond  um  diese  Axe  in  einer  der  Ebene  der  Theilung  parallelen  Ebene 
■Irehbar  ist.  Dieae  Drehung,  durch  welche  das  Ende  C  deK  Fernrohres 
ttwajt  gehoben  oder  gesenkt  werden  kann,  wii-d  durch  die  kleine  Schrauben- 
Butter  g  bewirkt  Zu  dem  Zwecke  ist  bei  b  nahe  dem  einen  Ende  iler  «tax 
Penrobr  tragenden  Platte  bc  an  diese  eine  Mikrometerschraube  bn  ange- 
«M.  welche  durch  eine  Durchbohrung  des  an  dem  Schlitten  unverKnder- 
hch  fest  verbundenen  Armes  A  hindurchgeftlhrt  mt  Schraubt  man  die  Mut- 
5  in  dem  einen  Sinne,  so  wird  dadurch  die  Mikrometerachraube  und 
iluiit  das  Ende  C  des  Femrohrs  herabgezogen;  schraubt  man  die  Mutter 
is  dem  andern  Sinne,  so  lässt  sie  die  Miki-ometerschraube  eine  Strecke  frei, 


26  Das  Eatbetometer. 

und  eine  Feder  f  hebt  dann  die  Schraube  und  damit  das  Ende  C  des  Fem- 
rohrs, bis  die  Mutter  s  wieder  an  der  untern  Fläche  des  Armes  A  anliegt. 
Der  Zweck  dieser  Vorrichtung  wird  sofort  hervortreten. 

Nach  der  Beschreibung  der  Einrichtung  unseres  Messapparates  haben 
wir  noch  einiges  zu  bemerken  über  die  Art,  wie  er  zu  reguliren  ist 

Das  Femrohr  ist  ein  optischer  Apparat,  den  wir  später  zu  beschreiben 
haben.  Hier  müssen  wir  nur  erwähnen,  das  es  in  seinem  Innern  2  unter 
einem  rechten  Winkel  gekreuzte  Spinnfäden  besitzt,  ein  so  genanntes  Faden- 
kreuz, welches  man  stets  zugleich  mit  dem  Object,  auf  welches  das  Femrohr 
eingestellt  ist,  genau  sieht.  Man  kann  leicht  bewirken,  dass  der  Kreuzungs- 
punkt der  Fäden  den  zu  fixirenden  Punkt  deckt.  Es  gibt  nun  in  jedem 
Femrohr  eine  festbestinmite  Linie,  die  optische  Axe,  welche  durch  den 
Kreuzungspunkt  des  Fadenkreuzes  und  durch  den  Mitttelpunkt  des  Objectives 
geht.  Wenn  nun  der  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  den  zu  fixirenden  Punkt 
deckt ,  so  kann  man  sicher  sein ,  dass  der  fixirte  Punkt  in  der  Verlängerung 
der  optischen  Axe  liegt. 

Die  Gabel,  in  welcher  das  Femrohr  liegt,  sowie  das  Femrohr  selbst, 
sind  genau  cylindrisch  gearbeitet.  Dreht  man  daher  das  Femrohr  in  seinen 
Lagern  um  sich  selbst,  so  kann  seine  geometrische  Axe  nicht  geändert 
werden ,  es  darf  aber  auch  seine  optische  Axe  dadurch  nicht  geändert  werden, 
d.  h.  sie  muss  genau  mit  der  geometrischen  Axe  zusammenfallen.  Sieht  man 
bei  der  Drehimg  des  Femrohrs  nach  und  nach  verschiedene  Pimkte  in  den 
Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  fallen,  so  ist  das  nicht  der  Fall,  dann  mnss 
man  die  optische  Axe  corrigiren,  d.h.  das  Fadenkreuz  so  lange  reguliren,  bis 
bei  einer  Drehung  des  Femrohres  um  sich  selbst  stets  derselbe  Punkt  von 
seinem  Kreuzungspunkte  bedeckt  wird.  Will  man  dann  die  Lage  der  opti- 
schen Axe  corrigiren ,  so  hat  man  nur  die  der  geometrischen  zu  reguliren,  da 
dann  beide  zusammenfallen. 

Nachdem  also  die  Femrohraxe  corrigirt  ist,  hat  man  vor  Gebrauch  des 
Kathometers 

1^  dafür  zu  sorgen,  dass  die  Libelle  der  Axe  des  Femrohrs  parallel  ist; 

2)  die  Axe  des  Femrohrs  genau  senkrecht  zu  dem  Maassstab  zu  stellen; 

3)  die  Rotationsaxe  des  Kathetometers  und  damit  den  Maassstab  A^  ver- 
tical  zu  stellen. 

Um  die  erste  Bedingung  zu  prüfen  ist  die  Libelle  auf  die  cylindrisch 
abgedrehten  Verdickungen  des  Femrohrs  mit  den  ebenso  genau  ausgedrehten 
Füssen  einfach  aufgesetzt,  so  dass  sie  abgenommen  und  wieder  in  umge- 
kehrter Lage  hingestellt  werden  kann,  so  dass  das  vorher  nach  2)  zeigende 
Ende  jetzt  nach  C  zeigt,  und  umgekehrt.  Sei  nun  XY  die  Femrohraxe  und 
stelle  AB  Fig  11  die  Libelle  vor,  deren  Luftblase  bei  m  stehe.    Wird  nun 

die  Libelle  in  der  ange- 
gebenen Weise  umgesetzt, 
und  ist  sie  der  Femrohr- 
axe in  der  That  parallel, 
so  kehrt  sich  dieselbe  blos 
um,  in  ihrer  zweiten  Lage 
die  erste  deckend;  sie  muss 

— '. ^     wieder  in  Ä  B^    liegen. 

Die  Luftblase  muss  dann 


Fig.  11. 


Das  Kathetometer.  27 

wieder  genau  liegen  wie  früher,  sie  darf  gegen  den  Beobachter  ihre  Lage 
nicht  geändert  haben.  Hatte  dagegen  die  Libelle  die  Lage  ab,  so  hat  sie 
nach  der  Umätelhmg  die  Lage  a  b\  und  die  Luftblase  würde  ihre  Lage 
l^eSndert  haben.  Durch  Drehung  einer  Schraube,  welche  das  eine  tinde 
der  Libelle  in  ihren  Lagern  hebt  und  senkt,  wird  sie  in  dem  letztem  Falle 
corrigirt.,  bis  eine  Umstellung  die  Lage  der  Luftblase  nicht  mehr  ändert. 

Um  die  zweite  Bedingimg  zu  prUfen,  hat  man  dem  Instrument  nur  eine 
Drehung  um  180*'  zu  ertheilen.  Ist  das  Femrohr  AB  Fig.  12  senkrecht 
zum  Maasestab  MM,  so  ist  es  nach  der  Drehung  sich  selbst  parallel,  es 
muss  also  die  Luftblase  in  Bezug  auf  j,,.^  ^^ 

den  Beobachter  dieselbe  Lage  beibe- 
halten haben.  Steht  das  Femrohr  nicht 
senkrecht,  sondern  etwa  parallel  ah, 
iM)  hat  es  nach  der  Drehung  die 'Lage 
a'  b\  und  die  Luftblase  der  Libelle 
muss  ihre  Stellung  geändert  haben. 
Ist  das  der  Fall,  so  wird  durch 
Drehung  der  Schraubenmutter  s  das 
eine  Ende  des  Femrohrs  soviel  ge- 
hoben oder  gesenkt,  bis  die  Drehung 
des  Listrumentes  um  180^  die  Stel- 
lang der  Libellenblase  nicht  mehr 
ändert. 

Diese  Correction  genügt  es  nicht  Mi 

ein  f&r  aUemal  vorzunehmen;  denn 

auch  bei  den  bestgearbeiteten  Apparaten  kann  der  Schlitten  nicht  immer 
vollkommen  in  der  gleichen  Weise  an  das  Prisma  angepresst  werden,  und 
deshalb  ist  das  Femrohr  nicht  an  aUen  Stellen  sich  genau  parallel.  Hat 
man  deshalb  in  gleich  zu  beschreibender  Weise  den  Maassstab  vertic«l  ge- 
stellt, muss  man,  wenn  die  Lage  der  Luftblase  bei  irgend  einer  Stellung 
des  Schlittens  anzeigt,  dass  das  Femrohr  nicht  mehr  genau  hoiizontal  steht, 
durch  Drehung  der  Mutter  s  das  Femrohr  in  die  horizontale  Lage  zurück- 
fahren. 

Um  die  dritte  Regulirung,  das  Verticalstellen  der  Rotationsaxe  des 
Instrumentes  vorzunehmen,  steUt  man  das  Femrohr  der  Verbindungslinie 
zweier  Stellschrauben  des  Fnsses  parallel,  und  dreht  eine  oder  beide  Stell- 
Bchranben  so  lange,  bis  die  Blase  der  Libelle  in  der  Mitte  steht;  darauf 
dreht  man  den  Apparat  nm  90^  und  bringt  durch  Drehung  der  dritten 
Schraube  die  Blase  ebenfalls  in  die  Mitte.  Hat  man  auf  diese  Weise  die 
Femrohraxe  in  zwei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  horizontal  ge- 
stellt, 80  ist  sie  es  in  allen ,  und  die  zur  Femrohraxe  senkrechte  Rotations- 
axe und  somit  auch  der  Maassstab  des  Apparates  stehen  vertical. 

Der  Theodolith. 

Ausser  der  Abmessung  von  Längen  haben  wir,  besonders  in  dem 
optischen  Theile  der  Physik,  häufig  genaue  Winkelmessungen  auszuführen. 
Dieselben  werden  mittelst  des  Theodolithen  angestellt.  Der  Theodolith  ist 
ein  in  geringerer  oder  grösserer  Vollkommenheit  schon  sehr  lange  bekanntes 
Winkelmessinstmment,  dessen  erster  Verfertiger  ebenso  unbekannt  ist  als 
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die  eigentliche  Bedeutung  äee  Namens.  Man  hat  zwar  seinen  Namen  aus 
dera  Griechischen  herleiten  wollen,  doch  ist  die  Ableitung  ebenso  unbe- 
stimmt als  gezwungen. 

Der  Theodolith  ist  ein  Winkelmesjfinstiuinent,  welches  aus  zwei  ge- 
theilten  Kreisen,  einem  horizontalen  und  einem  verticalen,  mit  Fernrohr 
besteht. 

Nachfolgender  Zeichnung  (Fig.  13)  und  Beschreibung  liegt  ein  Kxemplar 
aus  der  Werkstätte  mathematitichcr  Apparate  von  Breithaupt  in  Kassel  zu 
Grunde. 

Auf  einem  massiven,  mit  Stell  seh  raubenX  versehenen  Dreifusn  CC  be- 
findet sich  ein  Kreis  von  Messing  K,  der  mittels  Speichen  in  dem  Mittel- 
stUckc  des  Dreifusses  befestigt  ist.  Auf  dem  Kreise  ist  ein  silberner,  mit 
einer  gemiuen  Kreistheilung  versehener  Streifen  eingelegt    Mit  diesem  Krei&e 


in  gleicher  Ebene  und  genau  centrirt  hegt  em  kleiner  Kreis,  dessen  äusserer 
Umfang  genau  den  Innern  Rand  des  Kreises  K  bertthrt.  Uerselbe  ist  um 
eine  durch  seinen  Mittelpunkt  gehende,  im  Mittelpunkt  des  Dreifusses  genau 
eingeschlifi'ene  Aie,  mit  welcher  er  durch  Speichen  verbunden  ist,  drehbar. 
Der  Kreis  heisst  der  Alhidaden kreis.  An  den  beiden  Enden  eines  Durch- 
messers besitzt  der  Aihidadenkreis  Nonien  N,  welche  Je  nach  der  Theölung 
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des  Kreises  halbe  Minuten  oder  noch  kleinere  Bruchtheile  von  einem  Grade 
geben.  An  demselben  Kreise  sind  über  den  Nonien  kleine  Mikroskope  be- 
festigt zur  genaueren  Ablesung.  Der  Alhidadenkreis  kann  mittels  der 
Klemmschraube  S  festgestellt  werden,  an  der  zur  feineren  Einstellung  des 
Kreises  die  Mikrometerschraube  s  angebracht  ist. 

An  einer  Säule  ÜU^  welche  auf  dem  Alhidadenkeis  festgeschraubt  ist, 
J»efindet  sich  das  Femrohr  FI^,  Die  optische  Axe  des  Femrohrs  wird  von 
der  mit  der  Axe  des  Alhidadenkreises  zusammenfallenden  Drehungsaxe  der 
SSule  U  geschnitten.  Das  Femrohr  selbst  ist  an  einer  auf  seiner  optischen 
Axe  senkrechten  Axe  D  befestigt,  welche  in  zwei  Zapfenlagern  drehbar  ein- 
gelegt ist.  Die  Axe  7)  ist  genau  dem  Horizontalkreis  parallel.  Auf  dem 
Femrohr  befindet  sich  eine  Libelle  L,  An  dem  Femrohr  in  unveränderlich 
fester  Verbindung  und  auf  der  Drehungsaxe  7)  desselben  senkrecht  ist  der 
Verticalkreis  V  angebracht.  Zu  beiden  Seiten  des  Kreises,  an  den  Enden 
eines  Durchmessers,  befinden  sich  feste,  nicht  drehbare  Nonien  A  und  B. 
Den  Nullpimkten  der  Nonien  entsprechend  sind  auf  der  Theilung  des  Ver- 
tiealkreises  zwei  Nullpunkte,  von  denen  aus  die  Theilung  nach  beiden  Seiten 
von  0 — 90^  fortzählt.  Die  optische  Axe  des  Femrohrs  muss  mit  dem  durch 
die  Nullpunkte  angegebenen  Durchmesser  des  Verticalkreises  zusammen- 
fallen. Dreht  man  Femrohr  sammt  Kreis,  so  liest  man  an  den  Nonien  die 
Grösse  der  Drehung  ab.  Der  Verticalkreis  kann  durch  die  Kienmischraube  Q 
festgestellt  und  mittels  der  an  dieser  befestigten  Mikrometerschraube  q  feiner 
eingestellt  werden. 

Der  ganze  Apparat  steht  auf  einem  massiven  Stativ,  an  welchem  er 
mittels  einer  Schraube  und  einer  Spiralfeder  befestigt  ist. 

Will  man  nun  mittels  des  Theodolithen  z.  B.  die  Winkeldistanz  zweier 
in  einer  Horizontalebene  befindlicher  Punkte  nehmen,  so  hat  man  das  Instru- 
ment zunächst  in  ähnlicher  Weise  wie  das  Kathetometer  zu  reguliren,  und 
zu  prüfen,  ob  Aie  Libelle  parallel  dem  Femrohr  ist,  ob  die  Drehaxe 
«les  Fernrohrs  zur  optischen  Axe  senkrecht  und  mit  dieser  in  einer  zur  Axe 
des  Alhidadenkreises  senkrechten  Ebene  liegt,  und  dann,  ob  die  Drehungs- 
axe des  Alhidadenkreises  senkrecht  zum  Horizontal  kreis  ist.  Dann  hat  man 
den  Horizontalkreis  horizontal  und  damit  die  Rotationsaxe  des  Vertical- 
kreises vertical  zu  stellen^). 

Hat  man  so  das  Instrument  vorbereitet,  so  stellt  man  das  Femrohr 
zunächst  auf  den  einen  Punkt  ein  und  merkt  den  Stand  der  Nonien  am 
Honzontalkreise.  Darauf  verfährt  man  ebenso  mit  dem  andern  Punkte,  und 
die  Differenz  der  Nonienangaben  gibt  die  gesuchte  Winkeldistanz.  Die  beiden 
Nonien  N  geben  jedesmal  zwei  Ablesungen,  also  auch  zwei  sich  controli- 
rende  Werthe,  die  zugleich  zum  Eliminiren  etwaiger  Theilungsfehler  dienen. 


Ausser  Längen  und  Winkel  sind  es  nun  vorzüglich  noch  Gewichte, 
welche  wir  in  der  Physik  zu  messen  haben.  Dieses  geschieht  mit  der  Wage, 
deren  Beschreibung  und  Gebrauch  wir  aber  erst  an  einer  andern  Stelle  vor- 
föhren  können. 


*)  Eine  vorzügliche  Zusammenstellung  aller  Correctionen  am  Theodolithen 
gibt  Banernfeind,  „Elemente  der  Vermessungskunde^^  Bd.  1. 


Erster  Abschnitt. 

Die  Lehre  von  dem   Gleichgewicht  und   der  Bewegung  der 

Körper  als  solcher. 


Erstes  Kapitel. 
Von  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Körper. 

§.  1. 

Bewegung.  Die  erste  Thatsache,  welche  uns  bei  einer  Betrachtung 
der  Aussenwelt  auffällt,  ist  die,  dass  einige  K^irper  ihren  Oi-t  im  liaume, 
soweit  wir  es  beui-th eilen  können,  stets  behaupten,  andere  ihn  verändern. 
Von  den  erstem  sagen  wir,  sie  seien  in  Ruhe,  von  den  letztem,  sie  seien 
in  Bewegung.  Die  Bewegungen  der  bewegten  Körper  unterscheiden  wir  sehr 
bald  von  einander,  indem  die  einen  in  gleicher  Zeit  einen  grossem  Weg, 
die  andern  einen  kleinem  Weg  zurücklegen.  Den  ersteren  legen  wir  dann 
eine  grössere,  den  letzteren  eine  kleinere  Geschwindigkeit  bei.  Das  Wort 
Geschwindigkeit  bezeichnet  also  das  Verhältniss  des  durchlaufenen  Weges 
zu  der  Zeit,  in  welcher  er  durchlaufen  ist. 

Wir  nehmen  noch  einen  andern  Unterschied  in  der  Bewegung  der  Körper 
wahr.  Einige  legen  in  derselben  Zeit  /  auch  immer  denselben  Weg  s  zu- 
rück; bei  diesen  ist  also  das  Verhältniss       immer  dasselbe,  wie  gross  oder 

wie  klein  im  übrigen  der  Werth  von  s  oder  von  f  sein  mag,  oder  an  welcher 
Stelle  der  Bahn  des  Körj)ers  wir  auch  das  Verhältniss  zwischen  dem  in  einer 
gewissen  Zeit  durchlaufenen  Wege  und  dieser  Zeit  bilden  mögen;  sie  be- 
wegen idch  mit  constanter  Geschwindigkeit.  Die  Bewegung  nennt  man  eine 
gleichförmige.  Bei  dieser  Bewegung  misst  man  die  Geschwindigkeit  eben 
durch  das  constante  Verhältniss 

8 

oder,  wenn  wir  die  Bewegimg  des  Körpers  nicht  von  ihrem  Ausgangspimkte 
verfolgen  konnten,  sondern  sehen,  dass  er  zu  irgend  einer  Zeit  /  den  Weg 
*\  zur  Zeit  f^  den  Weg  ä',  zurückgelegt  hat,  durch  das  immer  gleiche  Ver- 
hältniss 

s,  —  s 
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indem  dieser  Quotient  uns  die  Länge  des  Weges  gibt,  welche  der  Körper 
in  der  Zeiteinheit,  als  wel(;he  wir  immer  die  Sekunde  wählen,  zurücklegt. 
Daraus  folgt  dann,  dass  der  lltium  .s',  welchen  der  Körper  in  irgend  einer 
Zeit  /  zui*ücklegt ,  gegeben  ist  durch  den  Ausdruck 

s  ==  c  ,  t. 

Andere  Körper  sehen  wir  sich  ungleichförmig  bewegen,  das  heisst  wir  sehen, 
dass  sie  in  gleichen  Zeiten  verschiedene  Wege  zurücklegen.  Bilden  wir 
dann  den  Quotienten 

Ä,    —  S 

indem  wir  von  verschiedenen  l*unkten  .v  der  Bahn  aut^ehen,  welche  zur 
Zeit  /  zurückgelegt  sind,  und  zu  andern  Punkten  .s-,  übergehen,  welche  in 
der  Zeit  t^  —  /  erreicht  sind,  so  finden  wir  denselben  verschieden.  Für  diese 
Körper  ist  daher  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Augenblicke  verschieden,  sie 
lässt  sich  mithin  nicht  definiren  als  das  Verhältniss  des  in  der  Zeit  /  zu- 
rückgelegten Raumes  n  zu  eben  dieser  Zeit  /.  Man  kann  überhaupt  von 
einer  bestimmten  Geschwindigkeit  eines  soUhen  Körpers  nur  für  einen  be- 
stimmten Augenblick  sprechen  und  nennt  dann  die  Geschwindigkeit  des 
Köi*pers  jene,  mit  wehiher  er  sich  nach  der  vorherigen  Definition  bewegen 
würde,  wenn  er  sich  V(m  dem  bestimmten  Augenblicke  an  mit  imgeändert^r 
gleichförmiger  Bewegung  fortbewegen  würde.  Wir  können  diese  Geschwin- 
digkeit  in  folgender  Weise  erhalten. 

Bilden  wir  den  vorher  angegebenen  Quotienten  aus  dem  Stücke  s^  —  g 
der  Bahn  des  Körpers,  welches  der  Kcirper  in  der  Zeit  /,  —  /  zurückgelegt 
hat,  so  gibt  uns  derselbe,  den  wir,  um  ihn  von  der  constanten  Geschwindig- 
keit der  gleichförmigen  Bewegung  zu  unterscheiden,  jetzt  mit  r  bezeichnen 

wollen,  oder 

s,  —  s 

die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Körpers  innerhalb  der  Zeit  /,  —  /;  das 
heisst  hätte  der  Körper  während  dieser  ganzen  Zeit  die  so  bestinunte  Ge- 
schwindigkeit V  gehabt,  so  würde  der  Körper  in  derselben  Zeit  denselben 
Weg  zurückgelegt  haben.  Benutzen  wir  nun  zur  Bildung  dieses  Quotienten 
immer  kleinere  Stücke  s\  —  s  der  Bahn,  die  in  immer  kleinem  Zeiten  t^  —  / 
zurückgelegt,  werden,  so  nähert  sich  der  Werth  dieses  Quotienten  immer 
mehr  einer  bestimmten  Grenze,  welche  erreicht  wird  wenn  wir  5^  —  s  imd 
damit  f,  —  /  unendlich  klein,  das  heisst  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse 
voraussetzen.  Der  Quotient  aus  diesen  beiden  imendlich  kleinen  Grössen, 
die  man^  um  sie  als  solche  zu  kennzeichnen,  mit  ds  und  dt  bezeichnet,  o<ler 

ds 

ist  dann  die  Geschw^indigkeit  des  Körpers  zur  Zeit  /  in  dem  Momente,  von 
dem  ab  die  kleine  Zeit  di  beginnt.  In  Wirklichkeit  gibt  uns  dieser  Quotient 
die  mittlere  Geschwindigkeit  innerhalb  der  zur  Zeit  /  beginnenden  unend- 
lich kleinen  Zeit  r//;  aber  denken  "wir  uns  die  Zeit  dt  nur  hinreichend  klein, 
so  können  wir  ohne  Ungenauigkeit  annehmen,  dass  der  Körper  sich  während 
dieser  mit  constanter  Geschwindigkeit  bewegt  habe,  und  dass  die  Aenderung 
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der  Geschwindigkeit  beim  Uebergang  in  das  folgende  Zeiteleraent  eintrete. 
I>aim  aber  gibt  uns  jener  Quotient  dan  Verhältnias  des  zurückgelegten 
Weges  zur  Zeit,  in  der  er  zurückgelegt  ist,  also  die  Geschwindigkeit,  wie 
wir  sie  vorher  definirt  haben. 

Bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  ändert  sich  die  Geschwindigkeit 
in  jedem  Zeitmoment.  Das  Verhältniss  der  Geschwindigkeit^änderung  zur 
Zeit,  in  welcher  diese  Geschwindigkeitsänderung  eintritt,  nennt  man  die 
Beschleunigung.  Nimmt  die  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeiten  um  die  gleiche 
Grösse  zu  oder  ab,  so  ist  die  Beschleunigung  einfach  gleich  dem  Quotienten 
aus  der  in  der  Zeit  /  eingetretenen  Zunahme  oder  Abnahme  uml  dieser 
Zeit  /.  Oder  ist  im  Anfange  der  Zeit  /  die  Geschwindigkeit  t\  am  Ende 
derselben  t'|,  so  ist 


f]l  = 
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die  Beschleunigung  bei  dieser  Bewegung.  Eine  solche  Bewegung,  bei  welcher 
in  derselben  Zeit  immer  dieselbe  Geschwindigkeitsänderimg  eintritt,  nennt 
man  eine  gleichmSssig  beschleunigte  oder  gleichmässig  verzögerte,  je  nach- 
dem r,  grösser  oder  kleiner  ist  als  r,  ff  also  positiv  oder  negativ  ist.  Die 
Beschleunigung  gibt  uns  in  diesem  Falle  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit 
in  der  Zeiteinheit,  sie  ist  während  der  Bewegung  constant. 

Ist  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  nicht  zu  allen  Reiten  dieselbe, 
die  Beschleunigung  also  nicht  constant,  so  nennt  map  die  Bewegung  eine 
ungleichm&ssig  geftndei-te.  Uui  bei  einer  solchen  Bewegimg  die  in  jedem 
Augenblicke  stattfindende  Beschleunigung  zu  erhalten,  sei  dv  die  Geschwindig- 

keitsfinderung  in  der  sehr  kleinen  Zeit  r//;  dann  ist  -j  die  mittlere  Beschleu- 

nigtmg  während  dieser  Zeit,  d.  h.  wenn  der  Körper  innerhalb  des  Zeitraums  tit 
die  durch  diesen  Quotienten  gemessene  Beschleunigung  gehabt  hätte,  so  ' 
würde  seine  Geschwindigkeitsänderung  in  der  Zeit  dt  die  wirklich  stattge- 
fundene dv  gewesen  sein.   Auch  dieser  Quotient  nähert  sich  einer  bestimmten 
Grenze,  wenn  di  immer  kleiner  wird,  und  der  Grenz werth  desselben,  wenn 
wir  uns  dt  unendlich  klein  denken,  ist  die  Beschleunigung  in  dem  Augen- 
blicke /  der  Bewegung,  für  welchen  dieser  Quotient  gebildet  ist.    Er  gibt 
uns  die  Geschwindigkeitsänderung   in  einer  Sekunde,  wenn  innerhalb  der- 
selben die  Geschwindigkeitsänderung  in  jedem  Zeitelemente  dt  dieselbe  wie 
in  dem  betrachteten  gewesen  wäre. 

§.  2. 

Kräfte.  Die  Erfahrung  zeigt  uns,  dass  die  Materie  beweglich  ist,  sie 
zeigt  uns  aber  zugleich,  dass  kein  in  Buhe  befindlicher  Kr)ri)er  seinen  Ruhe- 
zustand  ohne  eine  äussere  Veranlassung,  ohne  eine  äussern  Antrieb  ver- 
llsst  Ist  ein  Körper  aber  einmal  in  Bewegung,  so  zeigt  uns  die  Erfahrung 
weiter,  dass  derselbe  die  ihm  einmal  gegebene  Bewegung  beibehält,  bis  sie 
wieder  diu-ch  äussere  Veranlassung,  etwa  einen  dem  frühem  Antrieb  entgegen- 
gesetzten abgeändert  und  aufgehalten  wird.  Auf  den  ersten  Blick  scheint 
der  letztere  Satz  der  Wirklichkeit  nicht  zu  entsprechen,  denn  wir  sehen 
auf  der  Erde  jede  Bewegung  allmählig  zur  Buhe  kommen.  Betrachten  wir 
indesi»  die  Bewegungen  genauer,  so  finden  wir  bei  jeder  an  der  Erde  statt- 

3* 
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findenden  Bewegung  eine  Reihe  von  äußsem  UnistSnden,  welche  die  Be- 
wegung stören,  wie  der  Widerstund  der  Luft,  in  welcher  sich  alles  bewegen 
rniiss,  die  Reibung  auf  der  Unterlage  u.  s.  f.;  je  mehr  wir  diese  Hindemisse 
der  Bewegung  l»eseitigen,  um  so  weniger  wird  die  Bewegung  gestört,  um 
so  länger  hält  sie  an.  Werfen  wir  einen  Körper  ttber  eine  ebene  horizontale 
Grundlage  hin,  so  lir>rt  seine  Bewegung  um  so  eher  auf,  je  rauher  die  Grund- 
lage ist,  indem  der  Körper  gegen  die  verschiedenen  Unebenheiten  ansUisst. 
Nehmen  wir  eine  möglichst  glatte  Fläche  und  rollen  Über  diese  eine  Kugel 
fort,  so  dauert  die  Bewegung  sehr  viel  länger,  so  dass  wir  schliessen  dürfen, 
dass,  wenn  wir  alle  Widerstände  fortnähmen,  dass  dann  die  Bewegung  ohne 
Aufhören  dauern  würde.  Eine  solche  ohne  Ende  fortdauernde  Bewegung 
materieller  Massen  sehen  wir  sogar  in  den  Gestirnen,  deren  Bewegung  seit 
2000  Jahren,  seitdem  man  ihre  Bahnen  beobachtet  hat,  sich  nicht  geändert 
hat.  Es  ergiebt  sich  somit  aus  der  Erfahrimg,  dass  die  Materie  den  ihr  ein- 
mal gegebenen  Bewegungszustand  aus  sich  selbst  niemals  ändert;  diese 
Eigenschaft  nennt  man  die  Trägheit  der  Materie. 

Die  äussern  Ursachen,  welche  den  Bewegungszustand  der  Materie  ändern, 
nennen  wir  Kräfte. 

Um  alles  zu  kennen,  wodurch  eine  Kraft  bestimmt  wird,  müssen  wir 
ihren  Angriffspunkt,  ihre  Richtung  und  ihre  Grösse  kennen. 

Die  Richtung  einer  Kraft  erkennen  wir  aus  der  Richtung,  nach  welcher 
sie  eine  Materie  in  Bewegung  setzt,  die  Richtung  der  Kraft  fällt  zusammen 
mit  der  Richtung,  nach  welcher  sie  die  Materie,  aufweiche  sie  wirkt,  hintreibt. 

Die  Grösse  einer  Kraft  können  wir  strenge  genommen  nur  durch  die 
Grösse  ihrer  Wirkung,  also  durch  die  von  ihr  erzeugte  Bewegung  messen. 
Um  aber  dieses  Maass  anwenden  zu  können,  müssen  wii*  zunächst  wissen, 
von  welchen  Umständen  überhaupt  die  Bewegung  eines  Körpers  abhängt. 
Zu  dieser  Untersuchung  selbst  ist  es  aber  durchaus  wünschenswerth,  schon 
ein  Maass  für  die  Kraft  zu  haben  Wir  gelangen  dazu  durch  folgende 
Ueberlegung.  Zwei  Kräfte  müssen  wir  als  gleich  ansehen,  wenn  sie,  an  dem- 
selben Punkte  angreifend,  nach  gerade  entgegengesetzten  Richtungen  wirkend, 
sich  aufheben,  das  heLsst  keine  Bewegung  hervorbringen  oder  eine  vor- 
handene Bewegung  ungeändert  lassen.  Da  man  nun  stets  einer  Kraft  das 
Gleichgewicht  halten  kann,  indem  man  an  demselben  Punkte  in  einer  ihr 
entgegengesetzten  Richtung  ein  Gewicht  wirken  lässt,  so  ist  dieses  (iewicht 
der  Kraft  gleich  und  ihr  Maass.  Man  kann  demnach  die  Grösse  einer  Kraft 
in  Gewichten  auswerthen. 

Welcher  Art  nun  auch  die  Kräfte  sind,  aus  welcher  Quelle  sie  auch 
herrühren,  man  kann  sie  in  zwei  Klassen  theilen;  die  einen  wirken  stets 
nach  di-rselben  Richtimg  und  erfordern  stets  die  gleiche  Anzahl  von  Kilo- 
grammen, um  im  Gleichgewicht  gehalten  zu  werden,  es  sind  die  ccmslanten 
Kräfte.  Die  andern  k( innen  sich  mit  der  Zeit  nach  Grösse  und  Richtung 
ändern,  d.  h.  es  bedarf,  um  sie  im  Gleichgewicht  zu  halten,  zu  verschiedener 
Zeit  verschieden  grosser  Gewichte,  welche  man  nach  verschiedenen  Richtungen 
wirken  lässt.     Man  nennt  diese  Kräfte  veränderliche. 

Es  ist  nun  imsere  Aiif]gabe  zu  untersuchen,  wie  die  in  §.  1  betrach- 
teten Bewegungen  durch  solche  Kräfte  erzeugt  werden,  wie  also  in  Folge 
der  Wirkung  einer  Kraft  sich  die  Körper  bewegen.  Wir  verfahren  zu  dem 
Ende  folgendennassen :  wir  beobachten  einige  einfache  Fälle  der  Bewegung 
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and  entwickeln  deren  experimentelle  Gesetze;  dann  suchen  wir  aus  diesen 
besetzen  jene  durch  Abstraktion  zu  erhalten,  welche  uns  allgemein  an- 
heben, wie  Kräfte  wirken,  aus  welchen  also  die  experimentell  gefundenen 
Gesetze  sich  durch  Deduktion  ableiten  lassen.  Dadurch  erhalten  wir  die 
Theorie  der  Kräfte,  und  diese  allgemeinen  Sätze  bieten  uns  die  Grundlage 
der  mathematischen  Deduktionen,  welche  die  theoretische  Mechanik  bilden. 

§.  3. 

DaBein  und  Biohtung  der  Schwere.  Das  sich  uns  am  häufigsten 
zeigende  Beispiel  einer  fortschreitenden  Bewegung  ist  das  Niederfallen  eines 
nicht  unterstützten  Körpers  zur  Erde;  dies  eignet  sich  daher  am  besten  da- 
zu, die  Gesetze  der  Bewegung  zu  untersuchen.  Alle  Körper  fallen,  wenn 
sie  nicht  unterstützt  sind,  zur  Erde  nieder.  Heben  wir  sie  auf,  so  fühlen  wir, 
dass  sie  das  Bestreben  haben  zu  fallen,  indem  es  einer  gewissen  Anstrengung 
bedarf,  sie  am  Fallen  zu  hindern.  Wir  nennen  deshalb  die  Körper  schwer 
und  jene  Kraft,  welche  sie  zur  Erde  niedertreibt,  die  Schwere.  Verschiedene 
Körper  haben  ein  verschiedenes  Bestreben  zu  fallen,  sie  üben  auf  ihre  Unter- 
lage einen  verschiedenen  Druck  aus.  Wir  legen  ihnen  daher  ein  verschiedenes 
Gewicht  bei,  indem  wir  den  Druck  auf  die  Unterlage  als  Gewicht  bezeichnen. 
Welche  Einheit  wir  der  Messung  der  Gewichte  zu  Gininde  legen,  haben  wir 
in  der  Einleitung  besprochen. 

Die  Richtung,  in  welcher  die  Schwere  wirkt,  lässt  sich  leicht  durch 
einen  einfachen  Versuch  bestimmen.  Man  befestigt  einen  schweren  Körper, 
etwa  eine  Metallkngel,  an  einen  Faden,  der  mit  seinem  andern  Ende  an 
irgend  einem  festen  Punkte  befestigt  ist,  und  lässt  die  Kugel  frei  herab- 
hängen. Eine  Zeitlang  schwingt  die  Kugel  hin  und  her,  dann  hängt  sie 
ruhig.  Da  sie  nicht  föllt,  so  folgt,  dass  eine  der  Schwere  gleiche  und  ge- 
rade entgegengesetzte  Kraft  die  Kugel  hält;  es  ist  dies  die  Festigkeit  des 
gespannten  Fadens.  Die  Richtung  des  Fadens  gibt  uns  somit  die  Richtung 
der  Schwere;  man  überzeugt  sich  femer  dadurch,  dass  man  den  Faden  durch- 
schneidet; denn  die  Kugel  f&Ui  dann  in  der  Richtung  des  gespannten  Fadens 
zu  Boden. 

Die  Richtung  der  Schwere  ist  alöb  an  jedem  Orte  durch  einen  solchen 
mit  einem  Gewichte  versehenen  Faden,  dem  Lothe  oder  Senkel  gegeben; 
man  nennt  diese  Richtung  die  lothrechte  oder  verticale. 

Hält  man  ein  solches  Loth  über  einer  ruhenden  Fltissigkeitsfläche,  so 
findet  man,  dass  es  mit  allen  in  der  Ebene  der  Flüssigkeitsfläche  durch 
seinen  Fusspunkt  gezogenen  Linien  einen  rechten  Winkel  bildet,  dass  es 
also  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  senkrecht  steht.  Man  kann  also  die 
Richtung  des  Loths  ebenso  durch  die  Lage  der  Flüssigkeitsebene  bestimmen ; 
die  Ebene  der  Flüssigkeit  nennt  man  die  horizontale. 

« 

§4. 

Atwood*8  Fallmaschine.  Um  die  Gesetze  der  Bewegung  mit  Hülfe 
^w  Schwerkraft  zu  untersuchen,  genügt  es  nicht,  einfach  einen  fallenden 
Körper  zu  beobachten.  Denn  einmal  ist,  wie  sich  jeder  leicht  überzeugt, 
<üe  Fallgeschwindigkeit  bald  so  gross,  dass  sie  einer  exakten  Beobachtung 
sich  entzieht,  und  andererseits  bietet  der  freie  Fall  der  Körper  nur  einen 
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speciellen  Fall  von  Bewegung,  nümliih  die  Bewegung  eines  Körpers,  der 
durch  sein  eigenes  Gewicht  bewegt  wird.    Man  hat  deshalb  Apparate  con- 
Btruirt,  welche  beiden  Uebelständen  abhelfen,  welche  die  Bewegung  ver- 
j,.|i  ^^  langsamen  und  in  vieler  Beziehung 

abSndeni  lassen;  einer  der  bequem- 
j^ten  Apparate  dien  er  Art  iat  die 
Atwoodsche  Fa  lim  aschine,  mit  deren 
Hülfe  daher  die  Gesetze  der  Be- 
wegung unteruucht  werden  sollen. 

Das  Prinzip  dieser  Maschine  ist 
folgendes.  Wenn  m&n  an  einem  voll- 
kommen biegsamen  Faden  zwei  ganz 
gleich  Hchwere  Körper  befestigt  und 
dann  den  Faden  über  eine  leicht  be- 
wegliche Rolle  nihrt,  so  halten  sich 
die  beiden  Gewichte  genau  das  Gleich- 
gewicht, es  tritt  keine  Bewegung  ein, 
da  jeder  der  beiden  Körper  durch  ein 
dem  seinigen  gleiches  Gewicht  der 
Schwere  entgegen  gezogen  wird.  Um 
nun  dieses  System  von  Körpern,  die 
beiden  Gewichte,  den  Faden  und  die 
Rolle  in  Bewegung  za  setzen ,  bedarf 
es  einer  äussern  Kraft,  die  wir  er- 
halten, indom  wir  anf  den  einen  Kör- 
per ein  Ueberge wicht  legen.  Die 
Grösse  dieses  Ueberge  wie  htes ,  sowie 
die  Grösse  des  zu  bewegenden  KSr- 
]ier8  und  die  Dauer  der  Wirkung  des 
Ueberge  wich  tes,  kf^nnen  wir  dann  be- 
liebig ändern.  Die  Einrichtung  des 
Apparates  ist  zu  dem  Zwecke  folgende. 
Auf  einer  massiven  hölzernen  mit 
'A  Stellschrauben  versehenen  Platt« 
{Fig.  14)  befindet  sich  ein  Hollpfeiler 
von  iingefthr  3  Met«r  Höhe.  Auf 
dem  Pfeiler  ist  eine  Platte  horizontal 
befestigt,  und  awf  dieser  ist  ein  mög- 
lichst leicht  gearbeitetes,  aus  4  Spei- 
chen und  einem  Radkranze  bestehen- 
des Rad  möglichst  beweglich  aufge- 
stellt Um  seine  Beweglichkeit  m 
erhöhen,  ist  die  Axe  des  Hades  nicht  in  feste  Lager,  sondern  auf  Frictions- 
rfider  gelegt.  Dieselben  bestehen  aus  2  Systemen  von  Radem  0,  7>,  weiche, 
wie  die  Zeichnung  zeigt,  sich  kreuzen,  und  welche  das  Rad  Ä  mit  in  Be- 
wegung setzt.  Die  Reibung  des  Ra<les  ist  dadurch  sehr  vermindert;  wie 
man  dieselbe  ganz  unschädlich  macht,  werden  wir  gleich  xeigen. 

Der  Umfang  deiJ  Rades  hat  eine  Rinne,  und  in  dieser  ist  nber  das  Rad 
ein  Seidenfaden  gelegt,  an  dessen  Enden  zwei  genau  gleiche  Gewichte  P 
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und  P*  hefestigt  sind.  Legt  man  dann  auf  P  ein  üeberge wicht  p,  so 
sinkl  P  nach  iint^n ,  P^  steigt  empor  und  das  ganze  System  erhält  eine  ge- 
meinschaftliche Bewegung.  Die  7a\  bewegenden  Gewichte  sind  in  diesem 
Falle  p  -f-  ^  4~  ^*  ^^^^  ^^^  Gewicht  des  Fadens  imd  der  Rolle.  Sind  die 
Speichen  der  Rolle  hinreichend  fein  gearbeitet,  so  darf  man  annehmen,  dass 
das  ganze  Gewicht  derselben  im  Radkranze  vereinigt,  wäre.  Dann  erhält 
aber  dieses  Gewicht,  da  die  Rolle  mitgedreht  wird,  und  die  einzelnen  Punkte 
derselben  ebenso  schnell  bewegt  werden  als  der  Faden  oder  die  Gewichte 
P.  <:^nz  dieselbe  Bewegung  wie  die  tibrigen  Theile  des  Systems.  Bezeichnen 
wir  das  Gewicht  der  Rolle  und  des  Fadens  mit  i7,  so  ist  dann  das  Gewicht 
der  zu  bewegenden  Körper  p  -\-  P  -{-  P^  -\-  TI,  Die  Kraft,  welche  diese 
^^lewichte  in  Bewegung  setzt,  ist  das  üebergewicht  p.  Es  muss  indess,  um 
diese  Kraft  genau  zu  erhalten,  von  diesem  Gewichte  ein  kleiner  Theil  n  ab- 
gezogen werden,  um  die  Reibung  der  Axe  des  Rades  A  zu  über  winden. 
Wenn  diese  Reibung  auch  sehr  klein  ist,  so  ist  sie  doch  nicht  gleich  Null,  w^ie 
man  wahrnimmt,  wenn  man  das  System  ohne  üebergewicht  durch  einen 
An8to88  in  Bewegung  setzt.  Da  auf  das  System  dann  keine  äussere  Kraft 
wirkt,  müsste  es,  vermöge  der  Trägheit,  in  gleichförmiger  Bewegung  ver- 
harren. Man  findet  aber  stets  eine,  wenn  auch  kleine  Abnahme  der  Ge- 
schwindigkeit in  Folge  der  Reibung.  Um  die  Bewegung  vollständig  gleich- 
förmig zu  machen,  muss  man  dann  auf  das  niedersinkende  Gewicht  ein 
kleines  üebergewicht  n  legen,  dessen  Schwere  gerade  dazu  hinreicht,  um 
die  Reibung  zu  überwinden,  um  die  Grösse  dieses  Gewichtes  n  muss  man 
daher  bei  Berechnung  der  das  System  bewegenden  Kraft  das  üebergewicht  p 
vermindern.  Bequemer  verfährt  man  indess  so,  dass  man  ein  für  allemal 
auf  das  niedersinkende  Gewicht  das  zur  üeberwindung  der  Reibung  eifor- 
lifrhe  Gewicht  n  hinlegt;  das  in  Bewegimg  zu  setzende  Gewicht  ist  dann 
7)  +  P-|-  P*  +  ^  +  Ä,  die  bewegende  Kraft  einfach  gleich  demüebergewichte/;. 
Das  Gewicht  P  fällt  dann  vor  einem  hölzernen  in  Centimeter  getheilten 
Maassst^be.  Längs  desselben  kann  man  einen  kleinen  Messingteller  K  ver- 
schieben und  durch  Klemmschrauben  in  irgend  einer  Höhe  befestigen;  auf 
denselben  schlägt  dann  das  Gewicht  P  auf  und  gibt  durch  das  in  Folge  des 
Schlages  entstehende  Geräusch  das  Ende  seines  Laufes  an. 

Der  Apparat  ist  femer  so  eingerichtet,  dass  man  an  einer  beliebigen 
Stelle  das  üebergewicht 7?  fortnehmen  kann,  ohne  die  Bewegung  des  Systems 
t\\  stören.  Zu  dem  Ende  ist  an  dem  hölzernen  Maassstabe  ausser  dem  vor- 
hm  erwähnten  Teller  ein  Ring  //  befestigt,  durch  den  das  Gewicht  P  un- 
behindert hindurchgehen  kann,  der  aber  das  üebergewicht  j>,  welches  die 
in  der  Nebenfigur  bezeichnete  Gestalt  hat,  zurückhält.  Dieser  Ring  ist  längs 
«lejj  Maassstabes  verschiebbar  imd  kann  ebenfalls  an  beliebiger  Stelle  des- 
^ell)en  befestigt  werden.  Durch  Einschalten  des  Ringes  kann  also  das  üeber- 
gewicht an  einer  beliebigen  Stelle  fortgenommen  werden. 

An  der  Maschine  ist  überdies  noch  ein  Apparat  angebracht,  der  die 
Zeit  misst.  Dieser  ist  im  Prinzip  nichts  anders  als  ein  Loth ;  bei  der  Lehre 
vom  Pendel  werden  wir  nachweisen,  dass  ein  aus  seiner  Gleichgewichtslage 
gehrachtes  Loth  imi  dieselbe  Schwingungen  macht.  Zu  diesen  Schwingimgen 
'^rancht  es  immer  dieselbe  Zeit;  wir  können  es  daher  benutzen,  um  gleiche 
Zeittheile  zu  messen.  Hat  das  Pendel  eine  bestimmte  Länge,  so  braucht  es 
^u  emer  Schwingung  genau  eine  Sekunde.    Ein  solches  Sekundenpendel  ist 
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an  dem  Apparate  angebracht.  Mit  dem  Pendel  ist  ein  Zeiger  in  Verbindnng, 
der  die  einzelnen  Sekunden  anzeigt,  und  ein  Schlagwerk,  welches  jede  Sekunde 
durch,  einen  hörbaren  Schlag  markirt.. 

Um  die  Bewegung  genau  mit  dem  Schlage  einer  Sekimde  beginnen 
zu  können,  steht  das  Gewicht  P  vor  der  Bewegung  auf  einem  kleinen  Teller, 
der  4nrch  eine  kleine  Stütze  gehalten  wird,  welche  durch  den  Winkelhebel 
EFG  mit  dem  Pendel  in  Verbindung  gebracht  ist.  Jedesmal  wenn  der 
Zeiger  an  einer  bestimmten  Stelle  steht,  wird  diese  Stütze  gelöst,  und  das 
System  beginnt  seine  Bewegung. 

Wie  man  sieht,  lässt  sich  an  diesem  Apparate  ein  beliebiges  Gewicht 
durch  eine  beliebige  constante  Kraft,  deren  Wirkungsdauer  sich  ebenfalls 
ändern  lässt,  in  Bewegung  setzen;  der  Apparat  ist  daher  vorzugsweise  ge- 
eignet, die  durch  constante  Kräfte  erzeugten  Bewegungen  in  allen  Einzeln- 
heiten zu  untersuchen. 

§.  5. 

Abhängigkeit  der  Bewegung  von  der  Dauer  der  Kraftwirkung. 

Setzen  wir  nun  unser  System  an  der  Atwoodschen  Fallmaschine,  nach- 
dem es  in  der  im  vorigen  §.  beschriebenen  Weise  vorgerichtet  ist,  durch 
ein  übergewicht  p  in  Bewegimg  und  bringen  an  irgend  einer  Stelle  z.  B. 
10  Centim.  unter  dem  Ausgangspunkte  der  Gewichte  den  Ring //an.  Geht  P 
durch  den  Ring  hindurch,  so  bleibt  das  üebergewicht  zurück,  und  wir  finden 
dann,  dass  von  da  ab  das  System  sich  mit  gleichförmiger  Bewegung  weiter 
bewegt.  Bei  einem  bestimmten  üebergewicht,  dessen  Grösse  von  der  der 
übrigen  Gewichte  abhängt,  wird  der  Raum  von  10 Cm.  gerade  in  1  Sekunde 
durchfallen;  suchen  wir  dann  durch  passende  Stellung  des  Tellers  Ä",  wel- 
cher Weg  in  2,  3,  4  Sekunden  durchlaufen  wird,  so  finden  wir 

Zeit 1"      r      3"      4"      5" 

Durchlaufener  Weg 10^"  30^™  50^™  70*^"»  90 

Weg  in  den  auf  die  erste  folgenden 

Sekunden  zurückgelegt  ....  20*^*"  40*'"*  60«™  80 

Nach  der  ersten  Sekunde,  also  nach  Fortnahme  des  Uebergewicht^s,  ist 
somit  die  Bewegung  in  der  That  eine  gleichförmige,  in  jeder  Sekunde  werden 
20*^"*  durchlaufen;  wir  erhalten  darin  einen  experimentellen  Beweis  dafür, 
dass  ein  Körper,  der  sich  ohne  Hindemisse  bewegt,  in  der  That  die  ihm  ein- 
mal ertheilte  Bewegung  beibehält. 

Lassen  wir  mm  dasselbe  üebergewicht  anstatt  einer  2,  3,  4  Sekunden 
wirken,  (der Versuch  zeigt,  dass  wir  dazu  den  Ring  H  bei  40«"*,  90«",  160«" 
befestigen  müssen),  so  finden  wir  stets,  dass  in  der  auf  die  Abnahme  des 
Uebergewichtes  folgenden  Zeit  die  Bewegung  eine  gleichförmige  ist,  dass  also 
jedesmal  der  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Weg  sich  darstellen  lässt  durch 

5  =  c  .  /, 

wenn  t  die  Anzahl  der  Sekunden  nach  Fortnahme  des  Uebergewichtes  und  r 
der  in  jedem  Falle  in  der  ersten  Sekunde  nach  jener  Fortnahme  zurtikgelegte 
Weg  ist.  Dieser  Weg  oder  die  während  der  Wirkung  des  Uebergewichtes 
erlangte  Geschwindigkeit  ist  aber  verschieden;  sie  ist  um  so  grösser,  je  länger 
das  Gewicht  gewirkt  hat.  Bestimmen  wir  die  Geschwindigkeiten  in  den  ein- 
zelnen Fällen,  so  finden  wir: 


kom 


kcm 
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Nach 

1"  ist 

p 

—  ^1 

—  20«" 

11 

2" 

^      11 

^2 

=  40*^" 

11 

•'      11 

^3 

—  60*^" 

11 

4" 

^      71 

^4 

=  80«". 

Dividiren  wir  niin  in  den  einzelnen  Fällen  die  erlangten  Geschwindigkei- 
ten durch  die  Anzahl  von  Sekunden ,  in  welchen  dieselben  durch  die  Wirkung 
des  Cebergewichtes  erzeugt  sind,  so  sind 

^1    ^«   ^a_  _^ oncin 

____  -^-_  ^  —Zi)  , 

diese  Quotienten  somit  alle  gleich.  Wir  sehen  somit  in  diesen  Fällen  uiid 
sc'hliessen  daraus  für  alle  Fälle,  dass  die  durch  Wirkung  eines  constanten 
Uebergewichtes  in  verschiedenen  Zeiten  erreichten  Geschwindigkeiten  einfach 
den  Zeiten  proportional  sind,  oder  dass 

t?  =  Ci  .  < 

die  in  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit  v  gleich  ist  dem  Produkte  aus  der  in 
der  ersten  Sekunde  erlangten  Geschwindigkeit  und  der  Zeit  /.  Da  somit  die  in 
gleichenZeitenstattfindendenGeschwindigkeitszunahmen gleich  sind,  so  erzeugt 
eine  constante  stetig  wirkende  Kraft  eine  gleichmässig  beschleunigte  Bewegung. 

Aus  dem  so  abgeleiteten  Gesetze  der  Geschwindigkeitsänderung  bei 
stetig  wirkender  constanter  Kraft  lässt  sich  nun  sofort  auch,  ohne  dass  es  dazu 
eines  Versuches  bedarf,  der  Weg  ableiten,  den  unser  System  während  der 
Wirkung  des  Uebergewichtes  zurttcklegt.  Da  nämlich  die  Zunahme  derGe- 
ächwindigkeit  in  gleichen  Zeittheilen  immer  dieselbe  ist,  so  legt  der  mit 
gleichmässig  beschleunigter  Bewegung  bewegte  Körper  in  einer  gegebenen 
Zeit  denselben  Weg  zurück,  als  wenn  er  sich  während  der  ganzen  Zeit  in 
gleichförmiger  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  bewegt  hätte,  die  er  genau 
in  der  Mitte  der  Zeit  gehabt  hat.  Denn  mit  dieser  Geschwindigkeit  hätte  er 
in  der  ersen  Hälfte  der  Zeit  gerade  soviel  mehr  zurückgelegt,  als  er  in  der 
zweiten  Hälfte  der  Zeit  weniger  zurücklegen  würde,  wie  er  in  Wirklichkeit 
zurückgelegt  hat. 

Die  in  den  verschiedenen  Sekunden  zurückgelegten  Wege  sind  demnach 

in  der  1.     •  •         ^         ^^   "2" 

^^     1,     ^.         •        "2  —^-2- 

*a"  .   .    ^^1  "r ^^1    ^__  g  ^1 
"     "  2  2 

II.  s-  f.,  oder  die  in  den  einzelnen  Sekunden  bei  gleichmässig  beschleunigter  Be- 
wegung zurückgelegten  Wege  verhalten  sich  wie  die  Reihe  der  ungeraden  Zahlen. 
Cm  nun  die  in  2,  3,  4  •  /  Sekunden  zurückgelegten  Wege  zu  erhalten, 
haben  wir  nur  die  für  die  einzelnen  Sekunden  gefundenen  Wege  zu  addiren. 
Damach  ist  der  Weg  für 


die  ersten  2"  =     -|-  +  3^  =  4^  =  ^ 


OÜ 


„       „      3    =  4—  +  5—  =  n—  =    ,-  •   3 

2 


4"  =  0-^  4-  7-^  =16—  =  -^  .   4 
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wir  haben  also  nur  den  in  der  ersten  Sekunde  zurückgelegten  Weg  mit  dem 
Quadrate  der  Sekundenzahl  zu  multicipliren,  während  deren  sich  der  Körper 
bewegt  hat,  oder  allgemein  ist 

c  =  A   .  (i 
^  2        '  ' 

Der  in  der  ersten  Sekunde  dabei  zurückgelegte  Weg  ist  gleich  der  halben 
Beschleunigung  oder  der  halben  in  jeder  Sekunde  stattfindenden  Geschwin- 
digkeitszunahme. 

Dass  wir  bei  diesen  Schlüssen  nicht  irre  gegangen  sind,  können  wir  leicht 
durch  den  Versuch  bestätigen;  wir  nehmen  an  der  Maschine  den  Ring  // 
fort  und  suchen  die  Stellen,  an  denen  wir  den  Teller  Ä" befestigen  müssen, 
damit  das  Gewicht  P nach  1,2,8,...  Sekunden  aufschlägt.  Wir  finden  dann 
diese  Stellen 

nach     1"      r      3"       4"        5" 
bei    10^"»  40*^"  90'^"»  160^""  250^'". 

Diese  letzten  Zahlen  können  wir  aber  schreiben 

10  .  1^;  10  .  2^;  10  .  3'^;  10  .  4^;  10  .  o^ 
oder  allgemein 

5  =  10  .  /«. 

Wie  wir  aber  vorhin  zeigten,  ist  in  diesem  Falle  die  Beschleunigung 
gleich  20*^"*,  so  dass  der  Versuch  den  vorhin  gezogenen  Schluss  bestätigt, 
dass  der  bei  gleichmässig  beschleunigter  Bewegung  in  einer  gegebenen  Zeit 
zurückgelegte  Weg  gleich  ist  dem  Produkte  aus  der  halben  Beschleunigung 
und  dem  Quadrate  der  Sekundenzahl,  während  deren  der  Körper  sich  bewegt  hat. 

§.6. 

Abhängigkeit  der  Bewegung  von  der  Grösse  der  Kraft  and 
der  zu  bewegenden  Gewichte.  Die  durch  eine  constante  Kraft  hervor- 
gebrachte gleichmässig  beschleunigte  Bewegung  ist  nach  dem  vorigen  §.  voll- 
ständig bestimmt,  wenn  die  Beschleunigung  der  Bewegimg  bekannt  ist,  denn 
aus  dieser  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit  sowie  den  in  jeder  Zeit  zurtick- 
golegt<»n  Weg.  Dass  die  Beschleunigung,  dei*  in  jeder  Sekunde  stattfindende 
Zuwachs  an  Geschwindigkeit  von  der  Grosso  der  wirksamen  Kraft  und  der 
Grösse  der  zu  bewegenden  Gewichte  abhängig  seinmuss,  ergiebt  sich  unmittel- 
bar aus  derüeberlegung,  dass  es  gerade  die  Kraft  ist,  welche  den  Bewegungs- 
zu stand  der  Körper  ändert;  in  welcher  Weise  aber  die  Beschleunigung  von 
diesen  beiden  Grössen  abhängt,  darüber  kann  uns  nur  der  Versuch  belehren. 
Lassen  wir  zunächst  das  Gesammtgewicht  an  unserer  Fallmaschine  ganz 
ungeändert  und  verändern  nur  das  Uebergewicht.  Zu  dem  Ende  sind  an  den 
Enden  des  Fadens  Scheiben  angebracht,  airf  welche  man  eine  Anzahl  unter 
sich  ganz  gleiche  Ringe  legt.  Legen  wir  zunächst  auf  beide  Seiten  n  Ge- 
wichte py  so  dass  etwa  diese  n  ,  p  gleich  dem  im  vorigen  §.  angenommenen 
(gewichte  7' sind,  so  tritt  keine  Bewegung  ein;  legen  wir  dann  auf  die  eine 
Seite  unser  Uebergewicht  ^^  und  das  Frictionsgewicht  ;r,  so  tiitt  die  vorhin 
betrachtete  beschleunigte  Bewegung  mit  der  Beschleunigimg  r,  gleich  20*^" 
ein.  Nun  nehmen  wir  von  der  hintern  Seite  einen  Ring  vom  Gewicht  p  und 
legen  ihn  auf  die  vordere  Seite;  wir  haben  dann  bei  ganz  ungeändertem  Ge- 


'1  11  77 

*<  «1  «1 
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samxnt<gewichte  des  ganzen  Systems  auf  der  einen  Seite  das  üebergewicht  3/?, 
denn  vom  liegen  die  Gewichte  (»+  ^)P'\'P  =  ("  +  2)/),  auf  der  hintern 
Seite  dagegen  (» —  l)p.  Verfahren  wir  ein  zweiten  Mal  so,  dann  erhalten 
wir  tias  üebergewicht  5  7>,  ein  drittes  Mal  7^)  u. s. f.,  so  dass  bei  stet«  glei- 
chem Gesammtgewichte  sich  die  üebergewicht«  verhalten  wie  1:3:5:7  u.  s.  f. 
Bestimmen  wir  nun  die  Beschleunigungen  in  diesen  Fallen,  so  finden 
wir,  dass  dieselben  mit  der  Grösse  des  üebergewichtes  in  demselben  Ver- 
hältnisse zunehmen,  denn  wir  erhalten  sie 

bei  dem  üebergewichte  j^  gleich  q 

Sp  „  3  Cj 
op  „  5ci 
Tp       „       7r,. 

Bezeichnen  wir  daher  die  durch  ein  der  Gewichtseinheit  gleiches  üeber- 
gewicht unserm  System  ertheilte  Beschleunigung  mit  r/,  so  können  wir  die 
durch  irgend  ein  üebergewicht^  erzeugte  Beschleunigung  c  wiedergeben  durch 

oder  die  Beschleunigung  ist  allgemein  der  Grösse  des  üebergewichts  oder  der 
Grösse  der  bewegenden  Kraft  proportional. 

Aendem  wir.  bei  gegebenem  üebergewicht  das  Gesammtge wicht  unseres 
Systems  P+P'-f-JI-f-'^"+-i>»  was  wir  dadurch  können,  dass  wir  eine 
Terschiedene  Anzahl  von  Ringen  auf  die  am  Ende  des  Fadens  angebrachten 
Scheiben  legen,  so  finden  wir,  dass  mit  der  Grösse  dieses  Gewichtes  die  Be- 
schleunigung abnimmt.  Legen  wir  bei  dem  üebergewichte  p  soviel  Ringe  auf, 
dass  das  Gesammtgewicht  verdoppelt,  verdreifacht  wird,  so  wird  die  Be- 
schleunigung die  H&lfte  oder  ein  Drittel  u.  s.  f.  Wir  finden  allgemein ,  dass 
bei  coBstantem  üebergewichte  die  Beschleunigung  in  demselben  Maasse 
kleiner  wird,  als  die  Grösse  des  Gesammtgewichtes  zunimmt. 

Aendem  wir  aber  gleichzeitig  das  Gesammtgewicht  des  Systems  und  das 
üebergewicht  in  demselben  Sinne,  verdoppeln,  verdreifachen  wir  beide,  so 
finden  wir  inmier  dieselbe  Beschleunigung,  wie  wir  sie  bei  einfachem  Ge- 
sammtgewichte und  einfachem  üebergewichte  fanden.  Daraus  folgt,  dass 
die  Beschleunigung  nicht  allein  von  der  Grösse  der  bewegenden  Kraft  oder 
▼on  der  Grösse  des  zu  bewegenden  Gewichtes ,  sondern  von  dem  Verhältnisse 
'  beider  zu  einander  abhängt,  oder  dass  die  Beschleunigung  der  Grösse  dieses 
Verh&ltnisses  direkt  proportional  ist.  Nennen  wir  daher  die  Beschleunigung, 
welche  die  der  Gewichtseinheit  gleiche  bewegende  Kraft  einem  die  Gewicht-s- 
einheit  wiegenden  Körper  ertheilt ,  <7 ,  so  wird  die  Beschleunigung  c ,  welche 
die  Kraft  p  dem  Gewichte  Q  ertheilt, 

P 

oder  allgemein  die  einem  Körper  ertheilte  Beschleunigung  ist  der  Grösse  der 
Kraft  direkt,  dem  Gewichte  des  Körpers  umgekehrt  proportional. 

Es  ißt  gut,  zu  beachten,  dass  in  dieser  Gleichung  das  Gewicht (J^  in  einer 
andern  Weise  auftritt  als  das  üebergewicht  jk  Wir  sahen  schon  früher,  dass 
die  Materie  trftge  ist,  dass  es  immer  einer  Kraft  bedarf,  um  den  Bewegungs- 
zii:<iaiid  eines  Körpers  zu  ändern,  dass  also  in  der  Trägheit  der  Materie  ein 
Widerstand  gegen  eine  Aenderung  der  Geschwindigkeit  vorhanden  ist.    Wir 
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sehen  nun  hier ,  dass  es  bei  verschiedenen  Körpern  zur  gleichen  Aenderung 
ihres  Bewegungszu Standes  einer  verschiedenen  Kraft  bedarf,  und  dass  diese 
Kraft  in  demselben  Verhältnisse  zunehmen  muss  wie  der  Druck,  den  der 
bewegte  Körper  auf  seine  Unterlage  ausübt,  oder  dass  der  Widerstand  des 
Körpers  gegen  die  Bewegungsänderung  seinem  Gewichte  proportional  ist ;  das 
Gewicht  ist  also  das  Maass  dieses  Widerstandes ,  und  in  dem  Sinne  tritt  es  in 
dem  Nenner  obiger  Gleichung  auf. 

Aus  dem  Ausdrucke  für  die  Beschleunigung  irgend  eines  Körpers  vom 
Gewichte  Q  durch  irgend  eine  Kraft  p  können  wir  nun  auch  sofort  die  Ge- 
schwindigkeit V  erhalten,  welche  die  Kraft  diesem  Körper  in  der  Zeit  / 
ertheilt,  sowie  den  Weg  5,  den  der  Körper  unter  Wirkimg  dieser  Kraft 
zurücklegt.     Wir  erhalten 

In  diesen  Ausdrücken  ist  alles  enthalten,  was  auf  die  Bewegung  eines 
Körpers  in  Folge  einer  constanten  Kraft  von  Einfluss  ist ,  Grösse  der  Kraft  und 
bewegten  Gewichte  imd  Länge  der  Zeit,  während  welcher  die  Kraft  wirkt. 
Die  vierte  darin  vorkommende  Grösse  ist  eine  Zahl,  die  wir  aus  unsem  Ver- 
suchen bestimmen  können.  Genaue  später  zu  besprechende  Versuche  haben 
gezeigt,  dass  diese  Grösse  aus  Gründen,  die  dann  ebenfalls  hervortreten  wer- 
den, an  den  verschiedenen  Orten  der  Erde  einen  etwas  verschiedenen  Werth 
hat.  In  Göttingen  ist  sie  nach  den  Bestimmungen  von  Gauss  *)  0,81163,  für 
Paris  nach  den  Bestimmungen  von  Biot  und  Arago*)  9,80896,  wenn  die  Zeit  / 
in  Sekunden  und  die  Geschwindigkeit  in  Metern  gemessen  wird. 

Die  Bedeutung  dieser  in  der  Physik  immer  mit  fj  bezeichneten  Zahl 
ist  leicht  zu  erhalten;  setzen  wir  nämlich  p  =  Q^  ho  wird 

V  =  g  .t         s=  {gi^. 

Ist  aber  p  =  Q^  so  heisst  das,  das  Uebergewicht  ist  gleich  dem  Ge- 
sa ramtgewichte,  oder  wir  lassen  den  Körper  frei  fallen.  Die  Grösse  g  ist 
demnach  die  Beschleunigung  oder  der  in  jeder  Sekunde  eintretende  Geschwin- 
digkeitszuwachs beim  freien  Fall,  und  die  beiden  letzten  Ausdrücke  liefern 
uns  die  Geschwindigkeit  eines  frei  fallenden  Körpers  nach  t  Sekunden  und 
den  in  t  Sekunden  durchfallenen  Raum. 


Unabhängigkeit  der  Wirkung  von  Kräften  von  der  Bewegung, 
welche  ein  Körper  bereits  besitzt.  Die  vorhin  gefundene  Beziehung 
/;  =  </'  .  /  zeigt  uns ,  dass  ein  Körper ,  welcher  der  Wirkung  einer  constanten 
Kraft  ausgesetzt  ist,  im  Anfange  der  einzelnen  auf  einander  folgenden  Se- 
kunden die  Geschwindigkeiten 

0,  g\  'lg\  3/,  4/7'  ..  . 

'")  (iKUHH,  IntcnKitas  vis  nmgnoticae  t^rrestrin  in  iiicnsuram  absolutam  revocatu 
Göttingen  1888.    Poggend.  Ann.  Bd.  XXVIII. 

*^  Biet  et  Arago,  Recueil  d^observation«  geode.siquen,  astronoiniqueö  et 
physiques  etc.    Paris  1821. 
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n.  8.  f.  l)e.sitzt,  dass  also  in  jeder  Sekunde  durch  die  Wirkung  der  constanten 
Kraft  die  Geschwindigkeit  um  eine  con^tante  Grr»8se  g  zunimmt.  Man  kann 
«iaher  behaupten,  das»  die  durch  die  constante  Kratl  auf  den  bewegten 
K«>rper  hervorgebrachte  Wirkung  dieselbe  ist,  ob  der  Körper  vorher  in 
Ruhe^  oder  ob  er  bereits  in  Bewegung  war. 

Wenn  wir  andererseits  die  während  der  Zeit 


"  j^"  r»"  i  ff 


Y\  r\  3",  4' 
durchlaufenen  Räume  betrachten,  so  sind  dieselben 

2   '     2   '     2  '      2    ' 

und  während  der  auf  einander  folgenden  Sekunden  sind  es 

2'     2  '     2  '      2 

Wenn  der  bewegte  Köq>er  in  jeder  Sekunde  nur  in  Folge  der  Geschwin- 
digkeit sich  bewegt  hätte ,  welche  er  im  Anfange  jeder  Sekunde  besass,  so 
hätte  er  in  jeder  derselben  die  Räume 

O,  r/,  2g\  :V 

durchlaufen.   Der  Unterschied  zwischen  diesen  Zahlen  und  den  vorhergehenden 
stellt  daher  den  Einfluss  der  bewegenden  Kraft  in  jeder  Sekunde  dar.  Dieser 

Unterschied  ist  constant  und  zwar  gleich     -^  sodass  wir  auch  hieraus  den 

Schluss  ziehen,  dass  die  Wirkung  einer  Kraft  ganz  unabhängig  davon  ist, 
üb  der  Körper  eine  Bewegimg  bereits  besitzt  oder  nicht. 

Der  soeben  gemachte  Schluss  gilt  zunächst  nur  für  solche  Kräfte,  welche 
in  einer  Richtung  auf  einen  Körper  wirken,  welche  mit  der  Richtung  der 
Bewegung,  welche  er  bereits  besitzt,  zusaumienfallt ,  doch  lässt  sich  dieser 
Schluss  mit  Hilfe  vieler  Beobachtungen  leicht  verallgemeinem.    Befinden  wir 
ans  z.  B.  auf  einem  mit  gleich ftJrmiger  Bewegung  begabten  Schiffe ,  so  mer- 
kni  wir  die  Bewegung  nicht,  wenn  wir  uns  in  einem  seiner  inneni  Räume 
befinden.    Lassen  wir  nun  auf  irgend  einen  Punkt  des  Schiffes  eine  Kraft  wir- 
ken, .so  finden  wir,  dass  der  Effekt  dieser  Kraft  genau  derselbe  ist,  als  wenn 
das  Schiff  in  Ruhe  wäre ;  die  Wirkung  der  Kraft  auf  den  betrachteten  Punkt 
iax  also  unabhängig  von  seiner  mit  dem  Schiffe  gemeinsamen  Bewegung.  Wir 
können   daher   unseren  vorhin  gezogenen  Schluss  ausdehnen  und  folgendes 
aligemeine  Prinzip  aufstellen: 

„Wenn  alle  Punkte  eines  Systems  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  bä- 
hen, und  einer  von  ihnen  wird  der  Wirkung  einer  Kraft  unt(»rworfen,  so  ist 
die  Bewegung,  welche  der  Punkt  in  Folge  dieser  Kraft  in  Beziehung  auf 
«jasi  System  annimmt,  genau  so,  als  habe  die  gemeinschaftliche  Bewegung 
de«  Systems  nicht  existirt.^^ 

§.8. 

Unabhängigkeit  gleichzeitig  wirkender  Kräfte.  Wir  haben  experi- 
mentell nachgewiesen,  dass  zwei  an  einen  beweglichen  Körper  angebrachte 
onstante  Kräfte  ihm  nach  gleichen  Zeiten  Geschwindigkeiten  ertheilen. 
welche  ihrer  Grösse  proportional  sind.    Wenn  folglich  eine  Kraft  p  einem 
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Körper  die  Geschwindigkeit  r  ertheilt,  so  ertheilt  ihm  eine  Kraft  2  p  oder, 
was  damit  identisch  ist,  zwei  zugleich  wirkende  Kräfte ji  die  Geschwindigkeit 
2  V.  Allgemein :  mehrere  auf  einen  Körper  zugleich  wirkende  Kräfte  summi- 
ren  ihre  Wirkung,  jede  Kraft  wirkt  also  selbständg.  Dehnen  wir  diesen 
Schluss,  durch  ähnliche  Erfahrungen  wie  vorhin  gestützt,  auch  auf  Kräfte 
aus,  welche  nicht  in  gleicher  Richtung  wirken,  so  gelangen  wir  zu  folgen- 
dem allgemeinen  Grundsatz: 

„Wenn  2  Kräfte  pvindp'  auf  einen  Körper  in  irgend  welchen  Richtungen 
einwirken,  so  <M"theilen  sie  ihm  eine  Bewegung ,  welche  die  resultirende  aus 
der  Bewegung  ist,  welche  jede  Kraft  für  sich  erzeugen  würde,  d.h.  gehört 
der  Körper  zu  einem  Systeme,  welclies  durch  die  Kraft  p  hewegt  wird,  so 
erhält  er  in  Bezug  auf  das  System  durch  die  Wirkung  der  Kraft  p'  dieselbe 
Bewegung,  als  wenn  die  Kraft  p  nicht  thätig  wäre." 

§.  9. 

Das  Kräfteparallelogramm.  Wir  haben  über  den  Fall ,  wo  die  nach 
einander  oder  zugleich  wirkenden  Kräfte  nicht  dieselbe  Richtimg  haben,  noch 
einige  weitere  Schlüsse  hinzuzufügen.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  ein  Körper, 
der  sich  in  Folge  zweier  nach  verschiedener  Richtung  wirkender  Kräfte  be- 
wegt, sich  weder  in  der  Richtung  der  einen  uoch  der  andern  bewegen  kann. 
Er  muss  sich  vielmehr  in  einer  Richtung  bewegen,  welche  zwischen  beide  fölll. 
Nach  den  vorigen  Grundsätzen  wird  es  uns  jedoch  leicht  sein,  diese  Richtung 
zu  bestimmen.  Die  Kräfte  wirken,  wie  wir  sahen,  jede,  als  wenn  die  andere 
nicht  da  wäre,  der  Punkt  z.  B.,  welchen  das  bewegliche  nach  der  ersten 
Sekunde  erreicht  hat,  wird  daher  gerade  so  erreicht -werden,  wenn  wir  die 
beiden  Kräfte  nach  einander  jede  eine  Sekunde  wirken  lassen.  Legen  wir  da- 
her durch  den  Punkt,  welchen  der  Köri)er  unter  Wirkung  der  einen  Kraft 
erreicht  hat ,  eine  gerade  Linie  und  tragen  auf  dieser  parallel  der  Richtung, 
in  welcher  die  zweite  Kraft  für  sich  den  Köri)er  bewegt  haben  würde,  die  Länge 
auf,  welche  er  unter  Wirkung  dieser  Kraft  in  einer  Sekunde  zurückgelegt 
haben  würde,  so  wird  der  Endpimkt  dieser  Länge  wirklich  der  Punkt  sein, 
in  welchem  sich  der  Körjier  nach  gemeinschaftlichem  Wirken  der  beiden  KrSfte 
befindet,  und  die  Verbindungslinie  dieses  Pimktes  mit  dem  Ausgangspunkte 
wird  der  Richtung  und  Länge  nach  der  Weg  sein,  den  der  Köqier  wirklieh 
zurückgelegt  hat. 

Man  sieht,  dieser  Weg  föUt  der  Grösse  und  Richtung  nach  mit  der  Dia- 
gonale eines  Parallelogramms  zusammen,  welches  wir  aus  den  Längen  cen* 
struiren  können,  welche  der  Körper  in  Folge  jieder  Kraft  fttr  sich  in  der 
gleichen  Zeit  zurücklegt,  indem  wir  diese  Längen  im  Ausgangspunkt  in  den 
entsprechenden  Richtungen  zusammenlegen  und  das  durch  diese  Längen  nnd 
den  Winkel ,  den  sie  mit  einander  bilden ,  bestimmte  Parallelogramm  venroU- 
ständigen. 

Diesen  Weg  hat  der  Körper  allerdings  durch  die  Wirkung  zweier  Krtft» 
zurückgelegt,  welche  nach  verschiedenen  Richtungen  wirkten.  Aber  ganz. 
<lensell)en  Weg  hätten  wir  auch  in  derselben  Zeit  den  Körper  durch  eine 
einzige  in  der  Richtung  der  resultirenden  Bewegung  wirksamen  Kraft  anrück— 
legen  Lassen  können.  Da  dann  diese  Kraft  die  gleiche  Wirkung  hat  wit? 
die  beiden  zusaiumen  wirk  enden,  so  kauu  man  die  beiden  vorhandenen  Kr&ft«? 
auch    vollständig  durch   diese   Kraft  ersetzen.    In   dem    Sinne  nennt 
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jLuch  die  Kraft,  welche  der  Richtung  und  Grösse  nach  dieselbe  Bewegung 
zur  Folge  hat  als  die  beiden  einzelnen  Kräfte  durch  ihr  Zusanimenwirken. 
«lie  aub   diesen  resultirende  Kraft. 

Diese  Kraft,  welche  also  die  beiden  wirklich  vorhandenen  der  Grösse 
und  Richtung  nach  ersetzt,  lüsst  sich  nun  durch  eine  ganz  ähnliche  Con- 
^truction  ihrer  Grösse  nach  erhalten.  Wenden  wir  nämlich  anstatt  der  in 
gegebenen  Zeiten  durchlaufenen  \Vi»ge  zu  unsenT  Construction  die  durch 
die  einzelnen  Kräfte  bewirkten  Beschleunigungen  an,  so  sin«!  die  Kräfte  den 
Beschleunigungen  proportional  und  können  durch  diesell>en  dargestellt  wer- 
den. Wir  gelangen  daher  unniittellmr  zu  dem  Satze,  dass  die  aus  j^wei  ge- 
gebenen in  verschiedener  Richtung  wirkenden  Kräften  resultirende  Kraft 
der  Grösse  und  Richtung  nach  dui'ch  die  Diagonale  den  von  jenen  Kräften 
und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  bestimmti^n  Parallelogramms 
gegeben  wird. 

Dieser  für  die  theoretische  Mechanik  äusserst  wichtige  Satz,  der  nur  eine 
Conj»e<jiienz  des  in  den  vorigen  §§.  (iesagten  ist,  wird  der  Satz  vom  Paral- 
lelogramm der  Kräfte  genannt.  . 

Man  sieht,  wie  man  dadurch  im  Stande  ist,'  die  Wirkung  beliebig  vieler 
nach  verschiedenen  Richtungen  thätiger,  an  einem  Punkte  angreifender  Kräfte 
auf  jene  einer  einzigen  zurückzuführen,  welche  alle  jene  vollständig  ersetzt, 
indem  man  die  Kräfte  nur  {»aarweise  zusammensetzt. 

Um  die  Grösse  der  aus  2  Kräften  P  und  Pi,  welche  den  Winkel  a  mit 
einander  bilden,  resultirenden  Kraft  zu  erhalten,  haben  wir  nur  den  bekannten 
Sat2  aus  der  ebenen  Geometrie  Über  die  Grösse  der  Diagonale  eines  Paral- 
lelogramms anzuwenden;  die  Resultante  li  ist  danach  gegeben  durch 

Ä*  =  P*  +  J*^  _  2  PP,  .  cos  a. 
Umgekehrt  erhellt  aber  auch,  dass  eine  jede  Bewegung  als  die  Resul- 
tirende aus  zwei  Seit^nbewegungen  aufgefasst,  somit  auch  die  jene  Bewegung 
bestimmende  Kraft  als  die  Resultirende  zweier  gedachter  Seitenkräfte  auf- 
^fasst  werden  kann.     Da  nun  jede   Linie    als   Diagonale   unendlich  vieler 
Parallelogramme  aufgefasst  werden  kann,  so  kann  man  jede  Kraft  auf  unend- 
lich viele  verschiedene  Arten  in  Seitenkräfte  zerlegen;  jede  dieser  Seitenkräfte 
kann  dann  wieder  als  Resultirende  anderer  Seitenkräfte  l)etrachtet  werden, 
so  dass  also  jede  Kraft  in  unendlich  viele  Seitenkräfte  zerlegt  werden  kann. 
Diese  letzten  Sätze  sind  in  der  Mechanik  von  hoher  Bedeutung,  da  sie 
nns  in  den  Stand  setzen  die  Wirkung,  welche  eine  Kraft  nach  einer  von  ihrer 
eigenen  verschiedenen  Richtung  ausüben  kann,  zu  berechnen.    Kann  z.  B.  ein 
.   Kßrper  sich  nur  nach  einer  bestimmten  Richtung  bewegen,  und  wirkte  auf 
diesen  eine  constante  Kraft,  deren  Richtung  mit  der  Bewegungsrichtung  des 
Köqiers  den  Winkel  a  bildet,  so  erhalten  wir  die  Gnisse  der  die  Bewegung 
des  Körpers  bewirkenden  Seitenkraft,  wenn  wir  die  gegebene  Kraft  so  zer- 
legen, dass  die  eine  der  Seitenkräfte  in  die  Richtung  der  Bewegung  fällt,  die 
UHiere  zu  ihr  senkrecht  ist.    Le^tere  trägt  zur  Bewegung  gar  nichts  bei,  die 
eretere  Comp^mente  ist  es  somit,  welche  die  Bewegung  bedingt.   Nennen  wir 
die  ursprüngliche  Kraft  P,  die  in  die  Bewegungsrichtung  fallende  ('ompo- 
ö«nte  if,  so  ist 

•  7^  =  P.cosa, 

wie  sich  unmittelbar  daraus  ergibt,  das«^  P  die  Diagonale  eines  Rechtecks 
ist,  dessen  eine  Seite  R  mit  P  den  Winkel  a  bildet. 
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§.  10. 


Haben  wir  eine  ganze  Reihe  von  Kräften  P,  P, ,  Pj,  .  . . ,  die  mit  der 
Bewegungsrichtung  die  Winkel  a,  «, ,  «j,  •  •  •  l>il<len»  »o  int  die  aus  allen 
diesen  resultirende  die  Bewegung  bestimmende  Kraft 

i?  =  P .  cos  a  -f"  ^1  .  cos  «1  -|-  Pjj  .  cos  «^  -f"  '  "  =  -^^  •  cos  a, 
wenn  das  Zeichen  £  die  Summe  aller  einzelnen  Producte  P  .  cos  a  bedeutet. 

§.  10. 

Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  Punktes,  auf  den  beliebig 
viele,  beliebig  gerichtete  Kräfte  wirken.  Die  in  dem  letzten  Para- 
graphen entwickelten  Sätze  bieten  uns  das  Mittel  zu  bestimmen,  wann  ein 
fester  Körper,  der  von  beliebig  vielen  beliebig  gerichteten  Kräften  afficirt 
wird,  eine  fortschreitende  Bewegung  annehmen  kann,  wann  nicht.  Greifen 
die  Kräfte  an  demselben  Punkte  des  Körpers  an,  so  fallen  die  Gleichgewichts- 
bedingungen desselben  mit  denen  eines  materiellen  Punktes  zusammen;  ja 
sehen  wir  von  den  später  zu  besprechenden  drehenden  Bewegungen  ab,  so  ist 
die  Bedingung,  dass  die  Kräfte  an  demselben  Punkte  angreifen  müssen,  nicht 
einmal  erforderlich,  es  fallen  dann  allgemein  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts eines  festen  Köi-pers  mit  denen  eines  materiellen  Punktes  zusammen. 
Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  der  Punkt  sich  vollkommen  frei  bewegen 
kann,  so  ist  die  für  das  Gleichgewicht  desselben  nothwendige  Bedingung, 
dass,  wenn  wir  die  Summe  der  Componenten  der  Kräfte  nach  irgend  einer 
beliebigen  Richtung  bilden,  diese  Summe  immer  gleich  Null  ist,  wie  wir 

diese  Richtung  auch  wählen.  Das  it^t 
aber  der  Fall,  wenn  die  Summe  der 
nach  drei  durch  den  Punkt  gelegten 
zu  einander  senkrechten  Richtungen 
gebi Ideten  Com ponententtlr  jede  dieser 
Richtungen  einzeln  gleich  Null  ist. 
Denn  sind  (Fig.  15)  OX,  OY,  OZ  die 
drei  zu  einander  senkrechten  durch 
den  Punkt  0  gelegten  Richtungen,  und 
sind  .die  nach  diesen  Richtimgen  ge- 
bildeten Componenten  gleich  Null,  so 
folgt  zunächst,  da  nach  OY  keine 
Ki*aft  wirkt,  dass  der  Punkt  O  sich 
nicht  aus  der  durch  OX  und  OZ  ge- 
legten Ebene  bewegt.  Jede  Kraft  P 
nämlich,  welche  den  Punkt  O  aus 
dieser  Ebene  zieht,  würde  mit  Ol' 
einen  Winkel  ß  bilden,  der  kleiner  ist  als  90^.  Da  nun  die  parallel  Y  ge- 
richtete Componente  dieser  Kraft  P  .  cos  ß  sein  würde,  so  wäre  dieselbe 
und  damit  die  parallel  Y  gerichtete  Compoaente  der  Kräfte  überhaupt  nicht 
gleich  Null.  Daraus,  dass  die  Summe  aller  parallel  OZ  gerichteten  Com- 
ponenten gleich  Null  ist,  folgt  femer,  dass  der  Punkt  0  nicht  aus  der 
Linie  OX  in  der  Ebene  ZOX  entfernt  wird;  denn  auch  dazu  wäre  eine 
Kraft  nöthig,  die  einen  Winkel  y  kleiner  als  90*^  mit  der  Richtimg  ÖZ  bilden 
würde.  Die  Componente  dieser  Kraft  P  parallel  OZ,  P .  cos  y  würde  dann 
wieder  von  Null  verschieden  sein.    Da  nun  auch  die  parallel  OX  gerichtete 
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(  omponente  gleich  Null  ist,  so  folgt  schliesslich,  dass  der  Punkt  0  auch 
in  dieser  Linie  nicht  bewegt  werden  kann,  somit  dass  der  Punkt  überhaupt 
in  Ruhe  ifit. 

Wirken  demnach  auf  den  Punkt  0  beliebige  Kräfte  P,  deren  Richtungen 
durch  die  Winkel  a^ß^y  gegeben  sind,  welche  sie  mit  den  festen  Richtungen 
OX^  OY^  OZ  bilden,  so  können  wir  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  nach 
der  schon  im  vorigen  §.  gewählten  Bezeichnungs weise  schreil)en 

2:P.cosa  =  0       2:P.cos/3  =  ()       2;P.cosy  =  0. 

Sind  diese  Componenten  nicht  gleich  0,  so  haben  sie  eine  Resultirende, 
welche  wir  mit  R  bezeichnen  wollen,  die  mit  den  3  Richtungen  OX,  OY^  OZ 
die  Winkel  (i,  t,  o  bilden  möge.  Die  Grösse  dieser  Resultirenden  und  ihre 
Richtung  ist  dann  vollständig  dadurch  bestimmt,  dass  ihre  parallel  den  drei 
Richtungen  genommenen  Componenten  den  Componenten  der  vorhandenen 
Kräfte  einfach  gleich  sein  müssen,  oder  dass 

J^P.  cos  a  =  Ä.cos  fl       I!P.coBß  =  B .co^b       2^P.cosy  = /?  cos  r 

sein  muss.    Daraus  folgt  dann  weiter 

Ä* .  (coe*fl  +  cos^fc  -f-  co8*c)  =  (HP.  cos  af  +  iZP,  cos  ßf  +  (Z P.  cos  yf. 

In  der  Stereometrie  wird  nun  bewiesen,  das  wenn  a,  b,  r  die  Winkel 
»nd,  welche  eine  Richtung  OÄ  (Fig.  15)  mit  den  drei  zu  einander  senk- 
rechten Richtungen  OX,  OF,  OZ  bildet,  die  Quadratsumme 

cos*  a  +  cos*  ^  +  cos*  r  =  1 

iät;  daraus  ergibt  sich  dann,  wenn  wir  zugleich 

£P .  cos  a  =  X      2P .  cos  /3  =  Y      HP .  cos  y  =  Z 

setzen, 

R  =  V  X«+  Y« -fz« 

als  Aasdruck  für  die  Grösse  der  Resultirenden.  Stellen  wir  also,  wie  im 
vorigen  §.,  die  Componenten  der  Kräfte  auf  den  drei  Richtungen  und  ebenso 
<]ie  Resultirende  durch  Linien  dar,  so  ergibt  sich,  dass  die  Resultirende  als 
die  Diagonale  eines  Parallelepipeds  angesehen  werden  kann,  dessen  drei  Sei- 
ten die  parallel  den  drei  festen  Richtimgen  genommenen  (.'om|>onenten  aller 
Kräfte  sind. 

Ist  OÄ{F\g.  15)  diese  Resultante,  und  sind  0C\  07),  Oiv' die  Componen- 
ten, 80  erhalten  wir,  da  OCÄ,  OI)Ä^  OEA  rechtwinklige  Dreiecke  sind,  für 
die  die  Richtung  der  Resultirenden  bestimmenden  Winkel 

OC        X  ^       OD         Y  OE         Z 

Kennen  wir  somit  die  drei  Componenten  X,  y,  Z  aller  Kräfte,  so  ist 
dadurch  Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Kraft,  somit  auch,  wenn  ilas 
Gewicht  des  in  0  befindlichen  Körpers  bekannt  ist,  die  ganze  Bewegung  des;- 
ttelben  besimmt. 

Kann  der  Punkt  0  sich  nicht  frei  nach  allen  Hichtungen  bewegen,  ist  er 
^a  genöthigt  auf  einer  festen  Oberfläche  zu  bleiben,  so  ist  die  im  Vorigen 
abgeleitete  Bedingung  des  Gleichgewichts  nicht  noth wendig;  es  genügt  dann, 
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dasB  die  an  ihm  angreifenden  Kräfte  den  Körper  in  der  Oberfläche  nach  keiner 
Richtung  hin  bewegen  können;  und  dazu  ist  es  nur  nothwendig,  dass  die  Re- 
Bultirende  aller  Elräfte  auf  der  Oberfläche  senkrecht  ist.  Welche  Bedingungen 
dazu  erforderlich  sind,  das  mathematisch  zu  formuliren  ist  Aufgabe  der  theo- 
retischen Mechanik,  auf  deren  Lehrbücher  wir  deshalb  verweisen. 

§.  11. 

Allgemeine  Q-esetze  der  gleichförmig  beachleunigten  Bewegung. 
Wurfbeweg^ing.  Ebenso  wie  wir  durch  die  in  den  §§.  7  und  8  abgelei- 
teten allgemeinen  Gesetze  im  Stande  waren,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts zu  erhalten,  sind  wir  nun  auch  im  Stande  ganz  allgemein  zu  ent- 
wickeln, welches  die  Bewegung  eines  Körpers  unt^r  Wirkung  einer  con- 
stanten  Kraft  ist. 

Lassen  wir  auf  einen  Körper  vom  Gewichte  Q  die  Kraft  P  einwirken, 
so  wird  die  Beschleunigung  des  Körpers  in  der  Richtung,  nach  welcher  die 
Kraft  wirkt, 

Die  in  der  Zeit,  t  erlangte  Geschwindigkeit  ist 

Besass  der  Körper  beim  Beginne  der  Wirkung  der  Kraft  bereits  die 
Geschwindigkeit  a,  so  setzt  nach  §.  7  die  neuerlangte  Geschwindigkeit  sich 
einfach  mit  dieser  zusammen;  ist  die  Geschwindigkeit  a  mit  der  neuen  gleich 
gerichtet,  so  addiren  sich  die  beiden,  ist  sie  entgegengesetzt  gerichtet,  so 
subtrahiren  sie  sich.  Wir  können  die  Geschwindigkeit  in  diesen  beiden  Fällen 
somit  nach  der  Zeit  t  allgemein  setzen 

Vermöge  der  Geschwindigkeit  a  durchläuft  der  Körper  in  der  Zeit  / 

den  Raum  a  .  f,  vermöge  der  ihm  von  der  Kraft  P  erth eilten  Geschwindig- 

p 
keit  den  Raum  Va  P  •  77  *  ^*    Hat  der  Körper  im  Beginne  der  Zeit  f  bereits 

den  Raum  C  (hirchlaufen,  so  wii'd  der  am  Ende  der  Zeit  /  durchlaufene  Raum 

Setzen  wir  hierin  C  und  a  gleich  Null,  so  erhalten  wir  den  mit  der 
Fallmaschine  experimentell  entwickelten  Ausdruck,  imd  setzen  wir  P=  Q 
und  nehmen  an,  die  Kraft  P  sei  die  Schwere,  unsem  Ausdruck  für  den  fi-eien 
Fall  der  Körper. 

Die  Bewegung  geworfener  Körper  ist  ein  specieller  Fall  dieser  allge- 
meinen Sätze.  Untersuchen  wir  zunächst  den  Fall,  dass  ein  Körper  mit  der 
Geschwindigkeit  a  senkrecht  in  die  Höhe  geworfen  wird. 

Für  die  Geschwindigkeit  nach  /  Sekunden  erhalten  wir,  da  in  diesem 
Falle  P=^  ist, 

t?  =  a  —  p  .  <, 
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dieselbe  wird  mit»  wachsender  Zeit  immer  kleiner,  sie  wird  gleich  0,  der 

Körper  hört  auf  zu  steigen,  wenn 

a 
a  =  g  t:  t  =  — 

9 
ist.    Die  Höhe,  bis  zu  welcher  der  Körper  dann  aufgestiegen  ist,  erhalten 
wir  durch  Einsetzen  dieses  Ausdruckes  für  t  in  die  für  s  erhaltene  Gleichung: 

g        '^'      g""        '^  g 

In  dieser  Höhe  angekommen,  hört  er  auf  zu  steigen  und  bleibt  einen 
Augenblick  in  Ruhe,  aber  sofort  wirkt  die  Schwere  auf  ihn  ein  und  zieht 
ihn  wieder  herab.     Seine  rückgängige  Bewegung  ist  durch  die  Ausdrücke. 

v=g'f',s  =  ^l^gf'^ 

bestimmt     Auf  dem  Boden  angelangt,  hat  er  den  Weg  %  —  durchlaufen: 

setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  für  .<?,  so  wird 

and  die  Geschwindigkeit,  die  er  dann  besitzt,  ist 

a 

^     9 

Der  Körper  braucht  also,  um  die  Höhe,  bis  zu  der  er  gestiegen  ist,  zu 
durchfallen,  genau  dieselbe  Zeit,  die  er  zum  Ersteigen  der  Höhe  gebrauchte, 
und  die  Geschwindigkeit,  mit  der  er  an  seinem  Ausgangspimkt  ankommt, 
Ist  genau  von  gleicher  Gr(>sse,  aber  entgegengesetzter  Richtung  als  die,  mit 
der  er  zu  steigen  begann. 

Letztere  Bemerkung  können  wir  unmittelbar  dahin  verallgemeineiii, 
daw  ein  Körper,  der  von  einem  Ausgangspunkte  mit  einer  bestimmten  Ge- 
schwindigkeit ausgeht  und  unter  Wirkung  von  Kräften  auf  seinem  Wege 
wr  Ruhe  kommt,  stets  in  den  Ausgangspimkt  mit  der  ursprünglichen  Ge- 
f^bwindigkeit  zurückkommen  muss,  wenn  er  auf  demselben  Wege  unter  Wir- 
inmg  derselben  Kräffce  zurückkehrt.  Dabei  ist  es  sogar  gleichgiltig,  ob  die 
Krfifte  constant  oder  veränderlich  sind. 

Uniersuchen  wir  jetzt  den  Fall ,  dass  die  Richtung  der  dem  Körper  ur- 
sprünglich gegebenen  Bewegung  nicht  mit  derjenigen  zusammenfallt,  welche 
die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  ihm  ertheilen.  Es  wird  genügen  diesen  Fall 
u  einem  speciellen  Beispiel,  an  der  Bewegung  eines  in  irgend  einer  Rich- 
tung geworfenen  Körpers  zu  erörtern.  Nehmen  wir  an,  dass  vom  Punkte  0 
'.Fig.  I6j  aus  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  a  in  der  Richtung  OT 

Fig.  16. 
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geworfen  werde.  Gemfiss  unseres  in  §.  8  entwickelten  Grundsatzes  wirken 
zwei  Kräfte  ganz  unabhängig  auf  ihn  ein;  die  erstere  hat  ihm  in  der 
Richtung  OT  die  Geschwindigkeit  a  ertheilt,  die  zweite,  die  Wirkung  der 
Schwere  ertheilt  ihm  in  jeder  Sekunde  nach  der  Richtung  der  Verticalen 
die  Beschleunigung  g.  Die  wirklich  stattfindende  Bewegung  resultirt  aus 
beiden. 

Die  Geschwindigkeit  a  können  wir  nach  §.  9  in  2  Componenten  zer- 
legen, in  eine  verticÄle  und  eine  horizontale.  Bezeichnen  wir  den  Winkel 
TON  mit  a,  so  ist  erstere  a  .  sin  a,  letztere  a  .  cos  ct.  Die  Schwere  wirkt 
in  der  Richtung  der  verticalen  und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne  mit 
a  .  sin  a.  Nennen  wir  die  horizontale  Geschwindigkeit  v\  die  verticale  r\ 
so  erhalten  wir  demnach  ftlr  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  / 

V  =  a  .  cos  u         v"  »=  a  .  sin  «  —  gt. 

Man  findet  nach  dem  Frühem  daraus  für  die  in  verticaler  und  horizon- 
taler Richtung  zuiückgelegten  Wege 

für  den  horizontalen  x  =  a  .  cos  a  .  / 

für  den  verticalen      ^  =  a  .  sin  a  .  f  —       •  /^ 

wo  y  positiv  in  der  Richtung  nach  oben  genommen  ist. 

Aus  diesen  Ausdrücken  findet  man  in  jedem  Augenblicke  den  Ort  des 
Körpers,  wenn  man  in  horizontaler  Richtung  von  0  aus  die  für  die  Zeit  t 
berechnete  Grösse  x  aufträgt  und  am  Endpunkte  dieser  Linie  das  fUr  die 
gleiche  Zeit  berechnete  y  vertical  anlegt.  Der  durch  den  Endpunkt  des  y 
bestimmte  Punkt  ist  dann  der  Ort  des  Körpers.  Die  Linie,  welche  wir 
durch  alle  so  bestimmten  Orte  des  Körpers  hin  legen,  ist  die  Bahn  des  ge- 
worfenen Körpers.  Entwickeln  wir  aus  den  zu  gleicher  Zeit  bestehenden  x 
und  y  die  Grösse  ^,  so  ist 

X 


a  .  008  a 


o  .  sin  a  i  }/a*  sin*  a  —  2yg 

_  . 

Setzen  wir  diese  beiden  Ausdrücke  gleich,  so  gibt  uns  die  Gleichung 
die  Beziehung,  welche  immer  zwischen  den  gleichzeitigen  Werthen  von  x 
und  y  bestehen  muss,  oder  lösen  wir  die  Gleichung  nach  y  auf,  so  erhalten 
wir  in  der  Gleichung  zu  jedem  x  das  zugehörige  y.  Lassen  wir  demnach  x 
alle  Werthe  von  Null  an  durchlaufen,  so  geben  uns  die  Endpunkt«  aller 
dazugehörigen  y  die  Bahn  des  Körpers. 

Wir  haben 

=  fl  .  sin  a  +  Va*  sin*  a  —  2gy 

a  008  a  —  ^  ^^ 

^  ^  2  a^  COR*  a 

Bezeichnen  wir  mit  h  die  Höhe,  bis  zu  welcher  der  senkrecht  mit  der 
Geschwindigkeit  «  emporgeworfene  Körper  aufgestiegen  wäre,  so  haben  wir 
wie  vorhin 

a^  =  2(7Ä, 
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imd  setzen  wir  das  in  unseren  Ausdruck  für  y 

y  =  x  .  lang  a  —  tt j—  • 

^  '^  4A .  cos*  a 

Die  analytische  Geometrie  sagt  uns  nun,  das»  eine  Linie,  ftlr  deren 
Punkte  diese  Beziehung  zwischen  x  und  y^  den  Coordinaten  besteht,  eine 
Parabel  sei,  die  symmetrisch  um  eine  verticale  Axe  NP  liegt,  so  dass  also 
die  Bahn  des  Körpers  aus  einem  aufsteigenden  OP  und  einem  absteigenden 
Stficke  PM  besteht,  die  symmetrisch  zur  Axe  der  Parabel  sind. 

Setzen  wir  y  =  0,  so  erhalten  wir  2  Werthe  für  jc,  nämlich 

x'  =  0,  x"  =  2h  .  sin  2  er. 

In  dem  Abstände  x"  =  GM  schneidet  also  die  Bahn  des  Körpers  zum 
zweiten  Male  die  Horizontale,  der  Abstand  gibt  also  den  Weg,  den  der  Kör- 
per in  horizontaler  Richtung  zurückgelegt  hat,  wenn  er  wieder  zu  Boden 
föUt;  es  ist  die  Wurfweite. 

Man  sieht,  dieselbe  wächst  anfänglich  mit  a,  erreicht  ihren  grössten 
Werth  für  «  =  45®  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Ausserdem  ist  sie  pro- 
portional der  Grösse  Ä,  also  dem  Quadrate  der  dem  Körper  ertheilten  An- 
fangsgeschwindigkeit a. 

Setzen  wir  «  =  45  +  w,  so  ist  die  Wurfweite 

2h  .  sin  (90®  +  2m)  =  2h  .  cos  2m. 

Für  gleiche  Neigungen  über  und  unter  45"  ist  also  die  Wurfweite  die- 
selbe. 

Die  höchste  Höhe,  welche  der  Körper  erreichen  kann,  entspricht  dem 
Punkte  N  der  Mitte  der  Wurfweite.  Setzen  wir  daher  jc  =  Ä  .  sin  2er,  so 
erhalten  wir  für  y 

y  ==  h  .  sin^  a. 

Diese  Höhe  wächst  mit  a  und  wird  am  grössten,  wenn  a  =  90*^,  wenn 
der  Körper  senkrecht  in  die  Höhe  geworfen  ist.  Sie  ist  überdies  mit  h  dem 
Quadrate  der  ertheilten  Anfangsgeschwindigkeit  proportional. 

Die  Geschwindigkeit  ist  in  Punkten  der  Bahn,  welche  in  gleicher  Höhe 
liegen,  gleich.  Denn  in  der  That,  bezeichnen  wir  wieder  <lie  auf  einander 
senkrechten  Componenten  der  Geschwindigkeit  mit  v\  v\  ^  folgt  die  wirk- 
liche Geschwindigkeit  des  Körpers  in  seiner  Bahn  V  aus 

F*  =  v^  +  ^'^  =  «*  cos*  «  +  a^  sin^  a  —  2agt  sin  «  +  gH^ 
=  a*  —  2g  {at.  ein  a  —  ^  ^)  =  a^  —  2gy, 

woraus  unmittelbar  folgt,  dass  V  für  gleiche  y,  also  für  Punkte  gleicher 
Höhe  der  Bahn  gleich  ist;  die  Geschwindigkeiten  sind  symmetrisch  zur  mit- 
telsten Höhe  der  Bahn  PN.    Bei  P  ist  die  Geschwindigkeit 

7*  =  a^  —  2gy  =  a*  —  2gh  sin  *  a  ==  a*  —  a*  sin^  a 

V  =  a  .  cos  of. 

Die  verticale  Bewegung  ist  dort  0  und  nur  noch  die  horizontale  Com- 
ponente  der  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden. 

Die  Zeit,  welche  der  geworfene  Körper  braucht,  um  seinen  höchsten 
Punkt  zu  erreichen,  ist  darnach  gleich  jener,  in  welcher  er  niederfällt. 
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Man  kann  es  sich  nun  zur  Aufgabe  machen,  jenen  Werth  von  a  zu  be- 
stimmen, unter  welchem  man  <len  Körper  zur  EiTeichung  eines  bestimmten 
Punktes  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  werfen  muss.  Nennt  man 
die  Coordinaten  dieses  Punkies  x\  y\  so  haben  wir  zur  Bestimmung  unseres 
Winkels  a  nur  unsere  Gleichung  fttr  i/,  in  welcher  wir  setzen 

1  cos*''  «  +  sin*  a         ^     •     ,        m 

— T-  =  —         ,-       —  =  1  +  tang^  of, 
C08*a  cos*  a  i  o       i 

also 

/  —  X  tang  «  -f-  ^(1  -f-  tang'^  u)  =  0 

nach  a  aufzulösen.    Wir  erhalten  daraus 

2/*  -f  lAÄ^—  x^  —  4hy 

tang  €t  =  — =^-^ , —  ' 

°  X 

Es  gibt  ausser  im  Falle,  wo  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  0 
ist,  2  Werthe  für  «,  entsprechend  dem  positiven  und  negativen  Zeichen  der 
Wurzelgi'össe.  Es  gibt  somit  ausser  in  dem  erwähnten  Falle  2  Parabeln, 
in  denen  sich  der  Köri)er  zur  Erreichung  seines  Zieles  bewegen  kann. 

Ist  die  Grösse  imt^r  dem  Wurzelzeichen  positiv,  so  ist  die  Lösung  der 

Aufgabe  möglich,  d.  h.  alle  Punkte,  die  durch  /  und  y  so  bestimmt  sind, 

dass 

4  Ä^  —  /2  __  4  ;,y  >  0, 

können  bei  der  durch  h  bestimmten  Anfangsgeschwindigkeit  getroffen  wer- 
den, denn  wir  erhalten  fUr  alle  2  Werthe  für  er. 

Ist  der  Ausdruck  negativ,  so  wird  tang  er  imaginär,  d.  h.  die  Punkte, 
deren  x  und  y  so  bestimmt  sind,  dass  sie  den  Ausdruck 

4  /,2  _  /2  _  .4  ;,y  <  (, 

machen,  sind  nicht  eiTeichbar. 

Die  nicht  en*eichbaren  sind  von  den  eneichbaren  Pimkten  getrennt 
durch  eine  Linie,  deren  x  und  y  durch  die  Gleichung 

4  Ä^  —  X*  —  4  hy  =  0, 
also 

jr^  =  4  Ä  ih  —  y) 

mit  einander  verknüpft  sind.  Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
ist  das  eine  Parabel,  deren  Axe  mit  der  in  O  errichteten  Oy  zusammenföUt, 
deren  Concavität  gegen  die  Horizontale  gerichtet  ist,  deren  Scheit«!  die  Höhe 
h  und  deren  Parameter  die  Länge  Ah  hat.  Mit  /*,  also  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit fi,  ändert  sich  die  Grenze  der  erreichbaren  Punkt«. 

Wenn  man  alle  diese  Folgerungen  experimentell  prüft,  so  findet  man 
sie  mit  Abweichimgen,  welche  in  dem  Wi<lerstand  der  Luft  und  einigen  an- 
dern später  zu  betrachtenden  störenden  Umständen  ihren  Grund  haben,  be- 
stätigt. 

§.  12. 

Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene.  Wegen  der  vielfachen  Anwen- 
dungen und  des  historischen  Interesses,  da  (valilei  an  ihr  die  Gesetze  der 
Bewegung  in  Folge  einer  constanten  Kratll  zuerst  nachwies,  möge  hier  noch 


§.  12. 


Schiefe  Ebene. 
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aus  den  allgemeinen  Gesetzen  der  vorigen  §§.  die  Bewegung  eines  Körpers 
wd  einer  schiefen  Ebene  abgeleitet  werden.  Wir  setzen  voraus ,  der  Körper 
sei  kagelff)rmig  und  könne  sich  ohne  Reibung  auf  der  schiefen  Ebene  be- 
wegen. 

Nehmen  wir  an,  die  schiefe  Ebene  bilde  mit  dem  Horizonte  den  Win- 
kel ff  und  der  aufgelegte  Körper  habe  das  Gewicht  p.    Die  Richtung  der 
Schwere  ist  die  der  Verticalen.    Wir  können  nun  nach  §.  9  die  Schwerkraft 
alB  eine  Resultirende  zweier  Kräfte  ansehen,   deren  eine  auf  der  schiefen 
Ebene  senkrecht  steht,  während  die  andere  mit  ihr  parallel  ist.    Mit  der 
Richtung  der  Schwere  bildet  die  erste re  den  Winkel  «,  die  zweite  den  Win- 
kel 90^*  —  er;  nach  dem  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  die  erstere 
daher  gleich  p  .  cos  ce  und  die  zweite  p  .  sin  er.     Die  erstere  dieser  Kräfte 
wird  einen  Druck  gegen  die  schiefe  Ebene  bewirken  und  zu  einer  Bewegung 
nichts  beitragen;  die  zweite  jedoch,  welche  parallel  der  schiefen  Ebene  ist, 
wird  dem  Körper  eine  Bewegung  die  schiefe  Ebene  herab  zu  ertheilen  suchen. 
Ihr  Werth  ist  p  .  sin  «,  also  mit  dem  Neigungswinkel  veränderlich.     Soli 
der  Körper  in  Ruhe  bleiben,  so  muss  also  eine  Kraft  p  .  sin  a  parallel  und 
die  schiefe  Ebene  hinaufgerichtet  angebracht  werden.    Der  Versuch  bestätigt 
es.     Denn  befestigt  man  an  dem  Körper  einen  Faden  und  führt  ihn  der 
schiefen  Ebene  parallel  über  eine  Rolle,   so  muss  man  an  der  andern  Seite 
des  Fadens  Gewichte  p  ,  am  tu  anhängen,  um  den  Körper  auf  der  schiefen 
Ebene  festzuhalten. 

Lässt  man  den  Köi*per  rollen,  so  ist  die  ihn  bewegende  Kraft  nach 
dem  Vorigen  p  .  sin  a.    Diese  ertheilt  ihm'  die  Beschleunigimg 


G  =  g 


p  .  Hm  a 


g .  sin  or. 


Fig.  17. 


Die  Gleichungen  seiner  Bewegung  sind  demnach 

Wenn  nun  der  be- 
wegliche Körper  A  im 
Punkte  B  angekommen 
ist,  so  hat  er  den  Raum 
AB 

AB  = 


B 


smtt 

durchlaufen,  wenn  wir 
mit  h  die  Höhe  der 
schiefen  Ebene  bezeich- 
nen. Setzt  man  nun  die- 
sen Werth  in  unsere  Gleichung  fUr  .«?,  so  ist 

h 


d 


sma 


=  %  (/  .  sin  er .  t^ 


itir  die  Daner  das  Falls  und 


g  .^m  a 


^ 
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für  die  Geschwindigkeit,  mit  der  ^  in  ^  ankommt.  Wir  sehen,  dass,  wenn 
h  constant  ist,  die  Dauer  des  Falles  sich  mit  der  Neigung  der  schiefen  Ebene 
gegen  die  Horizontalebene  ändert,  dass  aber  die  Geschwindigkeit,  mit  wel- 
cher die  Kugel  unten  ankommt,  von  dem  Neigungswinkel  unabhängig  und 
gleich  jener  ist,  welche  der  Körper  erhalten  würde,  wenn  er  die  Höhe  h 
frei  durchfallen  hätte. 

Von  der  schiefen  Ebene  macht  man  oft  in  der  Praxis  Anwendung,  um 
Lasten  eine  gewisse  Höhe  hinaufzuschaffen.  Denn  da  ein  Theil  des  Gewichtes 
von  der  schiefen  Ebene  getragen  wird,  so  bedarf  es  nur  einer  kleineren 
Kraft,  um  die  Gegenstände  hinaufzuschaffen.  Wir  sahen,  eine  Kraft  P.  sin  er 
hält,  wenn  sie  parallel  der  schiefen  Ebene  wirkt,  dem  auf  derselben  befind- 
lichen Gewichte  P  das  Gleichgewicht,  durch  einen  etwas  grösseren  Druck 
als  P .  sin  a  wird  der  Körper  in  die  Höhe  geschafft.  Die  in  vielen  Apparaten 
benutzte  Schraube  ist  nichts  wie  eine  um  einen  Cylinder  gewickelt«»  schiefe 
Ebene;  ebenso  beruht  die  Wirksamkeit  des  Keils  auf  den  Gesetzen  der  schie- 
fen Ebene.    Die  Wirkungen  dieser  Apparate  sind  darnach  leicht  zu  erhalten. 

§.  13. 

Masse.  Eine  in  vielen  Fällen  äusserst  bequeme  Vereinfachung  un- 
serer Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Körpers  erhalten  wir  durch  Ein- 
führung eines  neuen  Begiiffs,  desjenigen  der  Masse  des  Körpers.  Lässt  man 
einen  gegebenen  Körper  vom  Gewichte  P,  dasselbe  in  Kilogrammen  gegeben, 
einmal  frei  fallen  und  unterwirft  ihn  dann  der  Wirkung  verschiedener  Kräfte 
1^,  F, ,  Fg...,  so  erhält  er  in  allen  den  Fällen  verschiedene  Beschleunigungen. 
Diese  Beschleunigungen  verhalten  sich  aber  nach  §.  B  in  allen  Fällen  direkt 
wie  die  wirksamen  Kräfte.  Bezeichnen  wir  dieselben,  in  Metern  ausgedrückt, 
mit  ^,  Gj,  63^21  0^3  •  •  •!  so  sind  deshalb  die  Quotienten 

^=^  =  ^  =  ...I  =  m 
(r,         G^        G^        '  '  '  9 

einander  stets  gleich.  Kennt  man  deshalb  einmal  für  einen  Körper  den 
Werth  dieses  Quotienten  m,  so  kennt  man  auch  sofort  die  Wirkung,  welche 
irgend  eine  Kraft  auf  ihn  ausübt.    Denn  man  erhält  in 

F 

(?  =  -, 
m 

in  dem  Quotienten  aus  der  wirksamen  Kraft  und  dem  constanten  Verhält- 
nisse m  die  Beschleunigung,  welche  der  Körper  von  der  Kraft  F  erhält, 
und  damit  die  Bewegung  des  Körpers  vollständig  bestimmt.  Umgekehrt 
kann  man  aber  auch  aus  der  Beschleimigimg,  welche  der  Körper  von  irgend 
einer  Kraft  erhält,  mit  Hilfe  jenes  Verhältnisses  die  Grösse  der  Kraft  be- 
stimmen. Dieses  für  einen  Körper  ganz  constante  Verhältniss  zwischen  den 
ihn  antreibenden  Kräften  und  der  Beschleunigung,  welche  sie  ihm  ertheilen, 
nennt  man  die  Masse  des  Körpers. 

Um  sie  zu  erhalten  genügt  es  demnach,  an  dem  Körper  irgend  eine 
Kraft  F  anzubringen,  die  erzeugte  Beschleunigung  G  zu  beobachten,  und 
dann  F  durch  G  zu  dividiren.  Da  es  nun  ganz  einerlei  ist,  welche  Kraft 
man  anbringt,  so  kann  man  die  wählen,  durch  welche  man  das  Verhältniss 
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am  leichtesten  findet,  sein  Gewicht  P,    Wir  wiesen,  dass  beim  freien  Fall 
die  Beschleunigung  g  =  9'°,808  ist,  und  erhalten  daraus  die  Masse  m 

P 
in  ==  —  • 

9 

Man  kann  also  die  Masse  eines  Körpers  als  ein  reines  für  denselben 
Körper  ganz  constantes  Zahlenverhältniss  betrachten. 

Oft  jedoch  pflegt  man  die  Masse  eines  Körpers  als  eine  Grösse  beson- 
derer Art  anzusehen  und  nach  einer  bestimmten  Einheit  zu  messen.  Da- 
durch tritt  dann  hervor,  dass  diese  Grösse  m  auch  eine  bestimmte  physika- 
lische Bedeutung  hat. 

Wie  wir  sahen,  setzen  zwei  verschiedene  Körper  einer  auf  sie  wirken- 
den Kraft  einen  verschiedenen  Widerstand  entgegen.     Man  kann  sie  nun, 
wie  in  Beziehung  auf  ihre  sonstigen  Eigenschaften,  auch  in  Beziehung  auf 
diesen  Widerstand,  den  wir  der  Trägheit  der  Materie  zuschreiben,  verglei- 
chen und  sagen:  sie  haben  gleiche  oder  verschiedene  Masse,  je  nachdem  sie 
einer  Kraft  einen  gleichen  oder  verschiedenen  Widerstand  entgegensetzen. 
Wir  nennen  demnach  solche  Massen  gleich,  welche  unter  Einfluss  glei- 
cher KrSfte  gleiche  Beschleunigungen  erhalten.    Aus  dem  Begriffe  der  Gleich- 
heit zweier  Massen  erhält  man  dann  sofort  den  der  Verschiedenheit,  zwei 
Massen  verhalten  sich  wie  m  zu  n,  wenn  die  eine  in  m,  die  andere  in  n 
gleiehe  Massen  zerlegt  werden  kann. 

Wir  haben  nun  §..6  gesehen,  dass  der  Widerstand,  den  ein  Körper 
einer  Kraft  entgegensetzt,  proportional  seinem  Gewichte  ist,  dass  also  zwei 
Körper  gleichen  Gewichtes  der  Wirkung  einer  Kraft  auch  gleichen  Wider- 
stand entgegensetzen.  Es  läge  daher  nahe.  Gewicht  und  Massen,  die  dar- 
nach proportional  sind,  zu  identißciren  imd  einem  Körper  von  der  Einheit 
des  Gewichtes,  also  einem  Kilogramm,  auch  die  Einheit  der  Masse  beizu- 
legen. Es  ist  das  jedoch  nicht  zulässig,  indem,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt, 
die  Einheit  der  Masse  schon  aus  den  gewählten  Einheiten  der  Kraft,  1  Kilo- 
gramm, und  Beschleunigung  ein  Meter  bestimmt  ist. 

Haben  wir  nämlich  zwei  Massen  m  und  m',  deren  erste  durch  eine  ih- 
rem Gewicht  P  gleiche,  die  andere  durch  irgend  eine  Kraft  P*  angetrieben 

wird,  so  erhalten  sie  die  Beschleimigungen  g  und  (/'.   Auf  die  Masseneinheit 

P  P' 

wirkt  dann  in  dem  ersten  Falle  die  Kraft  — ,  in  dem  zweiten  die  Kraft  — ? 

und  da  die  Bewegung  der  einzelnen  Theile  dieselbe  ist  wie  die  der  ge- 
rammten Massen,  so  haben  wir  nach  dem  Satze  über  die  Proportionalität 
von  Kraft  und  Beschleunigung 

P    P" 

mm         ^    ^^ 
oder 

P        mg 
F        mg 

Wir  müssen  nun  die  Masse  gleich  eins  setzen,  welche  zu  den  bereits 
gewählten  Einheiten  passt,  die  also  durch  die  Einheit  der  Kraft,  1  Kilo- 
gramm, die  Beschleimigung  eins,  1  Meter  erhält.  Setzen  wir  daher  in  un- 
serer Gleichung  P'  =  1  und  ^'  =  1,  so  wird  auch  m  =  1  imd  es  folgt 

P 

m  =  — » 
9 


58  Verschiedene  Maasse  für  die  Erafk.  §.  14. 

oder  die  Masse  eines  Körpers  ist  unter  Annahme  dieser  Einheit  nicht  gleich 
seinein  Gewichte,  sondern  gleich  dein  Quotienten  des  Gewichtes  und  der 
Zahl  g^  d.  h.  die  Masse  eines  Kr»rpers  enthält  soviel  Masseneinheit^n,  als 
dieser  Quotient  Einheiten  hat. 

Die  Einheit  der  Masse  ist  also  jene,  welche  durch  die  Einheit  der  Kraft 
die  Einheit  der  Beschleunigung  erhält.  Nun  haben  wir  zur  Krafteinheit  den 
Druck  von  einem  Kubikdecimeter  Wasser  bei  der  Temperatur  4^^  C.  auf  der 
Sternwarte  zu  Paris  festgesetzt.  Die  Masse  desselben  erhält  unter  diesem 
Drucke  beim  freien  Falle  die  Bcschleunigimg  von  9™,808.  Nach  §.  6  wird 
nun  ein  9,808 mal  grösseres  Gewicht  unter  dem  Einflüsse  dieser  Kraft  die 
Beschleunigung  von  1  Meter  erhalten.  Wir  müssen  daher  als  Einheit  der 
Masse  diejenige  nehmen,  welche  gleich  der  von  9,808  Kubikdecimeter  Wasser 
bei  4«  C.  ist. 

Es  ist  gut,  hier  schon  zu  beachten,  dass  die  Masse  eines  Köi-pers  eine 
durchaus  constante  Grösse  ist,  während  das  Gewicht  oder  der  Druck,  den 
der  Körper  auf  seine  Unterlage  ausübt,  nicht  constant,  sondern  an  verschie- 
denen Orten  verschieden  ist.  Da  aber  mit  geändertem  Dnicke  der  Körper 
auch  eine  andere  Beschleunigung  erhält,  da  Kraft  und  Beschleunigung  pro- 
portional sind,  so  bleibt  der  Quotient  des  Gew^ichtes  und  der  Beschleunigung 
ganz  ungeändert. 

Einige  Physiker  haben  die  Masse  als  die  Quantität  Materie  definirt, 
welche  in  einem  Körper  enthalten  sei.  'Diese  Definition  rührt  von  der  ge- 
wöhnlichen Bedeutung  des  Wortes  Masse  her;  man  darf  sie  jedoch  nicht 
als  ganz  exakt  bezeichnen.  Dieselbe  sagt  zu  viel,  denn  wir  sind  mit  dem 
Wesen  der  Materie  viel  zu  unbekannt,  als  dass  wir  sie  messen  könnten. 
Streng  genommen  kann  man  nur  Kupfer  mit  Kupfer,  Blei  mit  Blei  verglei- 
chen und  keine  Beziehung  aufstellen  zwischen  der  Materie  des  Kupfers  und 
der  des  Bleis.  Diejenigen,  welche  diese  Definition  beibehalten  wollen,  müs- 
sen daher  vor  allem  definiren,  was  sie  unter  gleichen  Quantitäten  Materie 
oder  gleichen  Massen  verstehen.  Diese  werden  dann  dahin  definirt,  dass 
gleiche  Massen  diejenigen  sind,  welche  gleiches  Gewicht  haben.  Das  ist 
aber  mit  unserer  Definition,  dass  gleiche  Massen  die  sind,  welche  unter 
Wirkung  gleicher  Kräfte  gleiche  Beschleunigung  erhalten,  dasselbe,  und  es 
ist  demnach  besser  mit  dieser  Definition  zu  beginnen,  als  einen  unbestimm- 
ten Begriff  über  die  Quantität  der  Materie  voraus  zu  schicken. 

§.14. 

Verschiedene  Arten  die  Elraft  zu  messen.  Als  Maass  ttlr  die  Kraft 
haben  wir  bisher  das  Gewicht  betrat^htet,  welches  an  einem  Punkte  der 
Kraft  entgegenwirkend  angebracht  werden  muss,  um  derselben  das  Gleich- 
gewicht zu  halten.  Wir  sind  indess  jetzt  auch  im  Stande  die  Kräfte  nach  den 
Wirkungen  zu  messen,  welche  sie  auf  verschiedene  Massen  hervorbringen. 
Kennen  wir  nämlich  die  Beschleunigung  G^,  welche  eine  Kraft  P  der  Masse 
M  ertheilt,  so  erhalten  wir  nach  dem  vorigen  §. 

P  =  G^ .  itf, 

oder  die  Kraft,  welche  auf  die  Masse  M  wirkt,  ist  gleich  dem  Produkte 
aus  der  Beschleunigung  und  der  Masse,  welcher  sie  diese  Beschleunigung 
ertheilt. 
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Aus  unserer  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  eines; 
Körpern  von  der  Masse  M  unter  Wirkung  der  constanten  Kraft  P 

erhalten  wir  unmittelbar 

M.ü  =  P.t I. 

Das  Produkt  aus  der  bewegten  Masse  und  der  von  ihr  erreichten  Ge- 
schwindigkeit ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  wirkenden  Kraft  und  der 
Zeit,  während  welcher  sie  gewirkt  hat. 

Wirkt  ein  anderes  Mal  tue  Kraft  Pj  auf  die  Masse  J/j,  und  ertheilt  sie 
ihr  in  derselben  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  o^y  so  ist 

3f  ^  Vi  =  Pi  .  / 
ond 

3£  ,v:Mi  Vi=  P,f:  Pi  .t  =  P:  P^, 

Man  nennt  das  Produkt  M .  v  die  Bewegungsgrösse  der  Masse  Jf ;  obige 
Proportion  sagt  daher,  dass  die  zwei  Massen  bewegenden  Kräfte  sich  ver- 
halten wie  die  BewegimgsgrÖssen  dieser  Massen,  jedoch  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Kräfte  gleiche  Zeit  gewirkt  haben.  Das  Produkt  P .  t 
heisst  der  Antrieb  der  Kraft  in  der  Zeit  /. 

Wir  haben  femer  die  Gleichungen 

p  p 

tmd  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 

Ans  dieser  Gleichung  imd  der  zweiten  der  eben  hingeschriebenen  folgt 

%«*  =  £■* 

oder 

%M.v'^  =  P.s.,.JL 

Das  Produkt  aus  der  halben  Masse  und  dem  Quadrate  der  Geschwin- 
digkeit, welche  sie  besitzt,  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  bewegenden 
Kraft  und  der  Weglftnge,  auf  welcher  sie  der  Mas^e  M  diese  Geschwindig- 
keit ertheilt  hat.  Wirken  zwei  Kräfte  P  und  P,  eine  gleiche  Weglänge  ,«? 
hindurch  auf  zwei  Massen  M  und  M^  und  ertheilen  ihnen  die  Geschwindig- 
keiten 0  und  v^y  so  besteht  demnach  die  Gleichung 

%3fv':%M,v,'  =  P:P, 
oder  auch 

Mv^:Mi  v{^  =  PiPi. 

Die  Produkte  Vg  ^^^  oder  auch  M  v^  nennt  man  die  lebendige  Kraft 
der  Masse  Jf.  Nennt  man  letzteres  die  lebendige  Kraft,  so  nennt  man  erste- 
res,  die  Hälfte  des  letztem,  wohl  die  lebendige  Potenz.  Wir  werden  später 
die  erstere  Grösse,  welche  sich  unmittelbar  aus  den  Bewegungsgleichungen 
ergibt,  als  lebendige  Kraft  bezeichnen.  Wir  können  dann  obige  Gleichun«? 
dabin  interpretiren,  dass  die  bewegenden  Kräfte,  welche  auf  zwei  Massen 
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den  gleichen  Weg  hindurch  gewirkt  haben,  sich  verhalten  wie  die  leben- 
digen Kräfte,  weiche  sie  den  Massen  ertheilt  haben. 

Das  Produkt  P .  s,  aus  der  Kraft  und  dem  Wege,  durch  welchen  die 
Kraft  gewirkt  hat,  nennt  man  die  Arbeit  der  Kraft;  diese  Benennung  be- 
ruht auf  der  Anschauung,  dass  eine  Kraft  auf  dem  ganzen  Wege,  auf  wel- 
chem sie  gewirkt  hat,  einen  ihr  an  Grösse  genau  gleichen  Widerstand  zu 
tiberwinden  hat,  eine  Anschauung,  die  sich  unmittelbar  aus  der  Eigenschaft 
der  Trägheit  oder  dem  von  Newton  zuerst  ausgesprochenen  Prinzip  der 
Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  ergibt. 

Dieses  Prinzip  sagt  aus,  dass,  wenn  ein  Köqier  auf  einen  andern  eine 
Wirkung,  einen  Zug  oder  einen  Druck  ausübt,  dass  er  dann  von  dem  letz- 
tem eine  ebenso  grosse  Gegenwirkung^  also  einen  ebenso  starken  Gegenzug 
oder  Gegendruck  erfährt.  Dasselbe  gibt  sich  tiberall  in  der  Natur  zu  er- 
kennen; ziehen  wir  einen  Körper  mit  einer  gewissen  Kraft  zu  uns  hin,  so 
werden  wir  von  demselben  ebenso  stark  angezogen,  denn  ziehen  wir  mit 
aller  Kraft  an  einem  an  einer  Wand  befestigten  Seil,  so  fallen  wir  zurück, 
wenn  es  reisst.  üeben  wir  auf  einen  Körper  einen  Druck  aus,  so  erfahren 
wir  einen  Gegendruck  von  derselben  Stärke;  wird  z.  B.  ein  Gas  coraprimirt, 
so  übt  die  Spannung  des  Gases  in  jedem  Momente  auf  den  Stempel  einen 
genau  ebenso  grossen  Gegendruck  aus,  den  wir  in  später  zu  besprechender 
Weise  mit  einem  Manometer  messen  können.  Der  Magnet  zieht  das  Eisen 
an,  genau  ebenso  stark  zieht  aber,  wie  wir  uns  .mit  einer  Wage  tiberzeugen 
können,  das  Eisen  den  Magnet  an. 

Wie  in  diesen  Fällen,  so  in  allen,  so  auch  wenn  eine  Kraft  einen  Kör- 
per in  Bewegung  setzt;  während  der  ganzen  Bewegung  hat  dieselbe  einen 
ihr  an  Grösse  genau  gleichen  Gegenzug  zu  tiberwinden,  um  den  augenblick- 
lichen Bewegungszustand  des  Köi*pers  zu  ändern.  Dass  dieser  Gegenzug 
auch  dann  in  der  That  vorhanden  ist,  können  wir  direkt  durch  den  Versuch 
nachweisen..  Man  hänge  das  üebergewicht  i?  bei  der  Fallmaschine  an  das 
Gewicht  P  mit  Hilfe  einer  Feder,  so  lange  P  auf  dem  obem  Teller  steht. 
Die  Feder  kommt  dann  in  einen  gewissen  Zustand  der  Spannung,  der  be- 
weist, dass  die  Feder  nach  entgegengesetzten  Richtimgen  von  gleich  grossen 
Kräften  gezogen  wird.  Denn  die  Feder  biegt  sich  so  lange,  bis  die  nach 
beiden  Seiten  ziehenden  Kräfte  genau  gleich  sind.  Lässt  man  dann  das 
System  sich  bewegen,  so  bleibt  die  Feder  ganz  genau  in  derselben  Weise 
gespannt,  wie  gross  auch  die  zu  bewegende  Masse  und  wie  gross  auch  die 
Geschwindigkeit  ist. 

Die  Kraft  P  tibt  also  während  des  ganzen  Weges,  durch  welchen  sie 
die  Tjast  M  bewegt,  den  Druck  P  aus,  wir  nennen  deshalb  das  Produkt  Ps 
ebenso  die  Arbeit  der  Kraft,  wie  wir  die  beim  Heben  einer  Last  geleistete 
Arbeit  durch  das  Produkt  der  gehobenen  Last  in  die  gehobene  Strecke  mes- 
sen. Dass  dort  aber  die  Arbeit  durch  dieses  Produkt  gemessen  werden 
muss,  ergibt  die  einfache  Ueberlegung,  dass  es  dieselbe  Arbeit  ist,  wenn 
wir  1  Kilogr.  auf  die  Höhe  von  2  M.  heben,  wie  wenn  wir  2  Kilogr.  auf 
die  Höhe  von  1  M.  heben.  Denn  in  beiden  Fällen  müssen  wir  zweimal 
1  Kilogr.  auf  die  Höhe  von  1  M.  heben. 

Die  Gleichung 

P  s  =  /  jj  nw 

ist  zugleich  der  Ausdruck  eines  wichtigen  physikalischen  Prinzips,  welches 
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besonders  in  der  neueren  Zeit  immer  vollständiger  erkannt  ist,  und  dem 
wir  an  vielen  Stellen  begegnen  werden,  des  Prinzips  von  der  Erhaltung  der 
Kraft.     Dieses  Prinzip  sagt  aus,  dass  in  der  Natur  keine  Kraft  gewonnen 
und  keine  verloren  werden  kann.     Wenn  demnach  eine  Kraft  irgend  eine 
Arbeit  leistet,  so  ist  dieselbe  nicht  verloren,  nicht  verbraucht,  sondern  nur 
in  eine  andere  Form  umgesetzt,  in  der  man  sie  vollständig  wiederfindet. 
In  einem  speciellen  Falle  zeigt  das  obige  Gleichung,  sie  zeigt,  dass  die  Ar- 
beit der  Kraft  P  sich  vollständig  als  lebendige  Kraft  in  der  bewegten  Masse 
wiederfindet.    Wir  kömien  auch  in  der  That  dieselbe  Arbeit  aus  dem  Körper 
wiedergewinnen,  wemi  wir  ihm  seine  Bewegung  nehmen.    Wie  wir  später 
sehen  werden,  geschieht  das  z.  B.  dann,  wenn  wir  eine  vollkommen  elastische 
Kugel  auf  eine  andere  ihr  gleiche  stossen  lassen,  welche  sich  in  Ruhe  be- 
findet.    Die  ursprünglich  bewegte  Kugel  kommt  zur  Buhe,  die  gestossene 
bewegt  sich  aber  mit  genau  derselben  Geschwindigkeit  weiter.    Gerade  der 
Umstand,  dass  eine  Masse  3f,  welche  die  Geschwindigkeit  r  besitzt,  eine 
Arbeit  leisten  kann,  welche  %  M  v^  gleich  ist,  wenn  man  sie  zur  Ruhe 
bringt,  berechtigt  dazu,  dieses  Produkt  als  lebendige  Kraft  dieser  Masse  zu 
bezeichnen. 

Wie  in  diesem  Falle,  so  können  wir  leicht  das  Prinzip,  dass  keine 
Kraft  verloren  werden  kann,  auch  in  andern  Fällen  nachweisen.  Heben  wir 
ein  Gewicht  P  durch  die  Höhe  5,  so  haben  wir  die  Arbeit  P  s  nur  in  dieses 
Gewicht  übertragen,  das  niedersinkende  Gewicht  kann  genau  dieselbe  Ar- 
beit wieder  leisten. 

In  manchen  Fällen  glaubte  die  ältere  Physik  einen  wirklichen  Verlust 
?on  Kraft  annehmen  zu  müssen,  so  z.  B.  bei  der  Reibung;  wir  werden  spä- 
ter den  Nachweis  liefern,  dass  auch  hier  kein  Verlust,  nur  eine  Umsetzung 
der  Kraft  in  andere  Formen,  vorzüglich  in  Wärme,  stattgefunden  hat. 

§.  15. 

Bewegung  in  Folge  inconstanter  Kräfte  und  Maass  derselben. 

Unsere  experimentell  abgeleiteten  Sätze  über  die  Bewegimgen,  welche  durch 
eonstante  Kräfte  hervorgebracht  werden,  und  die  allgemeinen  Sätze  über 
die  Wirkung  von  Kräften,  welche  wir  daraus  ableiteten,  gestatten  uns  nun 
{fchliesslich  auch  im  Allgemeinen  zu  bestimmen,  welcher  Art  die  Bewegungen 
sein  müssen,  welche  inconstante  Kräfte  einem  festen  Körper  oder  einem 
materiellen  Punkte  ertheilen.    Wirken  die  Kräfte  immer  in  derselben  Rich- 
tung, aber  mit  verschiedener  Stärke,  so  muss  die  Bewegung  eine  geradlinig 
fortschreitende,  aber  ungleichmässig  beschleunigte  sein,  das  heisst,  die  Ge- 
schwindigkeitszunahme muss  zu  verschiedenen  Zeiten  in  demselben  Verhält- 
nisse sich  ändern,  wie  die  Grösse  der  Kraft  sich  ändert.    Kennen  wir  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  Kraft  sich  ändert,  so  können  wir  daraus  auch 
das  Gesetz  bestimmen,  nach  welchem  die  Geschwindigkeit  sich  ändert.  Den- 
ken wir  uns  nämlich  die  Zeit,  während  welcher  die  veränderliche  Kraft 
wirkt,  in  hinreichend  kleine  Zeittheilchen  zerlegt,  so  können  wir,  ohne  un- 
genau zu  sein,  annehmen,  dass  innerhalb  jedes  dieser  Zeittheilchen  die  Kraft 
oonstant  ist,  und  dass  sich  dieselbe  erst  vom  einen  zu  dem  andern  Zeit- 
theilchen ändert.     Innerhalb  eines  solchen  Zeittheilchens  gelten  dann  die 
Gesetze  constanter  Kräfte.    Ist  demnach  F  die  auf  die  Masse  M  wirkende 
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Kraft  zur  Zeit  ty  so  erhalten  wir  für  die  Beschleunigung  in  diesem  Zeit- 

(Iv 
momente,  welche  wir  nach  §.  1  in  dem  Quotienten  -r:  ausgedrückt  haben, 

dv_F 
dt~  M' 

Ist  hierin  F  als  eine  Funktion  der  Zeit  t  gegeben,  so  lehrt  die  Integral- 
rechnung, aus  diesem  Ausdnicke  auch  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  /  und 
aus  dieser  den  zurückgelegten  Weg  finden.  Von  der  Form  der  Funktion  F 
ist  es  dann,  wie  man  sieht,  a1)hängig,  welcher  Art  die  Bewegung  sein  wird, 
und  je  nach  dieser  Form  ist  auch  die  specielle  Lösung  der  Aufgabe,  aus 
der  Beschleunigimg  (resch windigkeit  und  Weg  zu  finden,  eine  verschiedene. 
Einzelne  Fälle  werden  wir  später  1)ehandeln. 

Kennen  wir  das  Gesetz,  nach  welchem  eine  inconstante  Bewegung  er- 
folgt, so  können  wir  daraus  dann  auch  umgekehrt  das  Gesetz  ableiten,  nach 
welchem  die  veränderlichen  Kräfte  wirken.  Kennen  wir  nämlich  den  unter 
Wirkung  der  Kraft  zurückgelegten  Weg  .«?  in  seiner  Abhängigkeit  von  /,  so 
kr)nnen  wir  daraus  zunächst  für  jeden  Zeitpimkt  t  die  Geschwindigkeit 

ds 

'^  =  rt 

dv 
und  aus  dieser  die  Beschleunigung  -r-  erhalten.    Für  die  letztere  haben  wir 

aber  die  Gleichung 

dv        F 

somit  auch  hier  die  bewegende  Kraft  in  dem  Momente,  für  welchen  jener 
Quotient  gebildet  ist, 

oder  wir  erhalten  in  dem  Produkte  der  bewegten  Masse  und  der  jedes- 
maligen Beschleunigung  das  Maass  für  die  Grösse  der  veränderlichen  Kraft 
in  jedem  Momente  der  Bewegung. 

Auch  diesen  Satz  werden  wir  häufig  anwenden,  um  in  speciellen  Fällen 
das  Gesetz,  nach  welchem  eine  Kraft  wirkt,  aus  der  bekannten  Bewegung 
abzuleiten. 

Wirken  die  Kräfte  auf  eine  bewegte  Masse  nicht  immer  in  derselben 
Richtung  ein,  so  wird  die  Bewegung  der  Masse  nicht  eine  geradlinig  fort- 
schreitende, sondern  die  Bahn  des  Bewegten  wird  eine  von  dem  Gesetze 
der  Kraftwirkung  abhängige  krumme  Linie.  Eine  Untersuchung  dieses  Fal- 
les würde  uns  zu  weit  in  die  theoretische  Mechanik  einführen.  Es  ist  un- 
sere Aufgabe,  die  experimentellen  (i rundlagen  der  Bewegungslehre  aufzu- 
suchen imd  aus  ihnen  die  Gesetze  abzuleiten,  nach  denen  die  Kräfte  wirken; 
das  haben  wir  im  Bisherigen  für  die  fortschreitende  Bewegung  gethan,  in- 
dem wir  gleichzeitig  einige  der  wichtigsten  Sätze  der  theoretischen  Mechanik 
aus  denselben  folgerten,  soweit  wir  dieselben  zum  Verständniss  des  Folgen- 
<len  nothwendig  hatten.  Wegen  des  Weitern  müssen  wir  auf  die  Lehrbücher 
der  Mechanik  verweisen.  Wir  gehen  jetzt  über  zur  Betrachtung  anderer 
Bewegungen,  die  wir  in  der  Natur  vorfinden. 
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Zweites  Capitel. 
Von  den  drelienden  Bewegungen. 

§.16. 

Entstehung  der  drehenden  Bewegung.     Wir  haben  bereits  mehr- 
fach erwähnt,  dass  ein  Loth,  wenn  es  aus  seiner  vei-ticalen  Richtung  ge- 
V*racht  wird,  nicht  einfach  in  diese  zurückMlt,  sondern  eine  Bewegung  um 
die  senkrechte  Lage  ausfuhrt.     Ganz  dasselbe  sehen  wir,  wenn  wir  einen 
festen  Stab  an  seinem  einen  Ende  an  einer  horizontalen  Axe  befestigen,  so 
dass  ihm  eine  Bewegung  in  der  verticalen  Ebene  gestattet  bleibt.     Sich 
selbst  überlassen  sinkt  er  herab  und  macht  Schwingungen  um  die  senkrecht 
nach  unten  gerichtete  Lage.     Solche  Bewegungen,  bei  denen  jeder  Pimkt 
Kreise  um  einen  festen  Mittelpunkt  beschreibt  mit  einem  Radius,  der  gleich 
ist  seinem  Abstände  von  der  Drehungsaxe,  nennen  wir  drehende  Bewegimgen. 
Bei  den  drehenden  Bewegungen  können  wir,  ebenso  wie  bei  den  fort- 
'^;hreitenden,  von  einer  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  sprechen,  die 
wir  hier  jedoch  nicht  auf  die  absolut  zurückgelegten  Räume,  sondern  auf 
die  Bogen  beziehen,  welche  die  einzelnen  Punkte  eines  in  drehender  Be- 
wegung begriffenen  Körpers  beschreiben.     Demnach  legen  wir  zweien  in 
drehender  Bewegung  begriffenen  Körpern  gleiche  Winkelgeschwindigkeit 
bei,  wenn  ihre  einzelnen  Punkte  in  gleichen  Zeiten  gleiche,  verschiedene, 
wenn  sie  in  gleichen  Zeiten  verschiedene  Bogen  zurücklegen. 

Es  Lst  klar,  dass  dabei  die  Wege,  welche  verschiedene  Punkte  mit 
gleicher  W^inkelgeschwindigkeit  zurücklegen,  absolut  genommen  sehr  ver- 
schieden sein  können,  indem  die  absolute  Länge  der  Bögen  proportional  ist 
•lern  Abstände  der  Pimkte  von  der  Drehungsaxe. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  eine  ungleichförmige,  so  gilt  alles,  was 
wir  im  §.  1  über  die  fortschreitende  Bewegung  gesagt  haben,  auch  hier, 
wenn  wir  nur  statt  der  Längen  die  beschriebenen  Bögen  in  Winkelmaass 
einführen. 

Die  drehende  Bewegung  wird  ebenso  von  Kräften  veranlasst  als  die 
fortschreitende,  dass  es  aber  nur  Kräfte  sind,  die  in  einer  ganz  bestimmten 
Richtung  wirken,  lässt  sich  sofort  erkennen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  unserem  Stabe  nur  eine  Bewegung  in  der 
Drehungsebene  gestattet  ist;  es  ist  klar,  dass  dann  alle  Kräfte,  welche  senk- 
recht zu  dieser  Ebene,  also  parallel  zur  Drehungsaxe  wirken,  unwirksam 
.<ind,  und  dass  von  Bjräften,  die  unter  einer  andern  Neigung  gegen  diese 
Ebene  wirken,  nur  der  Theil  thätig  sein  kann,  dessen  Richtung  in  die 
Drehnngsebene  fällt,  wenn  wir  die  ganze  Kraft  nach  §.  9  in  eine  zu  der 
Drebongsebene  senkrechte  und  in  eine  andere  zerlegt  haben,  deren  Rich- 
tung in  die  Drehungsebene  fällt. 

Aber  auch  der  Theil  kann  nicht  *'**f-  *®- 

immer  vollständig  zur  Erzeugung  der  A  B 

Bewegung  dienen.  Wirkt  z.  B.  auf  den 
bei  A  um  eine  horizontale  Drehungs- 
axe beweglichen  Stab  AB  bei  B  eine 
Kraft  nach  der  Richtung  Bc,  so  kön- 
nen wir  diese  nach  §.  9  ebenfalls  in 
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zwei  Theile  zerlegen,  die  zu  einander  senkrecht,  eine  in  der  Richtung  Bd^ 
die  andere  in  der  Richtung  Be  wirksam  sind.  Die  erstere  dieser  Krftfte  Bd 
übt  nur  einen  Zug  in  der  Richtung  senkrecht  zur  Axe;  ihr  wird  durch  die 
Befestigung  des  Punktes  Ä  und  den  Zusammenhang  der  Theile  des  Stabes 
AB  das  Gleichgewicht  gehalten.  Nur  die  andere  Kraft  Be  kann  eine  dre- 
hende Bewegung  des  Stabes  um  die  Axe  bei  A  veranlassen. 

Wir  sehen  also,  von  allen  Kräften,  welche  auf  einen  Körper  wirken. 
der  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist,  können  nur  diejenigen  eine  drehende 
Bewegung  erzeugen,  welche  in  einer  zur  Drehungsaxe  senkrechten  Ebene 
senkrecht  auf  die  Verbindungslinie  des  Angriffspunktes  mit  der  Drehnngs- 
axe  wirken. 

Die  Schwere  ist  nun  bei  dem  in  A  aufgehängten  Stabe  eine  solche 
Kraft.  Hat  der  Stab  die  horizontale  Lage,  so  treibt  das  Gewicht  jedes 
Theiles  des  Stabes  ihn  herunter,  und  deshalb  sinkt  er  nieder.  Die  schwingen- 
den Bewegungen  um  die  senkrechte  Lage  sind  dann  die  Folge  davon,  dass 
die  Schwere,  sobald  der  Stab  die  horizontale  Lage  verlassen  hat,  nur  mehr 
zum  Theil  wirkt,  indem  dann  nur  eine,  je  mehr  sich  der  Stab  der  senk- 
rechten Lage  näheii),  immer  kleiner  werdende  Componente  ihn  antreibt,  auf 
der  andern  Seite  aber  die  aufsteigende  Bewegung  des  Stabes  durch  die 
Schwere  gehemmt  wird.  Ehe  wir  jedoch  diese  Bewegung  genauer  unter- 
suchen, müssen  wir  uns* zu  der  Frage  wenden,  ob  es  gleichgiltig  für  die 
entstehende  Bewegung  sei,  in  welchem  Abstände  von  der  Drehungsaxe  eine 
Kraft  auf  unseren  Stab  wirkt. 


§.  16. 

Die  Btatisohen  Momente.  Wenn  wir  einen  Stab  an  einer  festen 
verticalen  Drehungsaxe  C  aufhängen,  so  kann  ihm  nach  dem  Vorigen  die 
Schwere,  welche  dann  der  Drehungsaxe  parallel  wirkt,  keine  Bewegung 
mittheilen.     Wenn  wir  dann  an  dem  Stabe  ein  und  dieselbe  Kraft  einmal 

in  Ay  dann  in  C  und  später  in  B  an- 
bringen, so  ist  die  Wirkung  derselben 
immer  eine  andere.  In  A  angebracht 
bringt  dieselbe  eine  Drehung  hervor,  bei 
C  nicht  \md  bei  B  wieder  eine  Drehung, 
welche  aber  der  erstem  entgegengesetxt 
ist.  Die  Kraft  hat  also  je  nach  ihrem  Angriffspunkte  ganz  verschiedene 
Wirkungen.  Wie  diese  mit  dem  Angriffspunkte  sich  ändern,  haben  wir  jetzt 
näher  zu  untersuchen. 


Zu  dem  Ende  wenden  wir  einen  gleichmässig  gearbeiteten  Stab  an. 
der  an  allen  Stellen  gleich  dick  ist,  so  dass  gleiche  Längen  desselben  Stabes 
gleich  schwer  sind.  Führen  wir  durch  die  Mitte  seiner  Länge  eine  Axe, 
die  wir  horizontal  befestigen,  so  finden  wir,  dass  er  in  Ruhe  bleibt,  daBs  er 
keine  Drehung  unter  c^em  Einflüsse  der  Schwere  annimmt.  Der  Grund  die- 
ser Erscheinung  ist  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  klar;  denn  die 
Schwere  will  den  beiden  Hälften  des  Stabes  entgegengesetzte  Drehungen 
ertheilen;  da  die  beiden  Hälften  des  St<abes  sich  aber  nicht  eine  ohne  die 
andere  drehen  können,  so  heben  sich  die  Drehungen  auf. 


§.  17. 


Die  statischen  Momente. 


Of) 


ViH    SO 


Befestigen  wir  nun  an  dem  Ende  2?  (F'ig.  20)  unserer  so  aufgehange- 
nen Stange  ein  Gewicht  P,  so  muss  dieselbe  eine  Drehung  annehmen,  da 
jetzt  eine  Kraft  auf  unseren  Kiirper  einwirkt,  welche  senkrecht  ist  zur  \"er- 
Uindungslinie  des  Angriifspunktes  und  der  Dreliungsaxe  in  der  senkrecht 
zur  Dreliungsaxe  gelegten  Vertiealebene. 

Bringen  wir  aber  nun 

an  eben  dem  Pimkte  B  eine 

nach  oben  gerichtete  Kraft 

von  genau  gleicher  Gnisse 

an,  etwa  indem  wir  an  B 

einen  Faden  befestigen,  die- 

i^en  über  eine  feste  Rolle  B 

führen  und  an  der  andern 

Seite  des  Fadens  das  (le- 
wicht  Q=  P anbringen,  so 
tritt  keine  Drehung  des  Sta- 
lies  ein.  Dies  Lst  nach  dem 
Frfihem  auch  nicht  zu  er- 
warten, das  Gewicht  P  wird 
durch  ein  ihm  genau  glei- 
ches, aber  nach  entgegengesetzter  Richtung  wirkendes  äquili])rirt. 

Verschieben  wir  nun  aber  das  Gewicht  P  von  B  nach  D  hin,  so  sehen 
wir  sofort,  dass  unser  Stab  sich  dreht  und  zwar  in  einem  dem  frilhem  ent- 
S[egengesetzten  Sinne;  er  folgt  dem  Zuge,  den  das  Gewicht  Q  auf  ihn  aus- 
Olit,  obwohl  das  genau  gleiche  Gewicht  P  den  Stab  nach  unten  zu  drehen 
sncht     Es  folgt  daraus,  dass  eine  Kraft,  einen  Krirper  um  so  leichter  zu 
drehen  vermag,  je  weiter  ihr  Angriffspunkt  von  der  Drehimgsaxe  entfernt 
ist    Wenn  wir  das  Gewicht  P  mm  vergrüssem,  so  sehen  wir  bald,  dass 
vir  im  Stande  sind,  die  Drehung  wieder  aufhören  zu  machen.    Ist  nämlich 
CD  =  %  CB^  so  hört  die  Drehung  auf,  so])ald  das  Gewicht  P  verdoppelt 
ki,  sobald  wir  also  statt  P  das  Gewicht  2P  an  7>  angehüngt  haben.     Kino 
neue  VerBchiebung  des  Gewichtes  ruft  sofort  wieder  Bewegung  hervor,  ent- 
weder nach  unten,  wenn  wir  das  Gewicht  dem  Ende  B  niihem,  oder  nach 
oben,  wenn  wir  das  Gewicht  der  Drehungsax<^  nahem.    Welches  aber  auch 
der  Abstand  a  von  C  sei,  in  welchem  wir  das  Gewicht  aufhängen,  immer 
finden  wir,  dass  eine  entsprechende  Aenderung  der  Gewichte  das  (Jleich- 
gewieht  wieder  herstellt  und  zwar,   wenn  wir  das  Gewicht  P  so  ändern, 
dass  das  Verhältniss  besteht 

P:Q  =  CB  :a, 
oder  dass 

a  .  P  =  CB  .  Q. 

Es  folgt  daraus,  dass  zwei  Kräfte,  welche  einem  Körper  eine  entgegen- 
gesetzte Drehung  zu  ertheilen  suchen,  sich  im  Gleichgewicht  halten,  wenn 
sie  sich  verhalten  umgekehrt  wie  die  Abstände  iliri^r  Angritfsj)unkte  von 
der  Drehungsaxe,  oder  wenn  die  Produkte  aus  den  Kräften  und  den  Ab- 
standen ihrer  Angriifspimkte  gleich  sind.  Diese  Produkte  nennt  man  die 
7«tAti»chen  oder  mechanischen  Momente;  so  dass  wir  also  den  Satz  so  aus- 
si)rechen    können:    Zwei   Kräfte,    welche    einem   Köq)er    entgegengesetzte 
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Drehungen  zu  ertheilen  suchen,  lialten  sich  das  Gleichgewicht,  wenn  ihre 
mechanischen  Momente  gleich  sind. 

Wir  salien  ehen,  dass  eine  zwischen  C  und  Ä  angebrachte  nach  unten 
gerichtete  Kraft  unseren  Stab  in  demselben  Sinne  zu  drehen  sucht  wie  das 
Gewicht  Q.  Anstatt  zwischen  C  und  B  eine  nach  oben  ziehende  Kraft  an- 
zubringen, krmnen  wir  daher  eine  ihr  genau  gleiche,  in  gleichem  Abstände 
von  C  zwischen  C  und  A  anbringen.  Auch  dann  wird  nach  dem  obigen 
Satze  eine  Bewegung  nicht  eintreten  können,  wenn  die  Momente  gleich  sind. 
Der  Versuch  bestütigt  diese  Folgerung  umnittelbar. 

Wenn  wur  anstatt  des  einen  Gewichtes  P  eine  Reihe  von  verschiedenen 
Gewichten  p^,  v\  p'  --  in  den  Abständen  r7,  it^  (f  ,.,  anbringen  und  statt 
des  einen  Gewichtes  Q  eine  Anzahl  Gewichte  (?,  </',  q'\..  in  den  Abständen 
f,  e\  «"..,  so  folgt  unmittelbar  und  zeigt  uns  der  Versuch,  dass  Gleich- 
gewicht ist,  wenn  die  Summe  der  Momente  nach  der  einen  Richtung  gleich 
ist  der  Summe  der  Momente  nach  der  andern  Richtung,  wenn  also 

pd  +  j/  (t  +  p"  (f  ...  =  fjc  -j-  q'  e  -j-  q"  t  ... 

Wir  können  nun,  wie  man  es  in  der  Geometrie  zu  machen  pflegt,  ent- 
weder die  Kräfte  i>,  (?,  wenn  sie  nach  entgegengesetzter  Richtung  wirken, 
oder  die  Richtungen  ^,  r,  die  an  entgegengesetzter  Seite  der  Drehungsaxe 
liegen,  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen  und  dann  unseren 
Satz  kurz  dahin  aussprechen,  dass  sich  ein  drehbarer  Körper  im  Gleichge- 
wicht befindet,  wenn  die  Summe  der  Drehungsmomente  der  auf  ihn  ein- 
wirkenden Kräfte  gleich  Null  ist. 

Wir  haben  bisher  zwar  alle  Kräfte,  welche  nicht  senkrecht  auf  der 
Verbimhmgslinie  ihres  Angriffspunktes  und  der  Drehungsaxe  wirken,  au» 
der  Betrachtung  ausgeschlossen,  aber  auch  auf  solche  Kräfte  lässt  sich  der 
soeben  erkannte  Satz   ausdehnen,    wenn  man  nur  anstatt  des  Abstandes 

des  Angriffspunktes  der 
■^  Kraft  von  der  Drehnngs- 
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,^^.^  /\  axe  den  senkrechten  Ab- 


\ 


jj^ 


\ 


a^ 


1 


stand  der  Richtung  der 
Kraft  von  der  Drehungs- 
axe einflihrt.  Denn  wirkt 
,   I  ^  z.  B.  auf  unsere  Stange 

^  \  AB  an  dem  Hebelarm 

\  (so  nennt  man  kun  den 
— \^  Abstand  des  Angriffs- 
punktes der  Kraft  von 
der  Drehungsaxe,  während  man  den  ganzen  Stab  als  Hebel  bezeichnet)  CB 
die  Kraft  1\  aber  in  einer  zu  CB  nicht  senkrechten  Richtung,  so  wirkt  eigent- 
lich von  dieser  Kraft  nur 

p  =  P .  cos  «, 

wenn  wir  mit  et  den  Winkel  pBP  bezeichnen  und  das  Moment  der  Kraft  ist 

P .  cos  «  .  CB. 

Der  senkrechte  Abstand  der  Kraft  P  von  der  Drehungsaxe  ist  aber 
gleich  Cb.  Da  nun  aber  Ch  senkrecht  auf  hP  imd  CB  senkrecht  2L\\i  pB 
ist,  so  ist  auch  L  bCB  =  a  und  Cb  =  CB  .  cos  «;  also 

p .  Cb  =  P .  cos  «  .  CB. 
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Man  sieht^  dass  es  gleichwerthig  ist,  das  Moment  der  Kraft  P  als  j) .  CB 
nder  als  P.  Cb  zn  nehmen,  dass  also  unter  der  soeben  gemachten  Kestriction 
der  Satz  von  den  Momenten  auch  für  Kräfte  gilt,  welche  nicht  senkrecht 
zu  ihrem  Hebelarm  sind. 

Den  Satz,  dass  bei  der  drehenden  Bewegung  zwei  Kräfte  sich  das 
Gleichgewicht  halten,  wenn  sie  sich  umgekehrt  verhalten  wie  ihre  Abstände 
von  der  Drehimgsaxe,  haben  w^ir  im  vorigen  als  einen  experimentellen  Er- 
fahrungssatz hingestellt.    Man  kann  indess  diesen  Satz  auch  als  eine  Folge 
der  im  vorigen  Kapitel   abgeleiteten  Sätze    über  die  Arbeit  der  Kraft  er- 
halten.   Autf  jenen  Sätzen  ergibt  sich  nämlich,  dass  ein  System,  an  welchen 
Kräfte  an  verschiedenen  Punkten,  welche  starr  mit  einander  verbunden  sind, 
im  Gleichgewicht  sein  muss,  wenn  bei  der  Bewegimg  des  Systemes  in  dem 
einen  Sinne  genau  soviel  Arbeit  geleistet  wird    wie  bei  der  Bewegung  im 
entgegengesetzten  Sinne.    Um  die  Bedeutung  des  Satzes  und  seine  liichtig- 
keit  zu  erkennen,  sei  AB  Fig.  22  ein  staiTcr  Hebel,  den  wir  uns  ohne  Ge- 
wicht denken  wollen.    Derselbe  liege  horizontal  und  sei  bei  A  um  eine  ver- 
ticale  Axe  drehbar.    Im  Punkt«  C  im  n  l  Fig.  a. 

Abstände  Z^,  von  der  Drehungsaxe  sei 

eine  Schnur  an  dem  Hebel  befestigt,  1^ 

diese  sei  über  eine  Rolle  geftlhii;  und        *  ~G  | 

iiage  das  Gewicht  Pj.    Ebenso  sei  bei  l»; 

B  im  Abstände  l  von  der  Drehungsaxe  i 

eioe  Schnur   angebracht,    welche    das  i 

Gewicht  P  trage.  Sinkt  nun  das  Gewicht  P,  so  muss  P^  gehoben  werden, 
sinkt  Pj,  80  muss  P  gehoben  werden.  Dass  nun,  wenn  zum  Heben  des 
Gewichtes  P^  eine  Arbeit  geleistet  werden  muss,  welche  gleich  ist  der  Ar- 
beit des  Gewichtes  P,  das  ist  gleich  dem  Produkte  aus  P  imd  dem  von  ihm 
znrückgelegten  Wege,  durch  diese  beiden  an  dem  Hebel  angreifenden  Kräfte 
keine  Bewegung  entstehen  kann,  das  ergibt  sich  folgendermassen.  Würde 
durch  die  constant  wirkende  Kraft  P  das  System  aus  der  R\ihe  in  Bewegung 
rersetzt,  so  würde  ebenso  in  jedem  Momente  die  Bewegung  geändert,  so- 
mit eine  gleichfUmdg  beschleunigte  Bewegung  entstehen  müssen.  Dadurch 
erhielten  die  Massen  der  Gewichte  P  und  Pj  eine  mit  der  Zeit  wachsende 
lebendige  Kraft,  welche  wieder  einen  gewissen  Arbeitsvorrath  repräsentirt. 
Wir  würden  demnach  durch  das  niedersinkende  Gewicht  die  der  Arbeit  der 
Kraft  P  gleiche  Arbeit  des  Emporhebens  von  Pj  leisten,  ausserdem  noch 
in  der  Form  von  lebendiger  Kraft  einen  mit  der  Zeit  wachsenden  Vorrath 
von  Arbeit  erhalten,  diese  letztere  Arbeit  somit  ohne  einen  entsprechenden 
Aufwand  von  Kraft,  somit  aus  nichts  schaffen.  Das  widerspricht  aber  dem 
Prinzipe  von  der  Erhaltung  der  Kraft.  Ist  demnach  die  bei  der  Bewegung 
in  dem  einen  Sinne  zu  leistende  Arbeit  gleich  jener  im  entgegengesetzten 
Sinne,  so  müssen  sich  die  Kräfte  P  und  Pj  im  Gleichgewicht  halten. 

Um  nun  daraus  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  zu  erhalten,  denken 
wir  tms,  der  Hebel  werde  in  dem  Sinne  der  Kraft  P  um  den  sehr  kleinen 
Bogen  tp  gedreht,  so  sinkt  das  Gewicht  P  imi  die  Strecke  /  g?,  die  diesem 
Sinken  entsprechende  Arbeit  ist  P .  / .  g>.  Dabei  würde  das  Gewicht  P, 
um  /| .  ip  gehoben,  die  geleistete  Arbeit  wäre  somit  Pj  .  /j  .  g?,  die  Bedingung, 
dass  keine  Bewegung  eintritt,  ist  somit 

P .  Z .  9  ==  Pji  .  7|  .  9? 


*  * 

o* 
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oder 

die  mocliani.scben  Momente  müssen  gleich  oder  ihre  Summe,  dieselbe  ge- 
bildet wie  vorhin,  muss  gleich  Null  sein. 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man  aus  diesem  Prinzip  die  Bedingimg 
des  Gleichgewichtes,  wenn  an  dem  Hebel  beliebig  viele  Kraft«  angreifen; 
es  müssen  auch  dann,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll,  die  bei  einer  ein- 
tretenden Drehung  auf  beiden  Seiten  geleisteten  Arbeiten  gleich  sein,  somit 
muss  die  Summe  aller  statischen  Momente  gleich  Null  sein. 

Das  soeben  zur  Ableitung  des  Satzes  von  den  statischen  Momenten  an- 
gewandte Prinzi]),  «lass,  wenn  die  von  den  thätigen  Kräften  bei  einer  Be- 
wegung des  Systems  nach  entgegengesetzten  Richtung  geleisteten  Arbeiten 
einander  gleich  sind,  das  System  durch  diese  Kräfte  keine  Bewegung  an- 
nehmen kann,  gilt,  wie  leicht  ersichtlich,  nicht  nur  in  dem  speci eilen  Falle, 
an  dem  wir  es  erläutert  haben,  sondern  ganz  allgemein.  Haben  wir  irgend 
ein  System  von  Punkten,  an  dem  irgend  welche  Kräfte  angreifen,  und  ist 
bei  einer  beliebigen  Bewegung  d(;s  Systems  die  von  den  Kräften  geleistete 
Arbeit  gleich  derjenigen,  die  bei  der  gerade  entgegengesetzten  Bewegung 
geleistet  wird,  so  können  die  Kräfte  keine  Bewegung  eiv.eugen,  sie  halten 
sich  das  Gleichgewicht.  Das  so  allgemein  ausgesprochene  Prinzip  nennt 
man  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  eine  Bezeichnung,  welche 
andeuten  soll,  dass  die  Bewegungen,  welche  man  zur  Bestimmung  der  Arlieit 
betrachtet,  eben  nur  ge<lachte,  nicht  wirklich  stattfindende  sind.  In  der  Mecha- 
nik wird  tlieses  Prinzip  vielfach  angewandt  um  die  Bedingungen  des  Gleichge- 
w^ichts  für  ein  System  von  Punkten,  an  welchen  Kräfte  angreifen,  zu  fornniliren. 


d 


Fi«.  23. 


§.  18. 

Mittelpunkt  paralleler  Kräfte.  Wenn  wir  einen  Hebel  AB  haben, 
an  dem  eine  Reihe  von  Kräften  so  vertheilt  ist,  dass  die  Summe  der  Mo- 
mente in  Bezug  auf  den  TInterstütÄungspunkt  gleich  Null  ist,  so  tritt  keine 
Drehung  desselben  ein.    Würden  wir  nun  den  Unterstützungspunkt  plötzlich 

lösen,  so  würde  der  Stab  in  Folge 

«ler   parallel   wirkenden   Kräfte 

R  eine   fort^jchreitende  Bewegung 

annehmen.  Diese  können  wir 
jedoch  hemmen,  wenn  wir  an  C 
(Fig.  23)  in  entgegengesetzter 
Richtung  eine  Kraft  anbringen« 
welche  gleich  ist  der  Summe  der 
Kräfte  P  +  ^,  also  an  einem 
A  B        über  die  Rolle  R  geführten  Faden 

das  Gewicht  jP  -f-  ^  befeBÜgen. 
Das  im  Punkte  C  angebrachte 
Gewicht  P  +  Q  hält  also  den 
beiden  einzelnen  in  A  und  B  an- 
gebrachten Gewichten  Q  und  P 
das  Gleichgewicht.  Diese  beiden 
Kräfte   wirken   also    zusammen 


[| 
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ebenso,  ali«  wenn  am  Punkte  G  eine  ihrer  Summe  P  +  ^  gleiche  Kraft 
angebracht  wäre. 

Wir  schliessen  demnach,  dass  auch  parallele  Kräfte  eine  Resultirende 
haben,  welche  ihrer  Summe  gleich  ist,  und  dans  diese  Resultirende  an  jenem 
Punkte  angreift,  in  Bezug  auf  den  die  Summe  der  Momente  gleich  Null  ist, 
d.  h^  dass  in  Bezug  auf  die  fortschreitende  Bewegung  die  vertheilt  ange- 
brachten Kräfte  gerade  so  wirken,  als  wenn  an  dieseiu  Pimkte  alle  Kräfte  an- 
gebracht wären.  Dieser  Punkt  heisst  daher  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte. 

Dass  in  der  That  der  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  die  Summe  der 
Momente  gleich  Null  ist,  der  Mittel[)unkt  der  parallelen  Kräfte  ist,  und  dass 
die  Mittelkraft  der  Summe  der  einzelnen  Kräfte  gleich  ist,  können  wir  auch 
ohne  Versuch  schon  aus  dem  Satze  vom  Kräfteparallelogramm  l^eweisen. 
Sei  ru  dem  Ende  AB  (Fig.  24)  eine  feste  Linie,  an  deren  Enden  die  l)eiden 
Kräfte  P  und  Q  parallel  nach  derselben  Richtung  wirkend  angebracht  seien ; 


«lie  Längen  AP  und  BQ  stellen  diese  Kräfte  dar.     Bringen  wir  nun  an  A 
und  B  die  beiden  gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten  Kräfte  AC  und 
BD  an,  so  wird,   da  sie  sich   gegenseitig   aufhel)en,   durch   diesell>en   am 
Sjstem  gar  nicht«  gestört.    Die  je  zwei  Kräfte  AC  und  ^P,  sowie  BQ  und 
BD  geben  nun  eine  Resultirende,  welche  der  Grösse  und  Richtung  nach 
durch  die  Diagonalen  AE  und  BF  der  Parallelogramme  APCE  und  BQFJJ 
gegeben  iat.   Verlängern  wir  diese  beiden  Diagonalen  rückwärts,  Ins  sie  sich 
im  Punkte  M  schneiden,  und  denken  wir  uns  den  Punkt  M  mit  der  Linie 
AB  in  fester  unveränderlicher  Verbindung,  so  können  wir  uns  die  beiden 
Kräfte  AE  und  BF  an  dem  Punkte  M  in  MR  und  MT  angebracht  denken. 
Die  Verhältnisse  des  Systems  werden  dadurch  nicht  geändert.    Die  beiden 
Kräfte  MR  und  3IT  können  nun  nach  dem  Satze  vom  Ki-äfteparallelogramni 
zerlegt  werden  und  zwar  MR  in  GM  =  AC  und  Ml\  =  AP  und  MT  in 
JfX  =  BD  und  MQi  =  BQ.    Die  beiden  Kräfte  MO  und  3IX  he))en  sich 
auf,  und  es  bleibt  zuletzt  als  Resultirende  die  Summe  der  beiden  Kräfte  P 
lind  Q.    Darau»  folgt  zunächst,  dass  zwei  parallele  Kräfte  eine  ihrer  Summe 
gleiche  Resultirende  oder  Mittelkraft  haben,  deren  Richtung  jener  der  ge- 
gebenen Kräfte  parallel  ist,  und  die  in  einem  Punkte  S  zwischen  A  und  B 
die  fe«te  Linie  AB  schneidet.    Die  Lage  dieses  Pimktos  .S'  auf  AB  erhält 
man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  AS3r  r>^  RP^M  und  BSM  n^  TQ^M.    Die- 
{feiben  geben  nämlich 

AH  :  SM  ==  RP,  :  P^M 
BS :  SM  =  QJ :  Q^M, 
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Und  daran«,  da  SM  =  SM,  BP^  =  Q^T,  P,M  =  P,  Q^M  =  Q, 

ÄS,r  =  BS.  Q, 

dieselbe  Bedingung,  welche  wir  soeben  experimentell  ableiteten,  der  Funkt  5 
liegt  80,  dasö  in  Bezug  auf  ihn  die  Summe  der  Momente  gleich  Null  i«t. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  einander  parallelen  Kräfte 
auch  gleich  gerichtet  seien,  aber  ebenso  haben  zwei  parallele,  aber  entgegen- 
gesetzt gerichtetete  Kräfte  im  allgemeinen  eine  Resultirende.    Um  die  Grösse 

derselben  und  ihren  Angriffspimkt 
Fig.  25.  zu  finden,  sei  AB  wieder  eine  feste 

^  Linie,  an  deren  Punkten  Ä  und 
B  die  beiden  Kräfte  P  und  Q 
wirken.  Wir  können  nun  P  als 
Mittelkraft  zweier  anderer  be- 
trachten, von  denen  die  eine  bei 
B  angreift  und  der  Kraft  Q  genau 
gleich  ist,  während  die  andere  gleich 
P  —  Q  iiit  imd  in  einem  Punkte 
S  angreift,  dessen  Lage  durch  die 
Bedingung  gegeben  ist,  dass 

ÄS.{P-Q)  =  AB.Q 

Q 


o 


K 


B 


Q. 


AS  =  ÄB 


P-Q 


Die  beiden  Kräfte  Q  und  Q^  heben  sich  nun  auf,  da  sie  an  demselben 
Punkte  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirken.  Es  bleibt  also  als  Re- 
sultirende die  Differenz  der  gegebenen  Kräfte  übrig,  deren  Richtung  der 
ursprünglichen  parallel  ist,  und  deren  Angritfspimkt  wieder  jener  Punkt  ist^ 
in  I3ezug  auf  welchen  die  Summe  der  Momente  gleich  Null  ist.  Denn  aus 
der  Gleichung  für  AS  folgt 

AS.P=iAS+  AB)  Q==SB.Q. 

In  einem  Falle  jedoch  haben  parallele  Kräfte  keine  Resultante,  bringen 
sie  also  ein  ganz  freies  System  von  Pimkten  nicht  in  eine  fortschreitende 
Bewegung,  nämlich  dann,  wenn  sie  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  sind.  Dass  in  dem  Falle  keine  resultirende  Kraft  vorhanden  iat, 
folgt  zunächst  aus  dem  soeben  abgeleiteten  Satze,  nach  welchem  bei  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Kräften  die  Resultante  gleich  der  Differenz  der  beiden 
Kräfte  ist,  es  folgt  aber  weiter  aus  der  Gleichimg  für  die  Lage  des  An- 
griffspunktes 

p-q' 


AS  =  AB 


Da  nämlich  in  diesem  Falle  P  —  (?  =  0  ist,  so  wird  AS  unendlich, 
oder  es  gibt  keinen  in  endlicher  Entfernung  von  A  liegenden  Punkt,  an  dem 
die  Mittelkraft  anzubringen  wäre,  es  gibt  also  keine  Mittelkraft. 

Ein  solches  Kräftepaar  bringt  deshalb  nur  eine  drehende  Bewegung 
heiTor  um  irgend  einen  zwischen  A  und  B  liegenden  Punkt,  und  das  sta- 
tische Moment  eines  solchen  Paares  ist  gleich  dem  Produkte  aus  einer  der 
Kräfte  und  dem  senkrechten  Abstände  beider.  Denn  welchen  Punkt  wir  uns 
auch  als  fest  denken,  wo  auch  der  Punkt  0  (Fig.  25)  liegt,  das  Drchungs- 
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moment  ist,  da  beide  Kräfte  das  System  in  demselben  Sinne  drehen, 
P.  ÄO  +  Q.  BOy  also  wenn  P  und  Q  gleich  sind,  gleich  P  (AO  +  OB) 
=  P.ÄB, 

Die  Eräfiepaare,  ihr  Verhalten  und  die  Zusammenset/img  derselben  ist 
be;M>nders  von  Poinsot  untersucht  worden,  der  die  Anwendung  derselben  zur 
Bestimmung  der  drehenden  Bewegungen  in  die  Mechanik  eingeführt  hat. 
Wir  verweisen  wegen  dieser  schönen  Theorie  auf  die  Lehrbücher  der  Mechanik 
und  besonders  auf  Poinsot:  Elements  de  statique. 

Haben  wir  eine  Reihe  von  in  einer  Richtung  wirkenden  parallelen 
KrSften  anstatt  an  einer  Linie  an  einer  festen  Ebene  vertheilt,  so  müssen 
auch  diese  eine  Resultirende  und  einen  Mittelpunkt  haben.  Denn  wir  können 
je  zwei  solcher  £[räfte  zusammensetzen,  die  Resultirende  dann  mit  einer 
folgenden  und  so  fort,  bis  uns  die  Mittelkraft  der  zuletzt  übrig  bleibenden 
Kräfte  die  Resultante  imd  deren  Angriffspunkt  den  Mittelpunkt  aller  Kräfte 
gibt. 

Sind  die  parallelen  Kräfte  nicht  alle  gleich  gerichtet,  so  liefert  die 
Zusammensetzung  der  gleich  gerichteten  zunächst  zwei  entgegengesetzt  ge- 
richtete Resultirende.  Greifen  dieselben  an  verschiedenen  Punkten  an,  so 
erhalten  wir  die  Resultirende  und  den  Angriffspunkt  in  der  vorhin  ange- 
gebenen Weise;  sind  dieselben  gleich,  so  gibt  es  nur  ein  resultirendes  Paar. 

Die  gleichen  Schlüsse  können  wir  anwenden,  wenn  eine  Anzahl  paral- 
leler Kräfte  anstatt  an  einer  festen  Ebene  an  einem  festen  Körper  angreift; 
auch  für  diesen  muss  es  einen  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  geben,  in 
welchem  wir  uns  die  Summe  aller  Kräfte  angebracht  denken  können,  imd 
für  den  die  Summe  aller  Momente  gleich  Null  ist.  Ist  deshalb  dieser  Punkt  be- 
festigt, z.  B.  durch  ihn  eine  Drehungsaxe  geführt,  so  kann  der  Körper  weder 
eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bewegung  annehmen. 

Aendem  wir  die  Richtung  sämmtlicher  auf  ein  System  wirkender 
Kräfte,  aber  so,  dass  sie  einander  parallel  bleiben,  so  wird  der  Angriffspunkt 
der  Resultirenden  nicht  geändert.  Denn  nach  der  Drehung  ist  die  Summe 
der  Momente  in  Bezug  auf  eben  diesen  Punkt  gerade  so  gleich  Null  wie 
vorher.  Es  folgt  das  unmittelbar  aus  unserm  Satze  über  die  Momente.  Haben 
sich  z.  B.  alle  Kräfte  um  den  Winkel  a  gedreht,  so  sind  die  Momente  der 
einzelnen  Kräfte  i^,  i>i,  j^^  •  •  •  ^  ^^^  Abständen  d^  c\^  d,  ,  .  ,^  wenn  sie  vor- 
her waren 

nach  der  Drehung 

p.a.  cos  a  4"  P\.  ^h  •  c^^  ^  "1"  Pi  ^^i  •  ^^^  «  .  .  . , 

also  gleich 

(>d  + 1^1  (^1  +  i^2  r/^  +  •  •  •)  •  cos  «, 

und  war  die  Summe  pd  .  . ,  gleich  Null,  so  ist  sie  es  auch,  wenn  sie  mit 
cos  a  multiplicirt  worden  ist. 

§.  10. 

Gleichgewicht  eines  Systems,  an  welchem  beliebige  Kräfte  an- 
greifen. Im  §.10  haben  wir  die  Bedingungen  abgeleitet,  unter  welchen 
ein  Körper  im  Gleichgewicht  ist ,  an  welchem  beliebige  Kräfte  wirksam  sind, 
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Fi(?.  26. 


/: 


F 


-.E 


/ 
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die  aber  alle  an  clenisell)en  Punkte  angreifen.  Die  Bedingungen  des  Oleich- 
gcwiclites  fielen  dort  zusammen  mit  denen  eines  Punktes.  Die  wenigen 
Sätze  über  die  dreliende  Bewegung,  welche  wir  im  Bisherigen  abgeleitet  haben^ 
setzen  uns  nun  auch  in  den  Stand  das  Gleichgewicht  eines  Körj^ers  zu  be- 
stimmen, an  welchem  beliebige  Kräfte  an  verschiedenen  Punkten  angreifen. 
Diese  Gleichgewit-htsbedingungen  fallen  zusammen  mit  denen  eines  System« 
von  Punkten,  an  denen  Kräfte  angreifen,  und  die  mit  einander  in  fester 
Verbindung  stehen.  Ein  solches  System  kann  eine  fortschreitende  und  eine 
drehende  Bewegung  annehmen.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichte«  ist  da- 
her die,  dass  weder  die  eine  noch  die  andere  Bewegung  eintreten  kann. 

Wir  denken  uns,  ym  diese  Bedingungen  zu  erhalten,  durch  das  System 
drei  feste  zu  einander  senkrechte  Richtungen  OX,  OY^  OZ  (Fig.  26)  gelegt, 
tlie  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden.    Sei  M  ein  Pimkt  des  Systems,  dessen 

Lage  durch  die  Coordinaten  MA=z^ 
CA  =  OB  =  x,  AB  =  CO  =  if 
gegeben  sei.  An  M  greife  eine 
Kraft  Pan,  deren  Richtung  durch 
die  Winkel  «,  j3,  y  gegeben  ist, 
welche  sie  mit  den  Axen  biidot^ 
/  !    '   .^  f "  Zerlegen  wir  die  Kraft  nach  den 

drei  Axen,  so  erhalten  wir  als  Com- 
l)onenten  parallel 

X  Y 

—X  Mh  =  P .  cos  «,  Ma  =  P .  CO.-*  ß, 

Z 
Mc  ==  P  .  cos  y. 

Diese  drei  Kräfte  können  dem 
System  sowohl  eine  fortschreitende 
Bewegung,  jede  nach  ihrer  Rich- 
tung, als  auch  eine  drehende  Be- 
wegung geben.  Um  die  drehenden  Bewegungen  und  ihre  Momente  zu  er- 
halten, legen  wir  durch  M  die  Linien  MD^  3[K^  MA  parallel  den  drei 
Axen  und  verlHngcni  dieselben,  bis  sie  die  durch  die  Axen  bestimmten 
Eigenen  schneiden  in  den  Punkten,  7>,  Jt/,  A,  die  wir  uns  fest  mit  dem 
Pimkte  J/  verbimden  denken.  Wir  können  uns  «lann,  ohne  irgend  etwas 
an  der  Wirkung  von  P  zu  ändern,  die  drei  Componcnten  an  den  Punkten 
/>,  E,  A  angreifend  denken.  Jede  dieser  Kräfte  kann  dann  das  System  um 
zwei  Axen  drehen,  3lh  um  Z  und  y,  ü/a  um  Z  und  X,  3/c  \im  Yiind  A', 
so  dass  also  für  jede  der  drei  Axen  zwei  Drehungsmomente  vorhanden  sind. 
Diese  je  zwei  Drehungen  sind  aber  einander  entgegengesetzt,  so  dass  z.  B, 
3lb  das  System  in  entgegengesetzter  Richtung  um  Z  zu  drehen  sucht  als 
3Ia,  Um  deshalb  die  Drehungsniomente  für  die  drei  möglichen  Drehungen 
zu  bekommen,  müssen  wir  die  Ditterenzen  der  jo  zwei  Momente  bilden. 
Die  senkrechten  Abslände  der  drei  Kraft  rieh  tungen  von  den.  Drehungsaxen 
sind  nun 

Ma  von  X  gleich  EB  =  z;  Ma  von  Z  gleich  EF  =  x 
Mb  „  Z  „  l)F=ir,Mh  „  Y  „  l)C  =  z 
Mc    „   X      „      AB  =  11'^  2Lc    „    Y     „      AC  =^  x. 


/ 


/ 
7 — 
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» 


» 
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Setzen  wir  nun  die  Drehungen  positiv,  welche  im  Sinne  der  Bewegung 
des  Uhrzeigers  erfolgen,  wenn  wir  in  der  Richtung  der  possitiven  Axen 
OX,  OYy  OZ  stehend  die  Füsse  in  der  Drehungsebene,  auf  die  Drehungs- 
ebene hinsehen,  so  sind  die  Drehungsmomente  um 

X 

Mc  .  AB  —  Ma .  EB  ==  P.  cos  y .  ?/  —  P .  cos  /? .  j  =  Z^  ('?/ .  cos  y  —  z .  cos  ßj] 

Y 
J/6 .  DC  —  Mc .  AC  =  P.  008  a.z  —  P.  cos  y  .x  =  P  (z ,  cos  «  —  x  .  cos  y) ; 

Z 
Mfi . EF  —  Mh . DF=P, cos  ß.x  —  P.  coa  a.y  =  P (x .  cos  /?  —  y .  cos  a). 

Haben  wir  nun  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften  P,  welche  an  be- 
liebigen Punkten  des  Systems  angreifen  und  beliebig  gerichtet  sind ,  so  können 
wir  für  jede  Kraft  ganz  dieselbe  Zerleg\mg  vornehmen,  und  wir  erhalten 
für  jede  Kraft  drei  mit  den  eben  abgeleiteten  gleich  gerichtete  Componenten 
und  drei  Drehungsmomente,  welche  das  System  in  demselben  oder  in  dem 
entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen  suchen.  Die  je  drei  Componenten  sowie 
die  Summen  der  drei  Drehungsmomente  müssen  nun  einzeln  gleich  Null 
iein,  wenn  das  System  weder  eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Be- 
w^mg  annehmen  soll.  Bezeichnen  wir  diese  einzelnen  Simimen  mit  2^,  so 
ist  also  die  noth endige  und  ausreichende  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

2: P .  cos  a  =  0;  ZP .  cosj3  =  0;  2;  P .  cos  y  =  0; 
2  P  (y  ,  coü  y  —  jgr  •  cos  /3)  =  0;  2^  P  (^  .  cos  a  —  x  ,  cos  y)  =  0; 

S  P{x  .  cos  p  —  2^ .  cos  et)  =  0. 

Denn  diese  Gleichungen  zeigen,  dass  das  System  in  Folge  der  wirk- 
mntn  Kräfte  nach  keiner  Richtung  fortschreiten  und  nach  keiner  Richtung 
^fedreht  werden  kann. 

Sind  die  Kräfte  alle  parallel  einer  und  dersell)cn  Richtung ,  etwa  paral- 
lel 3/P,  80  dass  sie  entweder  nach  il/P  oder  der  gerade  entgegengesetzten 
Richtung  wirken,  sind  also  für  alle  die  Winkel  a,  j3,  y  dieselben,  so  ver- 
einfachen sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bedeutend.  Da  es  näni- 
lich  gleichgültig  ist,  ob  wir  in  einer  Summe  alle  einzelnen  Glieder  mit  ein 
und  demselben  Faktor  multipliciren,  oder  ob  wir  die  Summe  der  einzelnen 
Glieder  mit  diesem  Factor  multipliciren,  so  können  wir  in  obigen  Gleichungen 
die  Cosinus  als  gemeinschaftliche  Factoren  herausschreiben;  wir  erhalten 
dann  als  Gleichgewichtsbedingimgen 

cos  cf  .  2;  P  =  0;  cos  /5  .  2;  P  =  0;  cos  y  .  2;  P  =  0; 
cos  y  ,  ZPiß  —  cos  /3  .  2^ P^  =  0;  cos  tc  .  Z  Pz  —  cos  y  .  Z  Px  =  0; 

cos  j3  .  2:  Px  —  cos  «  .  2;  Py  =  0, 

wo  in  den  letzten  Gleich imgen  die  Summen  Px  ete.  die  Summen  der  Produkte 
aller  einzelnen  Kräfte  in  die  Abstände  x  etc.  ihrer  Angriifspunktc  bedeuten. 
Da  nun  a,  j3,  y  die  Winkel  sind,  welche  ein  und  dieselbe  Richtung  mit 
drei  festen  Richtimgen  bildet,  dieselben  also  nie  gleichzeitig  rechte  werden 
können,  so  können  obige  Gleichungen  nur  bestehen,  wenn 

2;P=0;  2;Pf  =  0;  2Py  =  0',  i:Pz  =  0, 

wenn  also  sowohl  die  Summe  aller  Kräfte  gleich  Null  ist,  als  auch  die  Summe 
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der  Produkte  der  einzelnen  Kräfte  in  die  Abstände  x,  y^  z  ihrer  Angriffs- 
punkte von  den  drei  festen  Richtungen. 

Ist  das  System  nicht  im  Gleichgewicht,  so  kann  es  eine  Resultante 
haben  oder  auf  ein  Kräftepaar  zurückgeführt  werden  Wenn  es  eine  Re- 
sultante hat,  so  muss  Gleichgewicht  bestehen,  wenn  wir  an  dem  Mittel- 
punkte eine  ihr  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Kraft  anbringen.  Ist  die  Resul- 
tante gleich  U,  und  sind  die  Abstände  des  Mittelpunktes  von  den  drei  festen 
Richtungen  x^  i/^  z^^  so  erhalten  wir,  da  nach  dem  Vorigen  die 'Richtung 
der  Resultante  derjenigen  der  gegebenen  Kräfte  parallel  sein,  dieselbe  mit 
den  Axen  also  dieselben  Winkel  a,  j3,  y  bilden  muss,  zur  Bestimmung  der- 
selben und  ihres  Angriffspunktes 

cos  a  -Z  P  =  cos  a  .  J?;  cos  /J  2^  P  =  cos  j3  .  Ä;  cos  y  .  2^  P  =  cos  y  .  1?, 

somit  zunächst,  wie  wir  vorhin  schon  ableiteten, 

Femer  aber 

QO^  y  ,  Z  Py  —  cos  ß  ,  £  Pz  =  cos  y  ,  Eyi  —  cos  /J  .  Rz^ ; 
cos  a  ,  2  Pz  —  cos  y  .  ^  PiC  =  cos  a  .  J?^i  —  cos  y  .  Rx^ ; 
cos  ß  ,  2  Px  —  cos  a  .  2  Py=  cos  ß  .  Px^  —  cos  a  .  Ry^ 
und  dai-aus         E Px  =  Bx^'^    SPy  =  Ry^ ;     2 Pz  =  Rz^ 

oder 

2  Px         2  Py        _  2  Pz 

^1  z  P'^  ^^         2'P  '  ^1  2  P' 

Wir  erhalten  demnach  die  Lage  des  Mittelpunktes  durch  seine  Abstände 
Xi  y^  Zi  von  den  Axen,  indem  wir  die  Summen  der  Produkte  der  einzelnen 
Kräfte  in  die  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von  den  festen  Richtungen  durch 
die  Summe  der  Kräfte  dividiren. 

Das  System  reducirt  sich  auf  ein  Kräftepaar,  wenn  2  P  =  0,  aber  eine 
der  Summen  2Px,  2  Py^  2  Pz  oder  alle  drei  von  Null  verschieden  sind. 

Es  genüge  an  diesen  Entwicklungen,  um  zu  zeigen,  wie  wir  aus  den 
experimentell  abgeleiteten  Gesetzen  über  die  drehende  Bewegung  in  Ver- 
bindung mit  den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Wirkung  von  Kräften  auf 
mathematischem  Wege  zu  weitem  Gesetzen  gelangen  können;  ein  weiteres 
Verfolgen  dieses  Weges  wtlrde  ims  zu  weit  in  die  analytische  Mechanik 
führen. 

§.20. 

Schwerpunkt.  Wenden  wir  uns  jetzt  dazu,  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  eines  beliebig  festen  Körpers,  auf  den  nur  die  Schwere  wirkt, 
abzuleiten.  Alle  Körper,  welche  der  Schwere  unterworfen  sind,  unterliegen 
der  Wirkimg  paralleler  vertical  abwärts  gerichteter  Kräfte,  da  die  Schwere 
auf  alle  Theile  des  Körpers  gleichmässig  wirkt.  Die  Schwere  wirkt  über- 
dies an  einem  Orte  in  der  gleichen  Richtung,  nur  an  sehr  weit  von  einander 
entfernten  Orten  sind  die  Richtungen  der  Schwerkraft  merklich  verschieden. 
Für  die  der  Schwere  unterworfenen  Körper  gibt  es  demnach  einen  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte,  an  dem  wir  uns  alle  Kräfte  vereinigt  denken 
können,  und  in  Bezug  auf  welchen  die  Summe  der  Drehungsmomente  gleich 
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Null  ist.  Man  nennt  diesen  Punkt,  in  welchem  man  sich  demnach  das  ganze 
Gewicht  des  Köq>er8  vereinigt  denken  kann,  den  Schweqjunkt  des  Körpers. 
l^t  deshalb  der  Schwerpunkt  unterstützt,  oder  greift  an  ihn  eine  vertical 
nach  oben  gerichtete  dem  Gewichte  des  Körpers  gleiche  Kraft  an,  so  kann 
der  Körper  gar  keine,  weder  eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Be- 
wegung annehmen,  derselbe  ist  im  Gleichgewicht. 

Der  Schweqiunkt  ist  in  einem  gegebenen  Körper  ein  ganz  fester  Punkt, 
der  seine  Lage  nicht  ändert,  wenn  wir  auch  den  Köq)er  drehen.  Denn 
eine  solche  Drehung  hat  denselben  Erfolg,  als  wäre  bei  ungeänderter  Kör- 
perlage die  Richtung  sämmtlicher  Kräfte  um  einen  gleichen  Winkel  ge- 
dreht. Wie  aber  in  §.  18  nachgewiesen  ist,  ändert  eine  solche  Drehung 
den  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  nicht. 

Den  Schwerpunkt  von  Linien,  Flächen  und  geometrisch  bestimmbaren 
Kör|>em  kann  man  mit  Hlllfe  der  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  abge- 
leiteten Sätze  und  der  vorhin  gemachten  Bemerkung,  dass  ein  an  den 
Schwerpunkt  vertical  nach  oben  angebraiihter  Zug,  der  gleich  dem  Gewichte 
des  Körjjers  ist,  den  Körper  im  Gleichgewichte  halte,  berechnen. 

Wir  können  nämlich  jeden  schweren  Körper  als  ein  System  von  Punkten 
betrachten,  auf  welche  alle  vertical  abwärts  gerichtete  Kräfte  wirken,  in- 
dem wir  den  ganzen  Körper  als  aus  einzelnen  schweren  Elementen  zu- 
j^ammengesetzt  ansehen.  Die  Summe  der  Gewichte  dieser  Elemente  ist  das 
Gewicht  des  Körpers.  Denken  wir  uns  nun  durch  den  Körper  ein  drei- 
axiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gelegt  und  für  alle  einzelnen 
schweren  Punkte  die  Abstände  x^  y^  z  gegeben,  so  sind  es  einfach  die  am 
Schlüsse  des  vorigen  §.  abgeleiteten  Gleichungen,  die  uns  die  Lage  des 
Schwerpunktes  geben.  Nennen  wir  die  Gewichte  der  einzelnen  Körperele- 
mente p,  das  Gewicht  des  ganzen  Körpers  P,  so  sind  die  Abstände  des 
Schwerpunktes  von  den  drei  Axen 

Zp  X         ^py         Zpz 

0*1  —  -   p     ;  2/i  —      p     ;  ^1  —  —  p  ~' 

Um  demnach  die  Lage  des  Schwerpunktes  eines  solchen  Körpers  zu 
erhalten,  haben  wir  das  Gewicht  jedes  Punktes  mit  seinem  Abstände  von 
jeder  der  drei  Axen  zu  multipliciren,  für  jede  Axo  die  Summe  dieser  Pro- 
dukte zu  bilden  und  jede  dieser  Simimen  durch  das  Gewicht  des  ganzen 
Körpers  zu  dividiren.  Diese  drei  Quotienten  bestimmen  die  Lage  des 
Schwerpimktes,  indem  sie  uns  die  Abstände  desselben  von  den  drei  festen 
Richtungen  geben. 

In  welcher  Weise  die  Rechnungen  in  speciellen  Fällen  durchzuführen 
and,  können  wir  hier  nicht  besprechen,  wir  verweisen  deshalb  auf  die  Lehr- 
bücher der  Mechanik. 

Man  kann  indess  leicht  den  Schweri)unkt  der  Körper,  auch  solcher,  die 
geometrisch  nicht  bestimmbar  sind,  experimentell  bestimmen,  indem  man 
den  Satz  von  den  statischen  Momenten  anwendet. 

Ist  nämlich  der  Schwerpunkt  unterstützt,  so  ist  der  Körper  in  Ruhe, 
ift  er  es  nicht,  so  nimmt  der  Körper,  wenn  seine  fortschreitende  Bewegung 
gehemmt  ist,  eine  drehende  Bewegimg  an,  bis  sein  Schwerpunkt  sich  senk- 
recht unter  dem  ünterstützungspunkte  betindet.  Denn  wir  sahen  vorhin, 
dass  eine  Reihe  von  Kräften  nur  dann  keine  drehende  Bewegung  hervorruft. 
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durch  gegebene  Kräfte  in  Bewegung  zu  setzenden  Systems.  Denken  wir 
uns  deshalb  zunächst  wieder  einen  gewichtslosen  Hebel  OB  Fig.,  28  an 
dessen  Ende  bei  Ji  eine  Kraft  p  angreife,  von  der  wir  der  Einfachheit 
wegen  voraussetzen  wollen,  dass  sie  in  jeder  Lage  des  Hebels  constant  un<l 

senkrecht  zum  Hebelarm  sei.    Im  Punkte  B 

**^'  befinde  sich  eine  Masse  w,  welche  durch 

0  C  B  ^e  Kraft  p  in  Bewegung  gesetzt  wird.  Der 

1    Weg  BT  =  5,  den  die  Masse   in   irgend 
/    einer  Zeit  zurücklegt,  ist  dann,  da  wir  die 
Sf  "^-.  /     Kraft  als  immer  von  gleicher  Grösse  vor- 

\^  /     ausgesetzt  haben, 

T  m 

Nennen  wir  die  Länge  des  Hebels  /  und 
den  Bogen,  dem  der  Weg  s  entspricht,  9p,  so  können  wir  auch  schreiben 


*  =  ?^  =  i^-<*;9  =  iÄ-'^- 


Nun  werde  die  Masse  m  bei  B  fortgenommen,  und  es  soll  dann  bei  C  im 
Abstände  s  von  0  eine  Masse  ni  angebracht  werden,  so  dass  auch  jetzt  in 
derselben  Zeit  /  durch  die  Wirkung  der  bei  B  angreifenden  Kraft  p  von 
dem  System  derselbe  Bogen  q>  beschrieben  wird. 

Um  die  Grösse  dieser  Masse  zu  bestimmen,  haben  wir  zunächst  uns 
daran  zu  erinnern,  dass  die  bei  B  wirkende  Kraft  ^  in  dem  Punkte  C  einen 
Druck  p'  ausübt,  der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 


pl 

—  p 

.  r 

f 

l 

p  = 

=  p  ' 

r 

Der  Weg  den  die  Masse  m'  in  der  Zeit  t  durch  die  Wirkimj?  dieser  Kraft 
zurtlcklejft.,  ist 

P.L 


in 

Dieser  Weg  soll  nun  demselben  Bogen  tp  entsprechen,   es  ist  also  /  =  r<p 
und 

i  p  '  i      j<t 

Aus  den  beiden  Gleichungen  für  tp  ergibt  sich 

pl 


9    * 


*  lin         ^ 
oder 

m  .1^  =  m  ,  r*. 

Die  in  dem  Punkte  C  anzubringende  Masse  m  bekommt  also  durch 
die  in  B  angreifende  Kraft  p  dieselbe  Winkelbewegung  wie  die  in  B  an- 
gebrachte Masse  w,  wenn  das  Produkt  aus  der  Masse  tn  und  dem  Quadrate 
ihres  Abstandes  von  der  Drehungsaxe  gleich  ist  der  Masse  »w,  multiplieirt 
mit  dem  Quadrate  ihres  Abstandes,  oder  zwei  Massen  erhalten  durch  eine 
und  dieselbe  an  demselben  Punkte  angreifende  Kraft  dieselbe  drehende  I^ 
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wegnng,  wenn  aie  ihrer  Grösse  nach   umgekehrt   sich   verhalten   wie   die 
Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Drehungsaxe. 

Das  Produkt  wr*  einer  Masse  m  in  das  Quadrat  ihres  Abstandes  r  von 
der  Drehungsaxe  bezeichnet  man  als  das  Trägheitsmoment  der  Masse; 
mit  dieser  Bezeichnimg  kOnnen  wir  somit  den  eben  abgeleiteten  Satz  auch 
kurz  80  aussprechen,  dass  durch  eine  gegebene  Kraft  verschiedene  Massen 
gleiche  drehende  Bewegung  erhalten,  wenn  sie  gleiche  Trägheitsmomente 
besitzen. 

Das  Trägheitsmonment  einer  gegebenen  Masse  bedeutet  gleichzeitig 
jene  Masse,  welche  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe  ange- 
bracht werden  muss,  um  die  im  Abstände  r  befindliche  Masse  m  zu  ersetzen, 
sodass  die  Winkelgeschwindigkeit  dieselbe  ist. 

Dieser  Satz  von  den  Trägheitsmomenten  setzt  uns  in  den  Stand  die 
drehende  Bewegung  eines  Systems,   in  welchem  Massen  in  verschiedenen 
Punkten  vorhanden  sind  und  von  verschiedenen  Kräften  angegriffen  werden, 
oder  auch  diejenige  eines  ausgedehnten  Körpers  wenigstens  dann  vollständig 
lu  bestimmen,  wenn  wir  die  Verth eilung  der  Massen  und  Kräfte  kennen. 
Indem  wir  nämlich   die   Trägheitsmomente   der   vorhandenen  Massen   be- 
stimmen, erhalten  wir  jene  Masse,  welche  in  der  Abstandseinheit  von  der 
Drehungsaxe  die   sämmtlichen  vorhandenen   Massen   so   ersetzt,   dass  die 
drehende  Bewegung,  welche  diese  in  der  Abstandseinheit  vorhandene  Masse 
durch  die  wirksamen  Kräfte  erhält,  genau  jener  gleich  ist,  welche  die  ver- 
theilten  Massen  erhalten.    Durch  Bestimmung  der  statischen  Momente  er- 
Iialten  wir   dann   die   in   der  Abstandseinheit    von    der   Drehungsaxe   an- 
greifende Kraft,  welche  die   sämmtlichen   an  verschiedenen   Pimkten   an- 
greifenden Kräfte  ersetzt.    Da  diese  Kraft  in  demselben  Pimkte  angreift, 
in  welchem  die  durch  das  Trägheitsmoment  bestimmte  Masse  sich  befindet^ 
go  erhalten  wir  die  Beschleunigung  dieser  Masse,  indem  wir  den  Quotienten 
ans  der  Kraft  und  der  Masse  bilden,  und  aus  der  Beschleunigung  die  Ge- 
steh windigkeit  xmd  den  in  einer  gegebenen  Zeit  zurückgelegten  Weg  ganz 
nach  den  im  vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Sätzen. 

Bei  einem  ausgedehnten  um  eine  Axe  drehbaren  Köri)er  haben  wir, 
um  das  Trägheitsmoment  desselben  zu  bilden,  uns  den  Körper  in  einzelne 
Punkte  zerlegt  zu  denken;  die  Summe  der  Trägheitsmomente  aller  einzelnen 
Punkte  ist  dann  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers.  Hat  der  Kör- 
per eine  geometrisch  bestinmite  Gestalt,  und  ist  die  Masse  in  ihm  gleich- 
förmig vertheilt,  sodass  also  innerhalb  des  Körpers  gleiche  Volimiina  über- 
all gleiche  Masse  enthalten,  so  lässt  sich  das  Trägheitsmoment  berechnen 
und  damit  die  drehende  Bewegung  des  Körpers  vollständig  bestimmen. 

Um  diese  Rechnung  zu  übersehen,  wollen  wir  als  Beispiel  die  dreh- 
ende Bewegung  einer  ICreisscheibe  um  eine  durch  ihre  Axe  gehende 
Drehungsaxe  untersuchen.  Die  Kreisscheibe  K  Fig.  29  habe  den  Durch- 
messer tf,  die  Dicke  Z>,  und  an  ihrem  Umfange  greife  eine  constante  Kraft 
p  an  etwa  so,  dass  wir  die  Drehungsaxe  der  Scheibe  vertical  gestellt, 
dann  um  die  Scheibe  zwei  Schnüre  gelegt  denken ,  welche  an  einem  Punkte 
des  Umfangs  befestigt  und  dann  über  zwei  Rollen  geführt  sind.  An  den 
Aber  die   Rollen  herabhängenden  Enden  der  Schnüre  seien  an  jeder  das 

Gewicht  ^  befestigt.    Sei  ferner  das  Gewicht  von  einem  Cubikcentimeter 
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der  Scheibe  gleich  5,  somit,  die  in  einem  Kubikcentimeter  vorhandene 
Masse  gleich  — 

Um  das  Trilgheit^moment  der  Scheibe  zu  erhalten,  denken  wir  uns  aus 

derselben  einen  King  ausgeschnitten,  dessen  in- 
Fig.  2i*.  ^^      nerer  Radius  gleich  r  imd  dessen  ttusserer  den 

davon  unendlich  wenig  verschiedenen  Werth 
r  4"  f^f  hat,  sodass  der  Ring  die  unendlich  kleine 
Dicke  (1r  besitzt.  Da  wir  den  Ring  als  uneml- 
lich  dünn  voraussetzen,  so  ist  der  äussere  Um- 
fang nur  unendlich  wenig  von  dem  innem  ver- 
schieden, wir  können  deshalb  ohne  einen  merk- 
lichen Fehler  das  Volumen  dieses  Ringes  gleich 
2n  r  .  dr  .  h  setzen.     Die  Masse  desselben  wird 

dann  Snhr  .  dr  .  — •     Eben  deshalb,  weil  wir  den 

Ring  als  unendlich  tllinn  voraussetzen,  können  wir  den  Abstand  aller  seiner 
Punkt«  von  der  durch  die  Axe  des  Ringes  gehenden  Drehungsaxe  als  gleich 
und  zwar  als  gleich  r  nehmen.  Dann  wird  das  Trägheitsmoment  dieses 
Ringes  gleich 

r^  .  27t  .h.r.  dr  .  ~  =  2n  h  ,  -  ,  i^dr. 

9  0 

Das  Trägheitsmoment  imserer  ganzen  Scheibe  erhalten  wir  nun,  indem 
wir  die  Trägheitsmomente  aller  der  unendlich  vielen  unendlich  dünnen  Ringe 
iummiren,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  in  obigem  Ausdrucke  für  r  nach 
und  nach  alle  Werthe  einsetzen  von  0  bis  n.  Bezeichnen  wir  das  Trägheits- 
moment der  ganzen  Scheibe  mit  A',  so  können  wir  die  Summe  schreiben 


0 


n 


worin  das  Summenzeichon  /"bedeuten  soll,  dass  die  Summe  aller  einzelnen 

0 
Werthe  des   unter  dem   Summenzeichen   stehenden  Ausdruckes  genommen 
werden  soll,  wenn  nach  und  nach  für  r  alle  zwischen  0  und  n  enthaltenen 
Werthe   eingesetzt  werden.    Jedes   (ilied   dieser  Summe  hat  den  für  alle 

gleichen  Coefficienten  27r  Z>  .  — ;  da  es  nun  bei  einer  Summe  gleichgültig  ist, 

ob  wir  alle  Glieder  mit  einem  ( Joefticienten  multipliciren  und  dann  sum- 
miren,  oder  ob  wir  erst  die  (ilieder  ohne  Coefficienten  summiren  und  <lann 
die  Snnmie  mit  dem  Coefficienten  multipliciren,  so  können  wir  den  Coelti- 
c'ienten  auch  vor  das  Summenzeichon  setzen  und  schreiben 

a 

'J    J 

0 

Den  hier  noch  unier  dem  Summenzeichen  stehenden  Ausdruck  r^  dr  können 
wir  nun  als  die  Ditferenz  zwischen  zwei  Werthen  des  Ausdrucks  \  r*  auf- 
fassen, welche  sich  nur  durch  einen  unendlich   kleinen  Unterschied  in  dem 
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Werthe  von  r  nnterscheiden,  in  welchem  wir  also  das  eine  mal  r==r^  das 
andere  mal  für  r  setzen  r  -f"  dr.    Denn  es  ist  nach  bekannten  Sätzen 

(r  +  drY  =  r^  +  4r3  (?r  +  Gr^  dr^  +  4r  dr^  +  dr\ 

Da  nun  aber  dr  von  uns  als  unendlich  klein  vorausgesetzt  wird,  so  ist  das 
mit  dr^  multiplicirte,  und  noch  mehr  die  folgenden  Glieder,  gegen  4r^  dr 
selbst  unendlich  klein,  so  dass  wir  sie  ganz  ausser  Acht  lassen  kimnen. 
Dann  aber  ist 

(r  +  c?r)  *  —  r*  =  Ar^  dr 
r'dr  =  i  [(r  +  dr)^-r^]. 

Unsere  Summe  ist  also  die  Summe  aller  dieser  Differenzen,  wenn  wir 
nach  und  nach  für  r  alle  Werthe  zwischen  0  und  a  einsetzen.  Diese  Summe 
ist  aber  einfach  gleich  der  Differenz  des  letzten  Gliedes,  in  welchem  wir 
r=  a  setzen,  also  ^  a*  und  des  ersten,  in  welchem  wir  r  =  0  setzen,  also 
0,  oder  gleich  ^  «*.  Denn  schreiben  wir  die  in  Wirklichkeit  unendliche 
Beihe  der  Werthe  hin,  welche  \  r*  annehmen  kann,  deren  erster  0  ist,  deren 
folgende  wir  mit  -J-  r^*,  j  r^*  .  .  .  .  bezeichnen  wollen ,  so  ist  dieselbe 

0,  i  r,*,  \r,\ i  r„*,  \  a\ 

Die  einzelneii  zu  summirenden  Differenzen  sind 

i  »•/ -  0;  i  »•,*  -  i  V; \a*-{r,* 

nnd  die  Summe  derselben 

Da  nun  in  dieser  Summe  jedes  Glied  der  Reihe  von  Werthen,  welche 
|f*  annehmen  kann,  ausser  dem  lety^ten  und  ersten,  einmal  positiv  und 
domal  negativ  vorkommt,  so  heben  sich  alle  Glieder  ausser  dem  letzten, 
das  nur  positiv,  und  dem  ersten,  das  nur  negativ  vorkommt,  auf,  und  die 
Summe  ist  die  Differenz  des  letzten  \md  ersten  Gliedes. 

Wir  wollen  hier  die  Bemerkung  anknüpfen,  dass  diese  Bestimmung 
des  Werthes  einer  Summe  ganz  allgemein  gilt.    Ist  eine  Summe  von  der 

Form 

b 

dx 


Jf{x)dx 


a 


zn  bilden,  und  können  wir  zeigen,  dass  innerhalb  der  Grenzen  a  und  h 

f  (x)  dx  =  q)  (x  -{-  dx)  —  q)  (x\ 
so  i«t  immer  die  Summe  gleich 

q>{h)—  q>  (r/), 

wie  yich  durch  eine  der  eben  durchgeführten  genau  gleiche  Betrachtung  er- 
gibt.    Wir  werden  von  diesem  Satze  sehr  häutig  Gebrauch  machen. 
Setzen  wir  den  soeben  gefundenen  Werih  für  diese  Summe 


a 


f 


1-3  clr  =  \  a* 


0 
Wüx.iiSBS,  Physik.  I.    3.  Aufl.  ^ 
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Der  in  die  Klammer  eingeschlossene  Theil  des  Ausdmkes  K  ist  die 
Masse  der  Kugel;  bezeichnen  wir  dieselbe  mit  3f,  so  wird 

Die  beiden  Beispiele  mögen  genügen,  um  zu  zeigen,  w^ie  man  durch 
Rechnung  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Körper  von  genau  be- 
stimmter Gestalt  erhalten  kann.  Für  alle  Fonnen,  welche  die  bei  dieser 
Rechnung  vorkommenden  Summirungen  auszuführen  gestatten,  kann  man 
so  das  Trägheitsmoment  bestimmen. 

Ausser  durch  Rechnung  lässt  sich  das  Trägheitsmoment  einer  Masse 
auch  experimentell  bestimmen.  Dafür  geeignete  Methoden  werden  wir 
später  kennen  lernen. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Masse  hat  nach  der  Definition  dieses  Be- 
griffes keineswegs  einen  für  die  gegebene  Masse   immer  gleichen  Werth, 
sondern  dieser  Werth  hängt  wesentlich   ab  von   der  Lage  der  Drehungs- 
axe,  um  welche  die   drehende  Bewegung  stattfindet    Auf  specielle  Fälle 
derart  einzugehen,  würde  zu  weit  führen;  wir  wollen  in  der  Beziehung  nur 
einen  allgemeinen  Satz  beweisen,  der  uns  immer  gestattet,  das  Trägheit^  j 
moment  einer  Masse  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Axe  zu  bestimmen,  wenn  \ 
man  es  in  Bezug  auf  eine  der  beliebigen  Axe  parallele  durch  den  Schwer-  i 
punkt  des  Köq)er8  gelegte   Axe   kennt.     Ist   nämlich  M  die  Masse  eine«  \ 
Körpers  und  Mk^  das  Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  eine  durch  * 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehende  Axe,  so  ist  in  Bezug  auf  eine  mit 
der  letztem  parallele  und  im  Abstände  z  von  derselben  befindliche  Drehung»-   ■ 
axe  das  Trägheitsmoment  gleich  M  {h?  +  z^).  ^ 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  sei  der  senkrechte  Abstand  a  des  Punktes  i 
w  Fig.  .-jl  von   der  durch  den  Schwerpunkt  o  des  Körpers  senkrecht  «or  ' 

Ebene    der   Zeichnung    gehenden  Axe    dorck  '. 
zwei  senkrechte  Coordinaten  x  und  y  gegebeii| 
"*    so  dass 

a*  =  a:*  -f-  y^. 

r  Das  Trägheitsmoment  des  im  Punkte  m  I 

befindlichen  Massenelementes  m  ist  dann  \ 

mu^  =  in  {x^  -j-  y*), 

und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers  j 
ist  dann  die  Summe  der  so  für  alle  Massenelemente  gebildeten  Momente       J 

2nm^  =  2m  {x^  +  y-)  =  M .  kK 

Liege  nun  die  zweite  Axe  in  der  Richtung  der  senkrechten  Ab- 
stände X  von  der  ersten  Axe  um  z  entfenit,  sie  gehe  durch  o\  so  ist  das 
Trägheitsmoment  des  in  m  befindlichen  Massenelementes  in  Bezug  auf  diese 
neue  Axe 


Fi«.  31. 


< 


■1 


m 


a-  =  m  {(>  — ;r)^+?/^| 


und  das  Trägkeitsmoment  des  ganzen  Körpers,  die  Summe  der  Trägheits- 
momente aller  Massenelemente 


Z  ma^  =  £  mUx  —  z)^+  yM 
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einsetzen,  welche  in  der  Kugel  vorkommen.  Die  obere  Hälfte  der  Kugel 
bekommen  wir,  indem  wir  für  x  nach  und  nach  alle  Werthe  einsetzen,  von 
0  bis  rt,  die  untere,  deren  Scheiben  an  der  entgegengesetzten  Seite  des 
Mittelpimktes  sich  befinden,  wenn  wir  für  x  alle  Werthe  zwischen  0  und  —  a 
einsetzen,  da  wir,  um  die  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt,  von  dem  aus  wir 
die  Abstände  x  rechnen,  entgegengesetzte  Lage  der  Scheiben  zu  beachten, 
den  nach  unten  gerechneten  Abständen  x  das  negative  Vorzeichen  geben 
müssen.  Wir  erhalten  somit  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel,  in- 
dem wir  von  —  a  angefangen  nach  und  nach  für  x  alle  Werthe  von  —  n 
bis  -j-  fl  setzen  imd  alle  die  so  sich  ergebenden  Werthe  des  Ausdruckes  (l) 
Summiren,  oder 

K=J^n^{a'-^x')^dx 


—  a 


oder  da,  i  n  —  ein  constanter  Coefficient  ist, 


K=^it^r{a^  -  x^)^clx. 


—  a 

Führen  wir  die   angedeutete  Quadrinmg   unter  dem  Summenzeichen 
durch,  so  zerlegt  sich  die  Summe  in  drei  Summen 

f  (ri*  ^x^^=fn*(1x-  J^cr  x^ ilx  +  Jx^  dx, 

—  ff  —  a  —  a  —  u 

Da  nun 

a^  (Ix  =  n*  (x  -f-  ^^)  —  ^*  ^1 


£>o  ist 


j  a*dx  =  a*  [a  —  (  -  nj)  =  2  (r\ 


—  a 


Da  weiter 


so  ergibt  sich  in  derselben  Weise 

J2a^  x^  dx  =  l  rr  {a^  -  (-  a)  3)  ==  J  a\ 

—  a 

Und  da  schliesslich 

X^dx=};{x  +  dx)  '  -  i  X', 

SO  wird  die  letzte  Summe 

J^  V;r  =  ^  (a-'  -  (—  n)  ')  =  ?  fr\ 

Setzen  wir  die  so  gefundenen  Werthe  in  den  abgeleiteten  Ausdruck 
fÄr  Ä",  so  wird 


{»»•^fl 


2a^ 

-  —  -  -  • 

5 

0' 
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Gewichte,  in  welche   die  zu  verpfleichenden  Körper  gelegt  werden.     Sind 

die  Schalen  leer,  so  ist  der  Wagbalken  im  Gleichgewicht,  wenn  die  durch 

den  Aulliängepunkt  B  und  den  Scüwerpunkt  g  der  Wage  gelegte  El>ene 

vertical  ist;  der  Wagbalken  steht   dann 

*'*«•  ^*-  horizontal. 

A..  Die  erste  Bedingung  nun,  welche  bei 

.  ;       "'  ^  (j     Construetion  einer  Wage  erlXlllt  sein  muss, 

^  Y\  T   '""-".  1      iä^t  ^^^1  ^^^^  ^^  beiden  Hebelarme  AB 

■  I  S'Tyfl  *  -    I      ^m^i  ]i(j  unter  einander  genau  gleich  sein, 

I  I  1     und  dass  sie  ganz  symmetrisch  zur  Ebene 

P  y    B(j  liegen  müssen.    Ist  diese  Bedingung 

i  erfüllt  j  so  können  wir  aus  der  Horizontal- 
stellung des  Wagbalkens  auf  die  Gleich- 
heit der  in  die  Schalen  gelegten  Gewichte  schliessen;  denn  diese  besteht 
oder  wird  gestört,  wenn  gleiche  oder  ungleiche  Gewichte  in  die  Wagschalcn 
gelegt  werden.  Der  Schwerp\mkt  y  kann  nun  in  der  Ebene  Bg  entweder 
unter  oder  Über  B  liegen  oder  mit  B  zusammenfallen.  Je  nach  der  Lage 
desselben  kann  die  Wage  gut  oder  schlecht  sein.  Weisen  wir  das  mich, 
zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Punkte  -A,  5,  6'(Fig.  32) 
in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Lst  der  Wagbalkcn  AC  m  seinem  Schweri)unkte  aufgehUngt,  so  be- 
findet er  sich  nach  §.  20  im  Zustande  des  inditiferenten  Gleichge- 
wichtes. Sind  nun  die  Wagschalen  leer,  oder  befinden  sich  gleiche  Ge- 
wichte in  denselben,  so  ist  er  in  allen  Lagen  im  Gleichgewicht.  Wenn  je- 
doch in  einer  Schale  das  geringste  Uebergewicht  vorhanden  ist,  so  dreht 
sich  der  Wagbalken  sofort  um  90®  nach  der  Seite  des  Uebergewichteu  hin. 
Denn  durch  das  geringste  Uebergewicht  würde  nach  dem  vorigen  der  Schwer- 
punkt nach  der  Seite  des  Uebergewichtes  hin  in  der  Linie  AC  verschoben; 
soll  das  System  im  Gleichgewicht  sein ,  so  muss  aber  der  Schwerpimkt  mit 
der  Drehungsaxe  in  derselben  Verticalebene  sein.  Dazu  ist  aber  in  diesem 
Falle  eine  Drehung  von  90"  nothwendig,  denn  nur  wenn  die  ganze  Linie 
AC  vertical  steht,  kann  ein  anderer  Pimkt  derselben  mit  dem  Punkte  B 
sich  in  einer  Verticalebene  befinden.  Fällt  also  der  Scliwerpunkt  der  Wage 
genau  mit  dem  Auililingepunkt  zusammen,  so  ist  bei  gleicher  Belastung  der 
Wagbalken  in  allen  Lagen,  bei  ungleicher  nur  in  der  senkrechten  Lage  im 
Gleichgewicht.  Mit  einer  so  construirten  Wage  würde  es  demnach  nicht 
möglich  sein  zu  wiegen;  der  Schweri)unkt  muss  eine  andere  Lage  haben. 

Wtlrde  der  Schwerpunkt  über  der  Drehimgsaxe  liegen,  so  wäre  der 
Wagbalken  im  Zustande  des  labilen  Gleichgewichts;  die  geringste  Bewegung 
selbst  bei  gleicher  Belastung  würde  ein  vollständiges  Umschlagen  desselben 
zur  Folge  haben.  Es  würde  sodann  gar  nicht  mciglich  sein,  zwei  Gewichte 
mit  einander  zu  vergleichen,  die  Wage  würde  schlechter  sein  als  in  dem 
vorigen  Falle. 

Es  bleibt  sonach  nur  die  dritte  Lage  des  Schwerpunktes  möglich,  er 
muss  unter  dem  Aufhängepimkt  liegen.  Das  zweite  wesentliche  Erfnrder- 
niss  für  Herstellung  einer  Wage  ist  also  das,  der  Schwerpunkt  der  Wage 
mufcs  unter  dem  Aufhängepunkt  liegen.  Sind  die  Wagschalen  leer  oder 
gleich  belastet ,  so  befindet  sich  die  Wage  im  Zustande  des  stabilen  Gleich- 
gewichtes, wenn  der  Schwerpunkt  g  senkrecht  unter  B  liegt;  bewegt  man 


Theorie  dor  Wiij^e. 


87 


üemnach  «Jen  Wagbalken,  so  kehrt  er  immer  in  diese  Lage  zurück.  Legt 
man  dann  ungleiche  Gewichte  in  die  Schalen,  so  bewirkt  ihr  Unterschied, 
wenn  P'  schwerer  ist,  eine  Neigung  von  -.16' nach  P'  hin,  so  dass  der  Wag- 
baJken  die  Lage  ÄCf  annimmt.  Der  Schwerpunkt  der  Wage  hebt  sich 
nach  (j  so  lange,  bis  das  Moment  des  Gewichtes  des  Wagbalkens  gleich  ist 
dem  Momente  des  Uebergewichtes.  Man  sieht,  in  diesem  Falle  wird  sich 
die  Wage  immer  ins  Gleichgewicht  stellen;  in  horizontaler  Lage,  wenn  sie 
mit  gleichen,  in  geneigter  Lage,  wenn  sie  mit  ungleichen  Gewichten  be- 
b^t^t  ist.  Man  wird  daher  aus  der  horizontalen  oder  geneigten  Lage  des 
Wagbalkens  auf  die  Gleichheit  oder  Ungleichheit  der  Gewichte  schliessen 
können. 

2.  Srnpflndlichkeit  der  Wage.  Diese  beiden  Bedingimgen  genügen, 
nm  die  Wag'e  brauchbar  zu  machen,  jedoch  noch  nicht,  um  sie  empfindlich 
lu  machen,  d.  h.  zu  bewirken,  dass  ein  kleiner  Unterschied  in  den  autge- 
legten Gewichten  einen  gi-ossen  Ausschlag  des  Wagbalkens  zur  Folge  habe. 
Znnächst  ist  es  nun  klar,  dass,  wenn  alles  Uebrige  ungeändert  bleibt,  der 
Ausschlag  um  so  grösser  wird,  je  kleiner  der  Hebelarm  ist,  an  dessen  Ende 
^  das  Gewicht  der  Wage  wirkt;  denn  je  kleiner  derselbe  ist,  um  so  kleiner 
wird  das  Moment  dieses  (lewichtes,  es  muss  daher  um  so  mehr  aus  der 
Verticalebene  verschoben  werden,  soll  es  dem  Momente  eines  gegebenen 
uebergewichtes  gleich  werden.  Es  ist  folglich  die  Wage  um  so  empfind- 
licher, je  näher  der  Schwerpimkt  unter  dem  Aufhängepunkt  liegt;  eine  Be- 
dingung, die  wir  für  eine  gute  Wage  als  dritte  den  ])eiden  vorhergehenden 
hinzufügen  können. 

Bisher  nahmen  >^'ir  an,  dass  die  drei  Punkte  A^  B  C  in  einer  geraden 
Linie  liegen;  man  sucht  das  in  der  That  bei  Herstellung  einer  Wage  zu 
erreichen.    Einerseits  ist  es  jedoch  schwer  vollkommen  zu  erreichen,  und  an- 
dererseits ist  es  unmöglich,  dies  während  des  Wiegens  zu  erhalten,  da  der 
Wagbalken  durch  die  ange- 
hängten Gewichte   sich  bu-  *'*?  '^^• 
mer  etwas  biegt.    Wir  mtis-  , 
sen  daher  jetzt   den  allge-  • 
meineren  Fall  betrachten,  in 
welchem   bei    übrigens    be- 
wahrter  Symmetrie   in  Be- 
zug auf  die  Ebene  By  die 
Pimkte  A  imd  (7,  die  Auf- 
hSngepunkte  der  Wagscha- 
len tiefer  liegen  als  der  Auf- 
hängepimkt  des  W^agbalkens. 
Seien  AB,  BÖ  (Fig.  33) 
die  l>eiden  Arme  des  Wag- 
balkens.  wenn  er  nicht  be- 
lastet ist;   nehmen   wir  an, 
ihre  Länge   sei   gleich    und 

twar  gleich  l\  sie  liegen  jedoch  nicht  in  einer  geraden  Linie ,  und  ß  sei  der 
Winkel,  den  joder  mit  der  Horizontalen  MN  bildet.  Sei  //  der  Schwerpunkt 
Je«  Wagbalkens,  senkreclit  in  einem  Abstände  /'  unter  B.  Sei  ferner;)  das 
Gewicht  desselben,  und  sei  das  Gewicht  der  an  A  und  C  angehängten  Wag- 
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schalen  inclusive  der  eingelegten  Gewichte  gleich  Q  auf  der  einen,  Q 
auf  der  andern  Seite.    Die  Wage  wird  sich  um  einen  Winkel  «  neigen 
die  Lage  ABC'  annehmen.    Der  Schwerpunkt  der  Wage  rückt  dann  na 
Besteht  Gleichgewicht,  so  muss  die  Summe  der  Momente  der  wirke 
Gewichte,  Q^  p^  Q  -i-  <J  gleich  Null  sein. 

Die  Hebelarme  der  Gewichte  sind  nun  für  Q  die  Länge  A'I\  füi 
Gewicht  p  der  Wage  gD  und  für  die  Gewichte  Q  +  ^L  welche  an 
Punkte  C  angreifen,  C'Q^  es  muss  sonach 

Q.A'P  +  p.gD-(Q  +  q)  C'Q  =  0, 
oder 

Q,Ä'P  +  p.f,D  =  (Q  +  7)  C'Q  ...  1. 
Nun  sind 

Ä'r=  AB  .  cos  BÄP  =  AB  .  cos  ÄBM  =  / .  cos  («  —  ß). 
(jD  =  gB  .  sin  gBD  =  ^  .  sin  a , 
C'Q  =  C'B  .  cos  qC'B  =  CB  .  cos  CBN  =  l .  cos  (a  +  ß) 

imd  dai*aus,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  (l)  einsetzen, 

Ö  .  Z  cos  (of  —  ß)  -^^  p  .t  ^\VL  a  =  {Q  ■■{-  <])l ,  cos  («  +  ß) 

oder  auch 

Q  .  t  (cos  u  cos  |3  +  sin  of .  sin  |3)  -|-  jp  .  f  sin  «  = 
=  (C  4"  (/)  ^  (cos  of  .  cos  |3  —  sin  a  ,  sin  |3). 

Fassen  wir  die  mit  cos  et  und  sin  a  muUiplicirten  Glieder  zusamme 
erhalten  wir 

COf 


oder 


►s  «   ^    Q  .1 ,  cos  ß  —  (Q  -^  q)  l  .  üos  ß  }   = 
=  —  sin  «  {    Q.l.6m  ß  +  (Q  +  q)l.>imß-{-p.r    ] 

q  ,1  coü  ß  .  cosa=  ^    2  Q  ,  l .  ain  ß  -{-  q  ,  Lsin  ß  -^  p  .  t      i^in  « 

Dividiren  wir  durch  cos  a  und  lösen  die  Gleichung  nach  tang  a  i 

q  .1  cos  p 

tang  a  —  ^  y  .  /  .  «in  p  -fqTiT^m^ Ti^^ 

tang  a  =       .  w —    •  •  •  •  2. 

2    V  .tiingp  +  t*ing/j+         f -^ 
(2  q  .  l  .  COS  p 

Der  Winkel  tt  gibt  die  Neigunj]^  des  Wagbalkens,  wenn  in  die 
schale  bei  C  das  Ueberge wicht  q  gebracht  ist,  er  misst  also  die  Euiptin 
keit  der  Wage.  Da  jedoch  et  immmer  sehr  klein  ist,  können  wir  auch  i\ 
als  Maass  der  Empfindlichkeit  betrachten.  Man  sieht  nun,  dass  der  \ 
von  tang  et  zunächst  abhängt  von  2§,  d.  h.,  dass  die  Empfindlichkeil 
ändert  mit  der  gemeinsamen  Belastung  der  Wagschalen;  dass  sie  gi*r>sser 
wenn  2Q  abnimmt,  und  kleiner,  wenn  die  Belastung  wächst.  Die  Wagt 
liert  daher  beim  Wägen  grösserer  Gewichte  einen  Theil  ihrer  Empfindlic! 

Lägen  die  Punkte  A  und  C  anstatt  unter  der  Horizontalen  über  derse 


§.  22.  Theorie  der  Wage.  89 

so  könnt«  man  die  vorige  Bechnimg  ganz  genau  so  durchführen,  nur  mÜ8«te 
man  dann  den  Winkel  ß  negativ  Hetzen.    Unserer  Formel  (2)  würde  dann 

-2^.taiig(5-tangp+    . — f-     -^- 
q  q.l .  cos  p 

Dieser  Nenner  unseres  Ausdruckes  für  tang  a  nimmt  dann  also  ah,  wenn 
Q  wachst;  die  Empfindlichkeit  der  Wage  würde  mit  steigender  Belastung  zu- 
nehmen. Es  ist  sonach  klar,  dass  auch  der  Winkel,  den  die  Richtungen  AB 
lind  CBj  welche  die  Aufhängepunkte  der  Wagschalen  mit  dem  Unterstütz nngs- 
piuikte  verbinden,  mit  der  Horizontalen  oder  mit  einander  einschliessen,  auf 
die  Empfindlichkeit  der  Wage  von  grossem  Einfluss  ist,  indem  je  nach  dem 
Werthe  dieses  Winkels  die  Empfindlichkeit  der  Wage  mit  der  Belastung  sich 
ändert.  In  einem  Falle,  wenn  der  Winkel  ß  =0y  die  Richtungen  also  in 
eine  gerade  Linie  fallen,  ist  die  Empfindlichkeit  der  Wage  von  der 
Belastung  unabhängig,  denn  dann  wird  die  Formel  (2) 

.  1  q.l 

q,l 

Diese  Bedingung  sucht  man  nun  bei  der  Construction  der  Wage  mög- 
lichst zu  realisiren,  und  dann  ist  die  Empfindlichkeit  der  Wage: 

1)  proportional  der  Länge  Z  jedes  Armes  des  Wagbalkens; 

2)  umgekehrt  proportional  dem  Gewichte  p  der  Wage; 

3)  umgekehrt  proportional  dem  Abstände  t  des  Schwerpunktes  g'  vom 
UnterslütÄirngspunkte  B. 

Wir  erhalten  demnach  für  Herstellung  einer  brauchbaren  und  empfind- 
lichen Wage  folgende  fünf  Regeln: 

1 )  Das  (rewicht  des  Wagbalkens  muss  m?>glichst  klein  sein. 

2)  Der  Wagbalken  muss  eine  möglichst  grosse  Länge  haben,  wobei 
indess  darauf  zu  achten  ist,  dass  mit  der  Länge  auch  das  Oe wicht  der  Wag- 
halken  wächst,  und  zwar  wenn  die  Länge  sehr  gross  genommen  wird,  in 
rascherm  Verhältniss  als  diese,  weil  dann  derWagbalken,  um  Verbiegungen 
zu  vermeiden,  stärker  gearbeitet  werden  muss.   Von  zwei  Wagen,  für  welche 

der  Quotient        denselben  Werth  hat,  die  also  nach  der  letzten  Gleichung 

•iieselbe  Empfindlichkeit  besitzen,  ist  immer  diejenige  vorzuziehen,  deren 
^'aglialken  die  kleinere  Länge  haben,  da  bei  dieser  nicht  so  leicht  Ver- 
pflegungen eintreten,  und  da  sich  mit  derselben,  wie  im  nächsten  §.  hervor- 
treten wird,  schneller  wägen  lässt. 

3)  Diebeiden  Arme  des  Wagbalkens  müssen  einander  genau  gleich  sein. 

4)  Der  Aufhängepimkt  des  Wagbalkens  und  die  der  Wagschalen  müssen 
ifl  einer  geraden  Linie  liegen. 

5)  Der  Schwerpimkt  der  W^age  muss  unter  dem  Unterstützungspunkte 
liegen,  aber  ihm  möglichst  nahe. 

Diese  Bedingungen,  besonders  die  beiden  ersten,  sind  jedoch  in  der  Aus- 
führung in  gewisse  Grenzen  eingeschlossen,  indem  bei  zu  grosser  Länge  und 
Leichtigkeit  des  Wagbalkens  leicht  eine  Biegung  desselben  eintritt,  also  die 
^chtige  vierte  Bedingung  einer  guten  Wage  verletzt  wird. 
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Beschreibung  einer  feinen  Wage.    Um  iliescn  vielfachen  BeJinf^un 
RenUge  zu  lebten,  weinlet  iiiun  als  Wagtialken  einen  Mesaing-  oder  St 

slreifcii  von  ungefähr  5"""  Dicke  iiml  Git""  Länge  an.     Man  gibt  ihm 
Foim  (Fig.  34)  eineB  länjjlieUen  vcrauhobcnen  Vieicuk.-;,  und,  um  Ihn  leich 


machen,  wird  er  vielfach  iluichlirodien,  mo  dasw  nur  die  Suiten  des  Viert 
übrig  bleiben  nebut  einigen  du»  Viercek  durcbNctii enden  Stlit/.en.  Man  crl 
dadurch  die  beiden  ersten  Itedingungen,  man  erhült  einen  langen,  k'iel 
Wagbalien,  ohne  befürchten  zu  müssen,  tlana  er  sich  leicht  biegt, 

Aiif  die  AiifUiingimg  des  Italkcnü  t^owolil  als  der  Schalen  iKt  grosse  .' 
merksamkeit  zu  verwenden.  Es  ist  nothwendi-j,  Trä^'er  herKUMlellen,  di- 
einer  zur  Drehungsebene  dew  Wagljalkens  senkrechten  Linie  auslaufen, 
fahi^r  sind,  dem  Dnicko  zu  widerstehen,  welchen  die  angehängten  Ocwii 
uusQben,  die  sich  während  der  Urchimg  des  Waglialkens  nicht  veriH-hiet 
und  die  hinlilnglich  beweglich  sind,  um  nicht  durch  einen  inerkliehen  1 
bungH widerstand  die  Bewegung  des  Wagbalkens  zu  hemmen.  Man  bcfcsi 
zu  dem  £nde  in  dem  Wi^balken  ein  Prisma  von  gchilrtctem  Htahl  J-\  de^ 
untere  möglichst  geiiidlinig  gearbeitete  Kante  auf  einer  gut  iiolirten  I'l; 
von  Stahl  oder  besser  noch  von  Achat  aufliegt. 

Eh  ia  klar,  daws  eine  solche  Aulliänge Vorrichtung  den  gestellten 
dingungen  auf  das  wünschen«  wertheste  entspricht  An  den  Enden  dcsW 
Italkens  sind  ebenfalls  zwei  Prismen  angel>raeht,  deren  Kanten  nach  o 
gerichtet  sind,  um  auf  diese  die  unten  eben  aligcschli denen  StahlstUckt 
au f/.u nehmen,  an  denen  die  Wags(;halcn  aufgehängt'  sind.  Die  Aufliilngea 
de.s  Wagbalkcns  sowie  der  Wagüchalen  sind  deiunath  die  Kanten  dieser  c 
Prismen.  Diese  drei  Kanten  müssen  nun  gemäss  der  vierten  Regel  möglit 
in  eine  gerade  Linie  gebracht  worden,  und  die  beiden  Abstände  der  an  ' 
Enden  des  Wagbalkens  angebrachten  von  der  mittleren  nach  der  dril 
Itegel  unler  sich  genau  gleich  gemacht  werden. 

Oewöhnlicb  wonlen  diese  Bedingungen  von  dem  Veiferttger  der  Wa; 
erfüllt,  das  ist  bei  unserer  Zeichnung  angenommen;  zuweilen  aber  winl 
auch  demjenigen  tiberlasscn,  der  mit  der  Wage  arbeitet.    In  dem  Falle  t 
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nur  zwei  Priemen  nUTeranderlicIi  feat.  Da»  dritte  kann  ilurch  Schrauben 
vertical  verschoben  werden,  um  die  Kanten  der  drei  l'rii^mcn  in  eine  Linie 
zu  bringen,  und  horizontal,  tun  die  AbstKnde  der  beiden  ItusHeren  Prismen 
von  dem  mittlem  nnter  Bich  gleich  za  machen. 

Um  die  fUnfte  und  wichtigste  Bedingung  hemustellen,  int  an  <lem  obem 
Rande  des«  Wagbalken.' gerade  über  dem  AufhUngepunkt  eine  Seh raiibenspindel 
mit  sehr  schmalen  Gängen  eingesetzt,  auf  welcher  sich  zwei  Laufgewichte  E 
Hilf-  und  abschrauben  lassen.  Das  untere  ist  grösser  und  schwerer,  das  obere 
kleiner  und  leichter.  Eine  Bewegung  dieser  Gewichte  ändert  die  Lage  den 
ii('hwer]>unktes ;  werden  sie  hinaufgeschraubt,  so  steigt  der  Schwerimnkl, 
werden  sie  hinabgeschraubt,  so  sinkt  derselbe.  Die  grobem  Hebungen  um! 
Senkungen  des  Schwerpunktes  werden  nun  durch  eine  Bewegung  der  grrwscn, 
die  kleinem  durch  eine  Drehung  der  kleinem  Schraubenmutter  bewirkt.  Durch 
diese  Vorrichtung  wird  alffo  der  Schwerpunkt  des  Wagbalkens  beweglich,  und 
man  sieht,  wie  man  ihn  dadurch  der  Aufbungeaxc  so  nahe  bringen  unil  da- 
durch die  Wage  so  empfindlich  machen  kann,  wie  man  will.  Man  bat  diese 
Viirrichtung  noch  dabin  vervollkommnet,  dass  man  mittels  ihr  dem  Schwer- 
punkt auch  eine  seitliche  Beweg^ing  gel)en  kann.  Zu  dem  Ende  ist  auf  der 
einen  Schraubenmutter  ein  escentrischcr  Knopf  2' angebracht,  der  durch  seine 
zeitliche  Bewegung  bei  der  Drehung  des  Laufgewichtes  den  Schwerpunkt  auch 
teitiich  etwas  vert'chiebt,  uns  also  in  den  Stand  setzt,  ihn  genau  vertical  unter 
die  Aufhangcase  zu  bringen  in  dem  Augenblicke,  wo  die  drei  l'rismen- 
kiDten  sich  in  der  Horizontalen  befinden. 

Wir  bedürfen  an  unserer  Wage  nun  noch  eines  Zeigers ,  der  angibt,  wann 
der  Wagbalken  horizontal  ist.  Zu  dem  Zwecke  ist  in  der  Mitte  des  Balkens 
genau  Aber  der  AnfhSngeaxe' eine  stithleme  Nadel  Q  (Fig.  35)  befestigt,  die 
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bis  unten  an  die  Säule  hinabreicht,  welche  die  Wage  trägt.  Die  Spitze  der 
Nadel  schwingt  vor  einer  Elfenbeinplatte  G  (Fig.  35)  hin  und  her,  welche 
mit  einer  Theiliing  versehen  ist.  Man  regulirt  nun  die  unbelastete  Wage  durch 
Drehung  der  Stellschrauben  VV^  so,  dass  das  Ende  der  Nadel  gerade  auf  der 
dritte  der  Theilung,  dem  mit  0  bezeichneten  Theilstrich,  einsteht.  Von  dem 
Pimkto  geht  man  aus,  eine  Neigung  des  Wagbalkens  wird  dann  durch  den 
einen  Ausschlag  der  Nadel  angegeben;  und  da  letztere  sehr  lang  ist,  so  gibt 
sie  für  die  geringste  Neigimg  schon  einen  deutlichen  Ausschlag.  ^) 

Es  erübrigt  noch  die  Aufstellimg  der  Wage  zu  betrachten.  Dieselbe  steht 
auf  einem  eisernen  Dreifuss//J/X  (Fig.  35),  welcher  mit  Stellschrauben  VV* 
versehen  ist.  Von  der  Mitte  des  Dreifusses  erhebt  sich  eine  Messingsäule  2)(7, 
auf  deren  Spitze  die  Achatplatte  angebracht  ist,  auf  welcher  die  Schneide  des 
Stahlprisma  Fruht.  Theils  um  die  Stahlschneide  zu  schonen,  thells  um  die 
Wag])alken  vor  einer  Biegung  zu  bewahren  und  die  Wage  besser  transportiren 
zu  können,  ist  an  der  Säule  7>6' eine  Gabel  LflJ  angebracht,  deren  Arme 
den  Wagbalken  erreichen.  Sie  kann  mittels  einer  in  der  Säule  verborgenen 
Zahnstange,  in  welche  ein  mittels  des  Knopfes  0  drehbares  Zahnrad  eingreift, 
gehoben  und  gesenkt  werden.  Dreht  man  den  Knopf  nach  der  einen  Seite,  so 
hebt  man  die  Gabel;  dieselbe  nimmt  den  Wagbalken  zwischen  ihre  Arme 
bei  ]f  \md  I  und  unterstützt  ihn,  indem  sie  ihn  ein  wenig  emporhebt.  Dreht 
man  den  Knopf  0  und  damit  das  Zahnrad  nach  der  entgegengesetzten  Seile, 
so  sinkt  die  Gabel  hinunter,  lässt  die  Schneide  l'^sehr  langsam  auf  ihre  Unter- 
lage herab  imd  lässt  dann  den  Wagbalken  frei. 

Um  nun  beim  Vornehmen  einer  Wägimg  die  störenden  Luftströmungen, 
welche  die  Bewegung  der  Wage  hemmen,  um  die  Wirkung  der  Feuchtigkeit 
auf  ilie  zu  wägenden  Körper  zu  hindern,  und  amiererseits  um  die  Wage  selbst 
vor  Stau]>  imd  sonstigen  verderblichen  Einflüssen  zu  schützen,  umgibt  man 
den  ganzen  Appai*at  mit  einem  Glaskasten,  der  an  einer  Seit«  geöffnet 
werden  kann. 

§.23. 

Methode  der  Wägungen.  Wenn  nun  auch  alles  Mögliche  aufgewandt 
ist,  um  die  Wage  genau  und  empfindlich  zu  machen,  so  können  kleine  Fehler 
doi'h  niemals  vermie<len  werden.  Diese  kann  man  jedoch  durch  einige  Vor- 
sichlsma>sregeln  unschädli«*h  marhen.  Um  den  störenden  Einfluss  einer  kleinen 
Ungleichheil  der  Wagl»alken  fortzuschaffen,  wendet  man  folgendes  Verfahren 
an.  Man  legt  in  die  eine  Wag>chalo  den  abzuwägenden  Kör|>er  und  äcpiilibrirt 
ihn  mittels  Schrot k«imer,  welche  auf  di»^  andere  Seite  gelegt  werden.  Man 
nimmt  dann  den  Köq>er,  de.««sen  < Gewicht  gesu<-ht  winl,  fort  und  bringt  Ge- 
wichte an  seine  Stelle,  bis  die  Wage  wie*ler  genau  im  Gleichgewicht  ist. 

Es  i>t  klar,  dass  dann  die>e  Gewichte,  welche  in  derselben  Schale,  in 
webher  der  Körper  war,  liegen,  auf  das  genaueste  dem  Gewichte  des  Kör- 

*'  IVr  M^H-hanikcr  Bunjrc  in  Hamburg  verfertigt  jetzt  Wagen  mit  i^ehr  kur- 
7.-n  Wagi^lmlken,  iiideui  er  durch  die  Fonn,  die  er  den  Balken  gibts  sie  ho  leicht 
machten  kann,  ohne  Verbiegnng  zu  K^funhten,  tlt«#s  die  Wagen  diesell»e  Empfind- 
lichkeit haU'n.  als  Wagen  mit  langem  l^lken.  Die  Wagen  von  Bunge  werden 
>ehr  gerühmt,  ich  hal»e  kein  Urtheil  tbrüWr.  weil  ich  noch  nicht  mit  einer  «ol- 
ihen  gearbeitet  haW;  das  Prinzip,  nach  dem  sie  gearbeitet  sind,  ist  jeden&lla 
iT^nz  richtig. 
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pers  entsprechen,  mögen  die  Arme  des  Waghaikens  gleich  sein  oder  nicht, 
wenn  nur  die  Wage  empfindlich  genug  ist,  um  die  kleinsten  Gewichtsdiffe- 
renzen anzugehen. 

Die  Empfindlichkeit  der  Wage  nimmt,  wenn  die  AufhUngepunkte  des 
Waghaikens  und  der  Wagachalen  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  mit 
steigender  Last  ah.  Wenn  nun  auch  ursprünglich  diese  drei  Punkte  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  so  ist  hei  den  feinen  Wagen  doch  nicht  zu  vermeiden, 
da-ss  hei  Wägung  grosser  Gewichte  ehen  wegen  der  Länge  und  Leichtigkeit 
des  Waghaikens  derselbe  eine  geringe  Biegung  erhält.  Dadurch  aber  sinkt 
der  Schwerpunkt  des  Wagbalkens  herab,  und  die  Wage  verliert  an  Empfind- 
lichkeit. Um  nun  diesen  Fehler  zu  corrigiren,  sind  die  über  dem  Wagbalken 
angebrachten  Laufgewichte  vorzüglich  brauchbar,  indem  sie  die  Lage  des 
Schwerpunktes  ändern.  Man  kann  mittels  derselben  der  Wage  immer  die 
grösste  Empfindlichkeit  geben. 

Will  man  kleine  Gewichte  wägen,  so  schraubt  man  vorher  die  beiden 
Laufgewichte  in  die  Höhe,  bis  die  Wage  in  den  Zustand  des  labilen  Gleich- 
gewichts versetzt  wird;  dann  schraubt  man  das  eine  der  Gewichte  wieder 
herunter,  bis  das  Gleichgewicht  der  Wage  gerade  wieder  anföngt  stabil  zu 
werden.  Auf  diese  Weise  ist  in  dem  Falle  das  Maximum  der  Empfindlichkeit 
erreicht.  Will  man  nun  grosse  Gewichte  abwägen,  so  legt  man  zunächst  auf 
die  beiden  Wagschalen  Gewichte,  welche  nahezu  eine  gleiche  Belastung  aus- 
machen als  die  zu  bestimmenden.  Dann  verfährt  man  gerade  wie  vorher, 
man  schraubt  die  beiden  Laufgewichte  bis  zum  labilen  Gleichgewicht  der 
Wage  in  die  Höhe  imd  lässt  dann  das  eine  soweit  herab,  bis  das  Gleichgewicht 
der  Wage  wieder  stabil  wird.  Auch  hier  ist  dann  wieder  das  Maximum  der 
Empfindlichkeit  erreicht. 

Da  die  Wägungen  zu  den  feinsten  imd  wichtigsten  Versuchen  in  der 
Physik  gehören,  so  wird  es  gut  sein,  das  Verfaliren  bei  denselben  etwas  ge- 
nauer zu  beschreiben.  Wir  setzen  voraus,  die  Wage  stehe  auf  einem  festen 
Th<ehe,  durch  die  Stellschrauben  sei  der  Zeiger  bei  unbelasteter  Wage  auf 
den  Nullpunkt  geführt,  man  habe  der  Wage  den  abzuwägenden  Gewichten 
gemäss  das  Maximum  der  Empfindlichkeit  gegeben  und  wolle  die  Methode  der 
doppelten  Wägung  anwenden.  Man  legt  alsdann  den  abzuwägenden  Köri)er  in 
die  eine  Wagschale  und  Schrot  in  die  andere,  bis  das  Crleichgewicht  nahezu 
hergestellt  ist;  das  bietet  keine  Schwierigkeit.  Ist  das  erreicht,  so  arretirt 
manroittehi  der  Gabel  den  Wagbalken,  hemmt  mit  der  Hand  die  Schwankungen 
der  Schalen,  schliesst  den  Kasten  und  lässt  die  (Jabel  vorsichtig  wieder 
herab.  Die  Nadel  wird  dann  sehr  langsam  vor  der  Theilung  hin  und  her 
schwingen.  Man  beobachtet  dann  eine  Anzahl  Schwingungen;  ist  das  Gleich- 
gewicht erreicht,  so  sind  die  Schwingungen  um  den  Nullpimkt  synimetriscli, 
80  dass  die  Summe  zweier  auf  einander  folgenden  Schwingimgen  nach  d(5r 
einen  Seite  gleich  ist  dem  doppelten  Werthe  der  zwischen  den  beiden  lie- 
genden Schwingung  nach  der  entgegengesetzten  Seite.  Man  wird  nämlich  bei 
absolut  gleicher  Belastung,  oder  auch  w^enn  man  die  mit  aller  Genauigkeit 
juätirte  Wage  ohne  Belastung  in  Schwingung  versetzt,  finden,  dass  die 
aufeinander  folgenden  Schwingungen  nicht  von  glciclu^r  GriJsse  sind,  dass 
die  Weite  der  Schwingungen  vichnehr  stetig  imd  regelmässig  abnimmt. 
Oeht  etwa  die  erste  Schwingung  narli  rechts  um  r  Skalentheile,  so  findet 
man  die  darauf  folgende  Schwingung  nach  links  etwa  r  —  a  Skalentheile; 
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dann  bewegt  sich  der  Zeiger  nach  rechts  um  r  —  2a  Skalentheile,  wieder 
nach  links  um  r  —  3a  Skalentheile  u.  s.  f.  Der  Grund  dieser  Abnahme 
liegt  darin,  dass  der  Bewegung  der  Wage  der  Widerstand  der  Luft  und 
die  Reibung  in  der  Aufhängung  entgegen  wirkt.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Schwingungen,  ausgedrückt  inTheilen  der  Skala  nach  rechts  mit  r^,  r^, r^..^ 
nach  links  mit  /],  ^^7  ^a  •  •  •  «^  ^^  muss,  wenn  die  Wage  um  die  horizontale 
Lage,  der  Zeiger  also  um  den  Nullpunkt  schwingt, 

u.  s.  f.  sein.  Findet  man  also  nach  der  vorgenommenen  Tarirung,  dass  dies 
erreicht  ist,  so  folgt,  dass  die  Ruhelage  des  Wagebalkens  die  horizontale, 
somit  dass  das  Gleichgewicht  erreicht  ist.    Findet  man  dagegen,  dass 

ist  u.  s.  f.,  so  beweist  das,  dass  die  Ruhelage  des  Wagbalkens  nicht  die 
horizontale,  somit  dass  das  Gleichgewicht  noch  nicht  erreicht  ist;  ist  r^  -}- 
r^  <  2/j,  so  ist  die  Wage  rechts  zu  schwer,  im  entgegengeset.zten  Falle  auf 
der  linken  Seite.  Man  muss  dann,  nachdem  man  die  Wage  arretirt  hat,  mit 
einer  Pincette  ein  Schrotkom  fortnehmen  oder  zulegen,  jenachdem  die 
Tara  zu  gross  oder  zu  klein  ist.  Wenn  durch  Wegnehmen  oder  Zulegen 
eines  Schrotkomes  aber  die  Tara  zu  sehr  geändert  wird,  so  muss  man  feineres 
Schrot  anwenden  oder  Papierschnitzel  oder  auch  Sandkörner  und  so  lange 
mit  dem  Ab-  und  Zugeben  dieser  kleinen  Gewichtchen  fortfahren,  bis  die 
Schwingungen  des  Zeigers  der  angebenen  Bedingung  entsprechen.*) 

Dann  ist  der  Körper  tarirt;  nun  wird  er  aus  der  Wagschale  genommen, 
statt  seiner  werden  Gewichte  hineingelegt  und  mit  den  Gewicht-en  jetzt  gerade 
so  verfahren,  wie  vorhin  mit  der  Tara.  Man  findet  zunächst  das  noth wendige 
Gewicht  leicht  als  zwischen  n  und  w  -f-  ^  Gramme  enthalten  imd  hat  dann  zu 
dem  Gewichte  noch  die  Bruchtheile  eines  Gramm  zu  legen.  Zu  dem  Ende 
befinden  sich  in  den  Gewichtssätzen  9  Decigramme  inSttlcken  von  5,  2  imd 
1  Decigramm,  so  dass  man  dadurch  eine  beliebige  Zahl  von  Decigrammen 
zwischen  1  und  9  herstellen  kann.  Ebenso  findet  man  9  Centigramme  und 
9  Milligramme  in  ähnlichen  Stücken,  so  dass  man  bis  auf  Milligramme 
genau  das  Gewicht  eines  Körpers  erhalten  kann. 

An  vielen  Wagen  ist  nun  noch  eine  Vorrichtung,  um  selbst  die  Bruch- 
theile der  Milligramme  bis  auf  0,1  zu  erhalten.  Es  ist  nämlich  jede  Hälfte 
des  Wagbalkens  durch  verticale  Striche  zunächst  in  10  gleiche  Theile  getheilt 
und  diese  einzelnen  Theile  nochmal  in  10  gleiche  Unterabtheilungen.  Beiden 
Gewichtssätzen  befinden  sich  dann  Häkchen  von  Platindraht,  genau  ein  Centi- 
gramm  schwer,  welche  als  Reiterchen  auf  dem  Wagbalken  verschoben 
werden   können.    Auf  dem   ersten  Haupttheilstrich  wirkt  dann  ein  solches 


'J  Die  oljen  auseinandergesetzte  Beobachtung  der  Gleichgewichtslage  ans  den 
Schwingungen  ist  der  Beobachtung  ohne  Schwingungen  vorzuziehen,  da  sie  ge- 
nauer ist  und  rascher  zum  Ziele  führt.  Gerade  duiui  zeigt  eich  aber  der  Vor- 
zug der  Wagen,  welche  bei  gleicher  Empfindlichkeit  die  kürzesten  Balken  haben, 
da  die  Schwingungsdauer  bei  kurzem  Balken  immer  kleiner  ist  als  bei  langem 
Balken. 
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l^iterclien  gerade  soviel  alrf  1  Milligramm  in  der  Wagschale,  weil  es  an 
einem  Hebelarm  wirkt,  der  nur  0,1  der  Länge  des  Wagbalkens  hat;  auf 
den  Theilstrichen  2,  3 ,  . .  .  als  2 ,  3 ,  ...  Milligramme  imd  auf  den  zwischen 
den  Haupttheilstrichen  eingeschnittenen  Theilstrichen  als  1,1;  1,2;  et<?. 
Milligramme,  so  dass  man  durch  Verschiebung  der  Reiter  zugleich  die  Milli- 
gramme und  ihre  Bnichtheilo  erhält. 

Die  Unterabtheilungen  der  Grammgewichte  verfertigt  man  sich  am  besten 
>»ilbst,  da  man  sich  meist  auf  die  kilutlichen  nicht  sicher  verlassen  kann. 
Man  macht  dieselben  aus  Platindraht,  der  mehrmals  durch  denselben  Draht- 
/ug  gezogen  ist,  imd  von  dem  eine  Länge  von  1  Meter  ungefilhr  ein  Gramm 
wiegt.  Nachdem  man  von  einem  solchen  Draht  ein  Stück  al)geschnitten, 
wi'lches  etwas  mehr  als  ein  Gramm  wiegt,  beschneidet  man  es,  um  es  ge- 
nau auf  ein  Granmi  zu  bringen.  Dann  wird  es  ausgespannt  und  seine  Länge 
jr<*messen;  da  nun  jedes  Zehntel  des  Drahtes  ein  Decigi'amm  wiegt,  so  zer- 
tlieilt  man  ihn  nach  der  Länge  in  Stücke  von  5,  2,  1,  1  Decigi'amm.  Das 
übrig  bleibende  Zehntel  wird  dann  in  einem  Drahtzuge  zu  ungefähr  einem 
Meter  ausgezogen,  und  man  verfährt  mit  dem  neuen  Stücke  wie  vorhin, 
uni  die  Centigramme  zu  erhalten.  Das  dann  übrig  l)leibendü  Zehntel  wird 
dann  zu  Milligrammen  verarbeitet.  Schliesslich  gibt  man  dann  den  ver- 
schiedenen Drahtstücken  entsiirechende  Formen,  welche  ihr  Gewicht 
bezeichnen. 

Speciflsohes  Gewicht  und  Dichtigkeit.  Mittels  der  Wage  sind  wir 
im  Stande  eine  wichtige  P^igenschaft  der  Körper  zu  erkennen.  Man  findet 
nämlich  sehr  oft,  dass  zwei  gleiche  Volumina  verschiedener  Körper  nicht  das 
j^leichü  Gewicht  haben,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  das  Verhältniss  der  Vo- 
lumina verschiedener  Körper  zu  ihren  Gewichten  nicht  dasselbe  ist.  Für 
«*inen  und  denselben  Körper  ist  das  Gewicht  P  seinem  Volumen  V  propor- 
tional, also 

p 
P  =   V  .  j>  oder  -y-  =  p. 

Diese  Grösse  p  nennt  man  das  specitische  Gewicht  der  Körper.  Die 
Grösse  p  gibt  also  das  Verhältniss  des  Gewichtes  zum  Volum  eines  Körpers 
oder  das  Gewicht  der  Volumeinheit.  Die  Grösse  jt  ist  constaut  für  ein  und 
dieselbe  Substanz  bei  gleicher  Temperatur,  für  verschiedene  Substanzen 
verschieden. 

Da  die  Grösse  j>  das  Gewicht  eines  bestiuimten  Volumens  eines  Körpers 
ausdrückt,  so  ist  sie  eigentlich  abhängig  von  den  gewählten  Einheiten  des 
Gewichts  und  Volumens  uncl  daher  in  verschiedenen  Ländern  numerisch 
verschieden.  Um  jedoch  diese  Verschiedenheit  zu  vermeiden,  ist  man  über- 
eingekommen, die  specifischen  Gewichte  überall  in  derselben  Einheit  aus- 
zudrücken, nämlich  als  Einheit  das  Gewicht  der  VoluiiH'inheit  Wasser  zu 
nehmen.    Für  gleiche  Volumina  hat  man  nun 

für  irgend   einen  K<>rper  P  =    V  .  p 

für  Wasser P'  =    V  .  }' 

and  darans 

V  p  ' 
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so  dass  7t  das  Verhältniss  des  Gewichtes  der  Volumeinheit  eines  Körpers  zu 
dem  der  Volumeinheit  von  Wasser  bei  4®C.  darstellt.  Es  ist  das  relative 
Bpeeifische  Gewicht,  welches  aber  meist  schlechthin  das  specifische  Gewicht 
genannt  wird. 

Um  es  zu  erlialten,  gentigt  es,  das  Verhältniss  der  Gewichte  P  und  i^ 
zu  bestimmen,  d.  h.  des  Gewichtes  von  einem  beliebigen  Volum  eines  Kör- 
pers zu  dem  eines  gleichen  Volum  Wasser  von  4^.  Dieses  Verbal tniss  ist 
sonach  unabhJlngig  von  den  gewählten  Einheiten. 

Man  hat  nun 

P  =  T^ .%  =  V  .p'  ,7c^ 

d.  h.  das  Gewicht  eines  Körpers  ist  gleich  dem  Produkt  aus  seinem  Volumen 
F,  seinem  relativen  specifischen  Gewicht  n  und  dem  Gewicht  |>'  der  Volum- 
einheit Wasser  von  4". 

Legt  man  das  Grammgewicht  zu  Grunde,  so  ist  die  Gewichtseinheit 
schon  die  von  1  Kubik Centime ter  Wasser  bei  4^,  also  das  Gewicht  j^'  gleich 
1;  in  dem  Falle  hat  man  daher 

P^  F.  7t. 

Diese  Vereinfachung  gilt  jedoch  nur  dann,  wenn  man  das  Verhfiltniss 
des  Gewichts  eines  Körpers  zu  dem  eines  gleichen  Volumens  Wasser  als 
sein  relatives  specifisches  Gewicht  nimmt;  geht  man  von  dem  Gewicht  der 
Volumeinheit  eines  andern  Körpers  aus,  so  föllt  sie  fort. 

Bei  den  Gasen  und  Dämpfen  z.  B.  geht  man  von  dem  Gewicht  der 
Volumeinheit  der  atmosphärischen  Luft  aus;  p'  ist  dann  das  Gewicht  eines 
Kubikcentimeter  atmosphärischer  Luft  bei  0"  und  760™™  Barometerstand 
gleich  OtP'jOOOriSS.  Das  Gewicht  des  Volijm  F  irgend  eines  Gases  ist  dann, 
wenn  Tt  sein  specifisches  Gewicht  in  Bezug  auf  atmosphärische  Luft  ist, 

P=  F.7t  .  0,0001293. 

Wir  haben  frtiher  §.13  die  Masse  eines  Körpers  definirt  und  gesehen, 
dass  sie  gemessen  wird  durch  den»  Quotienten  seines  Gewichtes  und  der 
Beschleunigung  ^,  die  er  l)eim  freien  Falle  erhält.  Die  Masse  eines  Kör- 
pers ist  also  seinem  Gewichte  und  somit  für  eine  und  dieselbe  Substanz  auch 
dem  Volumen  proportional.    Man  hat  sonach 

w  =  F.  d,   ^  =  d. 

Der  Quotient  d  heisst  die  Dichtigkeit  des  Körpers,  er  gibt  die  Masse 
der  Volumeinheit. 

Man  kann  die  Massen  der  verschiedenen  Körper  mit  der  eines  gleichen 
Volumen  Wasser  von  4'^  vergleichen.  Bedeuten  m\  1",  cf  Masse,  Volumen 
und  Dichtigkeit  des  Wassers,  so  hat  man 

w  =  Fr?,  m  =  Vit ^ 

m   jl_ j. 

m  d' 

Dieses  Verhäl tniss  6  der  Massen  gleicher  Volumina  eines  Körpers  und 
Wassers  ist  die  relative  Dichtigkeit,  welcher  die  Masse  der  Volumeinheit 
Wasser  als  Einheit  zu  Gininde  liegt. 


§.  25. 


Das  Pendel. 
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Eä  geht  daraus  hervor,  dass  Dichtigkeiten  und  speeifische  Gewichte 
«1er  Körper  durch  ein  und  dieselbe  Zahl  dargestellt  werden.  Dennoch  aber 
.>ind  Dichtigkeiten  und  speeifische  Gewichte  verschieden,  und  die  Einheiten, 
die  beiden  zu  Grunde  liegen,  sind  nicht  dieselben;  bei  dem  einen  ist  es  das 
Gewicht,  beim  andern  die  Masse  der  Vohmieinheit  Wasser. 

Häufig  wirft  man  die  Worte  Dichtigkeit  und  specifisches  Gewicht  durch- 
einander und  drückt  durch  dieselbe  Bezeichnung  die  specifischen  Gewichte 
j>,  die  specifischen  Gewichte  in  Bezug  auf  das  Wasser  ;t,  die  Dichtigkeiten  d 
and  die  relativen  Dichtigkeiten  d  aus.  Zur  Vermeidung  von  Verwirrung 
Ist  es  jedoch  gut,  die  Bedeutung  der  einzelnen  Grössen  festzuhalten. 

§•  25. 

Bas  Pendel.  Wir  sahen  in  §.  17,  dass  das  Drehungsmoment,  wel- 
ches eine  Kraft  P  auf  einem  Körper,  der  um  eine  Axe  drehbar  ist,  ausübt, 
gleich  ist  dem  Produkte  aus  der  Kraft.  P  und  ihrem  senkrechten  Abstände 
Ton  der  Drehungsaxe  oder,  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Produkte  aus  dem 
Al)stande  des  Angriffspunktes  der  Kraft  von  der  Drehimgsaxe  und  der  zu 
der  Verbindungslinie  senkrechten  Componente  der  Kraft  P.  Wenden  wir 
diesen  Satz  jetzt  an,  um  die  Bewegung  eines  um  eine  horizontale  Drehungs- 
axe beweglich  aufgehängten  Körpers  unter  Wirkimg  der  Schwere  zu  betrachten. 

Befestigen  wir  zu  dem  Ende  eine  schwere  Kugel  B  (Fig.  36)  an  einem 
Faden  imd  hSngen  diesen  mit  seinem  andern  Ende  an  einen  festen  Punkt  0, 
Dieser  Apparat,  welcher  den  Namen  Pendel  trügt,  ist  im  Gleichgewicht, 
wenn  er  vertical  herabhägt.    Ist  er 

jedoch  aus  seiner  Gleichgewichtslage  Pig.  .v,.  • 

gebracht,  nach  C,  so  zieht  ihn  sein 
Gewicht  herunter  und  eine  Compo- 
nente des  Gewichtes  ist  es,  welche  ihm 
eine  Drehung  um  den  Auf  hängepunkt 
ab  Drehungsaxe  in  der  Richtung 
CB  ertheilt.  Nennen  wir  den  Win- 
kel BOC=^Ä,  so  ist  nach  §.17  die 
Kraft,  welche  den  Körper  von  C  nach 
B zurücktreibt, =P.  sin^.  Die  Kraft, 
welche  den  Körper  dreht,  ändert  sich 
also  in  jedem  Augenblicke  mit  dem 
Werthe  der  Winkel  .4,  sowohl  ihrer 
Grosse  als  ihrer  Richtung  nach.  Sie 
wird  kleiner,  wenn  sich  unsere  Kugel 
der  Gleichgewichtslage  nähert,  und 
wird  gleich  Null,  wenn  dieselbe  letztere 
erreichte 

Die  Gesetze"  dieser  Bewegung  sind 
daher  nicht  die  im  ersten  Kapitel  betrachteten  der  gleichförmig  geänderten 

WCLun,  PfajflU.  I.    3.  Aufl.  ^ 
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Bewegung;  die  Bewegung  ist  vielmehr  eine  der  im  letzten  §.  des  ersten 
Kajiitels  erwähnten  ungleichffJrmig  geänderien  Bewegimgen;  die  nähere 
Untersuchung  derselben  wird  uns  daher  auch  ein  Beisjuel  sein,  wie  <lie 
Untersuchung  solcher  Bewegungen  zu  führen  ist. 

Im  Punkte  B  angekommen,  besitzt  unsere  Kugel  eine  gewisse  Ge- 
schwindigkeit und  setzt  deshalb  ihren  Weg  auf  dem  Bogen  BC  weiter  fort. 
Allein  das  Gewicht  der  Kugel  wirkt  immerfort,  und  jetzt  sucht  die  gleiche 
Kraft  P.  sin  A,  welche  senkrecht  zu  0C\  also  tangential  zum  Kreisbogen 
BC'  wirkt,  die  Bewegung  zu  hemmen  und  die  (Jesch windigkeit,  welche  vor- 
her in  jedem  Augenblicke  die  Kraft  P ,  sin  A  erfheilt  hat,  in  gleicher  Weise 
zu  vernichten.  Hat  daher  die  Kugl  dem  Kreisbogen  B(-'  =  Ä^.' durchlaufen, 
so  ist  ihre  Geschwindigkeit  Null  geworden.  Dann  fällt  die  Kugel  wieder 
zurück,  um  ab(?r  an  der  andern  Seite  wieder  nach  C  aufzusteigen.  Von 
dort  kehrt  sie  dann  wieder  nach  C  zurück  u.  s.  f.,  kurz  sie  nimmt  eine 
hin-  und  hergehende  Bewegung  an  zwischen  (!  und  C,  welche  immer  fort- 
daueiTi  wünle,  wenn  nicht  äussere  Himlernisse,  Reibung  und  Widerstand 
der  Luft,  sie  störfen.  Diese  bewirken,  dass  die  Seh wingimgs weiten  all- 
mäh lig  kleiner  werden,  und  das  Pendel  schliesslich  zur  Ruhe  kommt. 

Isochronismus  kleiner  Oscillationen ;    Gesetz  der  Längen.    Es  ist 

leicht,  die  mittlere  Dauer  einer  Schwingung  zu  beobachten.  Man  bedient 
sich  dazu  eines  Zählers,  der  Viertelsekimden  angibt,  und  dessen  Zeiger  man 
willkürlich  mittels  eines  Schiebers  arretiren  und  loslassen  kann.  Man  hebt 
das  Pendel  um  einen  Winkel  A,  und  im  Augenblick,  wann  man  es  fallen 
lässt,  lösst  man  den  Zeiger  des  Chronometers  los.  Man  zählt  100  Schwingungen, 
und  am  Ende  der  letzten  arretirt  man  den  Zeiger.  Dies  gibt  die  Zeit  von 
100  Schwingungen,  deren  Schwingungsweiten  <allmählig  von  ^auf^'  ab- 
genommen haben.    Theilt  man  die  beobachtete  Zeit  durch  100,  so  erhält 

man  die  Dauer  einer  Schwingung  von  der  mittlem  Weite  -  ^ — .       Ohne 

das  Pendel  festzuhalten,  beobachtet  man  dann  neue  100  Schwingungen,  deren 
Schwingungsweiten  kleiner  sind  als  die  vorherigen,  sie  liegen  zwischen 
A'  und  A'\  Fährt  man  nun  so  fort  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  zu 
messen,  bis  die  Amplituden  verschwindend  klein  werden,  s«»  findet  man, 
dass  allerdings  die  Dauer  einer  Oscillation  mit  der  Grösse  der  Amplitude 
abnimmt,  dass  kleineren  Schwingungsweiten  auch  kleinere  Schwingungsdauem 
entsprechen;  jedoch  nur  l»is  zu  einer  gewissen  (irenze,  nur  bis  die  Schwingungs- 
weiten ungefjilir  .*>"  l)et ragen.  Von  dem  Augenblick  an  ändert  ^ich  die  (.>s- 
cillatinusdauer  mit  dem  Au.ssehlagswinkel  nicht  mehr;  die  kleinen  Schwing- 
ungen haben  eine  glciehe  Dauer,  sie  sind  isochron. 

Vergleiclh'U  wir  die?  Sehwingungsdauer  zweier  Pendel,  an  «lenen  wir 
verschiedene  Ku«,'eln  angebracht  haben,  z.  B.  ein  Pendel,  dessen  Kugel  von 
Blei  ist,  ein  anderes  mit  gläserner,  wieder  ein  an«l(a*es  mit  einer  Kugel  von 
Eisen  oder  IMatin,  ^o  Wmloi  nuiu  ihre  Sehwingimgsdauer  absolut  gleich. 
Die  Oscillationsdauer  eines  Pendels  ist  somit  unabhängig  von  der  Natur  des 
schwingenden  Körpers. 

Die  Kraft,  welche  das  Pendel  in  Bewegung  setzt,  ist  die  Schwerkrat^; 


§.27. 


Schwinpin^sdanor  df»?*  oinfachon  Pendel.«. 


09 


wir  ziehen  daraus  den  wichtif^en  »Schhis.s,  dai»s  die  Schwerkraft,  auf  alle 
KGrper  j^leich  wirkt,  dass  somit  auch  alle  Körper  >(leich  schnell  lallen  müssen. 
Wendet  man  mehrere  Pendel  verschiedener  Länge  an,  so  höj'en  die 
kSchwin^ingsdauem  auf  gleich  zu  sein.  Man  hiinge  vier  gleiche  Kugeln 
neben  einander  an  Fäden  auf,  deren  Längen  sind 

1,  4,  j),  k;, 

•iie  sich  also  verhalten  wie  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen.  Vier  Be- 
öliachter  heben  dann  jeder  eines  der  Pendel  aus  seiner  (ileichgewichtslage, 
lassen  sie  auf  ein  gegebenes  Zeichen  los  und  zählen  die  Schwingungen  bis 
zu  einem  zweiten  Zeichen.  Hat  der  erste  GO  Schwingungen  gezählt,  so 
finden  sich  als  die  vier  Schwingungszahh;n 

CO,  :jo,  20,  15, 

Die  Bc^hwingungszeiten  der  einzelnen  Pendel  verhalten  sich  also  wie 

1,2,3,4, 

(L  h.  wie  die  natürlichen  Zahlen.    Man  zieht  daraus  allgemein  den  Schluss: 
Die  Oscillationsdauern  verschiedener  Pendel  verhalten  sirh  direkt  wie 
die  Quadratwurzeln  aus  den  Pendellängen. 


§.  27. 

Angenäherte  Formel  für  die  Schwingiingsdaner  des  einfachen 
Pendels.  Diese  Gesetze  sind  die  einzigen,  welche  uns  die  Beobachtung  über 
dif  Pendelbewegung  liefert.  Sie  genügen  aber  nicht,  uns  über  die  Dauer 
der  Schwingungen  Aufschluss  zu  geben.  Wollen  wir  diese  *l)erechnen,  so 
llsst  .sich  eine  theoretische  Behandlung,  mittels  der  wir  Anwendung  von 
den  mechanischen  Gesetzen  machen,  nicht  umgehen. 

Wir  nehmen  an,  das  Pendel  besiehe  aus  einem  gewichtslosen  Faden  von 
der  Länge   OB  =  /,   an  dessen  Ende  sich  ein  schwerer  materieller  Punkt 
befinde  (Fig.  37).    Das  Pendel  fällt  von  »lem  Punkte C, und  im  Punkte  2*; hat 
es  eine  Geschwindigkeit  erlangt,  wel- 
che unter  der  Voraussetzung,  dass  wir 
CK  ald  gerade   ansehen  dürfen,    nach 
§.12  gleich  ist 


Fi»f.  37. 

0 


• 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Aus- 
»blagswinkei  so  klein  sei,  dass  wir  an- 
statt der  Bögen  CB  =  a  und  KB  =  x 
ihre  Sehnen  einsetzen  können,  so  haben 
wir  nach  bekannten  Sätzen  aus  der 
Geometrie 


BD 
BF 


2  OB 
KB* 

2ÖB  '' 


K 


''    2/ 


B 


fl«  -  ,r' 


DF'^  BD  —  BF  ^  --- , 


1(X)  Schwingiingsdauer  des  einfachen  Pendels, 

und  setzon  wir  das  in  unseren  Ausdnick  für  r,  so  wird 


§.  27. 


v=yj^(a'-x'). 


Entwickeln  wir  nun  den  Bogen  CBC  in  eine  gerade  Linie  (Fig.  38), 

und  nehmen  wir  an, 
dass  auf  dieser  Linie 
ein  K("»rper  sieh  mit 
derselben  Geschwm- 
digkeit  hin-  und  her- 
V>ewegc,  wie  das  Pen- 
del auf  dem  Bogen, 
den  es  beschreibt,  so 
wird  die  Zeit,  in  der 
dieser  Körper  Ridi 
j-  von  C  nach  &  bewegt, ' 
genau  mit  der  Oscü- 
lationsdauer  des  Pe» 

dels  zusammenfallen. 

Um  diese  Zeit  zu  erhalten,  construiren  wir  über  CBC'  mit  dem  Radins 

C^B  =  a  einen  Halbkreis   und  nehmen  an,  dass  ein  zweiter  Körper  diesei 

Halbkreis  mit  der  constanten  Geschwindigkeit 


a-yi 


durchlaufe.    Die  Zeit,  in  der  dieser  Körper  von  C  nach  C  gelanfrt,  wird, 
dann  sein 


f 


Zerlegt  man  nun  aber  die  Geschwindigkeit  dieses  Körpers  in  eine  horizontale 
und  eine  verticale  Componente,  wenn  er  im  Punkte  M  senkrecht  tlber  E 
angekommen  ist,  so  erhält  man  unter  Beachtung,  dass  die  Beweg\mg  im 
Punkte  M  nach  der  Tangente  MT  gerichtet  ist,  imd  dass 

L  SMT  =  EMB, 

für  die  horizontale  Componente  der  Geschwindigkeit 


r 


r 


=yT^-«'  -  "")• 


Die  beiden  Körper  haben  also  in  den  Punkten  M  und  E  dieselbe  hori- 
zontale Geschwindigkeit.  Daraus  folgt,  dass  dieselben,  wenn  sie  zugleich 
den  Punkt  0  verlassen,  auch  zugleich  nach  der  Zeit 


f 


='Vf 


im  Punkte  C  ankommen  werden.    Diese  Zeit  is  also  auch  die  Dauer  einer 
Oscillation  unseres  Pendels  von  der  Länge  /. 
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Unsere  Formel  für  die  Zeitdauer  einer  Oscillation  gilt  unseren  Voraus- 
setzuneen  gemäss  tlir  ao  kleine  Ausschläge,  <la.s8  wir  die  Bögen  mit  ihren 
Sehnen  vertauschen  können;  dafür  Atimini  sie  aber  auch  mit  ilen  vorhin  ex- 
primenl^U  bewiesenen  Sätzen.  Nach  unserer  Formel  ist  die  Schwingungs- 
dauer unabhängig  von  der  Amplitufle:  wir  sahen  vorhin,  dass  fttr  kleine 
Amplituden  die  Schwingungen  des  iVndels  isochron  seien.  Ferner  sahen 
wir,  die  Schwingungszeiten  sind  unabhängig  vom  de  wicht  und  der  Substanz 
der  schwingenden  Kugel;  auch  dieses  zeigt  unsere  Formcd,  denn  keine  der 
Gnüßsen  tritt  in  derselben  auf.  Ferner  erkennen  wir  in  unserem  Ausdrucke 
das  dritte  der  erkannten  Gesetze,  dass  die  Schwingungszeiten  direkt  propor- 
tional siind  den  Qua^lratwurzeln  aus  den  PendeUängen. 

Uebertlies  aber  sehen  wir  viertens,  <lass  die  Schwingungszeit  umge- 
kehrt proportional  ist  der  Quadratwurzel  aus  der  Bcjschleunigung,  welche 
die  an  dem  Punkte  B  angebrachte  Kraft  «lern  Pimktc  unter  constanter 
Wirkung  ertheilen  würde.  In  unserem  Falle  ist  das  einfach  die  Hescrhleu- 
VjTUDg  des  freien  Falles,  da  der  Punkt  B  der  Wirkung  der  Schw(jre  unter- 
Yit^i.  Wir  hätten  daher  hier  ein  vortreffliches  Mittel,  um  die  Beschleimigung 
ff  zu  bestimmen,  denn  unsere  Gleichung  nach  g  aufgelöst  gibt 

wenn  wir  im  Stande  wären,  die  Bedingungen,  unter  denen  wir  diese  Glei- 
chung erhalten  haben,  zu  verwirklichen.  Das  geht  nun  aber  nicht,  denn  in 
der  Wirklichkeit  können  wir  weder  ein  solches  einfaches  Pendel  herstellen, 
welcJiei*  aus  einem  gewichtslosen  Faden  mit  einem  an  seinem  Ende  befestigten 
«chweren  Punkte  besteht,  noch  sind  die  Schwingungen  so  klein  zu  erhalten, 
das»  wir  ohne  allen  Fehler  die  Bogen  mit  den  Sehnen  derselben  verwechseln 
kennen.  Nach  diesen  beiden  Richtimgen  haben  wir  daher  unsere  p]ntwick- 
lungen  zu  vervoUstÄndigen. 

§.  28. 

Das  physischo  Fendol.     Wenden  wir  uns  zimächst  zu  dem  ersten 
Punkte,  nämlich,  dass  die  Pendel,  welche  wir  schwingen  lassen,  nicht  ein- 
fache mathematische  Pendel  sind,  sondern  aus  Fäden  oder  Stangen  bestehen, 
«lie  an  ihrem  untern  Ende  ein  Gewicht  haben.    Jeder  Punkt  eines  solchen 
■  Pendels  ist  der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen,  er  erhält  also  eine  be- 
^nunte  Geschwindigkeit,  die  nach  §.  25    für   die  der  Drehungsaxe  näher 
liegenden  Punkte  eine  grössere  ist  als  Itlr  die  entfernter  liegenden  Punkte. 
Da  nun  aber  das  ganze  Pendel,  wie  eine  einfache  Beobachtung  uns  zeigt, 
eine  gemeinsame    Winkelgeschwindigkeit    besitzt,    so    ist   klar,   dass   die 
Scbwingimgsdauer  nicht  einfach  die  eines  mathematischen  Pendels  von  der- 
selben Länge  sein  kann. 

Wir  gelangen  aber  mit  Hülfe  des  so  eben  bewiesenen  Satzes,  dass  die 
Schwingungsdauer  eines  Pendels  umgekehrt  proportional  ist  der  Quadratwurzel 
aii!s  der  Beschleimigung,  welche  der  am  Ende  des  mathematischen  Pendels  vor- 
liandeno  materielle  Punkt  durch  die  wirksamen  Kräfte,  dieselben  als  von 
coMtanter  Wirkung  vorausgesetzt,  erhält,  leicht  dahin,  die  Schwingungsdauer 
eines  physischen  Pendels  zu  berechnen.  Die  im  §.  18  abgeleiteten  Sätze  über 
die  Berältirende  von  parallelen  Kräften  und  die  im  §.  21  vorgeführten 
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S-iizo  ühvr  ila.-  Tra;:hcit>nK»ment  .-»otzen  nn^  nämlich  in  «Ion  Stand  das  phy- 
-i>ch«*  Pen«k-l  auf  ein  niath«»niati>ehea  Pendel  zurttck/ufUhren  und  die  Be- 
>clil»?iiniirunjr  zu  licreehnen.  welche  die  am  Ende  die>e.-  matheniati.>ehen 
l'endel>  vurhandrni:  Masse  durch  die  wirksamen  Kräfte  bei  constanter 
Wirk  im  jr  erhalten  würdf». 

iJie  Kräfte,  welche  auf  die  vorschicilenen  Punkte  ile^  Pendel.-*  wirken, 
?ind  Parallelkräfte,  da  es  die  Schwere  ist.  weh-he  da?  Pendel  in  Bewegung 
>otzt.  Wii*  §.  lJ<  irezeijirt  wur»le.  haben  ParalleLkräfte  ^tet>  eine  an  einem 
^c^timmten  Punkte  an>rreifende  Kesultircnde.  welche  der  «Summe  der  Kräfte 
•jleich  i>t:  hei  finem  der  Schwere  unt»*rwiirfenen  K«"qM.T  i>t  der  Schweqmnkt 
•Icr  Anjrritf'jimnkt  der  Ke>ultiren«len  un«l  die  Ke-uliircnde  da-  ^iewielitdes 
K^irper--.  Wir  knnnen  \\n<  ilemnach  auch  ht^i  dem  Pend*-1  da?  «wnze  «lewicht 
»le>>oll»en  al>  im  Schwerpunkte  des.-elben  an;rreitV-nd  «lenken.  Ist  tlaher  das 
«fc^ammtjre wicht  de>  Pendels  prlcich  Pumi  der  Ab>tand  «ie?  Schwerpunktes 
von  der  Drehung>axe  >rleich  r,  >o  i>t  da>  M«»ment  der  Kraft  bei  einem 
Au5>chlajr.> Winkel  -l  >:leich  Pz  .  ^in  -1.  Wir  sehen,  ilie  bewehrende  Kraft 
i-t  ilieselbe  wie  bei  einem  einfachen  Penilcl  vi^n  der  Lange  z.  an  welchem 
ein  materieller  Punkt  vom  ^.iewichte  P  anür»'bracht  i^t.  oder  wie  l>ei  einem 
Pen'lel  von  der  Länvreneinheit .  an  de^-en  Enile  eine  Kraft  Pz  vertical  ali- 
wärt s  wirksam  wäre. 

Pa<  Trä^'heitMnoment  de-  Pendele  in  B»zul:  auf  «lie  Drehun<;>axe 
liefert  un-  dann  weiter  die  Ma-se.  welche  in  der  Ab-tandseinheit  von  der 
r*rehunv:>axe  die  an  dem  tranzcn  Pendel  vert heilte  und  zu  be wogende  Masse 
er-etzt,  -o  «la>-  die  •Irehf-nd**  Bewegung  genau  di^Midb**  ist  wie  die  drehende 
Bewegung  des  wirklichen  Pendel-.  K-  mu-s  de-halb  «lie  ganze  Bewegung 
•If-  phy-i-chen  Pendel-  un^l  ilaiuir  auch  ili»'  Schwingung-ilauer  identi-H'h 
•lif-elbt»  -^ein  wie  •liejenitje  eine-  einfachen  IVnd^l-..  des-en  Länge  der  ge- 
wählten Llnü't-neinheit  gleji  h  i^t.  und  an  d»^-<»n  Kn«le  -ich  eine  ilem  Tr3g- 
h-if-mouient»"  d»  -  Pend»l-  -jb-iche  Ma--t^  b»  findet,  aufweiche  die  Kraft  P.z 
wirkt.  B»'/»i«lin» n  wir  nun  «la-  Trägheit -ninnit^nt  tle-  PeniKl-  in  Bezug  auf 
lii^  rnidr»'hun'-r-av  nni  ^inr'.  -o  i-^t  ilie  Bo-chieunisrung.  welche  diese 
Ma-'C  «lurch  die  auf  -ie  wirkende  Kraft  P  .  :  bck-'mmi 

P  .  : 

I*a  da^  einfache  P»nd».l.  a-tf  web  h»-  \\\v  da-  phy-i-i.he  Pendel  reducirl 
hab»-n.  rin*'  Län'-'e  *»e-it/».  w.  1- h»^  ilcr  Einheit  gb'i»  h  i-t.  -o  liefert  der  im 
Vih-'»n  S-  a^".,'eleiieie  Au-'iru- k  für  ilie  >chuingun-^-daucr  dieses  Pendels 
'b  n  Werih 

•i'T  inbii.  wir  •;   •! -.i' h  -•  in»  n  Wiitli  »:-»i;en. 


2.'i,i  - 


'/.".  ^.xtl:  «bni-'lb.ii  A»i-dr;:«.k  luv  ■li«  >•  h\\ in liun*^' -da uer  gelangen  wir 
n-iUiiii- •••  r  W.i^.;.  wenn  wir  .i.4-  IVnl»^!  aul  «in  eintaiho-  Pendel  von  der 
L;«n^-e  r  ivdu-iren.  an  de--cu  Ende  lintaLh  da-  iiewichl  P  Je»  Pendels  an- 
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greift.    Ist  M  die  Masae,   welche  im   »Schweii^unki  die   Masse  des  ganzen 
Pendels  ersetzen  soll,  so  wird  dieselbe  bestimmt  durch  die  Gleichung 


M    = 


z-" 


Die  Beschleunigung  dieser  Masse  durch  Kraft  P  wird 

^^   ~    Zmr- 
\md  damit  die  Schwingungsdauer  des  Pendels 

'  =  "  Vj;  = "  Vtt- 

Es  ergibt  sich  somit,  das  die  Schwingungsdauer  eines  physischen  Pen- 
deis gleich  ist  dem  Produkte  aus  der  Zahl  jt  und  der  Quadratwurzel  aus 
dem  Trägheitsmoment«  des  Pendels  in  IJezug  auf  die  Aufhängeaxe,  letzteres 
dividirt  durch  das  statische  Moment  des  Pendels  d.  h.  durch  das  Product 
aus  dem  Gewichte  des  Pendel«  und  dem  Abstände  seines  Schwerpunktes 
vom  Aufhängepunkt. 

Das»  diese  Gleichung  als  einen  speciellen  Fall  auch  die  Schwingungs- 
dauer des  mathematischen  Pendels  enthält,  ist  leicht  ersichtlich.  Denn  ist 
das  Gewicht  des  an  dem  Ende  des  als  gewichtlos  angenommenen  Fadens 
gedachten  materiellen  Punktes  gleich  1\  so  ist  das  statische  Moment  des 

Pendels  von  der  Länge  /  gleich  P  .  /,   das  Trägheitsmoment,  da  die  Masse 

P  .  .       1'     .t         .  l 

des  Gewichtes  P  gleich —  ist,  gleich  — /",  somit  der  Quodient  aus  beiden     . 

Für  T  können  wir  noch,  wenn  wir  mit  21m  die  Sumiuc  der  einzelnen 
Massentheilchen,  also  die  Masse  des  Körpers  bezeichnen,  einsetzen 

P  =  fß  .  Eiii^ 

und   wir    erhalfen    dann    die   gewöhnliche    Form    für   den    Aufdruck   der 
Schwingimgsdauer  eines  physischen  Pendels 


l  =  n  '    1/ -,  -• 

r    a.Z.  Im 


0 

In  dieser  Form  lüsst  sich  nun  auch  leicht  erkennen,  dass  jedes  physische 

Pendel  mit  einem  mathematischen  von  bestimmter  Länge  isochron  schwingt. 

Setzen  wir  nämlich 

Zmr'^   

z  .  Zm  ' 

?n  wird 


/ 


=  -  •  Vt 


so  dass  also  das  so  bestimmte  /  die  Länge  des  mathematischen  Pendels  an- 
gibt,  welches  einem  gegebenen  physischen  isochron  schwingt. 

Den  um  den  Abstand  /  von  der  Drehungsaxe  befindlichen  Pimkt  nennt 
man  den  Schwingungspunkt  des  Pendels,  und  die  Länge  /,  welche  also  die 
Unge  eines  mathematischen  mit  dem  physischen  isochron  schwingenden 
Pendels  angibt,  nennt  man  auch  die  Länge  des  physischen  Pendels. 
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§.  29. 

Experimenteller  Beweis  des  vierten  Gesetzes.  Nach  diesen  Ent- 
wicklungen über  die  Schwingungsdauer  eines  physischen  Pendels  ist  es  uns 
nun  auch  leicht,  das  letzte  Gesetz  über  die  Pendelbewegung  experimentell 
zu  prüfen,  nämlich  das,  dass  die  Schwingungsdauer  umgekehrt  pro|)ortional 

sein  soll  der  Quadratwurzel  aus  der  Beschleunigung  g\ 
Fig.  39.  welche  die  im  Angriffspunkt  der  Kraft  concentrirte  und 

die  des  ganzen  Pendels  ersetzende  Masse  erhält.  Wir 
stellen  zu  dem  Ende  ein  zusammengesetztes  Pendel  her, 
für  welches  wir  die  Grösse  {{  variiren  können,  und  ver- 
gleichen die  Schwingungszeiten.  An  den  beiden  Enden 
eines  dünnen  leichten  Stabes  von  Tannenholz  befestigen 
wir  zwei  schwere  Bleikugeln  A  und  jK,  deren  Gewicht 
ist  resp.  P  und  P  -j-  ^>.  Mittels  einer  in  der  Mitte  des 
Stabes  0  befestigten  Stahlsclmeide  setzen  wir  dann  den 
Stab  auf  eine  feste  Unterlage;  wir  haben  dann  ein  zu- 
sammengesetztes Pendel,  dessen  Bewegung  wir  leicht 
berechnen  können.  Die  bewegende  Kraft  dieses  Pendels 
ist  nicht  das  Gesammtgewicht,  sondern  nur  das  Ucberge- 
wicht  j>,  da  die  beiden  Gewichte  P  im  Abstände 
-(;-?  =  OB  =  OA  sich  vollständig  äquilibriren.  Der  Angiiffspunkt  der 
Kraft  ist  der  Punkt  B^  da  dort  der  Schwerpunkt  des  untern  Gewichtes  sein 
soll.  Bezeichnen  wir  das  Trägheitmoment  des  Holzstabes  mit  7f,  und  die 
Badien  der  Kugeln  mit  r  und  r^,  so  ist  nach  §.21  das  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Pendels 

In  dem  Abstände  /,  in  welchem  das  Gewicht  (js  angreift,  wird  diese 
Masse  ersetzt  durch 


Nehmen  wir  den  Stab  recht  leicht  imd  geben  ihm  eine  Länge  von  2 
Metern,  so  dass  /  gleich  1™  wird,  so  können  wir  ohne  merklichen  Fehler 
die  beiden  letzten  Glieder  ganz  ausser  Acht  lassen ,  da  der  lladius  der  Blei- 
kugeln, selbst  wenn  wir  bis  zu  eincui  Gewichte  von  2  Kilogramm  gehen, 
nur  etwa  0,035  Meter  beträgt.  Der  Werth  der  beiden  letzten  Glieder  ciTeicht 
deshalb  dann  noch  nicht  (),0<)1  des  ersten  Gliedes. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  dann  die  Beschleunigung,  welche  die  zu  be- 
wegende Masse  von  der  Kraft  ^>  erhalten  würde, 

p    P 


0        '  v--«-»         0 


Die  Schwingungsdauer  des  Pendels  ist  daher 


V  a  V        a  'P 
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Wählen  wir  nun  als  Kugel  bei  A  eine  von  1  Kilogramm  Gewicht  und 
bei  B  der  R^ihe  nach  Kugeln  von 

1,6666  Kilogr.     1,25  Kilogr.     1,13;};^  Kilogr., 
wodurch  also 

p  =  i  Kilogr.     y«  Kilogr.    ^^  Kilogr. 

wird,  so  werden  die  Schwingungs<laucni  des  Pendels 

die  Schwingungädauern  müi^sen   also    unter   einander    und    zu  denen   des 
einfachen  Pendels  von  der  Länge  /  im  Vcrhäliniss  2:3:  4  stehen. 

Wir  können  noch  in  anderer  Weise  die  Beschleunigungen  und  Schwing- 
tin^dauem   variiren   und   damit  gleichzeitig  einen  experimentellen  Beweis 
für  die  Richtigkeit  des  im  §.21    a])geleiteten  Satzes  über  das  Trägheits- 
moment liefern.    Wir  nehmen  zwei  Bleikugeln,  jede  vom  Gewichte  P,  und 
darchbohren  sie  so,  dass  sie  auf  dem  Stabe  verschiebbar   und  in   verschie- 
denen Abständen  von  der  Drehungsaxe  festgeklenmit  werden   können.    Im 
Abstände  /  unten  am  Ende  des  Stabes  befestigen  wir  dann  eine  Kugel  vom 
Gewichte  p.    Klemmen  wir  dann   die   Kugeln  P  einmal  so  ein,   dass  ihr 
Mittelpunkt   sich  im  Abstände  %  l  befindet,  dann,  dass  der  Abstand  der 
Mittelponkt   wird   i  ?,  -J^  ^  so  lassen  wir  die  bewegende  Kraft  und  die  be- 
wegte Masse  ganz  ungeändert,  geben  letzterer  aber  eine  andere  Verth eilung, 
and  in  Folge  dessen  muss  die  Schwingungsdauer  jedesmal  eine  andere  sein. 
Befinden   sich   die  Kugeln  im   Abstand  %  7,  so  wird  das  Trägheitsmoment 
des  Pendels 

wenn  r  der  Radius  der  Kugeln  P  und  r^  jener  der  Kugeln  j)  ist.  Nach  der 
vorhin  gemachten  Bemerkung  können  wir  auch  hier  die  nicht  mit  l^  multi- 
plicirien  Glieder  vernachlässigen  und  erhalten  dann 

-■^-(iy  +  y)" 

und  für  die  Schwingungsdauer  des  Pendels 


=  ;r.]/- 


(lSP+16p)l 
16  .  g     p  " 

Klemmen  wir  die  beiden  Kugeln  P^   so  dass  ihre  Mittelpunkte  sich  in  % 
befinden,  so  wird  in  derselben  Weise  berechnet 

r       \^  .  p  .  g 
und  wenn  die  Kugeln  in  V^  l  eingeklemmt  werden, 


V         16  .  p  .  i 


0 


Nehmen  wir  nun  jede  der  Kugeln  P  gleich  1  Kilogramm  und  p  gleich 
/lg  Kilogramm,  so  werden  diese  Schwingungsdauem 

i  =  4,3ö  %    Y^--»    3  TT  j/I^,       1,732  %  |/-i-, 


l()Q  Correction  wegen  der  Amplitude.     BeHtimmung  von //.       §.30.  §.31. 

Wcrthe,  welche  man  durch  den  Versuch  l)e8Uit.igt  findet.  Damit  ist  dann 
auch  experimentell  der  Nachweib  geliefert,  dass  das  Produkt  einer  Ma.<5i)e 
in  da.s  Quadrat  ihres  Abstandes  von  der  Drehungsaxe  das  Trägheitsmoment 
der  Masse  ist,  oder  dass  bei  der  drehenden  Bewegung  Massen  sich  ersetzen, 
welche  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von 
der  Drehungsaxe. 

§.  :J0. 

Corroction  wegen  der  Amplitude.  Nachdem  wir  kennen  gelernt 
haben,  wie  die  Länge  eines  mathemalischen  Pendel  erhalten  wird,  welches 
mit  einem  gegebenen  physischen  Pendels  isochron  schwingt,  haben  wir  auch 
die  zweite  Annahme,  die  wir  bei  der  Herleitung  unserer  Formel  fllr  die 
Schwingungsdauer  machten,  die  sich  in  der  Wirklichkeit  nicht  erfüllen  läKst, 
zu  corrigiren,  nämlich  die,  dass  das  Pendel  so  kleine  Schwingungen  macht, 
dass  wir  anstatt  der  Bchwingungsbögen  selbst  die  Sehnen  dieser  Bögen  zu 
unseren  Rechnungen  benutzen  konnten.  Hier  müssen  wir  uns  jedoch  )}e- 
gnügen,  von  den  Resultaten  der  analytischen  Mechanik  Notiz  zu  nehmen, 
da  es  nicht  möglich  ist,  das  Problem  der  Schwingungsdauer  für  grössere 
Amplituden  anders  als  durch  Hülfe  der  Differential-  und  Integralrechnung 
allgemein  aufzulösen. 

Die  analytische  Mechanik  liefert  uns  für  die  Schwingungszeit  eine;? 
einfachen  Pendels  ganz  allgemein  die  Formel 

'='}/J-('+©*-5+(K)M^)"+-(-':^^")"6)"+-l. 

worin  //  die  senkrechte  Höhe  JU)  (Fig.  37)  des  Punktes  C  über  dem  Punkt 
B  bedeutet.  Man  sieht,  dass  die  Schwingungsdauer  im  allgemeinen  ab- 
hängig ist  von  der  Oscillations weite,  wie  wir  es  auch  §.26  sahen.  Ist  h 
jedoch  klein,  so  convergirt  die  Reihe  sehr  rasch,  und  ist  es  sehr  klein,  so 
kann  schon  das  erste  Gied  der  Reihe,  welches  /*  enthält,  ohne  Einfluss 
^^ein.  Das  ist  der  bisher  von  uns  angenommene  Fall.  In  den  meisten  Füllen 
genügt  es  nun,  wenn  man  bis  zum  zweiton  Gliedc  der  Reihe  fortschreitet; 
nämlich  dann,  wenn  die  Amplitude  10^  nicht  überschreitet.  Der  Ausdnuk 
für  die  Schwingungsdauer  wird  dann 


'  - '  ■  1/-K' + ^.)- 


Nun  ist,  wenn  wir,   wie  in  §.  27,  den  Ausschlagswinkel  des  Pendels 
mit  A  bezeichnen, 

h  _  BO  —DO 

l  ~         l 


=  1  —  cos  yl  =  2  sin  ^  4  ^ 


und  somit  bei  solch  kleinen  Amplituden 

t  =  n   .  ]/—  {l+  -i  sin-  i  A     . 

§.  :n. 

Bestimmung  von  g.      Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  des  Pen- 
dels ist  die  Bestimmung  der  Grösse  ^,    der  Beschleimigung  beim  freien 


g.  31. 


U   b<Hl     0    Uo  lu 


Fall,  du  liiere  Or        a  f  k    n   u 
andern  Wege  mit  e  ncr  31  nl  chcn 
Iten&iiiglieit     bcHt  m    t     «ein 
iann,  als  iliii'ch  Bc  la  I  tun^  der 
Pendelschwingungen.     Man   I  c 
i))>athtet  dazu  m  t  n    };L  her  l  c 
nakiigkeit  die  Sei  w  ng  ngs  la  er 
einesPenilel^,I>cstinin  t  I  ol  [nj,e 
deä  uiatlieniatLsel  en  1  en  1  1    glc 
eher  Sehwing'iuig  1     er     n  1  1 
rechnet  dann<7.  Die  euuiffe'i  hw 
ri^ckcit  iHt  die  Bc  t     n   nj,    le 
Lün^e  de»   niati  emat     h  n        l 
dem  ]>hf:<üehen      xlr  n     hw  n 
V-enden  Pendels.    Man  kann  h  u 
anf  einem  dfti>]ieUen  W  f,e  ^ 
langen;  entweder  gib    man  1 
Pendel  eine  gcouietr     M  e  tui 
ic  Gestalt,  nnd  sorf,t  lafü      la  a 
die  Maüso  dcif  Pen  lel   Überall  1  o 
ffleii-he  Dichtigkc  t  1  at      o    laa 
man   das    Triigh    t  raon  cnt    les 
Pendels  berechnen  k    n     1  e  en 
Weg^plilugenBorla,  ow  e  V  a 
und  Biot  lioi  ibrrnßc  t  nj.  n 

von  ff  ein;  oder    nan  gilt    le 
Pendel  eine  soUhe  Form     1 
ninn    an   ihm   ex]    nmentell    1  c 
Lunge    des     mit      hm       n  h  on 
schwingenden       n  athe    a       1 
Pendels  bestimmen  kann     I 
lere  Methodeist  von  Itohnenlier^ei 
angegelien  und  vor/.ngsweiwe  von 
Kater  ansgefUhrt  worden. 

Die  Anordnung  der  Versuche, 
wie  <ie  Uorda  imd  H])Uter  Arago 
Hn.l  Uiol  anwandten,  xcigt  Fig.  H 
Bas  IVnilel  GB  besteht  ans  dtln 
anni  PUtindraht,  an  welchem 
'■n  eine  Kugel  von  l'latin  lic- 
fr'ligt.  i^it.  Das  Pen'lel  ist  be- 
['■'tilrt  an  einem  stiihlemen  P 
ma.  Jas  mit  seiner  untern  scharfen 
Kante  anf  einer  auf  dem  eisernen 
Tri^erf/'W  aufgelegten  in  ihrei- 
Mitte  lum  Durehlassen  dea  Pcn- 
'H:=<liirchhohrten  Platte  vonStahl 
"Iw  Achat  aufsteht  DadasPris- 
in»  und  die  Kleranivorrithtung, 
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welche  den  Draht  holt,  an  den  Oscillationen  Theil  nimmt  und  ein  nicht  zu 
vernachlässigendes  Gewicht  hat,  so  würde  die  Schwingungsdauer  des  Pen- 
dels auch  von  der  Vertheilung  der  Masse  des  Prismas  abhängen.  Dadurch 
würde  es  schwierig  sein,  durch  Rechnung  das  Pendel  auf  ein  mathematisches 
zu  reduciren,  da  man  der  Aufhängevorrichtimg  nicht  eine  so  einfache  geo- 
metrische Gestalt  geben  kann,  wie  sie  zur  Berechnung  des  Trägheitsmoments 
erforderlich  ist.  Zur  Umgehung  dieser  Schwierigkeit  richtete  Borda  die 
Aufhängevorrichtung  so  ein,  dass  sie  auf  die  Schwingungsdauer  des  Pendels 
gar  keinen  Einiluss  hatte.  Wegen  der  unter  dem  Prisma  angebrachten,  zur 
Aufnahme  des  Platindrahtes  dienenden  Klemmvorrichtung  liegt  der  Schwer- 
punkt der  ganzen  Auf  hängevonichtung  unterhalb  der  Schneide.  Stellt  man 
daher  das  Prisma  ohne  angehängtes  Pendel  auf  die  Unterlage,  so  schwingt 
es  selbst  als  Pendel  hin  und  her.  Um  nun  die  Schwingungsdauer  dieses 
kleinen  Pendels  verlängern  zu  können,  ist,  wie  die  Figur  zeigt,  in  der  Mitt« 
des  Prismas,  gewissermaassen  als  eine  nach  oben  gerichtete  Verlängerung 
des  Pendelfadens,  eine  Schraubenspindel  aufgesetzt,  auf  welcher  ein  Lauf- 
gewicht auf  und  nieder  bewegt  werden  kann.  Durch  eine  Hebung  des  Lauf- 
gewichtes wird  der  Schwerpunkt  der  Aufhängevorrichtung  der  Schneide 
näher  gebracht,  \md  damit  wird  die  Schwingungsdauer  derselben  eine 
grössere.  Denn  nennen  wir  die  Masse  der  Aufhängevorrichtung  w,  den  Ab- 
stand ihres  Schwerpunkts  von  der  Schneide  a  und  das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  die  Schneide  Ä*,  so  ist  die  Schwingimgsdauer 

f   g .a.iir 

es  wächst  somit  ^,  wenn  a  kleiner  wird.  Das  Laufgewicht  wurde  nun  so 
gestellt,  dass  die  Schwingungsdauer  der  Aufhängevorrichtimg  für  sich  ge- 
nau gleich  war  der  Schwingungsdauer  des  ganzen  zusammengesetzten  Pen- 
dels. Dann  ist  die  Schwingungsdauer  des  ganzen  Pendels  dieselbe,  als 
wenn  es  nur  aus  dem  Auf  hängedraht  und  der  unten  angehängten  Kugel  be- 
stände. Sei,  um  das  nachzuweisen,  K  das  Trägheitsmoment  des  Fadens 
und  der  unten  angehängten  Kugel  A  der  Abstand  des  Schwerpunktes  die- 
ser beiden  Theile  von  der  Schneide,  und  M  die  Masse  von  Faden  und  Kugel. 
Ist  nun  die  Schwingungsdauer  des  ganzen  Pendels  ebenfalls  gleich  /,  so  ist 


^__     ./         ^  +  Ä" 


—Vj 


(am  -{-AM) 

da  das  Trägheitsmoment  eines  zusammengesetzten  Köqiers  gleich  ist  der 
Summe  der  Trägheitsmomente  der  Bestandtheile,  und  das  statische  Moment 
mehrerer  Kräfte  gleich  ist  der  Summe  der  statischen  Momente  der  einzel- 
nen Kräfte.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber 

k      ^  kjj-  K 

g .am        g  (am  -\-  A  M) 

und  daraus  unmittelbar 

k-\-  K ^ K 

g  (am  +  A  .  M)       g  .  A  .  M 
oder  auch 


t  =  n  .  1/ i — 

V  g  ,  A  . 


M 
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Bei  den  eigentlichen  Versuchen  zur  Bestimmung  von  g  war  die  Kugel 
von  Platin;  um  aber  zu  untersuchen,  ob  der  Werth  von  //  für  alle  Sub- 
stanzen genau  derselbe  sei,  wurde  die  Kugel  zuweilen  gewechselt.  Deshalb 
war  die  Kugel  nicht  direct,  sondern  durch  ein  ganz  kleines  Ansatzstück  li^ 
welches  unten  concav  als  Theil  einer  Kugelfläche,  deren  Radius  gleich  dem 
der  anzuhängenden  Kugeln  war,  befestigt.  Die  Kugel  wird  mittels  einer 
ganz  dCinnen  Wachsschiclit  in  diese  Vertiefung  eingeklebt.  Dadurch  ist 
^gleichzeitig  ermöglicht,  die  Kugel  an  verschiedenen  Stellen  ihrer  OberflUche 
anzukleben,  um  so  zu  untersuchen,  ob  der  Mittelpunkt  der  Kugel  auch  der 
Schwerpunkt  derselben  ist. 

Das  Pendel  wurde  an  einem  festen  schmiedeeisernen  Träger  EGF 
Fig.  40  aufgehängt,  welcher  in  einer  massiven  steinernen  von  belebten 
Strassen  entfernten  Mauer  derartig  l>efestigt  und  durch  iStreben  E  unter- 
stützt war,  dass  er  weder  durch  äussere  Stösse,  noch  auch  durch  dio 
Schwingimgen  des  Pendels  die  geringste  Bewegung  annahm.  Auf  diesen 
TrSger  war  bei  g  die  gut  polirte  Platte  von  Stahl  oder  Achat  fest  aufge- 
.««etzt,  auf  welcher  die  Schneide  der  Aufhängevorrichtung  aufstand. 

Das  Pendel  hing  dann  vor  einer  gut  regulirten  astronomischen  Uhr 
herab,  so  dass  man  gleichzeitig  die  Bewegung  des  zu  den  Beobachtungen 
dienenden  und  des  Pendels  der  Uhr  tibersehen  konnte.  Schliesslich  war 
Uhr  und  Pandel  von  einem  Glasgehäuse  umgeben,  welches  etwaige  Luft- 
.•^tromungen  von  dem  Pendel  abhielt. 

Zur  Bestimmung  von  g  bedarf  es  nun  zunächst  der  Kenntniss  der  Länge 
des  mathematischen  Pendels,  welches  mit  dem  physischen  isochron  schwingt., 
also  des  Werthes 

Dazu  ist  es  nothwendig,  die  Länge  f  des  Fadens,  das  Gewicht  des  Fadens 
und  den  Radius,  sowie  das  Gewicht  der  Kugel,  zu  dem  wir  ohne  merklichen 
Fehler  das  Gewicht  des  Ansatzstückes  B  hinzuziehen  können,  zu  messen. 
Die  Länge  des  Fadens,  deren  Bestimmung  vor  Construction  des  Katheto- 
uieters  mit  einiger  Schwierigkeit  verknüpft  war,  ist  mit  Hülfe  dieses  Moss- 
apparates  leicht  zu  erhalten.    Borda  brachte  eine  genau  horizontale  Platte 
durch  eine  Mikrometerschraube  mit  dem  tiefsten  Punkte  der  Kugel  zur  Be- 
rührung und  maass  dann  mit  Hülfe   eines  Maassstabes  den  Abstand  der 
Platte  von  der  Schneide.    Jetzt  visirt  man  mit  einem  Kathetometer  einmal 
die  Schneide  und  dann  den  tiefsten  Punkt  der  Kugel,  so  dass  der  horizon- 
tale Faden  des  Fadenkreuzes  gerade  als  Tangente  der  Kugel  erscheint.    Die 
Differenz  der  Stellungen  des  Kathetometerfemrohrs  gibt  dann  die  Länge  des 
Fatlens  plus  dem  Durchmesser  der  Kugel.     Lst  das  Pendel  länger  als  die 
Skala  des  Kathetometers,  so  visirt  man  zunächst  die  Schneide  un<l  irgend 
feinen  zwischen  dem  obem  \md  unt^jm  Ende  des  Pendels  liegenden  Punkt, 
iietzt  dann  das  Kathetometer  tiefer  und  visirt  dann  von  neuem  den  eben 
visirten  Punkt  und  darauf  den  tiefsten  Pimkt  der  Kugel. 

Um  den  Durchmesser  der  Kugel  zu  erhalten,  kann  man  sich  des  Sphäro- 
nieters  bedienen,  oder  genauer,  man  bestimmt  den  Gewichtsverlust  der 
KiiKel  beim  Eintauchen  derselben  in  Wasser  von  bestimmter  Temperatur, 
ni  welcher  Weise,  wird  später  hervortreten,  wenn  wir  die  Methoden  zur 
Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes  der  festen  Körper  besprechen.    Die 
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Differenz  zwischen  den  Ablesungen  des  Kathetometers  und  dem  Dnrchmesser 
2  r  der  Kugel  gibt  dann  die  Länge  f  des  Fadens. 

Da  der  Faden  überall  dieselbe  Dichtigkeit  hat,  so  liegt  sein  Schwer- 
punkt in  dem  Abstände  ^  f  von  der  AufhJingeaxe;  der  Schweri)unkt  der 
Kugel  liegt  in  ihrem  Mitteli)unkte.  Ist  daher  p  das  Gewicht  des  Fadens, 
P  das  Gewicht  der  Kugel,  so  ist 

Das  Trägheitsmoment  des  Fadens  erhalten  wir  in  folgender  Weise. 
Sei  q  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens,  so  ist  das  Gewicht  eines 
unendlich  kleinen  Stückchens  von  der  Länge  dx  gleich  q  .  dx.  Befindet  sich 
dieses  Stückchen  im  Abstände  x  von  der  Schneide,  so  i.st  das  Trägheits- 
moment dieses  Stückchens 

-   '  X' .  dx 
V 

und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Fadens 


o 


Nun  ist  q  '  f  =  p  gleich  dem  Gewichte  des  Fadens,  somit 

i  ^    g      ' 

Das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  eine  durch  ihren  Mittelpunkt 
gehende,  der  Schneide  parallele  Axe  ist 

l  —   •  ?    . 

Da  diese  Axe  sich  im  Abstände  /*  +  r  von  der  Drehungsaxe  des  Pen- 
dels befindet,  so  wird  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  diese 
Axe 

somit 

A'=  A-,  +  A,  =  I  |-  .  r^  +  I  ^  j,'-'  +  (/•+  0«) 

und  schliesslich  die  Länge  /  des  matheniatitschen  Pendels 


p.^+p\f+r\ 


Da  die  Länge  f  des  Fadens  und  der  Radius  der  Kugel  von  der  Temperatur 
abhängig  sind,  so  ändert  sich  auch  die  Länge  /  des  Pendels  mit  der  Tem- 
peratur. Ist  daher  die  Temperatur  bei  den  Beobachtungen  nicht  immer 
dieselbe  und  zwar  jene,  bei  welcher  die  Längenmessungen  durchgeführt 
sind,  so  muss  man  eine  (.^orrection  an})ringen,  um  die  für  jeden  Versuch 
gültige  Länge  des  Pendels  zu  erhalten.  Ist  Faden  und  Kugel  von  demselben 
Metall  und  t  die  Temperatur,  bei  welcher  die  Längenmessungen  vorgenom- 
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men  sind,  i^  die  Temperatur,  bei  welcher  die  Schwingungen  heol)achtet  wer- 
den, so  ist  die  zur  Bestimmung  von  g  in  llechnung  zu  ziehende  Länge  f 

r  =  /(i+«(A-/)), 

wenn  a  den  Au«dehnungscoefficienten  des  Metalls  bedeutet.  Die  Werthe 
von  a  für  die  verschiedenen  Metalle  werden  wir  im  dritten  Bande  kennen 
lernen  ^), 

Um  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  mit  grösster  Genauigkeit  zu 
iM^stinimen,  vergleicht  man  die  Schwingungen  des  Beobachtungspendels  mit 
«Jenen  des  ühri>endels.  Zu  dem  Zwecke  beobachtet  man  die  Schwiugungcn 
Jes  durch  einen  kleinen  Stoss  in  Bewegimg  gesetzton  Pendels  mit  Hülle 
eines  dem  Apparate  gegenüber  in  der  Kichtung  />//  in  einer  Entfernung 
von  melirem  Metern  aufgestellten  Femrohrs. 

Man  sieht  dann,  wenn  man  durch  das  Fernrohr  auf  den  Apparat  hin- 
blickt,  das  Pendel  der  Uhr,  auf  welches  man  vorher  einen  feinen  verticalen 
Strich  gezogen  hat,  und  das  davor  aufgehängte  Pendel  gesondert  durch  das 
Gesichtsfeld   gehen.     Da  nun  das  eine  der  Pendel   immer  etwas   rascher 
schwingt  als  das  andere,  nehmen  wir  an,  das  raschere  sei  das  Pendel  GB^ 
so  werden  nach  einigen  Schwingungen  die  beiden  Pendel  zugleich  in  das 
Gesichtsfeld  treten  und  sich  decken.    Diesen  Zeitpunkt  einer  Coincidenz  der 
beiden  Pendel  wählt  man  zum  Ausgangspunkte  der  Beobachtungen.     Um 
ihn  genau  zu  erhalten,  beginnt  man  die  Beobachtungen  schon  etwas  früher; 
man  sieht  dann,  dass  bei  den  aufeinanderfolgenden  Durchgängen  die  Pendel 
?ich  immer  näher  rücken,   bis  sie  endlich  bei  einem  Durchgänge  zur  Co- 
incidenz  kommen.     Bei  den  dann  weiter  folgenden  Schwingungen  eilt  dann 
das  Pendel  GB  vor,   so  dass  nach  einiger  Zeit  das  Pendel  GB  schon  eine 
rückgängige  Bewegung  hat,  während  das  Uhri)endel  noch  eine  vorwärts- 
gerichtete Bewegung  besitzt.    Dabei  kommt  dann  wieder  ein  Zeitpunkt,  in 
welchem  die   beiden   Pendel  sich  wieder   in  der  Mitte  des   Gesichtsfeldes 
decken,  aber  jetzt  mit  entgegengesetzt  gerichteter  Bewegung.     Dann  hat 
das  Pendel  GB  eine  Oscillation  mehr  gemacht  als  das  Pendel  der  Uhr  von 
dem  als  Ausgangspunkt  der  Bewegung  gerechneten  Zeitpunkt  der  vorigen 
Coincidenz  an.     Weiterhin  eilt  dann  das  Pendel  GB  immer  mehr  vor,  es 
geht  bald  wieder  in  gleicher  Richtung  mit  dem  Uhrpendel  durch  das  Ge- 
sichtsfeld und  kommt  dann  wieder  mit  dem  Uhrpendel  zur  Coincidenz  wie 
bei  der  ersten  Beobachtung.    Bei  dieser  zweiten  Coincidenz  hat  das  Pendel 
^wei  Schwingungen  mehr  gemacht,  und  so  bei  jeder  folgenden  Coincidenz 
jwlesmal  eine  Schwingung  mehr.     Setzen  wir  nun  voraus,  dass  das  Uhr- 
p»*ndel  genau  Sekunden  schwingt,  und  dass  man,  während  man  Vu  Coinci- 
«iirnzen  beobachtet  hat,  an  dem  Sekundenzeiger  der  Uhr  n  Sekunden  abliest, 
»»0  ist  die  Schwingimgsdauer  /  gleich 

n  +  m 

I)iese  Art  die  Schwingungen  des  Pendels  zu  beobachten,  die  Methode 
*^^r  Coincidenzen,  bietet  eine  Reihe  von  Vorthoilen      Zunächst  leitet  man 

'j  Genaueres  Über  die  BeBtimmuug  der  Peudellänge  und  insbesondere  über  den 
£iufia^  der  aln  Drehungsaxe  dienenden  Schneide  auf  die  Länge  des  Pendels  sehe 
Bian:  F.  W.  Bessel  Untersuchungen  über  die  i^ünge  des  einfachen  Sekundenpendels. 
Ani  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  für  1826. 
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iVie  Daner  einer  Schwingung  aus  der  Beobachtung  einer  sehr  grossen  Zahl 
(n  -\-  w)  Schwingungen  ab ;  der  bei  der  Zeitmessung  begangene  Fehler  wird 
deshalb  durch  die  Division  mit  dieser  grossen  Zahl  beträchtlich  verkleinert 
Femer  kann  man  bei  der  Beobachtung  mit  dem  Fenirohr  den  Zeitpunkt 
der  einzelnen  Coincidenz  scharf  ])eobachten.  Schliesslich  bedarf  es  nur  einer 
sehr  scharfen  Beobachtung  der  ersten  und  letzten  Coincidenz;  ja  man  kann 
sogar,  nachdem  man  die  zweite  Coincidenz  Ijeobachtet  und  so  jedenfalls  mit 
grosser  Annäherung  die  zwischen  zwei  Coincidenzen  liegende  Anzahl  r  von 

Sekunden  erhalten  hat,  die  Beobachtungen  bis  kuiv.  vor  der  letzten  Coinci- 

w 
denz  unterbrechen,   indem  djinn  der  Coefficient  -    ==  m  uns  die  Anzahl  der 

'  r 

Coincidenzen  liefert. 

Zur  Berechnung,  von  </  müssen  die  Schwinpriings<lauem  auf  unendlich 
kleine  Btigen  reducirt  werden.  Sind  die  Bögen  überhaupt  nur  sehr  klein, 
so  genügt  es  das  Mittel  aus  der  ersten  und  letzten  Amplitude  zu  nehmen. 
Man  misst  zu  dem  P]nde  die  Amplituden  an  einem  hinter  dem  Pendel  an- 
gebrachten Gradl>ogen,  den  man  gleichzeitig  mit  dem  Pendel  im  Femrohr 
sehen  kann.  Ist  die  erste  Amplitude  A^,  die  letzte  ./!„,  so  setzt  man  in 
der  Gleichung 


/  =  ^.]/|(l+isin^^yl) 


Will  man  bei  der  Rechnung  strenge  verfahren,  so  hat  man  zu  beachten« 
dasß  die  Dauem  der  einzelnen  Schwingungen  unter  einander  nicht  ganz  gleich 
sind,  und  dass  der  gefundene  Mittelwerth  /  nicht  gerade  die  Schwingungs- 
dauer  des  Pendels  bei  der  so  bestimmten  Ami)litude  Ä  ist.  Es  würde  das 
nur  der  Fall  sein,  wenn  die  Schwingungsdauer  sich  in  einfach  linearer  Weise 
mit  dem  Bogen  änderte,  und  wenn  weiter  die  aufeinander  folgenden  Bögen 
immer  um  dieselbe  Grösse  kleiner  würden.  Beides  ist  nicht  der  Fall;  dass 
ersteres  nicht  der  Fall  ist,  zeigt  unsere  Gleich img  für  die  Schwingungs- 
dauer,  und  dass  letzteres  nicht  der  Fall  ist,  ergibt  die  Beobachtung.  Die- 
selbe zeigt  nämlich,  dass  nicht  die  Differenzen  der  aufeinander  folgenden 
Schwingungsbögen  constant  sind,  sondern  dass  dieselben  in  einem  constan- 
ten  Verhältnisse  stehen,  oder  dass  die  Schwingungsbögen  eine  geometrische 
Reihe  bilden.    Sind  ab-o  A^,  A^  , , .  Ap  die  einzelnen  Bögen,  so  ist 

A^  =  k  ,  Ai'^  A.^  =  k  ,  A^  =^  k' .  A^  , . .  Ap  =^  k^^ .  Ai , 

wenn  wir  mit  k  einen  echten  Bruch  bezeichnen. 

Da  wir  bei  den  liier  vorausgesetzten  kleinen  Bögen  die  Sinus  noch  den 
Bogen  proportional  setzen  können,  so  dürfen  wir  auch  schreiben 

sin  ^  -/Ijj  =  A- .  sin  ^  A^^ ;  sin  ^  A^  =  Ar* .  sin  J  >lj . . .  sin  J  Ap  =  Ä:**~* .  sin  ^  Aj, 

und  zur  genauem  Berechnung  von  //  erhalten  wir  dann  folgende  Gleicbimgen, 
wenn  wir  mit  ^, ,  /^  ...  /p  die  Dauer  der  ersten,  zweiten  etc.  bis  zur  letzten 
Schwingung,  für  welche  wir  p  =  m  -\-  v  setzen,  bezeichnen: 


k 


(,=„yi(l+^,m'.^A,) 
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<,  =  «|/I(l+iÄ*.8inHA) 


/p  =  « j/-^-  (1  +  i  .  Ä»»-^  sin  i  A,). 

Die  Summe  aller  dieser  Schwingiingsdauem  ist  gleich  der  Dauer  n  der 
ganzen  Beobachtung.  Bilden  wir  die  Sunmie  aller  dieser  Gleichungen,  so 
erhalten  wir  deshalb  auf  der  linken  Seite  w,  und  die  Gleichung  wird 

n  =  ny^[p  +  i  sin*  i  ^1  (1  +  Ä;^  +  Ä*  +  . .  .  .  k^^-^)\ 
Die  Summe  der  geometrischen  Reihe  ist  ])ekanntlich 

somit  wird  1 A  I     ^  I    •  ^  1   .    ^^'-^  \ 

«  =  «  ^^  y  \P  +  i  «in-  i  A^  -^3^  |, 

worin  Ar  nach  dem  eben  angeführten  Gesetze  au»  zwei  aufeinander  folgenden 
Amplituden,  oder  aus  der  ersten  und  letzten  Amplitude  gegeben  ist  durch 

An  dem  so  berechneten  Werthe  für  g  sind  dann  noch  2  Correctionen 
anzubringen;  das  Pendel  schwingt  niimlich  in  der  Luft,  durch  deren  Gegen- 
wart das  Gewicht  des  Pendels  vermindert  wird  (in  welcher  Weise,  das  wer- 
den wir  später  zeigen),  und  die  Bewegung  des  Pendels  wird  durch  die  Rei- 
bung der  Luft  verzögert..  Die  Anbringung  dieser  beiden  Correctionen  kön- 
nen wir  indess  hier  nicht  besprechen  ^).  Zweitens  gilt  der  so  gefundene 
Werth  von  g  nur  für  den  Ort,  an  dem  man  ihn  bestimmt  hat.  Im  nächsten 
Kapitel  wird  sich  ergeben,  dass  der  Wei-th  von  g  mit  der  Erhebung  von 
der  Erdoberfläche,  resp.  dem  Meeresniveau  kleiner  wird;  wir  werden  dort 
auch  zeigen,  wie  wir  den  beobachteten  Werth  auf  das  Meeresniveau  re- 
duciren. 

Borda  erhielt  auf  diese  Weise  für  g^  in  Paris  unter  48"  50'  14"  n.  Br. 
rwlucirt  auf  die  Meereshöhe,  * 

(7  =  9^80882; 

Biot  fand  unter  denselben  Verhältnissen 

g  =  9,8089G, 

zwei  Werthe,  die  sich  nur  um  0,14  Mm.  unterscheiden. 

Borda  sowohl,  wie  auch  später  Bessel  haben  dann  weiter  gezeigt.,  dass 
<fer  Werth  von  g  identisch  derselbe  ist,  aus  Welcher  Substanz  man  auch  die 
Kugel  des  Pendels  wählt;  daraus  folgt  dann  mit  aller  Strenge,  dass  die 
Schwere  auf  alle  Körper  gleichmässig  wirkt,  dass  alle  Körper  ]»eim  freien 
Fall  die  gleiche  Beschleimigung  erhalten. 

§.32. 

Bestimmung  von  g  mittels  des  Keversionspendels.    Die  im  vorigen 
^iragraphen  besprochene  Methode  zur  Bestimmung  von  g  leidet  an  einer 

\i  Man  sehe  darüber  Bessel  a.  a.  0.  und  0.  E.  Meyer  Poggend.  Aim.  Bd.  CXLII. 

^^tiM,  Physik.  I.    3.  Aufl.  8 


1 14  Bestimmnnpr  von  g.    Rpvorflionspendel.  §.  32. 

Unsicherheit,  nämlich  ob,  wie  es  bei  der  Berechnung  des  Triigheitsmomen- 
tos  vorausgesetzt  werden  muss,  die  Kugel  am  untern  Ende  des  Pendels 
auch  tiberall  dieselbe  Dichtigkeit  besitzt.  Von  dieser  Unsicherheit  ist  die 
zweite  der  vorhin  erwähnten  Methoden  frei,  welche  die  Länge  des  mit  dem 
physischen  isochronen  Pendels  auf  exi^eriment^llem  Wege  bestimmt.  Die 
Methode  wurde  im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  von  dem  Astronomen  Boh- 
nenberger  zu  Tübingen  vorgeschlagen  und  später  besonders  von  dem  eng- 
lischen Naturforscher  Kater  zur  Messung  der  Länge  des  SekundenpendeU» 
benutzt.  Das  Verfahren  beruht  auf  einer  besondem  Eigenschaft  des  Schwin- 
gungspunktes des  physischen  Pendels.  Ftihrt  man  nämlich  durch  den 
Schwingungspunkt  eines  i^hysischen  Pendels  eine  der  Aufhängeaxe  de« 
Pendels  parallele  Axe  und  hängt  dann  an  dieser  als  Drehungsaxe  das 
P(mdel  auf,  so  ist  die  Schwingungsdaucr  des  Pendels  bei  dieser  Aufhängung 
genau  gleich  derjenigen  bei  der  frühem  Aufhängung.  Da  nun  der  Abstand 
des  Schwingungspunktes  von  der  Drehungsaxe  gleich  ist  der  Länge  des 
mathematischen  l^endels,  welches  dieselbe  Schwingungsdauer  hat  wie  das 
physische  Pendel,  so  gibt  uns  der  A])stand  der  beiden  Schneiden  die  Länge 
dos  mathematischen  Pendels,  mit  der  wir  den  Werth  von  g  zu  berechnen 
haben. 

Wir  können  diese  Eigenschaft  des  Schwingungspunktes  leicht  nach- 
weisen mit  Hülfe  des  im  §.21  abgeleiteten  Satzes,  dass  wenn  das  Träg- 
heitsmoment eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schweri>iinkt  ge- 
ftihrie  Axe  gleich  ist  M ,  n",  dass  es  dann  in  Bezug  auf  eine  mit  dieser 
parallel«^  und  im  Abstand  z  von  ihr  befindliche  gleich  ist  M  (ar  +  r"). 

Ist  nämlich  M  die  Masse  unseres  Pendels  und  z  bei  der  erst<?n  Auf- 
hängung der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe,  so  i.st  die 
Länge  des  maMiematischen  Pendels  von  gleicher  Schwingungsdauer 

Sei  bei  der  zweiten  Aufhängung  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der 
Drehungsaxe  gleich  /,  so  ist  der  Abstand  der  beiden  Schneiden  gleich 
r  -{-  r'  und  die  Ijänge  des  mathematischen  Pendels 

l  =  z  +    :>• 
Ist  nun  die  Schwingungs<lauer  in  beiden  Fällen  dieselbe,  so  folgt  auch 

oder 


Diese  iJleichung  besteht  erstens,  wenn  z  =  z  ist;  wenn  also  der  Schwer- 
punkt des  Pendels  in  der  Mitie  zwischen  den  beiden  Schneiden  liegt.  lat 
ilas  aber  <ler  Fall,  so  können  wir  aus  der  Gleichheit  der  Schwingungsdauem 
nur  auf  die»  Gleichheit  der  beiden  Werthe  von  /  und  /'  scliliesnen,  ohne  daiSM 
der  Abstand  der  beiden  Schneiden  z  -^  z'  gleich  /-  zu  sein  braucht.  Ist  aber 
z  von  z'  verschieden,  su  kann  die  (ileicliung  nur  erfüllt  sein,  wenn 


IB2. 
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Pig.  41. 


S 


somit  wenn  ?  =  ^  -i_  / 

ist  Liegt  daher  der  Schwerpunkt  nicht  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Schnei^ 
den,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  der  Schwingungsdauem,  dass  die  zweite 
Sehneide  durch  den  Schwingungspunkt  geht,  somit  dass  der  Abstand  der 
beiden  Schneiden  gleich  ist  der  Länge  des  mathematischen  Pendels  mit 
gleicher  Dauer  der  Schwingungen. 

Das  auf  diesen  Satz  l)asirte  Kater'sche  Pendel  Fig.  41  besteht  aus 
einem  Messingstabe,  der  an  seinen  beiden  En<len  mit  Spitzen  ver- 
seben ist,  um  hei  der  Beobachtung  der  Schwingungen  die  in  dem 
vorigen  Paragraphen  besprochene  Methode  der  Coincidenzen  an- 
wenden zu  können.  Die  beiden  Schneiden  *S'  und  S^  sind  ein  für 
allemal  an  dem  Pendel  unveränderlich  und  zwar  so  befestigt,  dass 
das  fertige  Pendel  ungefähr  jede  Sekunde  eine  Schwingung  voll- 
föhrt  Unterhalb  der  einen  Schneide  S^  ist  eine  Metalllinso  an- 
gebracht, welche  den  Schweqiunkt  des  Pendels,  das  im  übrigen 
in  Bezug  auf  die  beiden  Schneiden  symmetrisch  eingerichtet  ist, 
aieher  unterhalb  die  Mitte  von  SS^  herab,  also  näher  zu  S^  legt. 
Zwischen  den  beiden  Schneiden  ist  auf  dem  Pendel stabo  eine  Masse 
m  mit  Reibimg  verschiebbar,  und  ausserdem  ])efindet  sich  an  einer 
andern  Stelle  eine  zweite  Masse  >»,,  welche  durch  eine  in  dem 
Ringe  Ji  befestigt«  Mikrometerschraube  eine  kleine  Verschiebung 
auf  und  ab  erhalten  kann. 

Man  hängt  das  Pendel  nun  zunächst  an  die  eine  der  Schnei- 
den, etwa  Sy  und  beobachtet  in  der  vorher  beschriebenen  Weise 
seine  Schwingungsdauer.  Darauf  hängt  man  das  Pendel  um  und 
bewirkt  durch  eine  Verschiebung  der  Massen  m  und  w, ,  dass  bei 
dieser  Aufhängung  die  Schwingungsdauer  ganz  genau  dieselbe  ist. 
Hat  man  das  erreicht,  so  hat  man  nur  mit  dem  Kathetometer  den 
Abstand  der  Schneiden  zn  messen,  und  die  so  gefundene  Länge 
in  die  Gleichung  zur  Berechnung  von  p  für  die  Länge  l  des  Pen- 
dels einzusetzen,  also  in  die  Gleichung 

„  =  « l/I  1^,  +  j.  sin*  ^  A,  '^^jI  ), 

worin  die  Bedeutung  der  Zeichen  dieselbe  ist  wie  im  vorigen  Para- 
graphen. 

Eine  vollkommene  Uebereinstimmung  der  Schwingungsdauem 
i.4  nur  schwierig  zu  erreichen;  wenn  man  indess  die  Lage  des 
Schwerpunktes  in  dem  Pendel  bestimmt,  so  kann  man  aus  der 
Beobachtung  der  beiden  Schwingungsdauern  leicht  die  Schwingungs- 
dauer eines  Pendels  ableiten,  dessen  Länge  gleich  ist  dem  Absümde 
der  beiden  Schneiden.  Sei  wie  vorhin  der  A))stand  des  Schwer- 
punkts von  der  einen  Schneide  gleich  r,  von  der  andern  gleich  Tj, 
Wid  gei  die  bei  der  ersten  Auf  hängimg  beobachtete  Schwingungs- 
'^w  /j.  die  bei  der  zweiten  beobachtete  gleich  Z^- 

Der  Abstand  der  beiden  Schneiden  ist  dann  z  -{-  z^,  uml  die 
ß^wingungsdauer  eines  mathematischen  Pendels  von  dieser  Länge 

8* 


m. 


n 


s' 
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Ist  itf  die  Masse  des  Pendels  und  Ma^  wie  vorher  das  Trägheitsmoment  in 
Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerimnkt  gehende  den  Schneiden  parallele 

Axe,  so  ist 


'i  =  « •  K  -  —  •  •  •  •  0 


(2) 

g 


t^ 


=  «-K!i±£i....(3), 


g 

wenn  wir  die  Correction  wegen  der  Amplitude,  welche  hier  genau  dieselbe 
ist  wie  vorhin,  der  Kürze  wegen  ausser  Acht  lassen. 

Nun  folgt 

aus  (1)  . . .  ^,  =  ^^^  (4) 

aus  (2)...  fi-',*=J?  +  Y  ••••  (5) 

aus  (3)...  5  //=r.+  |-'....  (6) 
Aus  (5)  und  (6)  folgt 

a  .  A  .  f,2  =  «^  -f.  «>! . . .  .  (7) 

«'.•^•'.'=V+ «"••••  (8) 
Subtrahiren  wir  (8)  von  (7),  so  wird 

und  setzen  wir  hierin  den  Werth  von  -^  aus  (4), 
und  diese  Gleichung  nach  t  aufgelöst  gibt 


Z  4¥* 


Dieser  Werth  in  die  Gleichung  (1)  eingesetzt  liefert 


<Jl     

^  -  -I  9 


Bei  der  letzteren  Gleichung  ist  zu  beachten,  dass  für  f^  und  /^  die  anf 
unendlich  kleine  Schwingungen  reducirten  Schwingungsdauem  zu  nehmen 
sind. 

Mit  einem  solchen  Pendel  erhielt  Kater  für  die  Länge  eines  Pendels, 
welches  in  einer  Sekunde  seine  Schwingung  vollführt,  imter  der  Breite  von 
Paris  und  im  Niveau  des  Meeres 

7  =  0,9938606. 


j.  33.  AnweiKlung  des  l'endelB  Ijci  Uhren, 

Danm  ergibt  sich  der  Werth  von  g  nach  der  Gleichung 


Y^ 


j  =  «* .  0,0038606  =  9,80004, 
eine  Zahl,  welche  mit  der  von  Biot  gefundenen  faat  genau  übereinstimmt. 


§.  33, 

Anwandong  des  Pendels  bei  Uhren.  Da  die  (Schwingungen  eines 
P«ndelä  von  gcgcl>ener  LSnge  eine  ganz  hestimmte  Daner  haben,  ho  kann 
miin  sich  derxelben  zu  ZeitjncBSungen  liedieaen. 

Deshalb  findet  das  Pendel  ^eine  ausgedehnteste  Anwendung  bei  den 
rhren.  Die  Einrichtung  der  Uhren  ist  im  wesentlichen  folgende.  Um  eine 
Walze  <J  (Fig.  42J  ist  ein  Faden  geschlungen,  an  dessen  Knde  sieh  ein  Ge- 
wicht F  befindet,  welche»  beim  Herabsinken  bewirkt,  das«  sich  die  Walze 
dreht.  Auf  die  Walze  ist  ein  gezähntes  Rad  //  mit  schri^^  geschnittenen 
Zähnen  aufgehetzt.  An  einer  mit  der  Axo  der  Walze  fiaraltelen  Drehungs- 
ue  Ä  ist  ein  l*endel  AGB  aufgelijtngt,  welches  durch  seine  Schwingungen 
einem  Stift  CD  und  einem  mit  dem  Stift  verbun<lenen  Do|i{)elhaken  GK 
»ine  hin-  und  hergehende  Hewegung  ertheÜt.  Die  umgebogenen  Enden  des 
Dofpelhakens  greifen  in  die  Ziihne  des  Kades  11.  Bewegt  sieh  nun  das  Pen- 
del und  hebt  sich  der  Haken  bei  f,  so  sinkt  das  Gewicht  und  die  Walze 
dreht  sich;  während  dess  senkt  sieh  jedoch  die  andere 
Seite  des  Doppelhakens,  greift  in  die  ZUhne  des  Ra<les  *''^'  **■ 

ein  und  hemmt  die  Drehung  der  Walze.  Bei  der  fol- 
genden Schwingimg  hebt  sich  nun  diese  Seite,  die  Walze 
dreht  sich  wieder,  bis  das  Ende  IC  neuerdings  in  das 

Bad  eingreift,  aber  nicht  in  denselben,  sondern  in  den 

feienden  Zahn  des  Rades.     FUr  Je  zwei  Oscillutionen 

des  Pendels  dreht  sich  also  die  Walze  um  einen  Zahn 

weiter.     Die  Walze  dreht  sich  somit  wUhrond  gleicher 

Zeilen,  die  durch  die  Schwingungen  des  Pendels  ge- 
geben sind,  um  gleiche  Winkel;  und  ist  an  ihrer  Axe 

ein  Zeiger   befestigt,    der   sich   vor  einem   ZifferblatLc 

dreht,  so  schreitet  auch  der  Zeiger  in  gleichen  Zeiten 

um  gleiche  Bögen  fort.     Hat  das  Rad  z.  6.  30  Ziihne 

md  Tollfahrt  das  Pendel  in  der  Sekunde  eine  Schwin- 
gung, so  wird  der  Zeiger  sich  in  einer  Minute  um  das 

gMie  Zifferblatt  bewegen,  und  ist  der  Umkreis  desselben 

in  fiO  Theile  getheilt,  so  entspricht  jeder  Theilstricli 

einer  Sekunde.     Wie   man  nun  mittels  {las.send  ange- 

Whter  Raderwerke  die  Bewegimg  der  Zeiger  ändern, 

Sekunden-  und  Minutenzeiger  anbringen  kann,  ist  leicht 

«sichtlich.    Nur  ist  zu  erwähnen,  dass  die  Stellung  der 

^Ume  und  Haken  derartig  ist,  dass  der  Haken  jcdes- 

"iil,  wenn  er  gehoben  wird,  zugleich  einen  Anstoss  er- 

Ut,  wodurch  die  Bewegung  des  Pendels,  welche  sonst  durch  die  Reibnug 

»iftiSren  würde,  erhalten  wird. 
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Um  die  Bewegung  der  Uhr  zu  reguliren,  ist  die  Linse  B  an  der  l'endel- 
ölange  verrfchiebbar  angebracht;  ein  Heraufsehieben  beschleunigt,  ein  Heral>- 
ziehen  verzögert  die  Bewegung.  Dadurch  ist  es  möglich  zu  bewirken,  daüs 
das  Pendel  gerade  in  der  gewünschten  Zeit  eine  Schwingung  vollführe. 

§.34. 

Allgemeine  Anwendung  der  Fendolgesetze.  Es  wird  im  Laufe 
unserer  Untersuehimgen  häufig  \msere  Aufgabe  sein,  Kräfte  zu  messen, 
welche  zwar  den  verschiedensten  Ursprung  haben,  sich  aber  durch  An- 
ziehungen und  Abstossimgen  äussern.  Wir  haben  dann  zwei  Mittel  diese 
Kräfte  zu  messen:  entweder  halten  wir  der  Kraft  durch  eine  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  wirkende  an  ihrem  Angriffspunkte  das  Gleichgewicht; 
diese  Methode  gibt  meist  nur  angenähert  richtige  Resultate;  oder  wir  mes- 
sen die  Heschleunigung,  welche  sie  einer  bekannten  Masse  m  ertheilt.  Be- 
zeichnen wir  diese  Beschleunigung  mit  G^  ßo  ist  nach  §.14  und  15  die 


Kraft  P  gegeben  durch 


p=:  a  ,m. 


Zur  Bestimmung  der  Beschleunigung  ist  nun  das  genaueste  Mitt<»l,  ein 
Pendel  unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  schwingen  zu  lassen.  Sind  die  Kräfte 
einer  festen  Richtimg  parallel,  oder  sind  sie  wie  die  Schwerkraft  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtet,  welches  hinlänglich  weit  entfernt  ist,  so  dass 
man  sie  in  Bezug  auf  ein  kleines  Pendel  als  parallel  ansehen  kann,  so 
beobachtet  man  die  Schwingungsdauer,  welche  dasselbe  unter  Wirkung  die- 
ser Kräfte  annimmt.  Nach  der  in  §.  28  gemachten  Bemerkung  ist  dann 
diese  Schwingungsdauer  gleich 

t  =  7t ,  y  jj^ 

wenn  K  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  und  D  das  Drehungsmoment  be- 
deutet, welches  die  wirksame  Kraft  dem  Pendel  in  einer  zur  Richtung  der 
Kraft  senkrechten  Lage  ertheilt.  Die  Beschleunigung,  welche  diese  Kraft 
jener  Masse  ertheilt,  die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe  die 
Masse  des  Pendels  ersetzt,  ist  dann 

^  =  a:' 

und  da  K  die  Masse  ist,  der  jene  Beschleunigung  ertheilt  ist,  so  erhalten 
wir  für  die  Grösse  der  Kraft  in  gewöhnlichem  Maasse,  das  heisst  in  Druck- 
einheiten 

P=QX=D, 

so  dass  also  schon  der  Nenner  des  Ausdrucks  imter  dem  Wurzelzeichen  im 
Ausdruck  für  die  Sehwingungsdauer  uns  die  gesuchte  Grösse  der  Kraft 
gibt,  indem  wir  den  Ausdruck  für  t  nach  D  auflösen 

Aendert  sich  die  Grösse  der  Kraft  mit  dem  Abstände  vom  anziehenden 
Mittelpimkte,  so  können  wir  durch  Annäherung  oder  Entfernung  des  Pendels 
von  demselben  auch  das  Gesetz  ableiten,  nach  welchem  die  Kraft  sich  ändert 
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Die  Pendelgesetze  finden  noch  weitere  Anwendung;  wir  werden  noch 
mehrfach  schwingende  Bewegungen  von  Körpern  um  eine  bestimmte  (Jleich- 
gewicht^lage  beobachten,  deren  Schwingungödauer  von  der  (rrösse  der  Am- 
plitude unabhängig  ist.    Wir  schliessen  daraus  dann  stets,  dass  die  Ki'aft, 
welche  diese  Schwingungen  veranlasst,  dem  Ausschlags winkel  i)roportional 
ist,  oder  dass  bei  einem  Ausschlagswinkel  a  diese  in  der  Abstandseinheit 
von   der  Drehungsaxe   angreifende  Kraft  gleich  F  .  a  ist.     Die  Kraft  F^ 
welche  das  auf  den  schwingenden  Körper  wirkende  Drehungsmoment  gibt, 
wenn  der  Werth  von  a  gleich   1  wird,  also  auch  den  in  dieser  Lage  auf 
die  Masse,  welche  die  Masse  des  Körpers  in  der  Abstandseinheit  von  der 
Drehungsaxe  ersetzt,  wirkenden  Druck  bedeutet,  erhalten  wir  dann  eben- 
falls aus  der  Beobachtung  der  Schwingungsdauer  t.    Ist  K  das  Trägheits- 
moment des  schwingenden  Körpers,  so  ist  gerade  wie  in  den  vorher  be- 
sprochenen Fällen 

F-    ^^,   . 

Es  ergibt  sich  das  aus  der  Ueberlegung,  dass  die  Kraft  F  in  diesem 
Falle  ganz  an  <lie  Stelle  des  Gewichts  an  dem  unter  der  Wirkung  der 
Schwere  schwingenden  Pendel  tritt,  indem  ja  bei  <liesem  die  Kraft  bei  dem 
AusschlagS¥rinkel  a,  so  lange  derselbe  nur  klein  ist,  gleich  Pz  .  a  ist.  Die 
Kraft  J^^  bewirkt  also  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle  die  schwingende  Be- 
wegung, wie  die  Kraft  Pz  bei  dem  unter  Wirkung  der  Schwere  schwingen- 
den Pendel;  beide  müssen  also  auf  dieselbe  Weise  aus  der  beobachteten 
Schwingungsdauer  abgeleitet  werden. 

Ebenso  benutzen  wir  die  Pendelgesetze  in  manchen  Fällen  zu  einer 
experimentellen  Bestimmung  der  Trägheitsmomente,  wo  die  Formen  oder 
die  Vei-theilung  der  Massen  der  schwingenden  Körper  eine  Berechnung  <ler- 
selben  nicht  zulassen.  In  welcher  Weise  das  geschehen  kann,  möge  kurz 
an  ebem  Beispiele  angedeutet  werden.  Man  hänge  an  einem  Metalldraht 
einen  Stab  in  seiner  Mitte  so  auf,  dass  der  Stab  horizontal  schwebt.  Ist 
der  Draht  oben  ganz  fest  eingeklemmt,  so  nimmt  der  Stab  eine  bestiimnte 
Lage  an;  stösst  man  ihn  dann  an,  so  voUfllhrt  er  in  horizontaler  Ebene 
S<:bwingungen  um  seine  Gleichgewichtslage,  deren  Dauer  von  der  (irösse 
der  Schwingungen  imabhängig  ist.  Es  ergibt  sich  somit ,  dass  auf  den  Stab 
eine  Kraft  wirkt,  welche  der  Ablenkung  des  Stabes  von  der  (rleichgewichts- 
lage  proportional  ist;  dieselbe  rührt,  wie  wir  später  nachweisen  werden, 
daher,  dass  der  Draht  um  eine  in  ihm  liegende  Axe  gedreht,  dass  er 
tordirt  ist.  Bezeichnen  wir  diese  Kraft  mit  F  und  das  Tr^vgheitsmoment 
des  Stabes  und  Drahtes  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  mit  if,  so  ist  nach 
der  vorhin  gemachten  Bemerkung 


'Yr 


Um  nun  K  experimentell  zu  bestimmen,  hängen  wir  etwa  mit  Hülfe  einer 
Schlinge  von  ganz  feinem  Draht  an  den  Stab  an  .jeder  Seite  des  Auf  hänge- 
^Irahtes  und  in  gleichen  Abständen  r^  von  demselben  ein  (»ewicht,  dessen 
Masse  mit  der  der  Drahtschlingc  gleich  M  sei.  Da  jetzt  das  Trägheits- 
moment der  schwingenden  Masse  ein  anderes  ist,  so  wird  auch  die  Schwin- 
gungsdauer eine  andere;  bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  nach  dem 
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Anhängen  der  Gewichte  mit  Äi,  so  wird  die  Schwingungsdauer  sein 

.      ''  =  -■[/?• 

m 

Das  X^ägheit^moment  K^  ist  nun  gleich  dem  frühem  Trägheitsmoment  K 
plus  dem  Trägheitsmoment  der  angehängten  Gewichte.  Bezeichnen  wir  nun 
•  das  Trägheitsmoment  jedes  der  angehängten  Gewichte  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwei-punkt  der  Gewichte  gehende  verticale  Axe  mit  Jf .  a*, 
so  ist  das  Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  die  Drehimgsaxe  des 
horizontalen  Pendels  gleich  M  {ar  +  ^i*)-  Denn  jedes  der  Gewichte  hängt 
sich  80,  dass  sein  Schwerpunkt  senkrecht  unter  dem  Aufhängepunkt  liegt; 
die  Verbindungslinie  des  Aufhängepunkts  mit  dem  Schwerpunkt  ist  also 
jene  Axe,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  des  Gewichtes  gleich 
31  a*  ist.  Da  nun  diese  Axe  dem  Auf hängedraht  parallel  und  im  Ab- 
stände Tj  von  derselben  befindlich  ist,  so  ist  das  Trägheitsmoment  jedes 
der  Gewichte  in  Bezug  auf  den  Auf  hängedraht  gleich  M  (a*  -f-  j\^).  Da- 
mit wird 

und 


^  =  «  .  1 /g  +  2  3f^«' +  *•.') 


Wir  hängen  dann  dieselben  Gewichte  in  einen  Abstand  r^  von  der  Drehungs- 
axe  und  beobachten  die  Schwingungsdauer  /g,  dann  ist 


=  « .  |/^±jjf^(' 


<,  =  «  .  1/K+2M  («»_+ V), 


Die  drei  beobachteten  Schwingungsdanern  liefern  dann  die  Gleichungen 

F .  /,2  =  «2  (if  4-  2  Ma^  +  '2  Jtfr,*) 
r .  f/  =  n^{K+2Ma*  +  2  Mr/). 

Subtrahiren  wir  von  der  zweiten  die  dritte  Gleichung,  so  wird 

j"  —  ^  — n — Tä — \^) 

und  wenn  wir  diesen  Werlh  von  F  in  die  erste  Gleichung  setzen  und  na.ch 
K  auflösen 


K = i^  .''-Yp'^J:^ (B) 


Wir  erhalten  somit  den  Wcrth  von  K  ausgedrückt  in  lauter  bekannten 

P 

Grössen,  da  die  Masse  M  jedes  der  angehängten  Gewichte  P  gleich  ist  — . 

Die  Gleichung  ( A)  zeigt  gleichzeitig,  dass  wir  aus  so  geführten  Be- 
obachtungen auch  direct  die  Grösse  der  bewegenden  Kraft  ableiten  können, 
ohne  dass  wir  den  Werth  des  Trägheitsmomentes  K  zu  berechnen  haben. 

Man  sieht  demnach,  wie  das  Pendel  in  der  einen  oder  andern  Form 
für  die  experimentelle  Physik  einer  der  wichtigsten  Apparate  ist;  wir  wer- 
den fast  stets  zur  Messung  von  Kräften  von  demselben  Gebrauch  machen. 
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§.  35. 

Centripetalkraft  und  Centrifugalkraft.  Wir  haben  sowohl  bei  der 
fortschreitenden,  als  bei  der  drehenden  Bewegung  gesehen,  dass  die  Masse 
eines  Körpers  vermöge  der  Trägheit  der  Materie  jeder  Aendenihg  des"  Be- 
wegungszustandes ein  Uindcmiss  entgegensetzt,  welches  durch  die  Wirkung 
der  Kraft  überwunden  werden  muss.  Demgeniäss  sahen  wir,  dass  die  Be- 
schleunigung, welche  ein  Körper  erfahrt,  abhängig  ist  von  dem  Verhältniss 
der  Kraft  zur  bewegten  Masse.  Bei  den  drehenden  Bewegungen  tritt  die 
Trägheit  der  Materie  in  einer  noch  auffallendem  Weise  in  einer  andern 
Richtung  hervor. 

Bei  dieser  Bewegimg  wird  nämlich  in  jedem  Augenblick  die  Richtung 
des  beweglichen  Körper?  geändert,  indem  die  augenblickliche  Bewegimgs- 
riehtiing  st^ts  mit  der  Tangente  der  Bahn  zusammenfällt,  in  der  sich  der 
Körper  bewegt.  Vermöge  der  Trägheit  hat  dann  der  Kr)r))er  das  Bestreben, 
in  der  einmal  angenommenen  Bewegungsrichtung  zu  verhaiTcn. 

Soll  nun  der  Köq)er  seine  Bewegungsrichtung  ändern,  soll  er  in  einer 
kreisförmigen  Bahn  verharren,  so  muss  auf  ihn  eine  Kraft  wirken,  welche 
ihn  dem  Centnim  der  Bahn  soviel  nähert,  als  die  Bahn  selbst  von  der  Tan- 
gente sich  entfernt.  Diese  Kraft,  welche  bei  jeder  drehenden  Bewegung 
vorhanden  sein  muss,  imd  die  den  Körper  stets  nach  dem  Mittelpunkt  sei- 
ner Bahn  hinzieht,  heisst  die  Centripetalkraft. 

Der  Centripetalkraft  genau  an  Grösse  gleich  und  ihr  entgegengesetzt 
iii  die  Centrifugalkraft.  Dass  diese  Kraft  vorhanden  sein  muss,  und  dass 
in  Folge  derselben  der  Körper  auf  den  Mittelpunkt  der  Bahn  einen  genau 
ebensolchen  Zug  ausüben  muss,  wie  vom  Mittel^rnnkt  her  auf  ilm  ausgeübt 
wird,  das  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  §.14  näher  besprochenen  Prinzips 
der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung.  Wir  nehmen  dieselbe  auch 
l>€i  jeder  drehenden  Bewegimg  wahr.  Ist  der  im  Kreise  bewegte  Körper 
an  einem  Faden  befestigt,  so  ist  es  der  Zusammenhang  des  Fadens,  der  ihn 
nach  dem  Mittelpunkt  hinzieht,  der  Faden  ist  gespannt,  ein  Beweis,  dass 
der  Köqier  einen  ebenso  starken  Zug  auf  den  Mittelpunkt  ausübt,  als  der 
iit,  welcher  ihn  aus  der  geradlinigen  Bewegung  ablenkt.  Reisst  der  Faden, 
?«  bewegt  sich  der  Köqier  einfach  in  der  Tangente  der  Bahn  weiter. 

Die  Centrifugalkraft  ist  also  weiter  nichts  als  der  Widerstand,  den  der 
träge  Körper  der  Aenderung  seiner  Bewegungsrichtung  entgegensetzt;  hört 
die  Centripetalkraft  auf,  so  auch  die  Centrifugalkraft,  indem  der  Körper 
sich  dann  in  der  Richtung  seiner  Be- 
wegung von  der  Drehungsaxe  entfernt. 
Es  ist  leicht,  aus  den  bisher  ge- 
wonnenen Sätzen  die  Grösse  der  Cen- 
trifngalkraft  oder  Centripetalkraft  ab-  / 
zuleiten. 

Es  bewege  sich  ein  Körper  A  mit 


Fi«.  43. 
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der  Masse  m  in  einem  Kreise  um  <len     \  I  '\  / 

/ 


Mittelpunkt  0  (Fig.  43),  mit  welchem      \ 
w  durch  einen  Faden  verbunden  ist.         ^ 


M> 


Er  habe  beim  Beginn  der  Bewegung  '^'--^_  i'  '_^--^\ 

flne  constante  nach  AB  gerichtete  Ge-  A         c  B 
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schwindigkeii  erhalten.  Nach  einer  sehr  kleinen  Zeit  t  sei  er  in  M  ange- 
kommen; er  hat  den  Bogen  uiM  beschrieben,  den  wir  so  klein  voraussetzen, 
dass  wir  ihn  mit  der  Sehne  AM  zusammenfallen  lassen  dürfen.  Die  ur- 
sprünglich dem  Körper  ertheilte  Geschwindigkeit  hätte  ihn  nach  C  gebracht^ 
der  Zusammenhang  des  Fadens  hat  ihn  in  derselben  Zeit  durch  die  Strecke 
CM  =  AD  gezogen,  er  wirkt  also  wie  eine  Kiuft,  welche  in  derselben  Zeit 
den  Köq)er  nach  D  gezogen  hätte;  AM  ist  dann  nach  dem  Satze  vom  Pa- 
rallelogramm der  Bewegiuigen  die  Diagonale  des  aus  AC  und  AD  con- 
struii*ten  Rechteckes.  Da  wir  AM  als  sehr  klein  voraussetzen,  können  wir 
ilie  (.'entnpetalkratl  während  der  Zeit  als  constant  und  nach  AO  gerichtet 
annehmen,  wir  haben  dann,  wenn  wir  dieselbe  mit  F  bezeichnen, 

'-  m       ' 

andererseits  ist,  wenn  wir  mit  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  seiner 
Bahn  bezeichnen, 

AM  =  V  .1 

Ferner  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Geometrie 

^J/-  =  2/i.  .17), 

wenn  B  den  Radius  <los  Kreises  bedeutet.    Setzen  wir  hierin  für  AM  imd 
AT)  ihre  Wert  he,  so  i.st 


und  daraus 


ü-  ,  r  =  R  *       •  /- 

tu 


Damit  sich  also  der  Körper  im  Kreit^e  drehe,  muss  ihn  an  jeder  Stelle 
seiner  Hahn  eine  Kraft  nach  dem  Mittelimnkte  ziehen,  die  proportional  ist 
der  Masse  des  Körpers,  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit,  und  die  um- 
gekehrt proi>ortional  ist  dem  Radius  des  Kreises,  in  welchem  der  Körper 
sich  bewegt. 

Mit  gleicher  Kraft  wirkt  die  Centrifugalkraft  entgegen  und  spannt, 
wenn  der  Körper  an  einein  Faden  befestigt  ist,  den  Faden.  Gleitet  der 
Körper  in  einer  Rinne,  so  übt  der  Rand  derselben  auf  ihn  in  jedem  Augen- 

blicke  einen  Druck  aus  gleich  — ir— ,  und  mit  gleicher  Kraft  drückt  der  Kör- 
per gegen  den  Rand  der  Rinne. 

Man  kann  dem  Ausdrucke  für  die  Centrifugalkrail  eine  manchmal  be- 
quemere Form  geben,  indem  man  beiU'htet,  dass  der  Umfang  des  Kreifie« 
'Znli  mit  der  Geschwindigkeit  v  in  einer  Zeit  T  durchlaufen  wird,  also 

Setzen  wir  <len  hieraus  sich  ergebenden  Ausdruck  für  v  in  die  Gleichua^ 

für  F  ein,  so  wird 

\n^ R  .  m 

Man  kann  das  Dasein  der  Centrifugalkraft  durch  eine  Menge  sehr  ein- 
facher Versuche  nachweisen.    Wenn  man  ein  an  einem  Faden  befestigte tS 
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Erlmltiio^;  lU'r  lloUiiiunwlwni 
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mit  Watfuer  gefülltes  Oeßss  »elir  ra4it.h  im  Kreide  in  der  Vcitii^alebene 
hemiudi-lileudert,  so  filllt  kein  Trojil'L'n  WasKer  heraiiK,  weil  bei  der  ratschen 
Bewegung  das  Wasser  gegen  den  Boden  dea  GeffiMMes  mit  einer  Kraft  drückt, 
welche  senkrecht  gegen  den  Krcisutufang  gerichtet  und  stiirker  iut  alH  das 
Gewicht  des  Wauacrs. 

Ks  gibt  Apparate,  mit  denen  man  diese  Kraft  messen  kann.  Kinc  me- 
UlU.sohe  Aie  EF  (Fig.  44\  die  vertii;al  auf  einem  festen  TiKchc  steht,  kann 
luiltel:^  einer  Kurbel  M,  j.,    ^^ 

deren  Zahnrad  C  in  ein 
an  der  Axe  befestigtes 
Zahnrad  D  eingreift,  in 
Butation  verselat  werden. 
Aufder  Axe  ist  ein  Recht- 
eck TABU  befestigt,  dcM- 
sen  eine  Seite  TU  aus 
einem  cylindristihen  Stabe 
ljpr.t«ht ,  der  Itelieliig 
bcraiisgennmmen  werden 
kann.  Man  kann  auf  die- . 
£en  Stab  eine  durchbohrte  * 
Kugel  S  schieben,  deren 
Gewicht  gleich  I'  sei,  und 
iwtKchen  die  Kugel  und 
die  Seite  T  eine  Feder  R 
einüelzen,  die  mit  einem 
üeiger  versehen  ist,  um  den  Druck  ku  l)piitimmen,  welchen  die  Kugel  auf 
sie  ausübt.  Setzt  man  mittels  der  Kurbel  den  Ap|Hirat  in  rusdie  Btitation, 
Ml  beschreibt  die  Kugel  anfangs  eine  Spirale;  l>uld  alwr  <lrückt  die  Kugel 
gegen  die  Feder  und  drückt  sie  bis  auf  einen  ]>estimmten  L'unkt  zu.vammen. 
Dann  lieschreibt  sie  einen  Kreis,  und  der  auf  die  Feder  ausgeübte  Druck 
miäst  die  (-'entrifugulkraft.  Man  wird  finden,  dass  der  Druck  mit  dem  vor- 
hin durch  Rechnung  bestimmten  der  gleiche  ist,  dass 


Dass  die  Ocntrifugaikrafl  proportional  dem  Gewichte  der  rotirenden 
K5rper  ist,  kann  man  an  einem  sehr  hübschen  Versuche  sehen.  Erset/.t 
man  den  Messingstab  des  vorigen  Verüui-hes  durch  eine  geschlossene  Glas- 
t3hre,  in  welcher  Luft,  Wasser,  ein  Stückchen  Kork  und  eine  Itlcikugel 
eingeschlossen  ist,  so  sieht  man  liei  der  Rotation  des  Apparates  die  Luft 
im  Centnim  des  Kreises  am  nSc)isten,  das  Stückchen  Kork  sich  anf  dio 
^m  Centnim  zugewandte  Seite  des  Wassers  legen,  und  die  Bleikugel  sich 
Ins  ans  Ende  der  Rühre  bewegen,  selbst  wenn  die  Rrthre  gegen  den  Mittel- 
pnaVt  des  Kreises  stark  geneigt  ist. 


§.  ;J6. 
EihAltung  der  Botationsebeno.    In  gleicher  Weise,  tue  ein  Körper 
™  der  drehenden  Bowegimg  der  Aenderung  der  Bewegungsrichtung  in  sei- 
^  Bahn  einen  gewissen  Widerstand  leistet,  welcher  sich  in  der  Centri- 
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fugalkraft  iUiäsert,  so  auch  strebt  ein  rotirender  Köri)er  in  der  Ebene, 
welcher  er  rotirtj  zu  verharren.  Jeder  Theil  des  Körpers  beschreibt  Ufi) 
lieh  bei  meiner  Bewegung  einen  ebenen  Kreis,  und  in  jedem  Augenblic 
besitzt  derselbe  eine  nach  der  Tangente  des  Kreises  gerichtete  Geschwiadi 
keit.  Wenn  man  nun  den  rotirendcn  Körper  so  drehen  will,  da^s  die  Ebei 
in  der  sieb  jeder  Punkt  desselben  bewegt,  mit  ihrer  ursprünglichen  La 
einen  Winkel  bildet,  bo  musa  ebenfalls  die  Uichtung  der  Bewegung  gefindt 
werden. 

Dazu  bedarf  es  aber  ebenso  einer  Kraft,  wie  zu  der  Aendening  d 
Bcwogungsrichtung  in  der  Botati ons ebene.  Wirken  demnach  keine  itusse 
Kräfte  auf  einen  solchen  rotirenden  Körper  ein,  so  bleibt  er  in  seiner  La) 
so  dasü  die  von  den  einzelnen  Punkten  beschriebenen  Kreise  stets  dercselb 
Ebene  parallel  bleiben. 

Man  sieht  diese»  »ehr  deutlich  an  einem  schmalen  Bade  oder  eii 
schmalen  Seheibe,  welche  sofort  umfallen,  wenn  man  sie  ruhend  auf  di 
Bande  vertieal  aufstellen  will,  welche  aber  in  der  verticalen  Ebene  fo 
rollen,  wenn  man  nie  in  rasche  Drehung  um  eine  horizontale  Axe  verset 
Dasselbe  zeigt  sich  in  dem  Beharren  der  sogenannten  freien  Axen  rotin 
der  Körper.  Dreht  sich  nämlich  der  Körper  um  eine  Axe,  um  welche  i 
Masse  deaselben  ganz  symmetrisch  vertheilt  ist,  so  zwar,  dass  die  Kcbw 
punkte  aller  einzelnen  auf  der  Axe  senkrechten  Schichten  auf  der  A 
liegen,  dann  übt  die  Cenlrifugalkraft  nach  allen  Kichtiingen  hin  einen  gl 
eben  Zug  auf  die  Axe  auf,  ihre  Wirkung  hebt  sich  also  auf.  Eine  solt 
Axe,  welche  durch  ilie  Cenlrifugalkraft  gar  keinen  Zug  erfilhrt,  nei 
man  eine  freie  Axe.  Dass  eine  solche  Axe  ihre  Uichtung  im  Raui 
beibehillt,  sieht  man  sehr  deutlich  an  dem  Bohnenberger'schen  Appara 
Dersellte  besteht  aus  drei  in  einander  liegenden  Eingen,  in  deren  innersti 
eine  Kugel  in  rasche  Rotation  versetzt  werden  kann.    Der  üusserstc  Ring 
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(Fig.  45)  ist  fest  vertical  aiifgesl^Ut. 
zweite  Ring  B  kium  sich  in  dem  ersten  i 
eine  verticale  Axe  frei  drehen.  Der  dri 
Hing  C  kann  sich  in  dem  zweiten  um  ei 
Axe  frei  drehen,  welche  mit  der  Drehimj 
axe  des  zweiten  Ringes  einen  rechten  W 
kcl  bildet,  und  die  Kugel  J)  endlich  ist  i 
eine  auf  dieser  senkrechten  Axe  drehb 
An  der  Axe  der.  Kugel  ist  eine  kleine  Rr 
angelu-acht,  um  welche  ein  Faden  vielfa 
geschhmgen  werden  kann.  Zieht  man  *■ 
Faden  sehr  rai<ch  ab,  während  man  « 
Hing  festhUlt,  so  nimmt  die  Kugel  eine  s  ■ 
rasche  JlotatJon  um  ihre  Axe  an. 

Man  sieht,  durch  diese  dreifache  A 
htingimg  kann  sich  die  Axe  der  Kugel  g" 
frei  nach  allen  Richtungen  drehen;  r» 
die  Kugel  nicht,  so  bringt  auch  <ler  leise 
Dnick  eine  Drehung  der  Axe  hervor.  J 
man  aber  die  Kugel  mittels  raschen  - 
t    Ziehens  der  Schnur  in  schnelle  Rotation  « 
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detzt,  ao  mag  man  den  Apparat  drehen  und  wenden  wie  man  will,  die  Aie 
der  Kugel  bleibt  sich  immer  parallel.  Sehr  deutlich  Hiefat  man  inn,  wenn 
man  den  Apparat  aitf  der  Centrifiigalmaschine  befestigt  und  diese  dann  in 
Rotation  versefat;  die  Richtung  der  Drehungsaxe  wird  dadurch  nicht  ge- 
Eitdert 

Ganz  dleaelbe  Erscheinung  zeigt  isich  bei  dem  bekannl^rn  Kindernpiel- 
leng,  dem  Kreisel.  Wenn  derselbe  nicht  rotirt,  sn  tUllt  er  auf  die  Spitze 
gestellt  sofort  um,  weil  er  sich  dann  im  Zustande  <\es  labilen  Gleichgewichts 
befindet,  Rotirt  er  dagegen,  so  Rillt  er  nicht  um,  fclIiMt  wenn  die  Axe 
gegen  die  Verticale  geneigt  ist,  aL<«o  der  Kreisel  durch  die  i^chwerkraft  um- 
j(eworfen  wUrde,  wenn  er  nicht  rotirte. 

Wie  gross  der  Widerstand  ist,  den  ein  rolirender  Körper  einer  Aen- 
ilening  der  Rotationsebene  entgegensetzt,  fUhlt  man  sehr  deutlich,  wenn 
man  versucht,  die  Axe  der  rotirenden  Kugel  im  Dohnenber^er'schen  Ap- 
parat zu  drehen.  Noch  auffallender  zeigt  ex  sich  an  einem  Versuche,  wei- 
ther den  Mechanikus  Fessel  auf  die  Constniction  eines  beMondem  A]iparates, 
d«  FesBersclien  Rotationsapparates,  führte.  j,,^  ^^ 

Wenn  man  eine  an  ihrem  Rande  mit  einem  star- 
ken llestiingwulste  versehene  Scheibe  auf  einer  Axe 
Wfestigt,  welche  wie  die  Bohnenberge r'sche  Kugel 
in  einem  Ringe  angebracht  iet,  nun  die  t^cbcibe  in 
wbr  rasche  Rotation  versetzt  und  dann  den  Ring  in 
^  m  (Fig.  46)  bezeichneten  Weise  an  einem  Fadt;n 
ufhlngt,  so  sinkt  Ring  und  Scheibe  nicht  herab, 
sondern  bleibt  frei  schweben,  weil  beim  Herabuinken 
öne  Aenderung  der  Rotationsebene  eintreten  würde, 
reicher  die  Rotation  entgegen  wirkt,  obwohl  das  Gewicht  des  Apparates 
'»gen  der  Schwungscheibe  ein  ziemlich  bedeutendes  i.it. 

Dagegen  sieht  man  an  diesem 
Apparat«  sowohl  als  am  Kreisel  eine 
"■dere  auf  den  ersten  Rück  höchst 
'iffallende  Erßcheinimg;  die  Scbeilie 
■"^ht  »ich  um  den  verticalen  Faden 
"*  eitler  der  Rotation  der  Scheibe  in 
'''''em  Ringe  entgegengesetzten  Rich- 
**ftg,  wobei  zugleich  ein  stetiges  He- 
*^b  der  Drebiingsaxe  stattfindet. 

Zu  allseitiger  Darstellung  dieser 

^*^cheinungen  dient  der  Fessel'sclie 

^«Mationsappai-at     ( Fig.    47 ).       Die 

!*<iheibe  mit  dem  Ringe  von  Fig.  4ti 

***t  nach  Art  der  Bohnenberger'schen 

■^■«fhingnng  in  einem  zweiten  Ringe 

'*«teBligt,  an  welchem  sich  ein  Stiel 

^*«fiadet,  welcher  in  der  Gabel  (t  um 

^^1»  horizontale  Axe  drehbar  befestigt 

^^Tri.    Die  Gabel   befindet   sich   auf 

ftuttr  verticalen  im  Puss  des  Appa- 

™tei  drehbaren  Axe.     An  der  Ver- 
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Itlngening  des  Stieles  können  Gewichte  angebüngt  werden,  um  die  rotirende 
Scheibe  ganz  oder  zum  Theil  zu  äquilibriren.  Hangt  nun  die  Scheibe  ganz 
frei,  und  rotii*t  sie,  so  sieht  man  eine  Drehung  der  Scheibe  mit  den  Ringen 
um  die  verticale  Axe  iil  dem  eben  bezeichneten  Sinne;  ist  sie  ganz  Sc|ui- 
librirt,  so  liilngt  die  Schei])e  ganz  ruhig,  als  wenn  sie  nicht  rotirte;  ist  da- 
gegen das  Uebergewicht  auf  der  andern  Seite  des  Stieles,  so  drelit  sich  die 
ganze  Vorrichtung  in  einer  der  vorhin  angegebenen  entgegengesetzten  Rich- 
tung um  die  verticale  Axe,  also  in  der  Richtung  der  Rotation  des  Rades. 

Dass  alle  diese  Erscheinungen  nur  Folge  der  tangentialen  (lesch windig- 
keit der  einzelnen  Theile  der  Scheibe  sind,  hat  Poggendorf  in  sehr  fasslicher 
Weise  gleich  nach  dem  Bekanntwerden  des  Fesserschen  Apparates  gezeigt-. 

Wird  nämlich  die  Drehungsaxe  der  rotirenden  Scheibe  zuerst  hori- 
zontal gehalten,  wie  Fig.  40,  und  die  Scheibe  in  der  Verticalebene  rotiren 
gelassen,  so  wird  beim  Loslassen  der  Scheibe,  wenn  sie  nicht  durch  ein 
Cie wicht  im  (lleichgewicht  gehalt<?n  wird,  zunächst  die  Schwere  einwirken 
und  die  Vonichtung  ein  wenig  sinken  machen. 

Durch  dieses  Sinken  tritt  eine  geringe  Drehung  der  Scheibe  um  eine 
horizontale  Axe  ein,  und  dadurch  wird  die  Bewegimg  der  Theilchen  der 
Scheibe  vorn,  wo  sie  aufsteigen,  und  hinten,  wo  sie  hinuntersinken,  gest«3rt.. 
Dieselben  haben  eine  verticale  Geschwimligkeit,  die  Scheibe  nimmt  dagegen 
eine  etwas  geneigte  Lage  an.  Die  verticalen  Geschwindigkeiten  der  Tlieil- 
chen  treten  dalier  vom,  wo  sie  aufsteigen,  zur  Rechten,  hinten,  wo  sie  ab- 
steigen, zur  Linken  aus  der  Scheibe  heraus.  Da  nun  die  Theilchen  der 
Scheil)e  ihnen  nicht  mehr  ganz  folgen  können,  so  üben  sie  einen  Zug 
senkrecht  auf  die  Scheibe  aus,  vom  nach  rechts  hin,  hinten  nach  links  bin. 
Beide  Wirkimgon  unterstützen  sich,  und  die  Folge  davon  ist  eine  Drehung 
der  ganzen  Von-ichtung  um  die  verticale  Axe  und  zwar  von  oben  gesehen 
umgekehrt,  wie  die  Bewegung  eines  Uhrzeigers  stattfindet. 

Sobald  aber  nun  diese  Drehimg  der  Vorrichtung  um  die  verticiile  Axe 
beginnt,  wird  auch  die  Bewegung  der  Theilclien  unten,  wo  sie  sich  nach 
vom,  oben,  wo  sie  sich  nach  hinten  bewegen,  gestört.  Die  augenblicklichu 
<.ieschwindigkeit  derselben  tritt  unten  nach  links  und  oben  nach  rechts  aus 
der  augenblicklichen  Stellung  der  Schei))e  hervor.  Zerlegen  wir  sie  in  zwei 
(V)inj>onenton,  eine  in  der  Richtung  der  augenblicklichen  l^ewegimg  der 
Scheibe  und  eine  darauf  senkrechte,  so  sieht  nuin  sofort,  wie  dadurch  an 
dem  tiefsten  Punkte  des  Scheibendurchmessers  ein  Zug  nach  links  und  am 
hfx-hsten  ein  Zug  nach  rechts  entsteht.  Beide  Kräfte  zusammen  müssen  die 
Drehungsaxe  der  Scheibe  ein  wenig  heben,  also  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  bewegen,  in  welcher  die  Schwere  ursprünglich  das  Bestreben 
hatte,  die  Axe  zu  drehen. 

Ist  dagegen  dem  (Jewichte  d(;r  Vorrichtung  durch  ein  gleiches  Gegen- 
gewicht das  Gleichgewic'lit  gehalten,  so  fehlt  der  erste  Impuls,  der  die 
Scheibe  ein  wenig  dreht,  die  Wirkung  der  Schwere,  tleshalb  tritt  gar  keine 
Bewegung  i*in. 

Ist  aber  das  Gegengewicht  schwerer,  so  ist  die  Wirkung  eine  gcrail^ 
entgegengesetzte,  wie  eine  dt>r  vorigen  ganz  analoge  Betrachtung  unmittel- 
bar ergibt. 

Die  Bewegung  der  R/>tationsaxe  des  Kreisels  auf  einem  Kegel  um  die 
Verticalrichtung  wird  man  sich  b'icht  auf  die  gleirhe  Weise  ableiten  können. 
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Foiicaiilt*8  Pendelversuch.  Ein  schwingendes  Pendel  hat  el)enso 
das  Bestreben,  stets  in  derselben  Verticalebene  zu  ^^ch winden,  indem  auch 
an  diesem  die  einzelnen  Theile  in  ebenen  Curven,  in  Kreisbogen,  sich  l)e- 
wegen.  Wenn  daher  keine  seitliche  Einwii-kung  auf  das  Pendel  stattHnilet, 
so  wird  es  stets  in  derselben  Ebene  sclnvingen. 

Diese  Eigenschaft  des  Pendels  hat  der  französische  Physiker  Foucault 
benutzt,  um  einen  experimentellen  Beweis  für  die  Axendrehung  der  Erde 
m  liefern.  Man  denke  sich  ein  Pendel  gerade  über  dem  Pole  der  Erde, 
2.  B.  dem  Nordpole,  aufgehängt  und  das  Pendel  gerade  in  einem  M(»ridian 
schwingen.  Das  Pendel  bleibt  sich  mit  seinen  Schwingungen  stets  paralleh, 
der  Meridian  aber,  mit  dem  es  anHinglich  parallel  hin  und  her  sich  bewegte, 
dreht  sich  unter  dem  Pendel  in  24  Stunden  vollständig  im  Kreise  herum. 
Ein  Beobachter  muss  daher  nach  und  nach  die  Richtung  der  Pendel- 
schwingung von  der  des  Meridians  abweichen  sehen  und,  da  er  die  Drehung 
der  Erde  nicht  wahrnimmt,  glauben,  dass  sich  die  Pendelebene  in  entgttgon- 
gesetztem  Sinne  drehe.  Es  muss  daher  den  Anschein  haben,  als  wenn  sich 
die  Pendelebene  mit  der  Sonne  drehe. 

An  andern  Orten  der  Erde  ist  das  Verhültniss  nicht  ganz  so  einfach, 
dort  kann  die  Pendelebene  nicht  ganz  ihre  Lage  l)ei)>ehalten,  wie  unter  dem 
Pole,  da  mit  der  Rotation  der  Erde  die  Richtung  der  Schwere  sich  ändert.; 
in  wie  weit  dort  nun  eine  Drehung  der  Pendelebeno  eintreten  muss,  gibt 
folgende  Ueberlegimg.  Die  Lage  der  Pwidelebene  in  einem  bestimm ien 
Moment«  ist  bestimmt  durch  die  Jlichtung  der  Verticalen  und  d\irch  «lie 
Richtung  der  horizontalen  Tangente,  die  wir  an  den  tiefsten  Punkt  <les  von 
dem  Pendel  beschriebenen  Kreisbogens  legen,  also  etwa  durcli  den  Wink(?l, 
den  diese  mit  dem  Meridian  bildet.  Nehmen  wir  der  Einfachlieit  wegen  an, 
«las  Pendel  schwinge  in  dem  l)etrachteten  Moment  in  der  durch  den  Meri- 
dian gelegten  Verticalebene,  so  wttrde  OAC  Fig.  4S  uns  die  Lage  der  Pendel - 
ebene  darstellen,  wenn  Ä  uns  einen  Oi-t,  auf  dem  Parallel  ÄBP^  und  0 
den  Mittelpunkt  der  Erde  bedeutet.  Dreht  sich  nun  die  Erde  um  CO  als 
Aie,  so  ändert  sich  die  Richtung  der  Verticalen  stetig,  imd  mit  der  Dreh- 
ung der  Verticalen  ändert  sich  die  Lage  der  Pendelebene,  da  das  Pen- 
del immer  um  die  augenblickliche  Verticale  als  die  Gleichgewichtslage 
in  Folge  der  nach  der  Verticalen  gerichteten  Wirkung  der  Schwere  hin  und 
her  schwingen  muss.  Hat  sich  die  Erde  so  weit  gedreht,  dass  der  Punkte 
auf  dem  Parallel  ABT  bis  B  gekommen  ist,  so  luit  sich  die  Verticale  um 
den  Winkel  AGB  gedreht,  eine  Drohung,  die  wir  indess  nicht  wahrnehmen, 
da  wir  uns  mit  der  Erde  drehen. 

Auf  die  andere  Richtung  dagegen,  welche  uns  die  Lage  des  Pendels 
bestimmt,  resp.  auf  die  horizontale  Componente  seiner  Bewegung  wirkt 
gar  keine  Kraft  ein,  so  dass  di(i  horizontale  Richtung,  das  lieisst  die  an 
den  tiefsten  Punkt  des  Pendelbogens  gelegte  horizontahi  Tangente  im  Räume 
immer  dieselbe  Richtung  beibehalten  muss.  Denn  ein  Verlassen  dieser 
Richtung  wäre  nur  möglich,  wenn  auf  das  schwing«?nde  Pendel  in  «ler 
horizontalen  Ebene  irgend  eine  der  horizontalen  parallele  Kraft  einwirkte. 
E»  muss  deshalb  im  Punkte  B  die  zweite  Richtung,  welche  die  Lage  der 
Pendelebene  bestimmt,  die  an  den  tiefsten  Punkt  des  Pendelbogens  gelegte 
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horizontale  Tangente  BD  der  ursprünglichen  Richtung  AC  parallel  sein. 
Wir  setzten  ursprünglich  voraus,  das  Pendel  schwinge  in  der  durch  den 
Meridian  gelegten  Verticalebene.  Da  nun  diese  Ebene,  resp.  die  Richtung 
des  Mori<lians  sich  gedreht  hat,  so  niuss  die  an  den  untersten  Punkt  des  Pen- 
del bogens  gelegte  horizontale  Tangente  mit  der  JÜchtung  des  Meridians  im 
Punkte  B  einen  Winkel  ß  bilden,  der,  wenn  q>  die  geographische  Breite 
und  a  der  Winkel  AB  ist,  den  der  Punkt  A  auf  seinem  Parallelkreis  durch- 
laufen hat,  wie  sich  leicht  zeigen  lüsstj  gegeben  ist  durch 

ß  =  a  .  sin  q>. 

W^ir  setzten  voraus,  das  Pendel  schwinge  anfangs  in  der  Richtung  des  Me- 
ridians.   Diese  Richtung  füllt  zusammen  mit  der  Richtung  der  Tangente  CA^ 

welche  wir  an  den  Punkt  A  ziehen, 
da  wir  die  Erde  wegen  der  geringen 
II  Stn^cke,   welche  wir  übersehen,   für 

eine  Ebene  halten  und  die  Horizontal- 
ebene die  Tangentialebene  ist,  welche 
wir  in  dem  Punkte,  in  dem  wir  uns 
betinden,  an  die  Erde  legen.  Nach 
«ler  Zeit  7'  hat  nun  der  Punkt  A  auf 
dorn  Parallelkreis  AP  den  Kreisbogen 
AB  um  den  Mittelpunkt  Jf  beschrie- 
ben. Das  l*endel,  dessen  Schwingungs- 
richtung immer  mit  AC  parallel  bleibt, 
schwingt  dann  in  der  Ebene,  welche 
durch  die  mit  AC  parallel  gelegte 
Richtung  BD  und  die  Verticale  OB 
bestimmt  ist,  nach  BD.  Die  schein- 
bare Drehung  der  Schwingungsrich- 
tung  des  Pendels  in  Bezug  auf  eine 
in  der  Horizontalebene  fixirte  Rich- 
tung ist  demnacli  gleich  dem  Winkel, 
den  dieselbe  mit  der  Meridianrichtung 
macht,  da  wir  annehmen,  das  Pendel  halu?  ursprünglich  im  Meridian  sich 
bewegt.  Die  Meridianrichtung  l>ei  B  ist  nun  wied<^r  durch  die  Tangente  BC 
bestimmi,  weh  he  wir  in  dem  Punkte  B  an  den  Meridiankreis  ziehen«  Der 
Winkel,  um  den  sirh  die  Pt'ndelebent^  scheinbar  gedreht  hat,  ist  aUo  der 
Winkel  CJiD.  Dies(»r  Wink«'l  ist  aber  gleich  dem  Winkel  ACB^  den  die 
beiilen  Tangenten  im  Punkt«»  C  mit  einander  bilden.  Die  Pendelebene 
hat  also  eim^  scheinbare  Drehung  um  den  Winkel  erfahren,  den  die  Tan- 
genten an  <l«*n  Meriilian  des  Puukt**s  A  in  dess(^n  auf  einander  folgenden 
Lagen  mit  «einander  bilden.  Man  sieht,  dass  dieser  Winkel  kleiner  sein 
muss  als  der  Winkel,  den  <ler  Punkt  A  in  seinem  Parallelkreise  beschrie- 
ben hat. 

Tm  das  Verhültniss  <b»s  Winkels  ACTi  zum  Winkel  AMB  zu  erhalten, 
erinm»re  man  a'uh  daran,  dass  <lt»r  Parallelkreis  AB  zugleit-h  die  Basis  der 
Kegelüjirhe  ist,  wehlu*  dit»  Tangente  A(*  in  ihren  auf  einander  folgenden 
Laj't'n  htvchrribt.    SHz*»n  wir  daher  AB  nur  sehr  klein  voraus,  so  können 


\ 
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wir  68  als  einen  mit  dem  Radius  AC  beschriebenen  Bo.sfen  ansehen  und  er- 
halten deshalb  ohne  merklichen  Fehler 

AB  =  ACB  .  AC. 

Andererseits  ist,  da  AB  ein  Bogen  des  Parallelkreise.s  AP  ist, 

AB  =  AMB  .  AM. 

Wir  hatten  nun  genannt 

ACB  =  ß,  AMB  =  a, 
ferner  die  Breite  von  A 

AOE  =  (f. 
Nun  ist 

AM  =  AO  .  cos  q>  ==  R  .  cos  9, 
AC  =  AO  .  tang  AOC  =  AO  .  cotg  q>  =  B  .  cotg  q>. 

Daraus  folgt. 

ß  ,  B  .  cotg  9?  =  er  .  7?  cos  9, 

ö  008  €p  . 

p  =  a  •  — T =  a  .  5?«  o). 

'^  cotg  9)  ^ 

Oder  der  Winkel  der  scheinbaren  Drehung  der  Pendelebene  ist  gleich 
dem  Produkte  des  Winkels,  um  den  sich  die  Erde  in  der  Zeit  gedreht  hat, 
in  den  Sinus  der  Breite. 

Am  Pole  ist  q>  =  90*^,  sin  9?  =  1,  /3  =  a;  am  Pole  dreht  sich  die 
Pendelebene  ebenso  rasch  als  die  Erde,  am  Aequator  ist  9?  ==  0,  sin  9?  =  0, 
^  =  0,  dort  dreht  sich  die  Pendelebene  gar  nicht,  wie  sich  auch  unmittel- 
bar daraus  erkennen  lüsst,  dass  am  Aequator  alle  an  den  Meridian  ge- 
?x»genen  Tangenten  der  Erdaxe  und  somit  einander  parallel  sind. 

.      Für  Berlin  ist  /3  =  a  .  sin  52®  30'  =  0,79335  a. 
Ftlr  Bonn         ^  =  a  .  sin  50®  43'  45"  =  0,77416  a. 

In  24  Stunden  dreht  sich  somit,  da  a  dann  gleich  3 CO®  ist,  das  Pendel 

zu  Berlin  um  285®  36' 
zu  Bonn  um  278®  4l'  5l", 

oder  zu  einer  ^nzen  Umdrehung  l)raucht  das  Pendel 

in  Berlin  30  Stunden  15  Minuten 
und 

in  Bonn   31         „  0         „ 

Genau  ausgeführte  Versuche  haben  wirklich  diese  von  der  Theorie  ge- 
forderten Zahlen  geliefert  und  haben  somit  einen  experimentellen  Beweis 
für  die  Axendrehung  der  Erde  gegeben. 

Am  bequemsten  werden  die  Versuche  in  hohen  Räumen  ausgeführt. 
Man  befestigt  an  einem  langen  feinen  Draht  ein  schweres  Gewicht  und  stellt 
um  den  Punkt,  auf  welchen  das  Pendel  zeigt,  wenn  es  vertical  herabhilngt, 
als  Mittelpunkt  einen  getheilten  Kreis.  Man  sieht,  wie  nach  und  nach  das 
Pendel  auf  immer  andere  Theilstriche  zeigt,  indem  sich  seine  Schwingimgs- 
ebene  scheinbar  mit  der  Sonne  dreht. 
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Driltoa  Kiipitfl. 
Von  der  allgemeinen  Gravitation. 

Allgemeine  AoBiehuQg.  Eeppler's  GesetEe.  In  don  beiden  Tori^ut 
Kit|)ituln  babtu  wir  iiifliHach  goselu^n,  ilas»  nlle  Kür|]er  auf  der  Erde  von 
Krilfl*n  tingegril¥en  werden,  die  wir  ihr  Oowiebt  nannten,  iind  welche  a 
jiMler  Stelle  sunkrudit  ^gen  den  Huri^tonl  wirken.  ISa  hat  deinnaoh  ätai 
AnHchi^iii,  tilsi  wenn  die  gunw  Ma^se  der  IJrde  uiif  die  an  ihrer  OlterdKcbl 
befindlichen  Knr|>er  eine  Am.iehimg  tiiieUbe.  welehe  Überall  nierlclich  k 
den  Mittelimnkt  der  Rrde  gelichtet  ist,  und  wekhe  bis  /.n  irgend  ein« 
lliilie  Über  dem  Boden  wirkiUkni  i«t.  Durch  Induction  schUessen  wir  d 
datiK  sich  dieue  Anziehung  Über  jene  Uren/.en  nnfidchnt,  welche  wir  «rrt<ichsa 
klinnen,  dass  aie  sich  bid  xu  den  Sternen  erstreckt,  aber  mit  der  Kntfernung 
an  ärGüee  abnehmend. 

Anderereeits  dürfen  wir  mit  gi'oaser  Wahrscheinlichkeit  annelimcoif 
ilass  alle  Gei^üme  Uhnliclie  Erucheinungen  darbieten,  dat<s  e»  iiul  allen  ^ 
gegen  ihren  Mittelpunkt  gerichtete  Schwere  gebe,  die  bts  xu  «ner  gewiaac 
Entfernung  auf  alle  andern  HinimelskÖrper  wirkt.  Diese  SchlDsHe  wan 
eK,  welche  Newton  dahin  führten,  anzunehmen,  daus  alle  GeKtime  sich  u 
xieben,  das«  ihre  Bewegungen  durch  die  wechselseitige  Einwirkung  derselbe^ 
niif  einander  bestitnmt  seien,  und  d&m  das  ganze  VVettnll  durch  KrSfli 
regiert  werde,  die  aus  einer  einsiigen  Quelle  fliesen,  aus  der  AnziehunK  d 
Materie. 

iHt  dem  so,  so  müssen  die  Bewegungen  der  Gestirne  fiusserat  n 
wickeltcr  Natur  sein,  weil  ihre  Zahl  Snsserst  gross  ist,  und  alle  auf«! 
ander  einwirken.  Indess  ist  es  leicht  ersichtlieh,  daaa  itiah  das  Problem  n 
einer  ersten  Annäherung  einfacher  stellt.  Die  Himmelskörper  theilon  n 
in  zwei  Klassen;  die  eine  umfaxst  die  Kineteme,  welche  sich  in  so  ^ 
Entfernungen  von  der  8onne  und  Erde  l>efinden,  dass  man  ihren  1 
vernachlässigen  kann;  die  andern  stehen  sich  naher,  sie  wirken  einer  atd 
den  andei'n  ein  und  bilden  eine  abgeschlossene,  von  Fixsternen  freie  Grii^Mt 
e«  sind  dies  die  Sonne  nebst  ihren  Planeten-  Wir  haben  uns  zun&chst  n 
mit  der  Wechselwirkung  dieser  auf  einander  zu  befassen.  Vergleichen  t 
nun  lUe  einzelnen  Kiir|ier  dieser  (lrnp|>e  mit  einander,  so  erkennen  wir  «» 
fort,  das«  die  Sonne  wegen  ihrer  U!>erwiHgenilen  Orfls.ie  in  detr 
auch  einen  Qlierwiegenden  Ginduss  haben  muss,  derarl,  das«  ein  Planet« 
unsere  Rr<1e  von  <ler  Sonne  sehr  stark  angezogen  werden  mius,  voa 
flbrigcn  HO  unl't'dentend.  dass  wir  auch  deren  Einlluss  ximKuhst  ven 
lüssigen  dllrfen.  Wir  liotrachten  daher  die  Siinno  als  den  einxigen  amno 
den  Mittelpunkt  in  unserem  System  und  nehmen  an,  dtws  die  ülirigen  PUaetei 
nnnl'hilngig  von  einander  sich  nach  denselben  tiesetzen  bewegen,  jeder  i 
a|j>  »ei  er  allein  der  Anziehung  der  Sonne  unterworfen.  Wir  haben  dan 
um  die  (ieset/e  der  Anziehungskraft  nn  erhalten,  nur  die  Aufgalie,  die  B 
wegung  der  einzelnen  Planeten. um  die  als  fest  betrachtet«  Sonne  x»  ante 
suchen,  und  aus  diei^er  dann  nach  den  bisher  entwickelten  (ieseUen  ttnftli 
jenigen  zurllck/usihliesMen.  nach'  wichen  dii'  Kratt  wirksam  ist. 
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Die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  einzelnen  Planeten  um  die  Sonne  be- 
wegen, sind  im  Anfange  des  17.  Jahrhunderts,  wie  bereits  in  der  Einleitimir 
erwähnt  wurde  ^  von  dem  gi'ossen  deutschen  Astronomen  Keppler  durch  sorg- 
faltige langjährige  Beobachtimgen  abgeleitet  worden  imd  werden  daher 
nach  ihm  die  Keppler'schen  Gesetze  genannt.    Es  sind  folgende  drei-.. 

1.  Die  Planeten  bewegen  sich  in  elliptischen  Bahnen  um  die  Sonne, 
welche  in  dem  einen  Brennpunkte  der  Ellipsen  steht. 

2.  Die  von  dem  RadiuA  vector  jede«  Planeten  beschriebenen  Flächen- 
raume  verhalten  sich  wie  die  Zeiten,  in  denen  sie  beschrieben  sind. 

3-  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  verschiedenen  Planeten  ver- 
halten sich  wie  die  dritten  Potenzen  ihrer  mittleren  Abstände  von  der 
Sonne. 

Auf  diese  Gesetze  gründete  Newton  den  Nachweis  von  der  Existenz 
einer  zwischen  verschiedenen  Massen  thätigen,  anziehenden  Kraft  und  die 
Entwicklung  der  Gesetze,  nach  welchen  diesell>e  sich  ändt;rt. 


§.  39. 

Die  Ansiehnng  ist  gegen  die  Sonne  gerichtet.  Sei  0  (Fig.  49) 
das  Centrum  der  Sonne,  imd  A  das  eines  Planeten,  in  einem  bestimmten 
Augenblicke.  Während  einer  sehr  kleinen  Zeit  beschreibt  nun  letzterer  das 
Stflek  AB  seiner  Bahn.  Wenn  nun  keine  äussere  Kraft  auf  ihn  einwirkte, 
üo  würde  er  in  einer  der  ersten  gleichen  und  ihr  folgenden  Zeit  das  gleiche 
BtÜck  BC  in  der  Richtimg  seiner  Bewegung  zurücklegen.  Anstatt  dessen 
legt  jedoch  der  Punkt  A  in  der  auf  die 
ewte  folgenden  und  ihr  gleichen  Zeit  den 
Weg  BD  zurück.  Man  muss  daraus 
Sehhessen,  dass  auf  ihn  eine  Kraft  ein- 
wirkt,  welche  seine  Bewegimgsrichtung 
lodert  Um  die  Richtung  dieser  Kraft  zu 
erhalten,  bedenken  wir,  dass  nach  dem 
iweiten  Keppler'schen  Gesetze  die  Flitrhe 


Fig.  49. 

A 

B 

.Oy^' 

/  y" 

^  y 

ABO  =  BI)0  =  CBO 

Bein  muss.  Soll  nun  aber  das  Dreieck 
JJ7)0 gleich  dem  Dreieck  CBO  sein,  welches 
gleich  ABO  ist,  weil  AB  =  BC  ist,  und 

die  Spit-zen  der  Dreiecke  zusanunenfallen,  so  müssen  die  Si>iizon  C  und  7> 
fe  beiden  Dreiecke  BDO  imd  BCO  auf  einer  mit  BO  parallelen  Linie 
Üegen,  da  sie  die  Seite  BO  gemeinsam  haben.  Construiren  wir  nun  das 
Parallelogramm  BEDC^  so  sehen  wir,  <lass  auf  den  Planeten  eine  Kraft 
wirken  muss,  welche  ihn  zwingt  den  Raum  BK/m  durchlaufen,  wilhrend  er 
TermÖge  seiner  anfilnglichen  Geschwindigkeit  sich  nach  BC  bewegt  haben 
wfirde.  Diese  Kraft  ist  aber  nach  dem  Mittelpunkte  0  gerichtet.  Es  ist 
•ko  bewiesen,  dass  die  Planeten,  da  sie  sich  in  einer  krummen  Linie  be- 
wegen, einer  stetig  wirkenden  Kraft  unterworfen  sind,  und  dass  aus  deui 
leiten  Keppler'schen  Gesetze,  nach  welchem  die  von  den  Radien  vectoren 
i& gleichen  Zeiten  beschriebenen  Flächenräume  gleich  sind,  hervorgeht,  dass 

9* 
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fiieso  Kraft  nach  «Lmii  Ontrum  der  Sonne  gerichtet  sein  niuss.  Das  ist  der 
erste  Theil  der  Nowt mischen  Entwickhing. 

§.  40. 

Entwicklung  des  Anziehungsgesetzes.  Das  erste  Keppler'sdie  (ie- 
setz  hestiiinni  die  (iestalt  der  Phuieten))ahnen,  es  erklärt  sie  ftlr  Ellipsen, 
«leren  Excentricitäten  verschieden  sind.  Nehmen  wir  nun  als  einen  be- 
stimmten Füll  an,  dass  die  Excentricität  gh.'ich  Null  sei,  dasö  also  die 
elliptiselie  IJahn  in  ein(^  Kreishahn  ühergehe.  In  Wirklichkeit  ist  da«  zwar 
I'ilr  keinen  einzigen  Planeten  dt^r  Kall;  da  jedoch  die  Excentricitiit  der 
l'hmetenhahnen  immer  sehr  klein  ist,  so  wird  unsere  Annahme  ni<ht  weit 
von  (h*r  Wahrheit  ahweicheii,  und  wir  werden  durch  unsere  Entwickhingen 
♦*ine  erste  Annäherung  erluilten.    Den  gleichen  Weg  schlug  Newton  ein. 

Im  FaUe  der  Planet  sich  in  einer  kreisförmigen  Hahn  bewegt,  in  deren 
Mittelpunkt  j-ich  die  Sonne  betindet,  mtlssen  die  einzelnen  IJiig^i*?  welche 
der  Planet  in  gleichen  Zeiten  «lurchh'iuft,  gleich  sein,  da  diese  (ileiehheit 
na<!h  dem  zweiten  Keppler'schen  (iesetze  für  die  von  den  Kadien  ])e8cliriebenen 
Häume,  die  Sectoren  bestehen  muss.  Die  (ieschwimligkeit,  mit  web'her  der 
Planet  si(rh  in  seiner  Hahn  bewegt,  ist  denmach  eine  gleichiorniige  während 
iler  ganzen  llndaufhzcit.  Wir  haben  somit  hier  (?inen  Fall  der  Kreisbe- 
wegung, wie  wir  ihn  in  <lem  Paragraphen  über  «He  Centripetalkraft  und 
( Vntrifiigalkraft  betrachtest  haben. 

Für  die  (Zentripetalkraft  hatten  wir  den  Ausdruck 

(xler  für  die  von  der  Zentripetalkraft  hervorgebrachte  Beschleunigung 

worin  7?  den  Radius  des  von  dem  bewegten  Körper  beschriebenen  Kreisef» 
und  7' die  Undaufszcit  becleutet.  Nehmen  wir  für  /i' den  Radius  der  I Planeten- 
bahn und  für  7'  seine  Unda\ifszeit,  so  haben  wir  also  hier  ilen  Ausdruck 
für  die  ]k»schleunigung,  welche  der  Planet  gegen  die  Sonne  erhält,  alsii 
ilie  Anziehung  der  Sonne  auf  <lie  Einheit  der  Masse  des  Planeten,  in  dem 
Abstände  ]i  von  (h?r  Sonne. 

Für  die  verschiedenen  ]*laneten  in  «len  Abständen  7^,  7?*,  7^'  von  der 
Sonne  erhalten  wir  aus  d<»n  Umhnifszeiten  7\  7'',  7^"  für  die  (irösse  der 
anziehendt^n  Kraft  der  Sonnen  auf  die  Einheit  «Icr  .Masse  in  den  Entfernungen 
7/,  7/'.  ir  flie  Ausdrücke 

Nach  dem  dritten  Keppler'schen  Gesetze  verhalten  sich  nun  die  Qua- 
drate der  Umlaufszeiten  wie  die  <lritten  Potenzen  der  mittleren  Entfemun^n, 
so  dass  wir  haben 

ff*'»  V*2  7*"S 

£  ^  M  —^ 

j^J  =  j^i  =  ']^=  ^? 

also 
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Setzen  wir  diese  Werthc  in  unsere  Ausdrücke  für  6r,  (t  .  .  ein,  so 
erhalten  wir 

otler  in  Worten:  die  von  der  Sonne  in  verschiedenen  EnUernun<^en  <h?n  Pla- 
nelen ertheilten  gegen  die  Sonne  gerichteten  Beschleunigungen,  welche  dm 
auf  die  Einheit  der  Massen  ausgeübte  Anziehungskraft  messen,  ^ind  dem 
Quadrate  der  Entfernungen  umgekehrt  proportional. 

Wollen  wir  aus  der  Beschleunigung  die  anziehende  Kraft  F  erhalten, 
welche  die  Sonne  auf  die  verschiedenen  Planeten  ausübt,  so  haben  wir 
JP=  I«  .  (r,  also  die  Beschleunigung  G  mit  der  Masse  m  zu  multipliciren. 
&  wird  dann 

F=  m  .G  =  ^  '  f, 

\    wenn  wir  mit  f  die  Anziehung  der  ganzen  Sonnenmasse  auf  die  Einheit  der 

Planetenmasse  in  der  Einheit  des  Abstandes  bezeichnen.    Da  nun  diese  An- 

aehnng  gleich  ist  der  Summe  der  Anziehungen  der  einzelnen  Massentheilchen, 

üo  ist  sie  proportional  der  gesammten  Masse  M  der  Sonne,  so   dass   wir 

äctiEen  können 

f=M.(p 

imd  djum  allgemein 

„        m  .  M 

Das  Gesetz  der  Massenanziehung  können  wir  daher  ganz  allgemein 
insdrücken:  „Die  Anziehung  zweier  Körper  auf  einander  ist  proportional 
dem  Produkte  ihrer  Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  ihres 
AHstandes." 

Wir  haben  bisher  die  der  Wirklichkeit  nicht  entsprechende  Annahme 
gemacht,  dass  die  Planetenbahnen  Kreise  seien;  es  entsprach  das  unserer 
f' Absicht,  durch  eine  angenäherte  Methode  zu   zeigen,   wie  Newton  die  (ie- 
letze  der  Attraction  entwickelte.    In  der  theoretischen  Mechanik    werden 
&i$e  Probleme  jedoch  ohne  diese  Beschränkung  abgehandelt;  man  gelangt 
dum  genau  zu  denselben  Resultaten,  dass  auf  die  Planeten  eine  gegen  die 
Swme  gerichtete  Kraft  wirke,   die  mit  dem  Quadrate  ihres  Abstandes  von 
der  Sonne  abnimmt.    Wir  haben  diese  Kraft  Anziehung  der  Materie  genannt^ 
Wnrch  jedoch  schon  den  Boden  der  Gewissheit  verlassen  und  eine  Hypo- 
these aufgestellt.    Denn  nichts  beweist  uns,  dass  es  wirklich  eine  Anziehung 
te Materie  sei,  die  sich  hier  äussert;  es  ist  möglich,  dass  die  Materie  sich 
»der  Beziehung  ganz  passiv  verhält,  und  dass  der  Aether,  welcher  über- 
»U  in  dem  Räume  verbreitet  ist,  in  welchem  die  Gestirne  sich   bewegen, 
&  Ursache  der  Kräfte  sei,  welche  wir  zwischen  den  Gestirnen  thätig  sehen. 
Kurz  wir  erkennen  nur  das  Dasein  der  Kräfte,  ihre  Ursache  ist  uns  unbe- 
tont; schreiben  wir  sie  der  Anziehimg  der  Materie  zu,  so  bilden  wir  eine 
Hypothese,  um  ein  allgemeines  Naturgesetz  zu  erklären.    Newton  hat  des- 
Wb  auch  niemals  behauptet,  die  Materie  zieht  sich  an,  sondern  hat  immer 
^««gesprochen ,  dass  alle  Bewegungserscheinungen  im  Welträume  so  vor  sich 
pttgen,  als  wenn  die  Materie  sich  anzöge.    Es  ist  gut,  in  dieser  Exaktheit 
Sewton  nachzufolgen. 
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Nachdem  man  die  Gesetze  erkannt  hat ,  denen  die  Atiractionskraft  ibl^jt, 
lie«,'!  es  nahe,  sich  die  Frage  vorzulegen,  wodurch  es  dahin  gekommen,  dann 
die  Planeten  sich  in  diesen  Bahnen  bewegen.  Es  ist  das  eine  rein  mathe- 
matische Aufgabe,  wie  aus  Folgendem  ersichtlich  ist.  Wären  Sonne  und 
Erde  z.  B.  antUnglich  ohne  Bewegung  sich  im  Räume  in  einem  gewisäen 
Abstände  gegenübergestellt ,  so  würden  beide  Gestirne  in  Folge  der  Anziehung 
sich  gegen  einander  bewegt  haben,  bis  sie  sich  berührt  hätten.  Hatte  aber 
die  Erde  anfänglich  eine  Geschwindigkeit  in  anderer  Richtung  als  in  der 
Verbindungslinie  der  beiden  Mittelpunkte  erhalten,  so  musst«»  sie  sich  unter 
dem  doppelten  Einfluss  dieser  Anfangsgeschwindigkeit  und  der  Anziehung  der 
Sonne  in  einer  krummlinigen  Bahn  bewegen.  Die  Rechnung  zeigt  nun,  da«» 
diese  Bahn  jedenfalls  ein  Kegelschnitt  sein  musste  und  zwar,  je  nach  dem 
antlinglichen  Abstände  der  beiden  Körper  und  der  Anfangsgeschwindigkeit 
des  beweglichen,  ein  Kreis,  eine  Ellipse,  Parallel  oder  Hyperbel.  Einmal 
auf  dieser  Bahn  bewegt,  muss  das  Gestirn  dieselbe  unaufhörlich  durchlaufen, 
entweder  wenn  die  Curve  geschlossen  ist,  seinen  Weg  immer  wieder  zurück- 
legend, wie  es  bei  den  Planeten  der  Fall  ist,  oder  ohne  Wiederkehr  fort-  5 
schreitend,  wenn  die  (Airve  eine  nicht  geschlossene  ist.  Letzteres  ist  für  j 
einige  Cometen  wahrscheinlich. 

Dieses  ist  jedoch  noch  nicht  die  exakte  Lösimg  des  Problems  der  Astro- 
nomie: man  kann  <lie  (iestime  in  ihrer  Bewegimg  nicht  als  unabhängig  von 
einander  betrachten,  denn  jedes  derselben  wird  in  jedem  Augenblicke  von 
der  Sonne  imd  allen  andern  angezogen.  Deshalb  sind  die  Bahnen  der  Pla- 
neten nicht  vollk(mimene  Ellipsen,  als  welche  Keppler  sie  ansah,  sondern 
behr  verwickelte  Curven,  welche  in  Folge  der  Störungen  der  andern  PU- 
neten,  bald  an  der  einen  bald  an  der  andern  Seite  von  der  Ellipse  ab- 
weichen. Dadurch  wird  das  allgemeine  Problem  der  Bewegung  der  Gestirne 
äusserst  verwickelt,  und  es  bedarf  zu  seiner  Tjösung  schwieriger  mathe- 
matischer Entwickclungen  und  exakter  Beobachtungen.  Erstere  liefert  die 
Mechanik  des  Himmels,  letztere  die  beobachtende  Astronomie. 

§.  11. 
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wir  es  uns  jetzt  zur  Aufgabe,  den  Nachweis  zu  liefei*n,  dass  die  Ursache, 
welche  auf  der  Erde  die  Körper  fallen  macht,  dieselbe  ist  wie  jene,  welche 
die  eben  l»etrachteten  Bewegungen  regelt.  Auch  dieses  zuerst  nachgewiesen 
zu  haben  ist  Xewton's  Verdienst. 

Die  Erde  besitzt  einen  Trabanten,  den  Mond,  dessen  Centrum  im 
Mittel  r»()  Erdradien  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  entfernt  ist.  Astro- 
nomisch gesprochen  ist  dieser  Abstand  sehr  gering,  und  daher  kommt  es, 
dass  <lie  Anzieliung  der  Erde  auf  den  Mond  viel  grösser  ist  als  die  An- 
ziehung der  Sonne,  so  zwar,  dass  man  annehmen  darf,  der  Mond  »ei  nur 
der  Anziehimg  der  Erde  imterworfen.  Es  ist  dieses  allerdings  nicht  genao, 
aber  eine  ähnliche  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  wie  bei  unserer  vorigen 
Annahme,  dass  die  Planetenbahnen  Kreise  seien.  Der  Mond  wird  desludb 
um  die  Erde,  letztere  als  ruhend  betrachtet,  eine  Ellipse  beschreiben. 
Nehmen  wir  nun  überdies  an,  dass  die  Mondbahn  ein  Kreis  sei,  was  hei 
ihrer  geringen  Excentricität  nur  wenig  von  der  Wahrheit  abweicht,  sowie 
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die  Erde  und  der  Mond  seien  vollkommene  Kugeln.  Nach  allen  diesen  An- 
nahnien  können  wir  zwar  keine  genauen  numerischen  Daten  erwarten,  je- 
doch für  imsern  Zweck  hinreichende,  da  alle  diese  Annahmen  nur  sehr  wenig 
von  der  Wahrheit  abweichen. 

Die  Anziehung,  welche  der  Mond  von  der  Krde  erluhrt,  können  wir 
ao^  der  centripetalen  Beschleunigung  berechnen,  welche  der  Mond  von  der 
Erde  erfährt;  diese  Beschleunigung  ist  gleich  der  Kraft,  welche  <lie  Massen- 
einheit des  Mondes  von  der  ganzen  Erde  erführt.  Bezeichnen  wir  die  Um- 
lanfszeit  des  Mondes  mit  T,  den  Radius  der  Mondbahn  mit  ;*,  so  ist  die  centri- 
[»etale  Beschleunigung 

471^  r 

Der  Radius  der  Mondbahn  ist  nun,  wie  erwähnt,  gleich  60  Erdradien; 
bezeichnen  wir  letztem  mit  i?,  so  wird 

2jrJ?.2.6ü.7r 


ö  = 


2'i 


In  diesem  Ausdrucke  ist  ^nll  gleich  dem  Umfange  der  Erde,  gleich 
4U<M.M)CMX)  Meter;  die  Umlaufszeit  T  des  Mondes  ist  gleich  27  Tage, 
7  Stunden,  43  Minuten  =  39343  .  60  Sekunden.    Demnach  wird  G 

^  40000000  .  2  .  60  .  Ä  40000000  n 

(39343  .60)^"  (39343^.30 

ö  =  0,002706  Meter. 

Diese  Zahl  gibt  uns  die  Beschleunigimg,  welche  der  Mond  durch  die 
Anziehung  der  Erde  in  jeder  Sekunde  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  hin 
erhält,  also  auch  die  Anziehung  in  Krafteinheiten,  in  Kilogrammen,  welche 
die  an  der  Stelle  des  Mondes  befindliche  Masseneinheit  von  der  Erde  erhält. 

Ein  an  der  Erdoberfläche  befindlicher  Körper  erhält  nun  die  Beschleu- 
nijfung  9,81  Meter,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Erde  zieht  an  ihrer  Erdober- 
flache die  Masseneinheit  mit  einer  Kraft  von  9,h1  Kilogrammen  an.  Ist  des- 
halh  die  Schwerkraft  mit  der  allgemeinen  Gravitation  dieselbe  Kraft,  so 
wünlen  die  in  beiden  Fällen  auf  die  Masseneinheiten  wirkenden  Kräfte  sich 
umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  der  Abstände  derselben  von  dem 
Punkte  der  Erde,  von  welchem  wir  uns  die  Anziehung  der  Erde  ausgehend 
denken  können. 

Um  diese  Vergleich ung  durchführen  zu  können,  mtissen  wir  deshalb 
ninäehst  untersuchen,  von  welchem  Punkte  der  Erde  aus  die  auf  ausserhalb 
der  Erde  befindliche  Massen  ausgeübte  Anziehung  ausgeht,  von  wo  aus  wir 
die  Abstände  der  zu  vergleichenden  Massoneinheiten  zu  rechnen  haben. 

Befindet  sich  die  angezogene  Masse  von  der  Erde  so  weit  entfernt,  dass 
wir  die  Verbindungslinien  aller  Punkte  der  Erde  mit  dieser  Masse  als  ein- 
ander parallel  ansehen  können,  so  lehrt  uns  schon  der  Satz  vom  Mittelpunkt 
der  parallelen  Kräfte,  dass  die  Erde  und  die  Masse  sich  gerade  so  anziehen 
müssen,  als  ginge  die  gesammte  Anziehung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
»U8,  Denn  da  an  alle  Pimkten  der  Erde  in  dem  Falle  parallele  gegen  die 
angezogene  Masse  gerichtete  Kräfte  angreifen,  so  befindet  sich  die  Erde 
joier  Masse  gegenüber  gerade  wie  eine  auf  der  Erde  ])efindliche  schwere 
KogeL    Wie  nun  letztere  von  der  Erde  gerade  so  angezogen  wird,  als  wäre 


Aiuiebung  i:'. 


r  Kugel  uiif  iit 


r  ihr  ücändliche  MtuiHO. 


».«. 


ihi  •i&n-ich  licwiehl  im  St-hwerpiinkt,  welcher  hei  einer  homopenen  Kttgcl 
il«r  Mill^l|)iinkl  ist,  vereinigt,  ao  ist  auoli  ilie  Änrichung  iIpi-  enlfemtwi 
Maäne  auf  die  Erde  un^  der  Kiile  auf  die  entfcmto  Masao  geiwlo  no,  alt> 
wenn  die  ganze  anziehende  Masse  der  Ei-de  in  deren  Mittplpunkt  vereinigt 

AU  Abstand  der  an  der  Stolle  des  Mondes  ln-findlichen  angezogenen 
Ma«i«eneinhrit  von  der  Rrde  müssen  wir  deshalb  den  Absland  der  Mitt«l- 
pnnkt«  de»  Mondes  und  der  Erde  oder  fiO  Erdradien  eintietKen. 

Älwr  ebenso  wie  auf  entfernte  Massen  wirkt  dine  Kujtel  auch  auf 
solche,  die  sich  in  ihrer  Nahe  befinden,  «eiade  so.  uIh  wenn  die  ganze  an- 
i^iiihende  Mause  der  Kwgcl  in  ihrem  Schweqtnnkte.  aUo  liei  einer  homogenen 
Kitgel  in  ihren»  Mitteljiunkte  vereinigt  wüi-e.  ZunUchsl  erkennt  man  leicht, 
ilass  dio  Anziehung  einer  Kugel  gegen  den  Mittelpunkt  derselben  gerichtet 


sein  miiBH.    Denn  stellt  der  Kre 
nach  einem  grr.ssl*n  Kräne  ver 


»  (Fig,  50)  dl 
welche 


/ 

1 

/ 

' 

^ 

k 

(f 

1 

Durchschnitt  einer  Kiigel 
lend  auf  irgend  einen  Pnnkt 
P  wirkt,  so  sieht  mwi  so- 
fort, ditss  alle  anziehenden 
i' unkte  der  Kugel  ganz 
symmetrisch  um  die  Ver- 
bindungslinie PC  de* 
P  PunktesPmit  dem  Mittel- 
punkte vertheilt  sind.  Je- 
dem Punkte  M  oIwrh»lh 
PC'  entspricht  ein  geiuui 
so  weit  von  P  entfernter 
l'unkl  unterhalb  7K'.  Zerlegen  wir  nun  die  nach  .V  imd  .1/,  gerJehtete»  An- 
ziehungen in  ihre  t'otn|ionenlen  ))arallel  xu  /f."  und  senkrecht  -tn  PC.  bo 
heben  die  letztem  sich  auf,  rta  die  Winkel  .V/T.'  und  ^f,P(!  eintuider  gleich 
^ind.  Wie  hier,  so  bleiben  in  ullen  PUllen  nur  ilJe  gegen  dim  Mitletpunkt 
;re richteten  Komponenten  tlling,  es  muss  alüodie  gesummte  An/.iehnng  grgcn 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  gerichtet  »ein. 

Um  nun  die  Amiiehung  der  Kugd  auf  eine  im  Funkle  /'  befindlidu 
Ma^se  m,  deren  Ab^luid  vom  Mittelpunkt  f'l'  gleich  a  sei.  m  bereuhneB, 
denken  wir  unx  die  Kugel  in  lauter  einzelne  sehr  dünne  rk-halen  xerleKt, 
deren  Dicke  gleich  6  sei;  stelle  jener  Ki-ei»  den  Durchschnitt  einer  Holchoi 
»ilchnlc  vor.  IHp  Dichtigkeit  der  Schale,  das»  heinnt  die  in  der  Volumeinheit 
entlmltcne  Müsse  sui  gleich  e.  Fahren  wir  luu  durch  die  KugelnelriUe  iwei 
einander  sehr  nahe  zu  PC  .«enkreehte  Schnitt«  MM^  und  aV.V, ,  ho  .sehnsiilra 
iUe«elben  au»  der  Schale  eine  Zone  heritu».  ilercn  Volumen  gleich  dem  Pw»» 
<lukte  aus  doiu  Kreisutufang  MM^,  dem  Itogtm  MN  und  der  Dicke  4  der 
Schale  i^t.  wenn  wir  eben  ilf.V  unil  4  «u  klein  vorauHHrtzen.  dn.'^  der  Knü 
.ViV,  von  dem  in  der  Mitte  der  Schale  mitten  xwlächen  .V  und  .Vgelegton. 
Schnitte  nur  unendlich  wenig  verschieden  ii^t.  Da^  Volumen  dieser  Ztme 
int  demnach 

■inMD.MS.i. 
und  dir  in  dieser  Zone  enthaltene  Msknc  erhalten  wir,  wenn  wir  dnn  Volnmeii 
mit  o  mnltipliciren.    Nennen  wir  nun  die  Anziehimg.  welche  xwri  der  Kio- 
heit  gleiche  Massen  in  der  Entferniingscinheit  auf  einander  ausDben,  /*,  w 


lil. 
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erhalten  wir   für   die  Anziehung    der  Kugekone   auf  die  in  P  befindliche 
Masse  im  nach  dem  im  vorigen  §.  entwickelten  Anziehungsgeset//: 

2»  .  MD  .  MN  .  S  .  a  ,  m 

und  die  allein  tlbrig  bleibende  in  PC  fallende  Componente,  wenn  wir  obigen 
Ausdruck  mit  cos  CPM  multipliciren, 

2n  .  MIJ  .  MN  .  8  ,  a  ,m 


cos  CPM. 


Bezeichnen  wir  nun  den  Radius  der  Kugelschale  CM  mit  r,  den  Ab- 
i^tand  des  Punktes  P  von  der  Zone  MP  mit  c,  den  Winkel  MCP  mit  -Ö",  die 
Breite  der  Zpne  im  Winkelmass  oder  MCN  mit  rfO",  so  erhalten  wir 

itfD  =  r  .  sin  ^,  MN  =  r  .  (1^ 

^^^,        DP        a  —  r  .  cos  & 

cos  CPM  =  —  = ; 

xor  Bestimmung  des  Zählers  im  Ausdruck  fUr  cos  CP3I  haben  wir 
MP^  =  MC'  +  Ci*  —  23IC  .  CP .  cos  ^  =  r'  +  a^  —  2ar .  cos  0 

r  .  cos  d"  = 


a 


r  .  cos  d'  = 


H  +  g»  —  e' 

2a 

a«  +  e«  —  r» 

m  » 

2a 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  den  für  die  Anziehung  der  Kugelzone 
erhaltenen  ein,  so  wird  derselbe 

2n  .  r  .  Hvn  d"  .  r  dd"  .  Ö  .  a  .  m     a^  -f-  c*  —  r^ 

f. ^^„ 

*ler,  indem  wir  i)assender  ordnen, 


2  a  ,  e 


6m^  dd^ 


a^  +  e^  -  r^ 


a  e" 

Um  mm  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  auf  m  zu  erhalten, 
haben  wir  für  alle  die  Kugel  zusammensetzenden  Zonen  obigen  Ausdruck 
zu  bilden  und  alle  diese  Ausdrücke  zu  addiren.  Wir  erhalten  diese  Werthc 
ftf  die  einzelnen  Zonen,  indem  wir  für  d^  nach  und  nach  alle  Wert  he  von 
'^•^TT  und  gleichzeitig  den  jeder  Zone  entsprechenden  WeHh  von  c  cin- 
'^tzen.  Mit  Hülfe  unseres  Werthes  für  e  können  wir  nun  bequemer  den 
"^inkel  ^  eliminiren  und  die  Breite  der  einzelnen  Zonen  durch  c  ausdrücken. 
NcBnen  wir  nämlich  die  Länge  von  c,  wenn  wir  von  dieser  Zone  zur  niichst- 
%enden  übergehen,  deren  Grenze  in  N  liegt,  c  -j-  d^t  «o  baben  wir 

(c  +  (lef  =  a^  +  r^  —  2ar  cos  (^  +  d&) 

e^  +  2c  de  +  de^  =  a^  -f  '*^  —  ^^^^^^  '  { cos  ^  cos  d(>  —  sin  O  sin  d^  j . 

Da  nun  de  und  JO"  äusserst  klein  sind,  so  können  wir  das  gegen  de 
"»^M  äusserst  kleine  Glied  de^  vernachlässigen  und  ferner  setzen 

cos  dd^  =  1  sin  dd"  =  f/i>, 

und  dann  wird,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  c^  abziehen. 


e  de  =  ar  .  sin  {>  dO:  sin  &  dd^  =    -  •  de, 

'  ar 


138  Identität  der  Schwere  und  der  allj^emeinen  Anziehung.  §.  41. 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  unsern  Ausdruck  ein,  so  erhalten  wir  tllr 
die  Anziehung  der  ganzen  Kugelzone 


f -^i (1  +  —  — j  clc 


Lassen  wir  hierin  c  nach  und  nach  alle  der  Kugelschale  entsprechenden 
Werthe  annehmen,  also  c  von  a  —  r  bis  a  +  r  sich  ändern,  so  gibt  uns 
die  Summe  der  unendlich  vielen  Ausdrücke,  die  den  einzelnen  zwischen 
diesen  Grenzen  enthaltenen  Werthen  von  e  entsprechen,  die  Anziehung  der 
ganzen  Kugelschale. 

Wir  erhalten  diese  Summe  durch  eine  der  im  §.  21  durchgeführten 
ganz  gleiche  Ueberlegung.  Da  jedes  Glied  dieser  Summe  mit  dem  vor  der 
Klammer  stehenden  Factor  multiplicirt  ist,  so  können  wir  denselben  heraus- 
setzen und  nach  der  schon  §.21  gewählten  Bezeichnung  die  Summe 
schreiben 

a  -{-  r 

f- „^ J  (1  +  — ^— j  de, 

a  —  r 

a  ■\'  r 

worin  auch  jetzt  wieder  das  Zeichen  /  die  Summe  aller  Werthe  des   unter 


a  —  r 


demselben  stehenden  Ausdrucks  bedeutet,  wenn  c  nach  und  nach  alle  Werthe 
zwischen  a  —  r  imd  a  +  r  annimmt. 

Die  Summe  können  wir  in  zwei  Theile  zerlegen,  in 

u, —  r  n  —  r 

Da  nun  der  Ausdruck  unter  dem  ersten  Summenzeichen 

de  =  c  -j~  ^^^'  —  ''S 
so  ist  nach  §.21  die  erste  Siuume 

rt  -f-  r 

I  de  =  rt  -f-  r  —  (a  —  r)  ^=  2r. 

n  —  r 

Schreiben  wir  die  zweite  Summe 

a  -{-  r  a  -\-  r  a-|-r 

a  —  r  a  —  r  a  —  r 

SO  erkennt  man  leicht,  dass 

c-'^  de  =        (c  +  de)-^  —  (—  c"»); 

denn  entwickeln  wir  nach  der  binomischen  Weise,  so  ist 

—  {e  +  dv)"^  =  —  e~^  -\-  e~^  de  —  r""^  di)^  -{-  .  .  ., 

worin  wir  schon  das  dritte  Glied,  da  de'  selbst  gegen  de  unendlich  klein 
ist,  und  so  alle  folgenden  vernachlässigen  können. 
Dann  ist  aber  nach  den  Bemerkungen  des  §.21 
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a  -\-  r 

;-*  efe  =  -  -1-  -  r-  -^^ =— — 

a-\'r        \       a—  r/        a  —  r        a  + 1- 

a  —  r 

Damit  wird  dann  die  ganze  Summe 


II  —  r 

und  damit  der  Ausdruck  für  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale 


f 


a^ 


In  diesem  Ausdrucke  ist  4  r^  rc  die  Obei*fläche  der  mit  dem  Radius  r 
bei>chriebenen  Kugel  ^  4  r^  it  i  somit  das  Volumen  und  4r^  it  6  .  <s  die  Masse 
der  Kugelschale.  Bezeichnen  wir  diese  Masse  mit  JJT,  so  erhalten  wir  für 
die  Anziehung  der  Kugelschale  auf  die  im  Abstände  a  von  ihrem  Mittel- 
punkte befindlichen  Masse  m 

oder  die  Kugelschale  zieht  die  Masse  m  gerade  so  an.  als  wenn  die  ge- 
sainmte  Masse  derselben  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Was  nun  für  diese  Kugelschale  gilt,  dasselbe  gilt  für  alle,  in  welche 
wir  uns  die  Kugel  zerlegt  gedacht  haben,  selbst  dann,  wenn  die  einzelnen 
Schalen  eine  verschiedene  Dichtigkeit  haben.  Wir  erhalten  deshalb  ganz 
allgemein  den  Satz,  dass  die  Anziehung  einer  homogenen  oder  einer  aus 
concentrischen  Schalen  zusammengesetzten  Kugel,  bei  der  nur  die  einzelnen 
Schalen  tiberall  dieselbe  Dichtigkeit  haben,  nach  aussen  gerade  so  wirkt, 
als  wäre  die  ganze  Masse  derselben  im  Mittelpunkt  vereinigt. 

Zur  Vergleichung  der  Anziehung,   welche  der  Mond  von  der  Erde  er- 
hält, mit  der  Schwere  auf  der  Erde,  müssen  wir  also  auch  für  die  auf  der 
Erde  befindlichen  Gegenstände  als  anziehenden  Pimkt  den  Mittelpunkt  der 
Erde  ansehen,  als  Abstand  der  Masseneinheit  auf  der  Obei-fläche  von  der 
anziehenden  Masse  der  Erde  somit  den  Radius  der  Erde  einsetzen. 

Für  die  auf  die  Masseneinheit  des  Mondes  wirkende  Anziehung  er- 
hielten wir  nun  0,002  706,  für  die  auf  der  Erdoberfläche  wirkende  9,81;  ist 
deshalb  die  Schwere  mit  der  allgemeinen  Massenanziehung  identisch,  so 
inibisen  sich  diese  Zahlen  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  der  Ent- 
fernimg dieser  beiden  Massen  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  oder  es  muss 

/;  =  0,81  =  3600  .  ö  =  3600  .  0,002706 

mvL  Führen  wir  die  angedeutete  Multiplication  aus,  so  erhalten  wir  aus 
<l^r  Anziehung  des  Mondes 

(j  =  0,742, 

eine  Zahl,  die  so  nahe  mit  der  aus  der  Pendelbcwegung  gefundenen  über- 
einstimmt, dass  unter  Berücksichtigung  der  gemachten  nicht  ganz  genauen 
-^lüiahmen  dadurch  der  sicherste  Beweis  geführt  ist,  dass  die  Schwere  mit 
der  allgemeinen  Anziehimg  identisch  ist. 

Dieser  Satz,  dass  die  Schwere  mit  der  allgemeinen  Gr^^vitation  identisch 
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ist,  und  dass  die  Erde  auf  alle  auf  ihr  befindlichen  Gegenstande  geraile  so 
wirkt,  als  wUre  ihre  ganze  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt,  führt  unmittel- 
bar zu  der  am  Schluss  von  §.  31  erwähnten  Folgerung,  dass  ein  Pendel 
in  verschiedener  Höhe  über  der  Erdoberfläche  eine  verschiedene  Schwingungs- 
dauer ha1)en,  oder  dass  g  in  verschiedenen  Höhen  verschieden  gross  sein 
muss.  In  einer  Höhe  x  über  der  Erdoberfläche  muss  der  Werth  von  g  nach 
dem  Gesetze  der  Massonattraction  sich  ergeben  aus  der  Gleichung 

g:g,  =  jr':{B  +  xy 
g,(B  +  xf  =  g^B\ 

wenn  g^  die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche  oder  im  Niveau  des 
Meeres  bedeutet;  es  ist  somit 

_  R^ 

oder  mit  hinreichend  grosser  Annähenmg,  da  x  gegen  11  immer  sehr  klein  ist, 

ein  Ausdruck,  der  uns  gestattet,  aus  den  in  verschiedenen  Höhen  über  der 
Erdoberfläche  oder  dem  Meeresniveau  beobachteten  Werthen  von  g  den 
Werth  von  g^^  für  das  Meeresniveau  zu  berechnen. 

§.  42. 

Verschiedenheit  von  g  in  verschiedenen  Breiten.  Ist  die  Beschleu- 
nigung g  eine  Folge  der  Anziehung  der  Erdmasse  auf  die  an  der  Ober- 
fläche befindlichen  Köq}er,  so  muss  der  Werth  derselben  an  verschiedenen 
Punkten  der  Erde  verschieden  sein.  Denn  die  Erde  dreht  sich  in  24  Stunden 
um  ihre  Axe,  und  jeder  Punkt  beschreibt  in  dieser  Zeit  einen  Kreis,  dessen 
Radius  gleich  ist  dem  senkrechten  Abstand  desselben  von  der  Erdaxe. 
Die  bei  der  drehenden  Bewegung  auftretende  Centrifugalkraft  sucht  daher 
alle  Punkte  von  der  Erde  zu  entfernen.  Da  nun  aber  diese  Radien  und  jjo- 
mit  die  Kreise  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  wir  ims  den  Polen  nähern, 
so  wird  auch  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  mit  ihr  die  Centrifugalbe- 
schleunigung  im  quadratischen  Verhältnisse  kleiner.  Die  Centrifugalkraft 
wirkt  aber  auch  nur  unter  dem  Acquator  der  Schwere  gerade  entgegen,  an 
allen  andern  Orten  bildet  ihre  Richtung,  da  sie  senkrecht  zur  Erdaxe  ist, 
mit  der  Richtung  der  nach  dem  Mittelpimkt  der  Erde  gehenden  Anziehung 
einen  Winkel,  der  gleich  ist  der  Breite  des  Ortes.  Nur  die  in  die  Richtung 
der  Schwere  fallende  Componente,  welche  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Centrifugalkraft  in  den  Cosinus  der  Breite  ist,  wirkt  an  diesen  Orten  der 
Schwere  entgegen.  Es  muss  deshalb  die  Beschleunigimg  der  Kör|>er  durch 
die  Schwere  zunehmen,  so  wie  wir  uns  vom  Aequator  zu  den  Polen  ent- 
feiTien. 

Andererseits  aber  ist,  wie  uns  geodätische  Messungen  lehren,  die  Enle 
nicht  eine  Kugel,  sondern  ein  an  den  Polen  abgeplattetes  Ellipsoid,  so 
zwar,  dass  die  Abplattung,  das  Verhältniss  der  Differenz  zwischen  Aeq'ua- 
torial-  imd  Polar-Radius  zum  Aequatorialradius  ==  ^/^^  ist.  Daraus  folgt 
nun  aber,  dass  wir  dem  Mittelpunkt  der  Erde  näher  kommen,  wenn  wir 
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uns  vom  Aequator  aus  zu  den  Polen  hin  bewegen.    Es  muss  also  auch  aus 
diesem  Grunde  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  zunehmen,  da,  wie  wir 
vorhin  gezeigt  haben,  die  Erde  alle  auf  ihr  befindlichen  Körper  so  anzieht, 
aüj  wäre  die  gesammte  anziehende  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt. 
Mit  diesen  Forderungen  der  Theorie  ist  nun  die  Beobachtung  im  Ein- 
klang, sie  zeigt  uns,  dass  die  Beschleunigung  vom  Aequator  zu  den  Polen 
hin  zimimmt,  und  dass   sie  stärker  zunimmt,  als  sie  es  allein  wegen  der 
Ahnahme  der  Centrifugalbeschleunigung  thun  müsste.    Ja  mehr  noch,  die 
theoretische  Mechanik  gibt  uns  an,  in  welcher  Weise  wegen  der  Abplattung 
die  Beschleunigung  wachsen  muss,  und  gibt  uns  so  ein  Mittel  an  die  Hand, 
ans  der  beobachteten  Beschleunigimgsänderung  die  Abplattun|[;  theoretisch 
zu  berechnen.    Der  so  erhaltene  Werth  stimmt  sehr  nahe  mit  «lern  aus  geo- 
dÄtischen  Messungen  abgeleiteten  (ibercin. 

Die   Aenderungen   der  Grösse  (j  hat   man  aus  den  Aenderungen  der 
Länge  rles  Sekundenpendels  bestimmt.     Man  hat 

y    0 
setzen  wir  nun  /  =  1 ,  so  wird 

g  ^=-  n^  ,h 

Es  genügt  also,  die  Länge  des  Sekundenpendels  an  verschiedenen  Orten 
zu  messen,  um  daraus  den  Werth  für  g  zu  erhalten. 

Nun  ist  nach  den  Messungen  von  Sabine  reducirt  auf  das  Meeresniveau 

Breite.  Länge  des  Sekundenpendel«.  g. 

0^  0"',990938  9"*,78009 

45^  0™993509  9"',80552 

90^*  0'^,996080  9"™,8;]()8y. 

Diese  Werthe  für  g  sowie  alle  an  verschiedenen  Orten  beo])achteten 
lassen  aich  wiedergeben  durch 

g  =  9™,78009  +  0,05080  .  sin"  «Jp, 

wenn  wir  mit  q>  die  Breite  des  Ortes  bezeichnen,  an  welcher  die  Beschleu- 
nigung gleich  g  ist. 

In  welcher  Weise  g  sich  ändern  müsste,  wenn  nur  die  Centrifugalbe- 
Hcbleunigung  es  afficirte,  lässt  sich  nun  leicht  berechnen.  Die  Centrifugal- 
beschleunigung am  Aequator  ist 

4ä^B  2  n  .  40000000 

T^  (24  .  60  .  6Ö)"«  ~  ^   '^^^^^' 

Der  Radius  der  Kreise,  in  welchem  sich  die  nicht  unter  dem  Aequator 
liegenden  Punkte  bewegen,  ist  nun  der  senkrechte  Abstand  der  Punkte  von 
«ler  Drehungsaxe  der  Erde.  Nennen  wir  daher  die  Breite  eines  Ortes  9,  so 
ist  er  Jl  cos  9.  Die  Centiifugalbeschleunigung  ist  also  für  einen  Ort  von 
der  Breite  9  gleich  0™,03368  cos  tp.  Die  in  die  Richtung  der  Schwere 
feilende  und  ihr  entgegen  wirkende  Componente  ist  denmach  0'",03368  cos*  (p, 
5^eimen  wir  nun  G-  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  wenn  die 
Centrifngalkraft  nicht  vorhanden  wäre,  so  ist  die  wirklich  stattfindende  Be- 
schleunigung g 

g  =  G  —  0,03308  cos^  9>. 
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Nun  ist  für  den  Aequator,  wo  9  =  0  ist,  nach  Sabine 

G  =  9,78009  -f  0,0^308. 

Vorausgesetzt,  dass  nur  die  verschiedene  Centrifugalkrafh  die  Beschleu- 
nigung ändert.,  muss  dies  aber  auch  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere 
an  allen  Orten  der  Erde  sein,  demnach  allgemein  die  um  die  Centrifugal- 
beschleunigung  vemiinderte  und  zu  beobachtende  Beschleunigung  // 

g  =  9"»,78009  +  0'",03:)C8  —  0,03308  COS'  (p 
g  =  9"*,78009  -f  ^>™,03368  .  sm^  (p. 

Nach  unserer  obigen  aus  der  Beobachtung  abgeleiteten  Formel  ist  der 
Coefficient  von  sin^  (p  grösser,  so  dass  also  die  Beschleunigung  g  in  der 
That  stärker  zunimmt,  als  sie  es  nur  der  Abnahme  der  Centrifugal kraft 
wessen  thun  würde. 

Um  aus  der  Beschleunigungsänderung  die  Abplattung  zu  berechnen, 
dient  das  (>lairaut*sche  Theorem*),  nach  welchem  die  Summe  des  Quotienten, 
aus  der  Beschleunigungsdifferenz  am  Pol  und  Aequator  imd  der  Beschleu- 
nigung am  Aequator,  und  der  Abplattung  gleich  dem  Zweiundeinhalbfachen 
des  Quotienten  aus  der  Centrifugalbeschleunigung  und  der  Beschleunigung 
durch  die  Schwere  am  Aequator  ist,  oder 

— ^  4-  e  =  2,5  — j 

wenn  z^  g  den  Unterschied  der  Besclileunigung  an  dem  Pole  und  am  Aequa- 
tor, g^^  die  Beschleunigung  am  Aoquat-or,  c  die  Abplattung  untl  v  die  an  dem 
Aequator  stattfindende  Centrifugalbeschleunigung  betleutet  Wir  erhalten 
daraus  für  die  Abplattung 

e  =  2,5 — ^ 

oder,  wenn  wir  die  eben  erhaltenen  Zahlenwerthe  einsetzen, 

^  =  2/»  ö  ~  -  -  ±:z:Z.  =  0,003415  =  - 


9,7«o<w         9,7»OüO  '  292 

Man  sieht,  dass  dieser  aus  den  Pendelschwingungen  unter  Annahme, 
dass  die  nicht  kugelfxji-mige  Anordnung  der  Erdmasse  die  Beschleunigung 
ändere,  berechnete  Werth  fUr  die  Abplattung  sehr  nahe  mit  dem  durch 
geodätische  Messungen  erhaltenen  übcroinstimuit.  Der  Unterschied  kann 
nicht  auffallen,  wenn  uum  einerseits  die  Schwierigkeit  der  Messungen  er- 
wägt-und  andererseits  bedenkt,  (hiss  die  besondere  Bodenbeschaffenheit  eines 
Orts  auf  die  Pendelschwingungen  von  Einfluss  ist. 

§.  43. 

Versuche  von  Cavendish.  Dass  die  Bodenbeschaffenheit  auf  die  Be- 
wegung tles  Pendels  von  Einfluss  ist,  folgt  dii*ekt  aus  dem  expenmentellen 


*)  (Uairmä,  Theorie  de  la  Ogure  de  hi  tcrre.  Parin  1743.  Da»  Theorem  er- 
\i\hi  Mich  aus  der  UnterHuchung,  wtOche  (icstalt  die  Erde  annehmen  nmsste  unter 
der  Voran H8etzung,  dass  die  Erde  früher  eine  flüHsige  Masnt*  gewesen  «ei,  und 
unter  der  VoransHetzung,  dasH  nicht  die  ganze  Masse  der  Erde  homogen,  sondern 
dass  die  Erde  aus  coucentrischen  homogenen  Schalen  bestehe. 
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Xacliweis  von  Cavendish  und  Maskelyne,  dass  die  einzelnen  Kciri^er  auf  der 
Knie  anziehend  anf  einander  wirken.  Cavendish  zeigte,  dass  eine  grosse 
Rleimasse  eine  metallene  Kugel  anzieht,  Maskelyne  bewies,  dass  das  Pendel 
in  der  Nähe  grosser  Gebirge  aus  der  Verticalen  abgelenkt  wurde. 

Beide  Anziehungen  sind  gemessen  und  durch  Vergleiehimg  mit  der 
Anziehung  der  Erde  dann  die  Masse  der  Erde  bestimmt.  Beginnen  wir  mit 
«len  Versuchen  von  Cavendish,  welcher  dieselben  mit  folgendem  von  Michell 
rtinstniirtem  Apparate  anstellte. 

Ein  leichter  und  «?leichmilssig  gearbeiteter  Hebel  von  Tannenholz  AB 
1  Fii^.  51)  ist  in  seiner  Mitte  an  einem  sehr  feinen  Metulhlrahte  hr»ri/ontal 

Fi«.  51. 


Vt:=i 


aufcfehängt-,  welcher  an  der  Decke  eines  verschlossenen  Zimmers  befestigt 
ist.    An  seinen  Enden  trägt  er  zwei  ganz  gleiche  Kugeln  A  und  B  und  an 
«liesen  zwei  mit  einer  Theilung  versehene  Elfenbeinblättchen  CD  und  C'  7/. 
Faden  und  Hebel  sind  von  einem  hölzernen  Gehäuse  umgeben,  um  die  Luft- 
strömungen abzuhalten.    Die  Seiten  desselben  bei  A  und  B  sind  von  Spiegel- 
j»las,  um  die  Theilungen  CD  und  f7'7)'  beobachten  zu  können.    Die  Be- 
obachtungen der  Theilungen  geschehen  mittelst  zweier  mit  Fadenkreuz  ver- 
i^hener  Femrohre,   welche  den  Theilungen    gegenüber  in  der  Mauer  des 
Zinuners  angebracht  sind. 

Untersuchen  wir,  ehe  wir  mit  der  Beschreibung  des  Apparates  fort- 
fahren, die  Bedingungen,  unter  welchen  dieser  Hebel  im  Gleichgewicht  ist. 
Wir  werden  dazu  einige  Lehren  über  die  Elasticität  der  Körper  benutzen 
müssen,  welche  wir  in  den  folgenden  Abschnitte  kennen  lernen  werden, 
ütren  Richtigkeit  wir  demnach  hier  annehmen.  Wenn  wir  den  Hebelarm 
an«  seiner  (Ueichgewichtslage  ablenken,  indem  wir  ihn  um  den  Faden  als 
Axe  drehen,  so  ertheilen  wir  dadurch  auch  dem  Faden  eine  Drehung  um 
»ich  selbst,  eine  Torsion.  Der  Faden  sucht  nun,  sich  selbst  tiberlassen,  sich 
wieder  aufzudrehen  und  übt  dadurch  ein  Drehungsmoment  auf  den  Hebel 
*^«,^en  er  wieder  in  seine  Gleichgewichtslage  zurückl)ringen  will.  Nennen 
^nun/'die  Kraft.,  welche  wir  in  dem  Abstände  1  von  dem  Faden  an 
*ioem  Hebel  anbringen  müssen,  imi  ihn  in  der  abgelenkten  Lage  zu  erhalten, 
Jö  welcher  das  Ende  des  Hebels  von  der  Länge  1  um  einen  Bogen  von  der 
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Liinge  1  gedreht  ist,  so  zeicht  der  Versuch,  dass  man  eine  Kraft  f .  A  an- 
l)ringen  muss,  um  den  Hebel  um  einen  Bo<?en  von  der  Länge  A  gedreht 
zu  erbalten.  Die  Torsionskraft  des  Fadens  ist  also  proportional  der  Drehung, 
welche  wir  dem  Faden  ei*tbeilt  liaben.  In  dem  Apparate  von  Cavendish  ist 
also  die  Kraft,  mit  welcher  die  Tor.sion  des  Fadens,  den  um  einen  mit  dem 
Jtadius  1  beschriebenen  Bogen  von  der  Lange  A  gedrehten  Hebel  zurück- 
führt, gleich  einer  hu  Abstände  1  von  der  Mitte  angebrauchten  Kraft  fA^ 

fA 
oder  gleich  einer  Kraft  -^  an  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  A  angebracht, 

wenn  wir  die  halbe  Länge  AB  mit  l  bezeichnen. 

Um  die  Kraft  f  zw  messen,  haben  wir  nur  den  He])el  in  Bewegung  zu 
setzen.  Wir  sehen  dann,  dass  er  in  der  Horizontalebene  Oscillalionen  voll- 
führt, welche  alle  eine  gleiche  Zeit  dauern.  Auf  diese  Oscillationen  ist  nun 
ohue  weiteres  unser  Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  an- 
zuwenden, da  wir  hier  wie  dort  eine^vraft  haben,  welche  nach  den  gleichen 
Gesetzen  wirkt,  deren  Drehungsmoment  um  so  kleiner  wird,  je  näher  der 
Hebel  der  Gleichgewichtslage  konunt.  Die  das  horizontale  Pendel  bewegende 
Kraft.  /*  greift  im  Abstände  1  von  der  Drehungsaxe  an ;  in  diesem  Abstände 
ersetzt  eine  Masse  2>/i/"  die  beiden  im  Abstände  /  befindlichen  Kugeln,  deren 
jede  die  Masse  m  hat.  Wenn  wir  die  Masse  des  Stabes  als  sehr  klein  ver- 
nachlässigen*), wird  soiuit  nach  §.  34  die  Schwingungsdauer  /  des  PendeU: 


,  =  ,|/T;  =  ,.yW 


Setzen  wir  anstatt  wj  =  — ,  worin  p  das  Gewicht  je<ler  Kugel  bedeutet, 
und  lösen  imsere  Gleichung  nach  f  auf,  so  wird 

^  ~     ü-t' 

Sind  demnach  j>  und  l  bekannt,  so  bedarf  es,  um  die  Grösse  der  Kraft  f 
zu  messen,  nur  den  Hebel  in  Schwingungen  zu  versetzen  und  die  Schwing- 
ungsdauer z\i  beobachten.  Kennt  man  nun  /',  so  kann  man  leicht  die  Grösse 
der  Kraft  erhalten,  die  an  A  anzubringen  ist,  um  den  Hebel  im  Gleichge- 
wicht zu  halten,  wenn  man  ihn  um  irgend  einen  Bogen  aus  seiner  ursprüng- 
lichen Lage,  in  welcher  der  Draht  ohne  Torsion  ist,  gedreht  hat.  Sei  er 
z.  B.  so  gedreht,  dass  statt  des  Theilstriches  o  der  Theilung  CD  oder  C'l/ 
der  Theilstrich  n  in  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  einsteht;  ist  der  Abstand 
zweier  Theilstriche  gleich  a,  so  ist  der  Bogen  A^  welchen  der  um  die  Länge 
1  von  der  Axe  entfernte  Punkt  durchlaufen  hat, 

.        na 

^  =  -r 

und  die  an  A  anzubringende  der  Torsionskraft  gleiche  Kraft 

f .  A        fn a 


')  Genauer  würde  man  in  der  tj.  34  angedeuteten  Weise  das  Tragheit<>mouient 
dcH  ganzen  Horizontal  pendeis  bestinunen.  Den  vollstilndigen  BeweiK  filr  die  Rich- 
tigkeit der  oben  durchgeführten  Kochnung  liefert  §.  53. 
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oder,  inclem  wir  für  f  den  el)en  gefundenen  Wertli  einsetzen, 

f.ncc 2«*a      pn 

~T^  g  W 

Wir  können  nun  diese  Kraft  halbiren  und  die  eine  Hitlfte  in  i4,  die 
andere  in  /?  so  anjäfreifen  lassen,  dass  sie  der  Torsionskraft  des  Fadens  ge- 
rade so  entgegenwirken  wie  die  eine  im  Punkte  A  angebrachte  Kraft  /*; 
aaeh   dann  ist  das  System  im  Glei(;hge wicht.    Bezeichnen  wir  .jede  dieser 

Hälften  mit  /*',  so  ist 

jP^n'a      pn 

9  t' 

In  dem  Apparate  von  Cavendish   war  die  f'onstante  =  — -^,  so 

dasH  demnach 

F  =  —     ?^ 

818  *     t^ 

Wenn  also  durch  Drehung  des  Hebels  dem  Faden  eine  Torsion  ertlieilt 
ist,  HO  wird  durch  die  Torsionskraft  dem  System  ein  Drehungsmoment  er- 
theilt,  welches  es  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzu<lrelien  strebt,  und 
welches  gleich  ist  dem  Drehungsmomente,  welches  zwei  Kräfte  ihm  er- 
theilen  würden,  «leren  eine  an  A^  deren  andere  an  B  ange])racht  ist,  und 

deren  jede  die  Grösse  F  =  —rr,  •  ^  besitzt.     Kennt  man   daher  das  Ge- 
•*  818       t^ 

wicht  p  und  hat  die  Anzahl  Theilstriche  «,  um  welche  das  System  gedreht 
Ist,  mittels  <ler  Femrohre  beobachtet  und  früher  die  Schwingungs<lauer  / 
herrtimmt,  so  kann  man  diese  Kräfte  durch  Rechnung  erhalten. 

Es  befinden  sich  nun  an  dem  Apparate   von  Cavendish   zwei  grosse 
Bleikugeln  M  und  A^,  jede  158  Kilogramm  schwer.    Dieselben  sind  an  den 
Enden  eines  drehbaren  Stabes  befestigt,  der  von  aussen  gedreht  wird,  ohne 
dasa  der  Beobachter  in  das  zu  den  Versuchen  bestimmte  Zimmer  eintritt. 
ybji  kann  den  Stab  senkrecht  zu  AB  stellen  und  ihm  die  Lage  MX  und 
IT-äT  geben,  die  synmietrisch  sind  zu  der  Gleichgewichtslage  von  AB^  und  in 
denen  der  Stab  festgestellt  werden  kann.    Sind  die  Kugeln  in  der  ersten 
Lage,  so  afficiren  sie  den  Hebel  nicht;  beide  Kugeln  ziehen  sowohl  A  als 
B  ganz  gleiehmässig  an,  und  können  ihnen  daher  keine  Bewegung  ertheilen. 
Der  Beobachter  liest  die  Stellung  der  Theilung  al)  und  notirt.  sie  als  die 
Gleichgewichtslage  des  Hebels.    Darauf  biingt.  man  die  Kugel  in  die  Lage 
MN,   Jetzt  zieht  3f  die  Kugel  A  und  N  die  Kugel  B  an;  der  Hel>el  «Irelit 
«ch  imd  erreicht  eine  zweite  Gleichgewichtslage,  wenn  die  Anziehung  von 
3f  auf  A  und  N  auf  B  gleich  ist  den  Kräften  F^  mit  denen   die  Torsions- 
kraft des  Fadens  den  Hebel  zurückzudrehen  sucht.     Man  beobachtet  dann 
Diit  Hülfe  der  Femrohre  die  Anzahl  w  der  Theilstriche,  um  welche  die  Kugeln 
A  und  B  abgelenkt  sind,  und  berechnet  dann  die  beiden  Kräfte  F  oder 
die  diesen  gleichen  Anziehungen  der  grossen  Kugeln  auf  A  und  B  mittels 
der  Formel 

818       r- 

Zur  Zelt  als  man  die  Kugeln  in  die  Lage  MN  gebracht  hatte,  war 
^^DB  der  Abstand  der  Mittelpunkte  von  A  und  M  oder  B  und  N  gleich  1), 
"t  in  der  neuen  Lage  das  Gleichgewicht  eingetreten,  so  ist  der  Abstand 
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dann  1/  =  D  —  na.  Ist  nun  7)'  bestimmt,  so  kennen  wir  die  zwischen 
den  Kugeln  thätigen  anziehenden  Kräfte  F  und  den  Abstand  Jj  der  Schwer- 
punkte der  Kugeln,  in  dem  diese  Kräfte  wirksam  sind.  Darauf  macht  man 
noch  eine  zweite  Messimg,  indem  man  die  Kugeln  in  die  Lage  J^f  N'  bringt, 
und  nimmt  schliesslich  aus  den  in  beiden  Fällen  berechneten  Werthen  von 
JF*  und  den  beobachteten  Abständen  7/  das  Mittel,  um  dann  folgendermaassen 
aus  diesen  Daten  das  Gesammtge wicht  P'  der  Erde  und  ihre  mittlere  Dich- 
tigkeit zu  berechnen. 

Da  die  Anziehung  der  Kugel  M  auf  Ä  im  Abstände  7>'  gleich  F  ist^ 
so  würde  sie  in  einem  der  Einheit  gleichen  Abstände  F ,  T)'^  sein;  nennen 
wir  andererseits  die  Anziehung  der  Gewichtseinheit  auf  die  Kugel  A  in  der 
Abstandseinheit  gj,  so  ist  die  dem  Gewichte  P  der  Kugel  M  proportionale 
Anziehung  der  ganzen  Kugel  M  gleich  P .  tp.    Wir  haben  demnach 

F.jy-  =  P.(p. 

Die  Anziehung  der  Erde  auf  die  Kugel  Ä  ist  an  der  Oberfläche  der 
Erde,  also  im  Abstände  II  von  dem  anziehenden  Mittelpunkt  gleich  dem 
Gewichte  p  dieser  Kugel.  Nennen  wir  nun  P'  das  Gewicht  der  Erde  und 
geben  (p  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin,  so  haben  wir  ebenfalls 

und  erhalten  aus  diesen  beiden  Gleichvmgen 

F        P.m 


p         P'.D'*' 
und  wenn  wir  den  ftir  F  vorhin  erhaltenen  Werth  einsetzen, 

p  ~  818  '  i^  ~  P'  .  i/** 

In  dieser  Gleichung  sind  «,  /,  2)'  durch  die  Beobachtung  gegeben,  P 
ist  das  Gewicht  der  Kugel  M  =  158  Kilogr.,  7?  ist  der  Radius  der  Erde, 
man  hat  daher  in  lauter  bekannten  Grössen  ftir  das  Gewicht  P'  der  Erde 

.  _  818  .  P.  R^ .  f* 
^    ~  n.  1)'^ 

Bezeichnen  wir  nun  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  d,  so  ist  P' 
gleich  dem  Produkte  aus  dem  Volumen  der  Erde  und  der  mittlem  Dichtigkeit 


und  demnach  schliesslich 


P'  =  %  TT  .  7^-*  iJ 


, 013,5  .  P  .  (* 


Wir  müssen  in  Bezug  auf  die  Versuche  noch  einen  Umstand  hinzu- 
fügen, den  wir,  um  den  Gang  der  Entwickelungen  nicht  zu  unterbrechen, 
übergangen  haben.  Wir  sahen,  dass  wir,  um  n  zu  erhalten,  zweimal  den 
Stand  der  Tlieilungen  C7>,  07>  beobachten  mussten,  einuial  in  der  Gleich- 
gewichtslage des  Stabes  AB  vor  der  Einwirkung  der  Kugeln,  dann  in  der 
durch  die  Anziehung  der  Kugeln  bedingten  Gleichgewichtslage.  C*avendish 
fand  nun,  dass  der  Stab  AB  niemals  in  Ruhe  war,  sondern  stets  um  die 
Gleichgewichtslage,  welche  er  hätte  einnehmen  müssen,  Schwingungen  voll- 
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führte.  Man  konnte  daher  die  Stellung  des  Stabes  in  der  Gleichgewichts- 
\sLge  nicht  direkt  bestimmen,  sondern  nur,  indem  man  das  Mittel  aus  den 
Sassersten  Lagen  nahm,  welche  er  bei  diesen  Schwingungen  zur  Rechten 
nnd  Linken  der  Gleichgewichtslage  erreichte. 

Cavendish  wandte  zu  seinen  Versuchen  zwei  Drähte  an.  Bei  Anwen- 
dung des  ersten,  sehr  feinen,  war  die  beobachtete  Schwingungsdauer  ^  =  14 
Minuten  und  die  Zahl  n  der  Theilstriche,  um  welche  der  Stab  nach  Ein- 
wirkung der  Kugeln  abgelenkt  wurde,  n  =  16.  In  dem  zweiten  Falle,  bei 
sehr  viel  dickerem  Drahte,  war  /  =^  7  Minuten,  t?  =  5,7.  Mit  beiden 
Drähten  erhielt  er  für  d  den  gleichen  Werth 

(l  =  5^48. 

Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  ist  demnach  5*/^  mal  grösser  als  die 
des  Wassers. 

In  späterer  Zeit  wurden  die  Vei'suche  zunächst  von  Reich  in  Freiberg 
wiederholt  im  Jahre  1837.  Er  fand  in  der  letzten  Berechnung  dieser  Ver- 
suche im  Jahre  1851  denselben  Werth  wie  Cavendish  d  =  5,49.  Später 
unternahm  Baily  zu  London  im  Auftrage  der  k()niglichen  Astronomischen 
Gesellschaft  eine  grosse  Reihe  von  Versuchen  und  erhielt  nach  Correction 
einiger  Fehler  als  Mittel  aus  mehr  als  20<K)  Versuchen  d  ==  5,07,  also  etwas 
grosser  wie  Cavendish.  Darauf  bestimmte  Reich  1H52  nochmals  den  Werth 
von  d  imd  fand  ihn  gleich  5,5832. 


§.  44. 

Versuche  von  Maskelyne.  Es  gibt  noch  eine  zweite  Methode,  um 
die  Anziehung  der  einzelnen  Theile  der  Erde  auf  Körper  zu  messen  und 
daraus  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  zu  bestimmen,  nämlich  die  Be- 
obachtung der  Ablenkung  des  Lothes  durch  grosse  Gebirgsmassen.  Die 
ersten  Versuche  derart  wurden  von  Bouguer  gemacht;  sie  wiesen  jedoch 
nur  nach,  dass  das  Loth  wirklich  abgelenkt  wird,  ohne  dass  sie  messend 
verfolijt  werden  konnten.  Dieses  gelang  zuerst  Maskelyne,  der  an  der  Berg- 
kette Shehallien  in  Portshire  in  Schottland  mit  grosser  Sorgfalt  eine  Reihe 

]  ig.  fti. 
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von  Messungen  ausftlhrie.  Der  Sliehallien  ist  ein  iKolirter  von  West  nach 
Ost  sich  erstreckender  Gebirgszug,  dessen  geognostische  Zusanmiensetziing 
bekannt  ist,  und  der  eine  einfache  Fonn  hat.  Man  konnte  daher  sein  Vo- 
lumen, sein  Gewicht  und  die  Lage  seines  Schwerpunktes  berechnen.  Maf:- 
kelyne  wählte  nun  zwei  Stationen  Ä  un<l  i?  TFig.  52 j,  die  nöriUich  und 
südlich  von  dem  Berge  in  einer  durch  den  Schwerpunkt  desselben  gehenden 
pjbene  und  auf  demselben  Meridiane  lagen.  Zunächst  wurde  nun  die  Pol- 
höhe beider  Orte  bestimmt.  Wenn  der  Gebirgszug  nicht  vorhanden  gewesen 
wäre,  so  hütten  die  beiden  Lothe  ÄP  und  BP'  einen  Winkel  mit  einander 
gebildet,  der  gleich  der  Breitendifferenz  der  beiden  Orte  ist.  Die  Anziehung 
der  zwischen  beiden  Orten  liegenden  Gebirgsmassen  bewirkt  mm,  dass  die 
Richtung  der  Lothe  AQ  und  liQ'  wird,  oder  dass  die  Richtung  der  Hori- 
zontalen gegen  den  Berg  hin  sich  erhebt  und  die  Polhöhe  in  Ji  vennehrt. 
in  A  vermindert  ist.  Man  misst  daher  die  Polhöhe  und  leitet  dai-ads  für 
jede  Station  die  Ablenkimg  des  Lothes  her,  indem  man  von  dem  Unter- 
schiede der  Polhöhen  diö  vorher  bestimmte  Breitendifferenz  abzieht 

Wirkt  nun  an  einer  der  Stationen  (Fig.  53)  z.  B.  A  die  Anziehung 

p'  w 
der  Erde  nach  AO  mit  einer  Kraft  gleich  — ^,   so  wirkt  daneben  die  An- 
ziehung des  Berges  in  der  Richtung  AG^  die  wir  als  horizontal  voraussetzen, 

P  .  w 
mit  einer  Kraft  gleich      .^   ,  wenn  wir  mit  P  das  Gewicht  des  Berges  und 

mit  D  den  Abstand  seines  Schwerpunktes  vom  Orte  A  bezeichnen.  Das 
Loth  ist  demnach  von  zwei  aufeinander  senkrechten  Kräften  angegritten,  es 
wird  sich  in  die  Richtung  des  Resultirenden  AC  stellen  und  mit  OA  einen 
Winkel  a  bilden,  der  gleich  ist  der  beobachteten  Ablenkung  des  Lothes. 
Man  hat  daher 

Fig.  53.  ^  '^^.AJi'CJi 


^=tang« 
\  und  daher 


\ 


—Ol 


J)'  P  i?« 

tanga  =  -^,   =  pv^j^r 

Setzen  wir  nun  wieder 

P'  =  %  7?»  «  d, 
HO  wir«! 

0,75  P  1 


d  = 


n  B  .  D*    tang  er 


Maskelyne  erhielt  nun  aus  dem  von  Hutton  bestimmten  Gewicht  P  des 
Berges  und  dem  Abstände  J)  des  Schwerpunkts  vom  Pendel  für  rf  eine 
Zahl,  die  nahe  gleich  5  war,  ein  Resultat,  welches  die  Versuche  von  Ca- 
vendish  und  Reich  bestätigt,  da  auf  diese  Weise  nicht  die  Genauigkeit  er- 
reicht werden  kann,  wie  nach  der  vorigen  Methode. 
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§.  45. 

Methode  von  Airy.  Noch  eine  dritte  Methode  gibt  es,  um  den  Nach- 
weis der  Massenanziehung  an  den  einzelnen  Theilen  der  Erde  zu  liefern  und 
die  Dichtigkeit  der  Erde  zu  be.stiinnien,  welche  ktii*zlich  der  englische  Astro- 
nom Airy  angewiindt  hat.  Dieselbe  l)cruht  darauf,  dass  der  Werth  der  Be- 
schleunigung ein  anderer  wird,  wenn  man  unter  die  Erdol)erfiiiche  hinab- 
steigt. Um  zu  tibersehen,  in  welcher  Weise  diese  Veränderung  von  ff  statt- 
ündet,  denken  wir  uns  die  Erde  zerlegt  in  eine  Kugelschale  von  der  Dicke  x^ 
der  Tiefe  der  durchsunkenen  Schicht  und  eine  Kugel  vom  Iladius  J{^  =Jl—  ./•. 

Auf  einen  an  der  Ol)erfiiiche  befindlichen  Körper  wirkt  nun  sowohl  die 
Anziehung  der  innem  Kugel  als  auch  der  Kugelschale  gerade  so,  als  wäre 
die  Masse  beider  im  Mittelpunkte  vereinigt,  also  so,  als  befände  sich  die 
Masse  Jf,  der  innem  Kugel  und  die  Masse  M^  der  Schale  im  Abstände  E 
von  dem  angezogenen  Körper. 

Anders  jedoch,  wenn  wir  uns  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  mit  dem 
Ra^lius  Ri  begeben,  also  die  Schicht  j-  hinabsteigen.  Die  Kugel  mit  dem 
Radius  i?,  wirkt  nach  dem  Anziehungsgesetz,  da  der  Körper  sich  ausserhalb 
derselben  befindet,  so  als  wäre  ihre  ganze  Masse  3/,  im  Mittelpunkte,  also 
in  der  Entfernung  7?,  vom  angezogenen  Kcirper  vereinigt.  Die  Anziehung 
der  Kugelschale  x  muss  aber  eine  andere  sein,  da  der  Körper  sich  im  Innern 
derselben  befindet.  Wir  können  nun  leicht  nachweisen,  dass  eine  Ilohlkugel 
auf  einen  in  ihrem  Innern  befindlichen  Körper  gar  keine  Anziehung  ausübt, 
wenn  die  Schale  aus  homogenen  concentrischen  Scliichten  besteht;  und  dar- 
aus  folgt,  dann,  dass  in  der  Tiefe  x  unter  der  Erdoberfiäche  auf  den  Körper 
nur  die  Masse  der  innem  Kugel  aus  der  ihrem  Radius  gleichen  Entfernung 
/?,  einwirkt. 

Stelle,  um  diesen  Nachweis  zu  führen,  der  Kreis  (Fig.  54)  einen  Dmch- 
«ichnitt  durch  eine  dünne  Schicht  der  Kugel- 
schale  vor,  und  der  Punkt  P  liege  im  Innern 
derselben,  im  Abstände  a  vom  Mittel|)unkte. 
Legen  wir  nun  gerade  wie  in  §.  il  durch  die 
Kugelschale  zwei  zu  CP  senkrechte  unendlich 
nahe  Schnitte  3[M^  und  NI\\^  so  erhalten 
wir  für  die  Anziehung  dieser  Kugelzone  auf 
den  Punkt  P,  indem  wir  genau  dieselbe  Ent-  Q| 
wicklimg  wie  in  §.  41  anwenden,  auch  iden- 
tisch denselben  Ausdruck,  nämlich,  imter  Be- 
nutzimg derselben  Zeichen, 

f -, — (.1  +  — 3^M'- 

Um  die  Anziehung  der  ganzen  Kiigelschale  zu  erhalten,  müssen  wir 
anch  in  diesem  Ausdrucke  für  e  alle  möglichen  Werthe  einsetzen  und  die 
Summe  aller  einzelnen  Ausdrücke  bilden.  Die  äussersten  Werthe,  welche 
e  annehmen  kann,  sind  aber  hier  nicht  (/  —  r  und  a-f-  ''?  sondern  PO  =  r  —  a 
und  Pö  ==  r  +  rt.  Summiren  wir  nun  genau  so  wie  im  §.41,  so  wird 
damit  die  Summe  jetzt 


Fig.  5A. 
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r  —  a 


Da  diese  Summe  gleich  Null  ist,  so  folgt  also,  dass  eine  solche  Schicht 
auf  einen  in  ihrem  Innern  liegenden  Punkt  gai*  keine  Anziehung  ausübt, 
und  damit,  dass  überhaupt  eine  aus  concen  tri  sehen  homogenen  Schichten 
bestehende  Kugelschale  einen  in  ihrem  Innern  liegenden  Punkt  gar  nicht 
anzieht. 

Es  folgt  somit,  dass  der  in  der  Tiefe  jr  unter  der  Erdoberfläche  befind- 
liche Körper  nur  von  der  innera  Kugel,  deren  Radius  E^  =  Jl  —  x  ist^  an- 
gezogen wird.  Suchen  wir  nun  zunächst ,  wie  sich  die  Beschleunigungen  in 
der  Tiefe  und  an  der  Erdoberfläche  verhalten  müssen. 

Die  Beschleunigung,  welche  die  innere  Kugel  an  ihrer  Oberfläche  er- 
theilt,  sei  ^j.  Die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche  ist  dann  gleich  der 
Summe  der  Beschleunigungen,  welche  die  innere  Kugel  an  der  Erdoberfläche, 
also  im  Abstände  It  von  dem  anziehenden  Mittelpunkte  ertheilt,  und  welche 
die  Kugelschale  von  der  Dicke  x  =  11  —  li^  an  ihrer  Oberfläche  ertheilt 

Die  Beschleunigung  g\ ,  welche  die  innere  Kugel  an  der  Erdoberfläche 
ertheilt,  ist  nun  nach  dem  Anziehungsgesetz 

Bezeichnen  wir  nun  die  Beschleunigimg  an  der  Erdoberfläche  wie  im- 
mer mit  (j^  so  gibt  uns  die  Diff'erenz 

0  —  Ol 
die  Anziehung,  welche  die  äussere  Schale  allein  auf  einen  an  ihrer  äussern 
Oberfläche  befindlichen  Körper  ausübt. 

Die  Anziehungen  der  äussern  Schale  sowohl  als  des  innem  Kernes  ge- 
schehen so,  als  wären  die  ganzen  Massen  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt; 
sie  sind  daher  proportional  diesen  Massen  selbst  oder  den  Produkten  aus 
deren  Volumen  V  und  F,  und  ihren  Dichtigkeiten  D  und  Dj.  Wir  haben 
demnach 

ü-ü\-'j\^V.I}:ViD, 

imd,  indem  wir  für  fj\  seinen  Werth  einsetzen, 

B^ 
'■        ^J  J^^    F  1)  ^  I, ^JV^-  B,^\  n.  I)  _  B^-B,'     n^ 

o,B,^    ~—     B,^       n;^ 

ein  Au^xlruck,  den  man  leicht  auf  die  Form 

fj  _  7V    ,    B^~  B,^    Zi  —  ^.'  I  1    I    /i^  _  i\  i^l 
g^         B^  "^     B'  B^     '  1),  ~  B^  \  ^  "^  U/         )  A  ) 

bringen  kann,  und  der  zu  erkennen  gibt,  dass  das  Verhältniss  der  Beschleu- 
nigung an  der  Oberfläche  und  in  der  Tiefe  abhängig  ist  von  dem  Verhälini^jj 
der  Dichten  der  äussern  Schale  und  in  der  Tiefe.    Derselbe  zeigt  aber  gleich- 
•  zeitig,  dass  wenn  man  i/^,  U^  und  D  beobachtet,  Dy^  sich  berechnen  liast 
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Hierauf  gestützt,  stellte  Airy  zwei  Pendel  auf,  eines  an  der  Erdober- 
fläche, eines  auf  dem  Boden  des  Bergwerkes  von  Harton  in  einer  Tiefe  von 
383  Meter.  Jedes  war,  wie  bei  den  Borda'scben  Versuchen,  vor  einer  astro- 
nomischen Uhr  aufgehängt.  Man  beobuchtete  die  Oscillationen  mittels  der 
Methode  der  Coincidenzen  und  bestimmte  ihre  Dauer  durch  die  Angaben 
der  Uhr.  Wenn  nun  aber  die  Veränderung  der  Schwere  die  Dauer  einer 
Oscillation  des  Pendels  verändert,  so  ist  klar,  dass  sie  auch  den  Gang  der 
Uhr  ändert.  Es  war  deshalb  nothwendig,  den  Gang  der  untern  Uhr  mit 
dem  der  obem  zu  vergleichen;  das  geschah  mittels  elektrischer  Signale, 
welche  sich  augenblicklich  fortpflanzten,  und  durch  die  man  die  Zeitangabe 
der  untern  Uhr  corrigirte. 

Die  Beobachtung  ergab  nun,  dass  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere 

auf  dem  Boden  des  Bergwerks  grösser  war,  oder  dass 

^  =  1,000052 

war,  ein  Resultat,  aus  welchem  sich  ergibt,  dass  D^  bedeutend  grösser  sein 
moss  als  D.  Denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  mUsste  die  Schwere  in  der 
Tiefe  kleiner  werden,  wäre  etwa  I)  =  />, ,  so  ergibt  sich 

Ol  —  Z'. . 
g        Jr 

die  Schwere  müsste  in  demselben  Verhältnisse  abnehmen,  als  der  Radius 
der  innem  Kugel  kleiner  ist  wie  der  Radius  der  Erde. 

Indem  man  nun  den  Inhalt  des  Bodens  (iber  dem  Schachte  untersucht, 
erhält  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Schale  in  der  Nähe  des  Orts,  wo 
die  Versuche  angestellt  wurden.  DiesTlbe  ergab  sich  zu  2,5.  Airy  setzt 
nun  diese  Dichtigkeit  als  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Kugelschale  ein,  was 
man  ohne  merklichen  Fehler  thun  darf,  wenn  auch  die  Kugelschale  nicht 
voll.standig  homogen  ist,  da  die  nähern  Massen  vorwiegend  einwirken.  Die 
Bestimmungen  Airy 's  ergaben  ferner,  da,ss,  die  Tiefe  des  llartoner  Schachts 
gleich   1  gesetzt, 

li  =  ir>621,7  und  deshalb  7^,  =  lt)(;2U,7. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  für  />,  ein,   so  erhält  man 

7>j  =  (;,56r>, 

io  darfs  also  die  Dichtigkeit  des  innem  Kernes,  oder  da  die  Masse  der  obera 
S^^hale  gegen  die  des  innern  Kernes  verschwindend  klein  ist,  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Erde  ungeföhr  (),5mal  so  gross   als  die  des  Wassers  wäre. 

Das  Resultat  weicht  allerdings  bedeutend  von  den  andern  ab.  Indess 
glavtl>t  Airy,  imd  auch  wohl  mit  Hecht,  dass  es  dassell)e  Vertrauen  verdiene 
als  «lie  früheren  Resultate,  so  dass  wir  annehmen  düHon,  die  mittlere  Dich- 
tigkeit der  Erde  betrage  zwischen  5,5  und  6,5.  Wir  müssen  daraus  schliessen, 
daLsa  das  Erdinnere  aus  weit  dichterer  Materie  zusammengesetzt  ist  als  die 
von  uns  bis  jetzt  erschlossene  Erdrinde. 

Nehmen  wir  für  die  Dichtigkeit  der  Erde  das  Mittel  aus  den  Zahlen 
▼on  Reich  und  Airy  oder  in  runder  Zahl  6  an,  so  sind  wir  dadurch  schliess- 
lich im  Stande  die  Anziehungen  zu  berechnen,   welche  zwei  der  Einheit 
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gleiche  Massen  auf  einander  aus  der  Einheit  der  Entfernung  ausüben.  Be- 
zeichnen wir  die  Masse  der  Erde  mit  M^  so  gibt  uns  das  Anuehungsgesetz 
ftlr  die  Zahl  g  die  Gleichung 

worin  /*  wie  früher  die  Anziehung  der  beiden  Ma.sseneinheiten  aus  der  Ent- 
fernungseinheit bedeutet;  demnach  ist 

oder,  indem  wir  für  M  seinen  Werth  setzen, 

Bn  ist  der  hall)e  Umfang  der  Erde,  also  gleich  20000000  Met^r. 
Setzen  wir  für  g  seinen  Werth  für  die  Breite  45",  g  =  0,80552,  so  erhalten 
wir  mit  dem  Werthe  d  =  ^i  für  /'  den  Weiih 

/•=  0,00000006128. 

Diese  Zahl  gibt  uns  in  Kilogrammen  den  Zug,  den  jede  Masseneinheit 
auf  die  andere  im  Absümdc  1  Meter  ausübt,  oder  in  Meter  die  Beschleu- 
nigung, welche  die  eine  Masse  der  andern  gegen  sich  hin  ertheilt. 

Ebbe  und  Fluth.  Eine  wichtige  Erscheinung  an  unserer  Erdober- 
fläche, hervorgehend  aus  der  allgemeinen  Mussenanziehung  und  zwar  aus 
der  Anziehung  des  Mondes  und  der  Sonne,  ist  das  täglich  zweimalige  Steigen 
und  Fallen  des  Wassers  in  den  grossen  Meeren.  Wir  müssen  uns  hier  be- 
gnügen, die  Erscheinung  in  ihren  Grundzügen  zu  erklären. 

Die  Anzieh img,  welche  der  Mond  auf  die  verschiedenen  Punkte  der 
Erde  ausübt,  ist  verschieden,  da  dieselben  von  dem  Monde  verschieden  ent- 
fernt sind.  Ziehen  wir  z.  B.  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  eine  gerade 
Linie  gegen  den  Mond,  so  ist  der  Mittelpunkt  der  Erde  von  dem  des  Mon- 
des um  60,  der  Punkt,  in  welchem  die  dem  Monde  zugewandte  ErdhSlfle 
von  der  Geraden  getroffen  wird,  um  50,  der  entsprechende  Punkt  auf  der 
abgewandten  Erdhälfto  61  Erdradien  entfernt.  Nennen  wir  die  Anziehung 
des  Mondes  auf  die  Masseneinheit  in  <ler  Entfernungseinheit  /',  den  Abstand 
des  Erdmittelpunktes  vom  Monde  d  und  den  Radius  der  Erde  7if,  so  erhalten 
wir  für  die  Anziehung  auf  jene  drei  Punkte  respective 

f        __/__  f 
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und  als  die  Differenzen  zwischen  den  beiden  letzten  und  der  ersten  Grösse 

,    2/;.i^ 
-     "  d^    ' 

w^nn  wir  die  Glieder  der  Differenzen,  in  denen  höhere  Potenzen  von  d  vihi 
die  dritte  vorkommen,  vernachlässigen.  Uxn  diese  Grösse  wird  also  der  dem 
Monde  zugewandte  Punkt  der  ErdoberÜäche  stärker,  der  vom  Monde  ab- 
gewandte  Punkt  schwächer  angezogen  als  der  Mittelpunkt  der  Erde. 
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Wäre  Bun  die  ganze  Erde  fest,  kein  Punkt  derselben  gegen  die  andern 
verschiebbar,  «o  würden  diese  Ditterenzen  durch  die  l'esten  V^erbindungen 
50  übertragen  werden,  das«  dadurch  nur  ein  Zug  auf  den  Mittelpunkt  der 
Erde  ent-stÄnde.     Nun  ist  aber  ein  grosser  Theil  der  Erde  mit  Wasser  be- 
deckt, dessen  einzelne  Theile  gegen  einander  und  pefren  die  festen  Theile 
der  Enle  frei  beweglich  sind.     Das  Wasser  wird  <laher  in  Folge  dieser  ver- 
i>chiedenen  Anziehungen  eine  Bewegung  annehmen  müssen,  un«!  zwar  wird 
es,  wenn  jene  Linie  zum  Beispiel  die  Erdoberfläche  an  beiden  Punkten  im 
Meere  schneidet,  sich  an  beiden  Punkten  erheben  und  dafür  an  den  zwischen- 
liegenden fallen  müssen.    Da  nämlich  an  der  dem  Monde  zugewandten  Seite 
das  Wasser  stärker,  an  der  vom  Monde  abgewandten  Seite  s(;h wacher  an- 
gezogen wird  als  der  Mittelpunkt  der  Erde,  so  ist  das  gerade  so,  als  wenn 
an  beiden  Punkten  eine  der  Schwere  entgegengesetzte  Kraft  von  der  Grösse 
jener  Differenz  angebracht  wäre,  wie  sich  leicht  durch  folgende  Betrachtung 
imächaulich  machen  lässt. 

Man  habe  l^  Punkte  vi,  C\  //;  die  Punkte  A  und  B  werden  jeder  durch 
eine  Kraft  gleich  10,  um  ein  Zahlenbeispiel  zu  wählen,  gegen  C  hingezogen. 
Nan  seien  femer  an  den  drei  Punkten  nach  gleicher  Richtung,  z.  B.  nach 
recht«  hin,  folgende  Kräfte  angebracht:  an  li  die  Kraft  3,  an  C  die  Kraft  2 
üiid  an  A  die  Kraft  1.  Diese  Punkte  befinden  sich  gewissermaassen  in  den- 
«elben  Verhältnissen  wie  unsere  vorhin  betrachteten  Punkte  auf  der  Kide. 
In  dem  Verhältnis«  der  3  Punkte  zu  einander  wird  nun  nichts  geändert, 
wenn  wir  von  jedem  derselben  die  nach  rechts  hin  ziehende  Kraft  2  foii- 
Qehmen.  Dadurch  ist  der  Punkt  C  wieder  wie  anfangs  von  keiner  Kraft 
iffieirt.  Am  Punkte  B  bleibt  aber  die  Kraft  1  nach  rechts  hin,  also  vom 
Punkt  C  fortziehend  übrig.  An  A  zog  ursprünglich  die  Kraft  10  gegen  T* 
nach  rechts,  es  ti*at  dann  noch  die  Kraft  1  hinzu,  später  aber  nahmen  wii* 
fie  Kraft  2  wieder  fort;  es  bleibt  also  nur  die  Kraft  9  nach  C  hinziehend 
ftbrig,  wler  da  wir  uns  statt  der  Kraft  0  die  Kraft  10  nach  (^  hin  und  die 
Kraft  1  von  C  fortziehend  denken  können,  so  folgt,  dass  durch  Anbringen 
jener  Kräfte  auch  bei  A  gleichsam  eine  von  C  fortziehende  Kraft  entsteht, 
welche  gleich  ist  der  Differenz  der  von  C  und  A  nach  rechts  hin  wirkenden 
Kräfte. 

So  also  auch  bei  der  Erde.  Durch  Anziehung  des  Mondes  entsteht  an 
fai  nnter  dem  Monde  und  den  ihm  gegenüber  an  der  andern  Seite  der  Erde 
liegenden  Punkten  gleichsam  eine  das  Wasser  vom  Mittelpunkte  der  Erde 
fortziehende  Kraft. 

Das  Wasser  muss  also  dort  steigen  und  dafür  an  den  mitten  zwischen 
Wclen  liegenden  Punkten  der  Erde  fallen.  Dadurch  müssen  also  zwei,  an 
^metral  gegenüberliegenden  Stellen  der  Erde  sich  bildende  Fluthwellen 
entstehen,  deren  jede,  da  die  Erde  sich  in  24  Stunden  von  Westen  nach 
Osten  um  ihre  Axe  dreht,  die  Erde  in  24  Stimden  von  0;<ten  nach  Westen 
wnkreLsen  muss. 

In  den  Meeren  muss  also  täglich  zweimal  Flutb  und  Ebbe  entstehen, 
^  sie  jeden  Tag  den  Mond  einmal  im  Zcnith,  einmal  im  Nadir  haben. 
''^egen  der  Eigenbewegimg  des  Mondes  in  seiner  Bahn  je<loch,  wodurch  der 
Durchgang  durch  einen  bestimmten  Meridian  täglich  um  50  Minuten  ver- 
zögert wird,  verzögert  sich  auch  der  Eintritt  von  Ebbe  und  Fluth  jeden 
Ttg  um  ebensoviel. 
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Ebenso  wie  der  Mond  erzeugt  auch  die  Sonne  Ebbe  und  Fluth,  jedoch 

viel  schwächer,  wie  man  sofort  erkennt^  wenn  man  in  unsem  Ausdruck  —ß-^ 

der  uns  die  von  dem  Mittelpunkte  fortziehende  Kraft  angibt,  die  der  Sonne 
entsprechenden  Grössen  einsetzt.  Bezeichnet  M  die  Masse  der  Sonne  und 
m  die  Masse  des  Mondes,  so  haben  wir  statt  /'  der  Anziehung  des  Mondes 

in  der  Abotandseinheit  /'•  --  zu  setzen,  imd  anstatt  d  die  Entfernung  der 

Sonne  von  der  Erde  (f  =  M)  r/,  da  die  Sonne  4<M)mal  weiter  von  uns  ent- 
fernt ist  als  der  Mond.  Die  Mas^e  der  Sonne  M  ist  35ürK)0mal  grösser 
als  die  der  Erde  und  die  der  Erde  gleich  88  w,  also  HHmal  grösser  als  die 
des  Mondes.    Wir  haben  demnach  für  die  Differenz  der  Sonnenanziehung 

2fli  .  355000  .  88 
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also  ungefähr  die  Hälfte  des  Unterschiedes  der  Mondanziehung  auf  die  ent- 
sprechenden Punkte  <ler  Erde.  Die  Sonnenfiuth  wird  daher  auch  nur  die 
halbe  Höhe  der  Mondfluth  haben.  Durch  die  vereinte  Wirkung  von  Sonne 
und  Mond  wird  nun  die  Fluthhöhe  entweder  vergrössert  oder  verkleinert 
Stehen  Sonne  und  Mond  an  der  gleichen  Seite  der  Erde,  zur  Zeit  des  Neu- 
mondes, oder  an  der  entgegengesetzten,  zur  Zeit  des  Vollmondes,  so  ver- 
stärken sie  die  Fluthen,  es  treten  die  sogenannten  Springfluthen  ein.  Zur 
Zeit  der  Quadraturen,  also  des  ersten  und  letzten  Viertels  tritt  Sonnenfiuth 
und  Mondebbe  an  der  gleichen  Stelle  auf  und  umgekehrt:  die  Fluthen  sind 
dann  als  Nippfluthen  die  kleinsten. 

Durch  die  verschiedenen  Tiefen  des  Meeres  und  die  Configunition  des 
Festlandes  wird  der  Verlauf  der  Fluthen  sowie  das  Gesetz  ihrer  Aenderung 
ein  äusserst  verwickeltes,  welches  jedoch  La  Place  in  grosser  Vollständig- 
keit gelöst  hat.  Wir  müssen  uns  hier  begnügen,  darauf  hingewiesen  zu 
haben. 


Litterat iir  des  orst^^n  Al).sehnit.te.s. 

Die  bisher  vorgetragenen  Lehren  sind  grösstontheils  so  vielfach  bebandelt  und 
in  vortrefflichen  Werken  zusammengCHt^^llt,  diiss  eine  Angabe  der  Originalquellea 
theil«  zu  weit  führrn  würde,  theils  nur  ein  geschichtliches  Interesse  hat.    Wir  ver- 
weisen daher  in  Betreff  der  genauem  KcinitniHs  der  einzelnen  Lehren  auf  die  vieleim 
vorzüglichen  Lehrbücher  der  Mechanik,  von  denen  wir  folgende  namhaft  machen. 

1.  JhiXy  A.  F.,  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper.    Berlin,  1849. 

2.  Brach  ^  O.  /. ,  Lehrbuch  der  Mechanik.    Berlin  und  Christian ia,  1854. 

3.  Burg,  vi.,  Compendinm  der  populären  Mechanik  und  Manchinenl  ehre.    S.A.- 
Wien, 1849. 

4.  Delaumtf/.  (Vi.,  Cours  de  Mecanique  rationelle.    2.  ed.    Pari»,  1857. 

5.  DuhamcK  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.  Deutsch  v.  Dr.  O.  ScMömnch^ 
•2.  A.    Leipzig,  1858. 

«>.   C.  G.  J.  Jftcobiy  Vorlesungen  über  Dynamik.   Herausgegeben  von  titsch» 
Berlin,  1866. 

7.  Jolfy,  1%,  Prinzipien  der  Mechanik.    Stuttgart,  1852. 

8.  Möbius,  A.  F.,  Lehrbuch  der  Sttitik.    Leipzig,  1837. 

9.  Poinsot,  L.,  Elt^ments  de  statique.    9.  ed.    Paris,  1848. 
JO.   Foisson,  S,  !>.,  Traite  de  Mecanique.   2.  6d.   Paris,  1833. 
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11.  Hedtenbacher ,  Prinzipien  der  Mechanik  und  des  Maschinenbaues.    Mann- 
leim,  1852. 

12.  JMitn,  M.,  Probleme«  de  Mecanique  rationelle.    Pari«,  1855. 

13.  5cÄ«#/,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.    Leipzig,  1870. 

Des  geschichtlichen  Int-eresHen  wegen  «ei  es  jedoch  ge;?tattet,  die  Autoren  und 
Quellen  vorzuführen ,  von  denen  die  verschiedenen  wichtigsten  Lehren  zuerst  vor- 
2:etragen  sind.  Daran  Hcliliessen  wir  dann  eine  Angabe  der  Litteratur  der  neueren 
üregenstäDde,  besonders  der  Lehren  über  Erhaltung  der  Rotations-  und  Schwingungs- 
ebene, die  in  neuerer  Zeit  durch  den  Foucaull' sehen  Versuch  die  allgemeine  Auf- 
mprkRamkeit  auf  sich  gezogen  haben ,  sowie  über  die  Bestimmungen  von  g  und  der 
Dichtigkeit  der  Erde. 

Zum  ersten  Kapitel  bemerken  wir,  dass  die  Fallgesetze  von  Galilei  erkannt 
und  in  seinen: 

^Di.«icorsi  e  dimostrazioni  niatematiche  intomo  a  due  nuove  scienze  attenenti  alla 
mecanica  ed  i  movimenti  locali.    Leiden,  1638.** 

vollständig  vorgetragen  sind. 

Die  allgemeinen  Folgenmgen  aus  diesen  Gesetzen  zog  zuerst  Isfi(ic  Neicton. 
Er  legte  sie  in  seinem  Werke : 

vPbilosophiae  naturalis  principia  mathrmatica.    Lond.,  1687.*' 
kx  Behandlung  der  Lehre  von  den  Bewegimgen  und  Kräften  zu  Grunde.    Die  drei 
Ftinzipien,  welche  er  anwandte,  sind 

1)  das  Prinzip  der  Trägheit,  nur  äussere  Kräfte  ändern  den  Bewegungszustiind 
eine»  Körpers , 

2)  dass  die  Acnderung  der  Bewegim^  proportional  sei  der  wirkenden  Kraft, 

3)  das  von  uns  §.14  erläuterte  Prinzip  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
virkang. 

Unsere  im  §.14  aus  der  Gleichung  für  die  Bewegimg  einer  constant  wirkenden 
liaft  al)geleiteten  Gleichungen  Mv  ==  IH  und  '/^  Mv^  =  J'»,  wurden  die  orstere 
vmV-ofüsius  in  seinen  Principiis  philosophiae  abgeleitet  und  dabei  das  Produkt  Mv 
iU  das  Maass  der  bewegenden  Kraft  aufgestellt;  die  zweite  entwickelte  Ijcibnitz 
»d  glaubte  seinerseits  das  Produkt  Mv^  als  Maass  der  bewegenden  Knift  dem 
Cartesischen  gegenüberstellen  zu  müssen: 

„Brevis  demonstratio  erroris  memorabilis  Cartesii  et  alionim.    Acta  eruditorum. 
Leipzig,  1686,  März.** 

Daran  knüpfte  sich  ein  langer  Streit,  der  vorzugsweise  in  den  Actis  eruditorum 
pföhrt  wurde. 

lyAletubert  wies  dann  174.*]  in  ^inem  Traite  de  dynamique  nach,  wie  der 
pme  Streit  nur  ein  Wortstreit  sei  und  durch  eine  präcisere  Begpdtfsfassung  erledigt 
»erde. 

Die  im  zweiten  Kapitel  vorgetnigenen  Sätze  über  die  statischen  Momente  und 
fei  Schwerpunkt  rühren  ursprünglich  schon  von  Archimedes  her: 

nArchimedes  von  Syracus  vorhandene  Werke  aus  dem  Griechischen  übersetzt  und 
mit  erläuternden  und  kritischen  Anmerkungen  versehen  von  Ernst  Nizze. 
Stralsund,  1824.*' 

Theoretische  Beweise  für  das  Hebelgesetz  gaben  zuerst  Cmtcsius  und  Newton^ 
•''tewr  im  Tractatus  de  mechanica  in  den  opusculis  postumis  Amstellod.  1701. 
«Wwerin  den  Principiis  liber  I.    Leges  niotus,  lex  111. 

,  IHe  Theorie  der  Wage  wurde  zuerst  vollständig  entwickelt  von  Lcofümrd  Etiler 
)J  ^  Commentarien  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg. 
i«lX. 

IHe  Pendelgesetze  wurden  zwm  Theil  schon  von  Galilei  entwickelt,  nämlich, 
^  Pendel  von  gleicher  Länge  in  gleichen  Zeiten  ihre  Schwingungen  vollführen, 
Hjvenn  die  Gewichte  ungleich  sind,  und  dass  bei  ungleich  langen  Pendellängen 
■«i  die  Zeiten  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Pendellängen  verhalten. 

^uyghens  baute  dann  in  seinem  Werke: 

"Horologium  Oscillatorium  sive  de  motu  pendulorum  ad  horologia  aptato  denion- 
»teitiones  geometricae.   Paris,  1673.** 

**Jeorie  weiter  aus  und  fügte  die  Sätze  hinzu,  dass  nur  unendlich  kleine 
^^^^iogongen  genau  isochron  sind ,  und  dass  die  Dauer  eines  Hin  -  und  Herganges 


lies  Penilel»  sk-h  mr  Dauer  des  freien  Fnlleit  dun-li  clie  <lop|ie!te  Pendellliiige 
liulte  wie  -lie  Teriph-'nen  einea  KreiKeH  zu  eeineni  Diirclimeswr,  nl»o 


I^i»I 


t  lUinn  lUi'  Zeihlauer  einer  Sehwini^in);.  wie  wir  ni«  (^■fdiut  hubpo,  die  e 
roalige  ZuHieklegung  des  Bozens  herrorgebt. 

Von  Uuygktn»  rührt  di«Uiit*>rRrh«iiduiig  de»  einfachen  und 
Pendeln  iiod  di«  Zarnckffihrnn^  dn«  lelxt^rn  Huf  da«  erxtere,  wir  wir  « 
Itbkwii  liiilii-ii. 

Tii"'  i'ixlr  Kentimnning  \f>n'g  iiiittcln  de«  Pendplx  mwbta  Uuii'iheiui 
f,  =  ir.  fii-s  nnd  l  Zoll, 

Dil'  von  uns  uitttrethoilt«  Mt-lhodi-  von  Burda  befindet  »ich  in 
.,  FiiiHi'  ilii  Sj-^t^nie  Metiiine  elv.  redigäe  pnr  H.  Dctiun>ire.   Tonil'  III.    ptiK-  -''^7' 
Puri«.  isi(i." 
und  mit  BiTitikeii-htif-iinR  Am  Gewichten  des  Faden« 

..Öiol  et  Amgo:  Recnoil  d'olMcrvations  geod^nmien  aatrouoiuique«  i;t  |>h]rHÜ)UM 
ev'rntf'en  |i»ir  OnUr  iln  Bureau  Ae»  Longiliides.    I'ari«,  1821." 

■  Methmlp  wurde  voiseacbloi^n  von  Bohvfnbirgrr  in  seiner  Astro- 


■Vi, 


ii»t!''n. 


ndi>n  for  tb*  year  1818, 

Die  (.iesetxe  der  Centril'ugulkntil  cntwickolte  Huiightfi»  xuurst  h.  a.  ().,  nnd  mm» 
'h  mit  Beweinen  in  den  opimculiit  portiimix.  Lejdcn,  1703,  in 

■!■  ■     !■  ■' '•'■"■■   iimchU.'   Boltnenbfrgtr   bei   Bcktimt^ 

',,/;,.iI,  Aunalen,  ftd.  CO,  p.  ßrt. 
I  ili''iien  ilf'iionKlAnd  «ehr  lied«utend  *»- 
"  i''    li'    '    [.iL.li:  I  ];.il't  der  rotirenden  KOqiur  xiiin  B»woi>* 
i'jr'  vor^rhliit.'.    MiiJL  Hcbc  uiiter  anduHi  aunHer  in  denWeiiw 
ie  freien  Äsen 

ivelle  de  la  rotution  du»  cor]i>i,    Lioiivilli-  Journal  d»  aaMti^ 
I  l'oinxiit.  neue  Theorie  der  Drehung  dt-r  Körper, 


ftthrlicher  linden  «\ 
einer  Alihunril 
Auf  dl.'  : 
tuachuii);  Hl- KU 


iibi'r  Mi-.-hHiiik.  ül.i-1 


i,.  faucaull,  Snr i\-'\\.-  dc'inonittmtiun  eKjM.-rinientikk-  du  moiivnnent <fe  I» 

(«rre  fiimlii'   m  l.i  byh-  i|i]  plan  de  rotation,    (.'onipti^s  Kcndns  hobdonw- 
daire«  -h-  »-.iii.v.  ,1..  IA,uil<?iuic  desecienees.   XXXV.  p.  431.    Pwin  IHM. 
Pemor  (".  II.  XXXV.  |,.  iu,  p,  60S. 
Pcrmtt,  L'iiiiiMieil  i\c  llolinenhrt<iir  licat  servir  i.  constiilor  la  rotation  de  Ulvnv. 

C.  K.  XXXV,  i>.  117,  BIO  und  753. 
J.  I'hUkrT.  (.>!•« dipFi-*serpirhc"HotittionHnia*chinc,  Pog^ndnrfTg  AnnnWnBtl.M. 
J.C.  Pa^grv't'"  ff .  \n.li  i-fn  Wnrt  ober  die  FeiiM.>riicbe  KototinnaniaM-hine.    P«^ 
f;end.  Atuni    H  i     n»    |i    "!>.    'Die  von  iina  mitgt>theiltu  Krklaninf(.\ 

G.  Mitguiii-     \  ■  ■■■  •        'rii. tion  ein«  AjipaniteK  mir  Krlüulemng  Trriw4iio- 

dener  !.;  -  '  i    '  '  :  mtirenden  Körpeni.    PuKgend.  Annal.  UtL  VI. 

Der  Fouiiiiiii    ]'.  nl-l'  ii^uch  wurde  nierrt  mitgetheilt  in  der  Abhamllni^ 

von  fnuentiit: 

J..  feucnult,  Demonstration  phvrique  du  mouvement  de  rotation  de  la  terrw  an 
tuoyiin  du  peudule.  C.  A.  XXXil.  p.  135.  aneh  PoggMid.  Ann.  Si. 
Si'Jldf!ni  Kind  eine  Menffe  von  Mittheilungen  eriirhi<''n>'D .  welche  ibeila  WI«<l>r> 
hnlun^^  Ae»  VerHucheK  lUretellen,  theilH  diutn  dienen,  da«  (lewt«,  nach  Wt-hdieH 
■ich  ilie  Dauer  der  Drehiinf;  unti'r  vprxehiedenen  Bn-iten  ändert,  cu  brttiniinra.  LHe 
von  <Mi«  gegebene  Ableitting  fiült  im  Wesentliehen  mit  der  von  Mangii*r,  ArchivR 
dr«  «cicnccx  phyMiipic«  et  naturelW.  Tome  XVII.  p.  116  xuiuunmEn. 

Einp  vnUi|^udi|te  Zuiani nie n«tel hing  der  Litteratnr  illwr  dien-n  und  ikm  tnri|fi« 
(tpgvnMnnd  ßndot  nicli  in  den  Berichten  iilier  die  Forteehriltc  der  {'hvaik  iburgrotritt 
von  der  phTnihalirrhen  lieHelUchaft  tu  Berlin  in  den  Jahren  1860.  1^1,  Beiim  IWl. 
18bä,  nprhn  la&b,  1853,  Berlin  1866  n.  «.  f..  in  dem  AbocbDitt  «b«r  Uedwnik, 
Foucanlt'sclie  Versuche. 
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Die  im  dritten  Kapitel  vorgetragenen  Lehren  über  die  allgemeine  Attmction 
hat  Newton  in  dem  bereit«  erwähnten  Werke  Principia  etc.  entwickelt. 

Die  drei  Keppler^schen  Gesetze,  auf  welche  Newton  seine  Entwickelungen 
stutzte,  theilte  Keppler  mit,  die  beiden  ersten  1G09  in  seiner  Astronomia  nova 
aiiioloyrjtog  ^  sive  physica  coelestis  tradita  commentariis  de  motu  stellae  Martis 
I*ra^e  1609;  das  dritte,  welches  er  am  15.  Mai  1G18  auffand,  in  Epitome  astrono- 
miae  Copemicanae,  Lincii  1G18. 

Die  Verschiedenheit  von  g  an  verschiedenen  Orten  der  Erde  behauptete  Newton 
zuerst,  und  der  französische  Astronom  B icher  zeigte  1G7Ü,  dass  das  Sekundenpendel 
in  (-ayenne  unter  5"  N.  B.  1,25  Linien  kürzer  sei  als  in  Paris. 

Die  genauem  Messungen  von  g  sind  zusammengestellt  in  6*eÄ7e»*'5  Physikalischem 
Wörterbuch  2.  Auflage  von  Brandes^    Mitnk^    I^fffffy  Littrotv,  Gmelin,   Hornei'. 
Bd.  IIL  Artikel  Erde  p.  891  ff. 
(*acendishj  Versuche  über  die  Dichtigkeit  der  Erde  sind  mitgetheilt  in  den  Philo- 

sophical  Transactions  LXXXVIII,  auch  Gilbert  Annalen  Bd.  II. 
Beich,  Versuche  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  p]rde  mit  der  Dreh wiige.   Frei- 

lierg,  1838. 
Baily^  Experiments  with  the  Torsion  llod  for  determining  the  mean  density  of 
the  Earth.    Vol.  XIV.  of  the  Mem.  of  the  Royal  Astron.  Society.    London, 
1843.    Unt^r  demselben  Titel  auch  besonders  erschienen. 
Beich,  Abhandlungen  der  mathematisch -physik.  Klasse  der  kgl.  sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften.    1.  Bd.    1852. 
Maskelyne  und  Ihitton,  Philosoph.  Transact.  1775  und  1778. 
Airy,  Philosoph.  Transact.  185G. 

Die  Erklärung  von  Ebbe  und  Fluth  gab  zuerst  Neirton  in  seinen  Principiis  phil. 
nat.  Hb.  I.  prop.  66  und  Hb,  Hl.  prop.  24.  3G.  37. 

Voilstilndig  ausgeführt  ist  sie  von  Laphtce^  Mecanique  Celeste  livre  IV.  u.  XIII. 
Man  sehe  Gehler' s  Physik.  Wöilerbuch  2.  Auflage  Bd.  111.  Artikel  „Ebbe  und 
Fluth." 


Zweiter  Abschnitt. 

Von  dem  Uleichf^jewichte  und  der  Bewegung  der  Körper 

in  ihren  einzelnen  Theilen. 


Erstes  Kapitel. 

Von  den  festen  Körpern. 

§.  47. 

BeschalTenheit  der  Materie.  Bei  iinsem  l>i.sherifr<^n  Untersuchungen 
über  die  Wirknnt^  von  Kräften  auf  die  Kr)q>er  haben  wir  die  letztem  als 
absolut  starr  angesehen,  indem  wir  nur  die  Bewegungen  ins  Auge  gefasst 
haben,  wehrhe  «lie  Körper  als  solche  unter  der  Wirkung  der  KrSite  anneh- 
men. Untersuchen  wir  die  Einwirkung  der  Kräfte  auf  tue  Küq)er  aber  ge- 
nauer, so  finden  wir  auch  dann,  wenn  die  Körper  keine  Bewegung  anneh- 
men, dass  dieselben  (hirch  die  auf  sie  einwirkenden  Krilfte  Vei*ändemngeii 
erfahren.  Wir  sehen,  dass  die  festen  Körper  verlängert  oder  verkflrzt  und 
geb«»gen  werden  können,  wir  sehen  Bewegun.»^en  in  einer  Flüssigkeitsniasse 
eintreicn,  kurz  wir  sehen,  dass  die  einzelnen  Theile  eines  Köq)ers  gegen 
f'inandcr  verschiebbar  sind. 

Die  Erscheinungen  dieser  Art,  das  übersieht  man  unmittelbar,  werden 
ausser  von  den  äussern  wirksamen  Kräften  wesentlich  bedingt  sein  von  der 
inneni  Structur  der  Köri)er,  «»der  was  dasselbe  ist,  von  der  innem  Structur 
dessen,  was  die  Kr»rper  liildet,  der  Materie.  Ehe  wir  deshalb  zur  Unter- 
suchung dieser  Er.-ch«»inungen  üb(Tgehen,  wird  es  vortheilhaft  sein  zu  un- 
tersuchen, ob  wir  nicht  schon  von  amlerer  Seite  her  über  diese  8truetur 
der  Materie  einigen  Aufschluss  erhalten  können,  der  uns  die  Untersuchung 
der  an  den  Kr»rpern  beobachteten  physikalischen  Erscheinungen  erleichtert. 

Die  erste  Erfahrung,  welche  wir  in  Betreff  «ler  Structur  der  Körper 
machen,  ist  die  Theill>arkeit  «lerselbcn;  es  gibt  keinen  Körper,  der  nicht  in 
Theile  zerlegt,  der  nicht  zerstückt  werden  kann.  Diese  TheiLbarkeit  geht 
so  weit,  dass  es  nicht  mriglich  ist,  eine  Grenze  derselben  zu  erreichen  oder 
zu  bestimmen.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  genügt  es  an  ein  Beispiel 
zu  erinnern:  ein  wenig  Moschus  verlu-eitet  in  dem  Räume,  in  dem  e«  auf- 
bewahrt wird,  einen  sehr  starken  (ieruch,  weil  es  fortdauernd  in  demselben 
einen  Theil  seiner  Substanz  zerstreut:  «leimoch  kann  es  lange  Zeit  in  dem 
Uaume  gelassen  werden,  ohne  dass  sich  sein  (iewicht  vermindert,  denn  die 
Theilchen,  welche  es  ausstösst,  sind  so  klein,  dass  sie  sich  jeder  Messung 
entziehen.  Bei  dieser  grossen  Theilluukeit  kann  man  zwei  Annahmen  über 
«lie  Constitution  der  Materie  machin:  man  kann  annehmen,  die  Materie  sei 
bis  ins  Unendliehe  theilbar,   oder  num  komme  bei  fortgesetzter  Theihing 
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schliesslich  auf  Theilchen,  welche  nicht  weiter  getheilt  werden  können,  auf 
Atome.  Macht  man  die  letztere  Annahme,  so  muss  die  Materie  aus  diesen  klein- 
et^n  Theilchen  aufgebaut  sein,  die  im  Innern  als  solche  existiren,  sie  muss 
ein  Ag>(Tegat  dieser  einzelnen  Theile,  dieser  Atome  sein,  die  in  mehr  oder  we- 
niger grossen  Abständen  neben  einander  gelagert  sind,  ohne  sich  zu  be- 
rüliren,  die  sich  anziehen  o«ler  abstossen  können,  welche  sich  einander  fest- 
halten, wie  in  den  festen  Körpern,  oder  gegen  einander  beweglich  bleiben, 
wie  in  den  flüssigen  oder  gasförmigen  Körpern. 

Macht  man  dageg^  die  erstere  Annahme,  ist  die  Materie,  wenn  auch 
nur  iileell,  bis  in-s  Unendliche  theilbar,  so  kr)nnen  in  der  Materie  ki*ine  dis- 
i-reien  Theilchen  als  solche  existiren,  sondern  jedes  Theilchen  ist  nur  ein 
Theil  des  Ganzen.  Daraus  folgt  dann,  dass  nach  dieser  Anschauungsweise 
die  Materie  den  Raum  eines  Körpers  continuirlich  erfüllen  miiss,  natürlich 
S[ialten  und  Poren  in  demselben  ausgenommen.  Denn  sobald  man  innerhalb 
«ier  Materie  eine  Discontinuitilt  zugibt,  hat  eben  das  für  sich  bestehende 
Theilchen  eine  selbstUndige  P]xistenz,  es  ist  der  Baustein,  aus  welchem  die 
Materie  zusanmiengesetzt  ist. 

Schon  die  hierin  gegebene  Fragestellung  beweist,  dass  es  sich  hier  um 
die  Wahl  einer  von  zwei  möglichen  Hypothesen  über  die  Structur  der  Ma- 
terie handelt,  somit  auch,  dass  wir  bei  «ler  Entscheidung  der  Frage  mit 
lüer  der  Vorsicht  verfahren  müssen,  welche  bei  der  Bildimg  von  Hypo- 
thesen angewandt  werden  muss.  Wir  haben  nacli  den  in  der  Einleit img  auf- 
gestellten Prinzipien  die  Hypothese  zu  wühlen,  welche  die  von  der  Structur 
der  Materie  abhängigen  Erscheinungen  am  einfachsten  und  ohne  weitere 
HflHsbyjiothesen  verständlich  macht;  die  Erfahrungen  der  Chemie  sind  es, 
velche  wir  zunächst  ins  Auge  zu  fassen  haben. 

Wir  können  diese  Erfahrungen  in  folgenden  wenigen  Sätzen  zusammen- 

1.  Zwei  verschiedene  Materien  können  sich  zu  einer  dritten  neuen ,  deren 
Eigenschaften  von  denen  ihrer  Bestandtheile  wesentlich  verschieden  sind^ 
Terbinden;  so  der  brennbare  Wasserstoff  und  der  die  Verbrennung  unter- 
haltende Sauerstoff  zu  dem  nicht  brennbaren  W^asser;  das  magnetische 
Metall  Elsen  imd  der  brennbare  Schwefel  zu  dem  nicht  magnetischen, 
lucht  metallischen  Schwefeleisen. 

2-  Bei  dem  Uebergange  des  Gemenges  zweier  Materien  in  die  Verbindung 
findet  stets  eine  Aenderung  des  Wärmezustandes,  in  den  meisten  Fällen 
eine  Wärmeentwicklimg  statt.  Wasserstoff  und  Sauerstoff  verbinden  sich 
in  passenden  Verhältnissen  gemischt  unter  heftiger  Explosion,  und  die 
Ramme  des  so  mit  Sauerstoff  gemischten  Wasserstoffs,  des  Knallgases, 
«Reugt  eine  der  höchsten  erreichbaren  Temperaturen.  Bei  der  Herstel- 
hng  des  Schwefeleisens  kommt  die  ganze  Masse  in  ein  lebhaftes  Glühen. 

*  Die  Mengenverhältnisse  der  einzelnen  Materien,  welche  in  eine  Verbin- 
dung eingehen,  sind  immer  dieselben.  Wasserstoff  und  Sauerstoff  treten 
20  Wasser  immer  nur  in  dem  Verhältniss  zusammen,  dass  auf  je  ein  Ge- 
wichtstheil  Wasserstoff  acht  Gewichtstheile  Sauerstoff  kommen,  Schwefel 
wul  Eisen  zu  Schwefeleisen  nur  so,  dass  zu  je  einem  Gewichtstheil  Schwe- 
^«1  1,75  Gewichtstheil  Eisen  treten,  und  so  in  allen  Fällen. 

*•  Zwei  Materien  können  sich  in  verschiedenen  Vorhältnissen  zu  neuen  Ma- 
terien verbinden;  so  kann  Wasserstoff  mit  Sauerstoff  ausser  zu  Wasser 
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noch  zu  einem  zweiten  Köq^er  zusammentreten,  zu  Waßserst-ofifdioxid :  die 
Menge  des  Sauerstoffs,  die  dann  zum  Wasserstoff  tritt,  ist  gerade  die 
(loppelte  der  im  Wasser  vorhandenen,  auf  je  ein  Gewich tstheil  Wasser- 
stoff kommen  !(>  Gewichtstheile  Sauerstoff.  Eine  zahlreiche  Reihe  von 
Verbindungen  bildet  z.  B.  der  8 tickst ofl'  mit  dem  Sauerstoff,  die  Verbin- 
tlungen  sind  Stickoxydul,  Stickoxyd.  Salpetrigsttureanhydrid ,  Stickstoff- 
t(;troxyd  und  Salpetersäureanhydrid.  Die  Gewichtsmengen  Sauerstoff, 
weklie  zu  je  einem  Gewicht  Stickstoff  getreten,  verhalten  sich  in  diesen 
Verbindungen  der  Reihe  nach  wie   1:2:8:4:5.    Im  Stickoxydnl  tritt 

8 
zur  Gewichtseinheit  Stickstoff  —  Gewicht  Sauerstoff,   in  den  folgenden 

das  Doppelte,  Dreifache  und  so  fort.  Aehnlich  ist  es  bei  andern  Kilr- 
peni;  so  liefert  das  Metall  Mangan  eine  Reihe  von  Verbindungen,  die- 
selben enthalten: 

g 

1 )  Manganoxydul  .  .  auf  1   Gewichtstheil   Mangan  -r-^  •  Sauerstoff 

M  I  ja) 

Q 

2)  Mangans n per oxyd     „     1  ,,  ??        - 


•  27,5 

8 

3)  Mangansesquioxyd    „    2  „  „       •^•»7^" 

8 

4)  UebennangansUurc  „    2  „  „        7.—; 

8 

5)  Manganoxyduloxyd  „    .3  „  „        4 . 


?> 


n 


71 


»? 


I 

\ 


27,5 

Diese  und  eine  Menge  ähnlicher  Erfahrungen  fasst  die  Chemie  unter 
dem  Gesetze  der  multiplen  Proportionen  zusammen,  wonacli  verschietlene 
Verbindungen  je  zweier  Materien  dadurch  entstehen,  dass  die  einzelnen  Be- 
standtheile  nach  bestimmten  Gewichtsmeugen  oder  nach  einfachen  Vielfachen 
dieser  Gewichfsm engen  zusanuncntreten. 

Bezeichnen  wir,  um  die  Sauerstoffmengen  und  die  Mangan  mengen^. 
welche  in  den  verschiedenen  Verbindungen  zusammentreten,  durch  die  kleia-i«. 
sten  ganzen  Zahlen  auszudrücken,  55  Gewichtseinheiten  Mangan  mit 
und  IC  Gewichtseinheiten  Sauerst^iff  mit  0,  so  können  wir  die  sänimtU 
Manganverbindungen  darstellen  durch 

Ebenso  können  wir  auch  die  Verbindimgeu  des  Stickstoffs  mit  d 
Sauerstoff  darstellen;  bezeichnen  wir  die  Gewichtsmenge  14  des  Sticksi 
mit  N,  so  sind  die  fünf  Stickstoffverbindungen 

N^  0,  NO,  A'o  0,,  NO^,  JV,  0^, 
worin  auch  hier  das  Zeichen  0  die  Gewichtsmenge  KJ  Sauerstoff  bezeich&e^j 
Schliesslich  lassen  sich  ebenso  die  Wasserstoffverbindungen  als  //^  ^  '^^^S 
JI^  Ojj  bezeichnen,  wenn  die  (iewichtsmenge  1  Wasserstoff*  mit  H  bezeidN^ 
net  wird. 

Bezeichnen  wir  ganz  allgemein  jene  Gewichtsmenge  irgend  einer 
terie,   welche  selbst  oder  von  der  ein  Vielfaches  mit   IG  Gewiebtsthä 
Sauerstoff  oder  mit  einem  Vielfachen  derselben  zusammentritt,   mit  4, 
können  wir  je«le  Sauerstoffver))indung  darstellen  durch  die  Formel 

VI  Ä  -\-  n  »  O, 
worin  m  und  n  stets  ganze  und  zwar  nicht  grosse  Zahlen  sind« 
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Diese  Gewichtsmengen  A   sind  die  Mischungsgewicbte  der  einzelnen 
lat^rien  in  Bezug  auf  Sauerstoff;  die  Chemie  bezeichnet  dieselben  durch 
lie  Anfangsbuchstaben  der  lateinischen  Namen  der  Elemente. 
>.  Die  so  bestimmten  Mischimgsgewichte  haben  aber  noch  eine  weitere  Be- 
deutung.   Die  verschiedenen  Materien  verbinden  sich  nicht  nur  mit  dem 
Sauerstoff,  sondern  auch  unter  einander  nach  den  l)eiden  angegebenen 
Gesetzen,  dem  Gesetze  der  festen  Verhältnisse  und  dem  der  multiplen 
Proportionen.    Die  Untersuchung  der  Gewichtsmengen,  nach  welchen  die 
verschiedenen  Materien  zusammentreten,  zeigt  dann,  dass  dieselben  Zah- 
len,  welche  die  Mischungsgewichte  für  die  SauerstoftVerbindungen  an- 
geben, auch  gelten  für  die  Verbindung  der  Körper  unter  einander.    Be- 
deutet S  die  Gewichtsmenge  32  Schwefel,  so  sind  die  Verbindungen  des 
Schwefels  mit  Sauerstoff  wieder  m  S  '\-  n  0,     Die  Verbindungen  des 
Schwefels  mit  Wasserstoff  sind  dann  w  iS  +  w//,  mit  Mangan  mS-^-nMn, 
Bedeutet  das   Zeichen  Cl  die  Gewichtsmenge  35,6  Chlor,   so   sind  die 
Sanerstoffverbindungen  des  Chlor  gegeben  durch  m  Ol  -\-  n  0,    Die  Ver- 
bindung des  Chlors  mit  dem  Wasserstoff  ist  dann  IL^  Cl^t  die  Verbin- 
dungen des  Chlors  mit  Schwefel  wieder  w  Cl  -}-  n  S^  die  des  Chlors  mit 
Mangan  mCl  -f-  ^  ^^f^t  wo  immer  m  und  n  ganze  nicMt  grosso  Zahlen 
sind.    Kurz  sind  A  und  U  die  Mischungsgewichte  irgend  zweier  Materien 
für  die  Sauers toffver))indungen,  so  sind  immer  mit  derselben  Bedeutung 
von  m  und  w,  mA  -f-  ^^  die  Verbindungen  dieser  beiden  Köri^er.   Auch 
dann,  wenn  3,  4  und  mehrere  Elemente  zusammentreten,  bleibt  immer 
dieselbe  Beziehung  bestehen;  sind  -4,  5,  C\  J)  die  Mischungsgewichte 
von  vier  Mat^erien,  so  sind  alle  ihre  Verbindungen  dargestellt  durch 

m.A-\-nB-\-pC+qn, 

worin  w,  »,  i?,  q  ganze  nicht  grosse  Zahlen  sind. 

Gehen  wir  nun  dazu  über,  diese  Erfahrungen  der  Chemie  mit  den  bei- 

fcii  möglichen  Hypothesen  über  die  Structur  der  Materie  zusammenzustellen. 

tfcne  derselben  haben  wir  als  die  für  uns  wahrscheinliche  zu  wühlen,  welche 

I  fc  oben  experimentell  gefundenen  Gesetze  am  ungezwimgensten  aus  sich 

abwickeln  liisst,  welche,  einmal  aufgestellt,  dieselben  als  nothwendige  Fol- 

[lerungen  erkennen  lässt. 

Die  Wahl  kann  uns  in  diesem  Falle  nicht  schwer  fallen.  Ist  die  Ma- 
etwas  den  Raum  stetig  Erfüllendes  und  nicht  ein  Aggregat  selbständig 
rfDätirender  in  gewissen  Abständen  neben  einander  gelagerter  Atome,  so  ist 
|fcr  Vorgang  der  Verbindung  selbst  ein  höchst  dunkler.  Die  einzige  Mög- 
tcit  ist  dann,  dass  die  Materien  sich  gegenseitig  durchdringen;  nehmen 
das  aber  an,  wanmi  durchdringen  sich  die  Materien  nur  in  ganz  be- 
[ififemten,  unveränderlichen  Verhältnissen?  Wir  sehen  z.  B.,  dass  die  Ge- 
[viehidmenge  14  Stickstoff  mit  8,  16,  24  .  .  Sauerstoff  sich  verbinden  kann, 
[in  also  diese  Menge  Stickstoff  mehr  wie  8  Sauerstoff  aufnehmen  kann, 
[tirom  nun  gerade  nur  die  doppelte,  dreifache  etc.  Menge?  Besonders  aber 
runim  durchdringen  sich  die  verschiedenen  Materien  gera^le  in  dem  Ver- 
fhfaiiss,  in  welchem  sie  mit  dem  Sauerstoff  zusammentreten?  Alle  diese 
['Svetase  folgen  aus  dieser  Hypothese  über  die  Constitution  der  Materie  nicht^ 
fjriet  derselben  verlangt-,  um  mit  derselben  in  Einklang  gebracht  zu  wer- 
!fa,  eine  neue  der  Materie  beizulegende  Eigenschaft;  so  die  Eigenschaft, 

ircixvx»,  Physik.  L    8.  AuO.  \\ 
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«lass  «nno  Materie  in  die  andere  eindringen  kann,  die  Eigenschaft,  durch 
ein«;  ganz  hestinmite  Menge  eingedrungeneF  Materie,  aber  auch  durch  die 
doppelte,  dreii'aclie  Menge  gesättigt  zu  werden  u.  b.  f.;  kurz  man  sieht,  jede 
dieser  Tatsachen  bedarf  zu  ihrem  Verständniss  eine  besondere  Eigenschaft 
der  Materie,  die  wir  ihr  aber  lediglich  in  Folge  der  beobachteten  Thatsache 
beilegen.  J)as  aljcr  ist  gerade  das  Charakteristische  einer  schlechten  Hyiio- 
these,  das»  sie  allein  nicht  hinreicht,  die  mit  ihr  in  Verbindung  stehenden 
Thatsacheu  zu  erklären,  dass  jede  neue  Thatsache  eine  neue  Hülfshy|iothese 
verlangt. 

Wie  anders  zeigt,  sich  dagegen  die  zweite  Hypothese;  nehmen  wir  an, 
(hiss  die  Materie  aus  Atomen  bestehe,  sc»  ergeben  sich  die  beobachteten 
Thatsachen  und  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Sätze  als  so  unmittelbare  Folgen, 
dass  man  sofort  diese  Erscheinungen  als  im  Wesen  der  Materie  begrtlndet 
»M'kennL 

Zunächst  ergibt  sich  unmittelbar,  worin  die  Verbindung  zweier  Kßrper 
besteht,  und  worin  sie  sich  von  dem  Gemenge  unterscheitlet.  In  dem  (Je- 
menge  sind  die  einzelnen  Materien  ungeämhirt,  jede  mit  ihren  charukt-c- 
ristischen  Eigenschaften  enthalten,  die  at<miistische  Hypothese  sagt  uns, 
dass  der  Grund  Tier  ist,  dass  in  einem  solclien  Gemenge  die  Atome  der  ein- 
zelnen Materien  neben  einander,  jedes  für  sich  existirend,  bestehen.  Ver- 
wandelt sich  das  (Jemenge  in  eine  Vorbinthmg,  so  tret^in  die  Ati>me  der 
ein/tdnen  Mat<.*rien  zusanmien,  sie  lagern  sif^h  fest  an  einander  un<l  existiren 
nur  mehr  als  verbundene  Moleküle.  Im  Wasser  existirt  nicht  mehr  du8 
WaMserstotiatom  oder  das  Sauerstotfatom,  sondern  j'edes  Säuerst otlutoui  ist 
mit  zwei  Wasserst<>flat.omen  unauflöslich  verbunden,  und  die  Verbindung 
dies(;r  Atome  bildet  das  Atom  Wasser. 

1)  Im  Augenblicke  nun,  wo  diese  Atome  zusammentreten,  muss  je<len- 
falls  eine  sehr  lebhafte  Bewegung  ders<dben  eintreten,  indem  Atom  an  At4»m 
anj^nillt  und  nun  «lie  Atome  als  Atomgrupp<*n  oder  Mideküle  weiter  existiren; 
wir  sehen  die  lebhafte  Bewegung  in  den  Wärmeerscheinungen,  welche  je«le 
chemische  V^»rl)Uidung  beglcjitet. 

2 )  Da  in  cler  Verbindung  clie  At/>mcj  der  ein/einen  Materien  nicht  mehr 
als  solche  existinai,  sc»  müssen  die  Eigenschaften  der  Verbindungen  ganz 
andcTe  sein  als  di«;jenig<?n  der  Materiell,  aus  welchen  sie  sich  bilden.  Denn 
da  die  Materie  aus  den  At4)men  aufgel>aut  ist,  sind  auch  die  Atome  die 
Träger  cler  Eigenschaften,  die  wir  au  dc»r  Materie  wahrnehmen;  die  Atome 
der  Verbindung  sind  iibc?r  ganz  andc^re  als  jene;  der  getrennten  Materien,  es 
müssen  cleshalb  auch  ihre  Eigenschaften  und  somit  auch  die  der  Verhindimg 
ganz  andere  sein  als  die  cler  Hestiindtheile. 

l\)  Die  Atomcj  cler  <?inzelnen  Materien  haben  eine  unveränderliche  (irosiM 
und  ein  festi)estimmtes  (Jcjwicht,  welches  für  die  verschiedenen  Materien 
verseil icMh'u  ist.  Wenn  nun  in  einer  Verlündung  je  ein  Atom  der  einen 
Materie  sich  an  je  ein  Atom  d(»r  anclcmi  anlegt,  oder  wenn  sich  je  m  Atome 
der  einen  an  je  n  At.ome  dvr  nndeni  anlc?gc?n,  so  ist  damit  auch  das  Ver- 
hältniss  clc»r  Gewic-hte,  in  welchem  die  Matericjn  in  eine  Verbindung  ein* 
gehen,  ein  ganz  festes  und  bestimmtes;  (»s  muss  entweder  das  Verh&itniiu 
der  Gewichte  der  einzelnen  Atome  selbst,  odc3r  das  Verhältniss  der  Gewichte 
Von  //*  Atomen  «1er  einen  zu  n  Atomen  cler  andern  Materie  sein.  Das  ex- 
jjerimentell  bewiesene  (Jesetz  der  Verbindung  nach  festen  Verhältnissen  ist 
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der  thatäuchliche  Ausdruck  dieser  aus  der  Ötructur  der  Materie  gezogenen 
Folgerungen. 

4)  Ebenso  folgt  unmittelbar  das  Gesetz  der  multiplen  Proportionen. 
In  einer  Verbindung  können  die  Materien  Atom  für*  Atom  zusammentreten, 
CS  kennen  aber  auch  mit  je  einem  Atom  der  einen  2,  3,  4  ..  n  Atome  der 
andern  zusammentreten  oder  auch  2,3...  m  Atome  der  einen  mit  n  Atomen 
der  andern,  wo  aber  m  und  w,  da  die  Atome  nicht  theilbar  sind,  immer 
ganze  Zahlen  sein  müssen.  Das  ist  a})er  das  Gesetz  der  multiplen  Propor- 
tionen, nach  dem  jede  Verbindung  zweier  Materien  nach  Vielfachen  der 
Mischungsgewichte  derselben  erfolgt. 

o)  Sind  aber  die  Mengenverhältnisse,  in  welchen  die  Materien  zusam- 
mentreten, die  Gewichtsverhältnisse  ihrer  Atome,  so  folgt  scliliesslicli  auch, 
üass  dieselben  Verhältnisszahlen,  die  für  die  Verbindungen  einer  Gruppe 
maassgebend  sind,  es  für  alle  sein  müssen.  Denn  sind  Ä  und  li  die  Ge- 
wichtsmengen zweier  Materien,  welche  sich  mit  der  Menge  C  einer  dritten 
m  den  Verbindungen  AC  und  liC  verbinden,  so  können,  da  A  und  Ji  uns 
die  Gewichte  der  Atome  dieser  beiden  Materien  repräsentiren,  sie  selbst 
auch  nur  in  den  Verhältnissen  mA  und  nB  zusaimnentreten.  Das  fünft« 
der  vorhin  abgeleiteten  Gesetze  zeigt,  dass  es  in  der  That  sich  so  verhält. 
Schon  diese  Erfahrungen  zeigen  also  die  bedeutende  Ueberlegenheit 
der  atomistischen  Hji)othese;  sie  zeigen,  dass  dieselbe  jene  Eigenschaften 
besitzt,  welche  wir  von  einer  Hypothese  fordern,  wenn  wir  sie  in  den  Natur- 
wiä}ienschaften  zulassen,  nämlich  dass  sie  einen  einfachen  (»bersten  Grund- 
uata  bilde,  aus  welchem  die  mit  ihr  verknüpften  Thatsuclien  unmittelbar 
fcJgen. 

Die  Erscheinungen  der  chemischen  Verbindungen  sind  indess  immer 
weh  ein  einseitiges  Gebiet,  und  es  genügt  nicht,  um  eine  Hypothese  zuzu- 
bissen, welche  eine  so  allgeuieine  Hedeutung  hat,  dass  sie  sich  auf  einem 
ulehen  bewähre,  sie  muss  sich  auch  auf  andern  Gtibieten,  die  von  der  iie- 
Kkffenheit  der  Materie  bedingt  sind,  als  ebenso  stichhaltig  bewähren. 
Wenden  wir  uns  zu  solchen,  imd  zwar  zunächst  zu  den  Erscheinungen  der 
dieDiLschen  Zersetzung. 

Wenn  wir  einen  zusammengesetzten  Köii)er,  z.  B.  Wasser,  ehern iscli 
ttrlegen,  so  erhalten  wir  aus  ihm  immer  die  Bestandtheile,  welche  wir  zu 
«eiaer  Zusanuuensetzung  verwandten,  also  immer  Sauerstofl*  und  Wasserstoff 
genau  in  den  zur  Zusammensetzung  des  Wassers  erforderlichen  Gewi(;hi.s- 
Terfaältnissen,  immer  auf  einen  Gewichtsth eil  Wasserstoff  acht  Gewichtstheile 
Swierstoff.     Diese  Thatsache  ist  nur  verständlich,   wenn  wir  das  Wasser 
■iebt  als  einen  Körper  betrachten,  aus  welchem  unter  gewissen  Umständen 
Wasserstoff  imd  Sauerstoff  entstehen  kann,  sondern  wenn  wir  annehmen, 
diu  diese  Bestandtheile  wirklich  als  solche  und  zwar  in  den  imgegebenen 
6«wichtsverhältniBsen  im  Wasser  vorhanden  sind.    Dann  aber  müssen  diese 
beiden  Stoffe,  wenn  auch  noch  so  innig  verbunden,  so  doch  räumlich  ge- 
trennt sein.    Wenn  wir  mm  die  Theilung  des  Wassers  immer  weiter  l'oH- 
geaetzt  denken,  so  müssen  wir  schliesslich  auf  Wassertlnnlchen  kommen, 
deren   nochmalige  Theilung  die  Bestandtheile   dos  Wassers  von  einander 
trennt,  deren  nochmalige  Zerlegung  also  bewirkt,  dass  die  getheilte  Sub- 
stanz aufhört,  als  solche,  wie  sie  war,  zu  existireu.    Diese  letzten  Theilchen 
sind  es,  die  wir  Atome  nennen. 
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Man  sieht,  dass  wir  den  Gesetzen  d(jr  chemischen  Zerlegung  zu  Folge 
auf  das  Dasein  der  At^^me  geführt  wurden,  durch  den  aus  jenen  Gesetzen 
gezogenen  Schluss,  dass  in  den  Verbindungen  die  Bestandtheilc,  wenn  auch 
nicht  mehr  isolirt,  so  docli  noch  als  solche  existiren.  Dieser  Schlusä,  der 
vielleicht  auf  den  ersten  lUick  nicht  ganz  exakt  erscheinen  mag,  wird  durch 
einige  andere  chemische  Thatsachen  zur  unal)weisl)aren  Noth wendigkeit. 

Die  organisclie  Chemie  lehrt,  uns  verschiedene  Körper  kennen,  welche 
bei  genau  gleicher  Zusanmiensetzung  sich  doch  ganz  verschieden  verhalten, 
es  sind  die  sogenannten  isomeren  Kursier  im  weitesten  Sinne  des  Wortes. 
Unter  diesen  isomeren  Köqiem  gibt  es  eine  Gruppe,  die  mertiimeren,  welche 
l)ei  ganz  identischer  elementiirer  Zusammensetzung  unter  ganz  gleicher  Be- 
handlungsweise  dennoch  ganz  verschiedene  Zersetzungspro<lukte  liefern. 

So  gil)t  es  z.  B.  zwei  Verbindungen,  welche  nach  der  Formel  Cg  i/,j  0, 
zusammengesetzt  sind,  das  valeriansaure  Metliyl,  welches  aus  der  Einwir- 
kimg von  Valeriansilure  auf  Holzgeist  entstellt,  und  das  buttersaure  Aethjl, 
entstanden  aus  der  Einwirkimg  von  liuttcrsäure  auf  Weingeist;  in  heidoi 
sind  mit  72  Gewich tstli eilen  Kohlenstoif  12  Gewichtstheile  Wasserstoff  nnd 
32  Gewiclitstheile  Sauerstoff  verbunden.  13eim  Einwirken  von  Aetzkali  auf 
diese  beiden,  genau  aus  den  gleichen  Elementen  l)estehenden  Substanzen 
ist  das  Resultat  aber  sehr  verschieden;  die  eine  liefert  nach  dem  Schema 

C  hJ  ^  ^  H\  ^  —  Kj^^       JI 

valeriansaures  Kali  und  Methylalkohol,  die  andere  nach  dem  Schema 

buttersaures  Kali  und  Aethylalkohol. 

Aus  einem  Küq)er  von  genau  gleicher  Zusammensetzung  treten  also 
bei  genau   gleicher  Behandlung  ganz  verschiedene  Köq>er  hervor.     Diese 
Thatsache;  ist  unbegreiflich,  wenn  wir  nicht  annehmen,  dass  in  der  auf  ver- 
schiedenen Wegen  dargestellten  Verbindimg  C'.  //jo  Oj,  bereits  die  Bestand- 
theile  der  Körper,  in  die  sie  zerfallen  kann,  also  eimnal  die  Atomgmppen 
Cr^  H,j  0  und  CJ/y,  das  anderemal  die  Atomgruppen  Cf //^  0  und  C\H^ 
wirklich  als  solche  vorhanden  sind.     Dann  aber  müssen  sie  räumlich  ge- 
trennt sein;  und  eine  fortgesetzte  Theilung  muss  auf  Elemente  ftihren,  deren 
weit(?re  ZeHlieilung  die  Substanz  in  ihre  Beshindtheile  auflöst,  auf  Atome. 

Diese  Deduction  *)  aus  <len  ( lesetzen  der  Zerlegung  der  Köri)er  beaeht 
sich  allerdings  zunächst  nur  auf  die  zusammengesetzten  Köq>er,  wir  werd«i 
sie  aber  auf  <li(;  sogenannten  einfachen  K<h*per  ausdehnen  müssen.  TkUä 
zunächst  sind  wir  nicht  berechtigt,  diese  Körper,  welche  uns  zu  zerleg« 
noch  nicht  gebmgen  ist,  wirklich  als  einfache  Köqier  zu  betrachten,  dann 
aber  besteht,  zwischen  ihnen  und  den  nachweisbar  zusammengesetzten  Sub- 
stanzen nicht  ein  solcher  Unterschied,  dass  wir  annehmen  dürfen,  sie  wien 
von  wesentlich  verschiedener  Natur.  Zudem  aber  lehrt  uns  auch  über  dies« 
die  Chemie  Thatsachen  kennen,  welche  ni(;ht  zu  verstehen  sind  ohne  & 
Annahme  von  Atomen.  ** 
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*)  Koppy  Lehrbuch  der  pli3'sikalischen  u.  theoretischen  Chemie  als  1.  Bd.  des 
Lehrh.  d.  Chemie  v.  Graham-Otto.    2.  Aiiil. 
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Die  Chemie  zeigt  uns  nlimiich  eine  Reihe  von  einfachen  Körpern  in 
Tcrsehiedenen,  den  sogenannten  idlotropen  Modilicationen,  in  denen  dienelben 
Körper  ganz  verschiedene  Eigenschaften  ha])en,  ohne  dass  zu  ihnen  etwas 
hinzugetreten  oder  etwas  von  ilinen  fort  genommen  wäre.  So  kommt  die 
Kohle  kry stall inisch  in  zwei  ganz  verscliiedenen  Formen  vor,  als  Diamant 
und  als  Graphit;  beide  Formen  sind  reiner  Kohlenstoff,  denn  die  Verbren- 
nimg gleicher  Gewichtsmengen  beider  liefert  genau  die  gleiche  Menge  Koh- 
lensaure. Trotzdem  sind  die  ])eiden  Koii^er  ganz  und  gar  verschieden.  Der 
Diamant  ein  klarer  durchsichtiger  Körper,  härter  wie  ii'gend  ein  anderer, 
der  Graphit  schwarz  undurchsichtig  und  so  weich,  dass  er  auf  dem  Papiere 
aMarbt;  es  ist  das  Material  imserer  Bleistifte.  Der  Schwefel  ist  in  einer 
ganzen  Reihe  verschiedener  Formen  bekannt  ^j,  er  kommt  vor  als  Rhom- 
benoktaeder krystallisirt-,  und  in  klinorhombischen  Vrismen,  bald  ist  er  hail, 
hald  weich  wie  Kautschuk,  bald  ist  er  in  Schwefelkohlen.stoff  h'islich,  bald 
anlösiich,  der  eine  ist  hellgelb,  der  andere  durchsichtig  und  braun.  Es  ist 
in  allen  Formen  nichts  als  Schwefel,  denn  verbrennen  wir  ihn,  in  welcher 
Form  es  sei,  wir  bekommen  aus  allen  Formen  nichts  als  seh wef liehe  Säure, 
und  bei  Verbrennung  gleicher  Gewichte  immer  dieselljc  Menge. 

Aelmliches  gilt  vom  Selen,  welches  als  metallisches  und  als  glasartiges, 
vom  Arsen,  welches  als  metallisches  und  graphitartiges  vorkommt,  vom 
Phosphor  «.  s.  f. 

In  der  Natur  findet  sich  der  Schwefel  in  Rhoml)enokt4Ledei*n  krystalli- 
ärt,  und  in  diese  Form  lassen  sich  alle  übrigen  durch  gewisse  Manipula- 
tionen zurückliihren.  Bei  ilieser  Ueberruhrung  zeigt  sich  aber  dann  im 
Augenblicke  der  Verwandlung  eine  plötzliche  spontane  Erwärmung,  wie 
ftegnault  gezeigt  hat^).  Aus  dem  metallischen  Selen  erhält  man  das  amoii)hc 
^a8artige,  indem  man  es  schmilzt  und  dann  tropfenweise  in  kaltes  Wasser 
fidlen  lässt  oder  auf  einem  kalten  Bleche  ausgicsst,  überhaupt  es  rasch  er- 
kaltet. Erwärmt  nuin  dann  das  amorphe  Selen  auf  04"  (.'.,  so  geht  es  plötz- 
lich in  metallisches  über.  Dabei  zeigt  es  dann  eine  sehr  lieträchtliche  Wärme- 
ntwicklung,  die,  wie  Hittorf ^)  zuerst  gezeigt  hat,  das  Selen  auf  eine 
Temperatur  von  über  200"  erwärmt.  Gleichzeitig  tritt  dal)ei  eine  ganz  be- 
trikhthehe  Verdichtung  ein,  indem  das  specitische  Gewicht  vrm  1,2«  auf 
4^  steigt. 

Diese  Thatsachen  führen  uns  unabweislich  darauf,  auch  für  die  ein- 
fehen  Köq)er  die  at^mistische  Hypothese  zu  wählen;  denn  ist  die  Materie 
SB  t-ontinuum,  so  können  wir  es  absolut  nicht  verstehen,  wie  ein  und  die- 
selbe Materie  sich  verschieden  verhalten  kann;  besteht  sie  aber  aus  Atomen, 
Äaind  die  verschiedenen  Zustände  leicht  erklärlich.    Die  Atome  müssen  in 
in  Körpern  eine  gewisse  Gruppirung  haben,  und  die  physikalischen  Eigen- 
*haften,   Durchsichtigkeit,   Härte,  Dichtigkeit  werden  nicht  nur  von  der 
Beschaffenheit,  sondern  auch  von  der  Cirupj)irung  der  Atome  abhängen.    Die 
allotropen  Zustände  sind  «lann  nichts  als  verschiedene  Lagerung  der  Atome. 
Werden  die  Substanzen  aus  einer  Moditication  in  die  andere  überge- 
fthrt,  so  muss  eine  Bewegung  der  Atome  eintreten,  wir  hal)en  sie  wahr- 

\;  Man  sehe  über  diese  verschiedenen  Modiücaticuen :  Grcüiam-Otto^  Lehrb. 
der  Chemie.    Bd.  U . 

*)  HegnatUt,  Annales  de  chim.  et  de  phys.    111  Ser.  T.  I. 
*)  Hittarf^  Voggend.  Ann.   Bd.  84. 


166  Beschaffenheit  der  MaU»rie.  §.47. 

genommen  in  den  Wiirmeerscheinungen,  welche  bei   dieser  Ueherftihning 
sich  zeigen. 

Wir  erhalten  somit  von  der  Chemie  eine  ganze  Reihe  von  Thatsachen, 
welche  von  den  beiden  möglichen  Hypothesen  über  die  Stnictur  der  Materie 
die  eine  als  durchaus  unzulässig  erkennen  lassen.  Wir  sind  dadurch  jedm- 
falls  berechtigt,  unsem  Untersuchungen  über  die  an  der  Materie  beobach- 
teten physikalischen  Erscheinungen  die  atomistische  Hypothese  zu  Grunde 
zu  legen.  Dabei  wird  die  Fruchtbarkeit  dieser  Hypothese  erst  recht  her- 
vortreten, wenn  wir  sehen,  dass  die  verwickeltsten  Erscheinungen  im  Lichte 
dieser  Hypothese  sich  einfach  und  ungezwungen  erklären  lassen.  Ja  wir 
werden  eine  ganze  Reihe  von  Erscheinungen  finden,  die  sich  ebenso  wie  die 
Tsomerie  und  die  Allotropie  überhaupt  nur  verstehen  lassen  unter  der  An- 
nahme, dass  die  Materie  ein  Aggregat  discreter  Theilchen  ist,  welche  sich 
in  Al)stilnden  von  einander  l)efinden,  die  mit  gewissen  genau  mcssbareo 
Ci rossen,  der  LUnge  der  Lichtwellen  vergleichbar  sind. 

Ehe  wir  nun  zur  liesprechimg  der  einzelnen  Erscheinungen  übergehen, 
werden  wir  noch  die  Frage  zu  beantworten  haben,  wie  wir  uns  die  At^me 
denn  eigentlich  zu  denken  haben.  Die  Erfahrung  gibt  uns  darüber  direkt 
nichts  an;  bei  der  Besprechung  dieser  Frage  begel)en  wir  ims  ganz  auf  dad 
Gebiet  der  Speculation,  welche  nur  den  Zweck  haben  kann,  den  scheinbaren 
Widerspruch,  dass  eine  gegebene  Menge  Materie,  das  Atom  untheilbar  .sein 
soll,  zurückzuweisen. 

Für  die  zusamnicjigcsetzten  Körper  konnten  wir  vorhin  bereits  den  lie- 
griff  des  Atomes   feststellen,  wir  nannten  die  Atome  solcher  Kör|>er  jene 
Theilchen,   welche   als  die  letzten  dieser  Substanz  anzusehen  sind,  deren 
weitere  Theilung  die  Substanz  in  ihre  Elemente  zerfallen  lässt.     Für  dies» 
ist  somit  das  Atom  nicht  etwas  absolut  untheübares,   sondern  nur  etwa.'s. 
relativ  untheübares,  es  ist  also  noch  ein  Theilchen,  das  eine,  wenn  aiicl'^ 
äusserst  »kloine,  so  doch  immerhin  noch  ideell  messbare  Ausdehnung  hat,  da*, 
in  demselben  die  Atome  der  Bestandtheile  räumlich  getrennt  sind. 

Für  die  einfachen   Kör[)er,  für  jene,   die  wir  chemisch  nicht  zerlegen 
können,  liegt  der  Begriff  des  Atoms  nicht  so  unmittelbar  vor;  indess  dürften 
wir  auf  Grimd  der  Erfahrungen  über  Isomerie  \md  Allotropie  ihn  doch  wrthl 
ähnlich  fassen.    Wir  werden  nämlich  vennuthen  dürfen,   dass  die  chemisiTb 
vcrs<;hie<lenen  Elemente  in  der  That  nicht  ebenso  viele  verscliiedene  Materien 
sind,  dass  es  vielmehr  überhaupt  nur  eine  Materie  gibt,  und  dass  die  ver- 
schiedenen Stofl'e  nur    Modificationen  dieser  Materie  sind.    Das  physische 
Atom,  mit  dem  wir  es  überhaupt  zu  thun  haben,  ist  dann  auch  fttr  die      ' 
einfachen  Körj)er  nicht  etwas  absolut  untheilbares,  sondern  es  ist  auch  noch      \ 
der  Theilung  fähig,  es  Ist  indess  das  letzte  Theilchen,   auf  welches  wir  bei      j 
der  Theilung  eines   Stoffes  gelangen,  dessen  weitere  Theilung  diesen  Stoff     • 
nicht  mehr  existiren  lässt.    Aus  solchen  einzelnen  Theilchen  müssen  wir  die     ^ 
unserer  Untersiu^hung  unterworfenen  Stoffe  aufgebaut  annehmen,  zwischen      i 
diesen  sind  die  Kräfte  thätig,  deren  Wirkungen  wir  beobachten.    Das  hier-      * 
nach  <lefinirte  kleinste  Theilchen  der  Materie  ist  also  das  letzte,  welchem 
wir  eine  selbständige  Existenz  zusrhreiben;  die  Chemie  bezeichnet  dicsell* 
als  Moleküle,  um  anzudeuten,  dass  sie  diese  Theilchen  noch  wohl  für  theil- 
bar  hält.     Eine  solche  Theilung  nimmt  dieselbe  für  die  Moleküle  der  ein- 
fachen Stofl'e  noch  an,  wenn  dieselben  mit  andern  Stoffen  in  Verbindung 
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treten.    So  besteht   nach   den  jetzigen   Ansdmuimgen   <la.s    Molekül   freien 
Wa.ssterstoffrt  aus  zwei  Atr»nien,  el)enso  das  Molekül  Chh»r.    Verbinden  sich 
die  beiden,  so  spalten  sich  ihre  Molekfile,  und  die  Elemente  treten  Atom  fllr 
Atom   aneinander.     Treten  wir  dieser  Auffassung  des   Atoms  ])ei,   so  gilt 
natürlich  auch  für  dieses  unsere  vorige  Definition  des   Atoms  ganz  ebenso, 
nur  dass  damit  dem  einzelnen  Atom   als  solchem  niclit  immer  mehr  eine 
^elbi*tandige  Existenz  zukommt,   dass  auch  bei  einfachen  Sl offen  dieselben 
el^nso  zu  zwei  oder  mehr  ver}>unden  sein  können,  wie  bei  zusam mengesei zen. 
Von  den  so  definirten  Atomen  und  chemischen  Molekülen  kr»nnen  wir 
noch  das  physikalische  Molekül  unterscheiden,   welches  aus   einer  Zusam- 
nu*nlagerung  mehrerer  cheniLicher   Moleküle  bestehen   kann,  welches  sich 
also  zum  i-hemlschen  Molekül  verhält,  wie  dieses  zum   Atom.    Diese  physi- 
kalischen Moleküle  würden  dann  die  nähern  Bestandtheile  der  einzelnen  Kr>r- 
per  bilden.    Zu  dieser  Annahme  führen  uns    hau]>tsUchlich   die  ätiotropen 
Mmlificiitionen  der  einfachen  Körper;  denn  auf  diese  Weise  können  wir  ims 
ain  besten  die  vorhin  erwähnte  verschiedene  Lagerung  d<'r  Atome  denken, 
welche  die  Verschiedenheit  in  den  F^igenschaften  der  allotropen  Modifi<ationen 
Wingt.    Das  Atom  und  das  chemische  Molekül  des  ({niphits  muss  dasselbe 
:^in  wie  <les  Diamants,  da  wir  in  beiden  chemisch  denselben  Körper  hal)en; 
das  physikalische  Molekül  des  ( Jraphits  imterscheidet  sich  aber  von  dem  des 
Duunanlen,  indem  bei  der  einen  dieser  Formen  der  Kohle  eine  gnissere  oder 
penDgere  Zahl  von  Atomen  zu  einem  Molekül  vereinigt  und  in  diesem  Mo- 
lekül dann  verschieden  gelag(?rt  sind. 

Pliysikalisch  sind  wir  hiermit  an  der  Cirenze  angelangt,  zu  der  wir 
durch  inductorische  Schlüsse  kommen  kr>nnen,  philosophisch  ist  der  IJegritf 
de-»  Atoms  und  somit  derjenige  dei*  Materie  noch  nicht  erlassi.  Denn  dazu 
wäre  (üe  Frage  noch  zu  erledigen:  Wie  ist  denn  nun  das  physikalische  Atfuii 
weiter  }>eschaffen,  was  entsteht,  wemi  wir  es  weiter  zerlegen?  Dass  das  Atom 
»ach  «lem  Vorigen  selbst  wieder,  wenn  ich  so  sagen  <larf,  atoinitis<h  gefasst 
wmlen  muss,  leuchtet  ein;  denn  nur  dann  ist  die  Verschied<'nheit  der  phy- 
sütalischen  Atcmie  fassbar,  wenn  wir  sie  als  Moditii-ationen  einer  Materie 
ansehen.  Ol»  aber  dann  die  (Irundhige  der  physikalischen  Atome,  das  phih)- 
»piiische  At^im,  als  etwas  ausgedidmtes,  oder  ob  (?s  als  einfacher,  materieller 
l*ankt  aufzufa^ssen  ist,  das  ist  eine  Frage,  welche  UMÜglich  »ler  Speculatirm 
angehört,  die  zu  besprechen  deshalb  hier  nicht  der  Ort  ist'). 

Da  das  physikalische  Atom  eine  bestimmte  Quantität  Materie  enthält, 
e*)  Vsitzt  es  ein  bestimmtes  Clewicht;  es  ist  nicht  miiglich  das  Gewicht  des- 
<lkn  für  die  verschiedenen  Stoffe  in  Grammen  anzug(»ben,  sein  relatives 
'•ewieht,  das  heisst  das  Verhältniss  zwischen  den  (Jewichten  der  einzelnen 
Atflme  lässt  sich  bestimmen.  Nennen  wir  das  Gewicht  des  Atoms  Wasser- 
stoff eins,  so  werden  wir  nach  dieser  Einheit  das  des  Chlors,  das  des  Stick- 

'■'  Man  sehe  über  die  Frag»»  na<'li  der  IJcscliatfcnluMt  der  Atonn*:  Fcchner^ 
Atnmenlehre.  2.  Aufl.  Leipzig,  lHr»4.  Fcchnor  entsrhoidi't  nich  dort  für  <He  Kin- 
Miheit  des  philosophischen  Atom«;  seine  I)e<hn-tioii  scheint  mir  iudess  nicht 
pITfn  allen  Widerspruch  sicher  zu  sein.  Ausserdem  nche  man  die  philosojihische 
Emlfütan^  in  die  Encyclopädie  der  Physik  (herausgegelwn  von  (i.  Karsten)  von 
«flnii*,  m  welcher  num  die  verchicdencn  Anschamuigcn  von  dem  WeK<*n  <ler 
«atoric  zuxammengestellt  findet.  So  interessant  es  au<'ii  wäre^  so  verV>iot<?n  do<'.h 
•"•i  Frenzen  dieftes  Werkes  auf  die  vers(!hiedenen  Theorif'cn  einzugehen;  ich  habe 
4whalb  oljen  die  dynamische  Anschauung  nicht  einmal  erwälmt. 
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htoffs  etc.  messen  können.  Eine  Ver]>indung  des  Chlors  und  Wasserstoff« 
wird  sich  dann,  wenn  wir  das  Gewicht  der  beiden  Atome  mit  vi  und  h  l)e- 
zeichnen,  darstellen  lassen  durch  m  .  /i  +  w  .  d  oder,  da  wir  h  gleich  1 
setzen,  durch  m  -^  n  .  rf^  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind  und  die  Anzahl 
der  Atome  geben,  die  bei  dieser  Verbindung  zusammentreten.  Das  Verhält- 
niss  der  Atomgewichte  des  Wasserstoffs  und  Chlors  wird  dann  sein  m  :n,d 

oder  1  :  —  •  ei.  Die  chemische  Analyse  nun,  welche  uns  das  Mischungs- 
gewicht des  Chlors ,  jene  Menge,  welche  sich  mit  einem  Gewichtstheil  Wasser- 
stoff  verl)indet,  liefert,  bestimmt  somit  die  Grösse  —  •  cl  oder  das  Atomge- 


Vi 


n 


wicht  multiplicirt  mit  dem  Quotienten  — 


m 


Wären  uns  daher  die  Zahlen  m  und  n  l)ekannt,  so  lieferte  uns  tUeselhe 
Analyse,  welche  das  Mischungsgewicht  des  Chlors  ergibt,  auch  das  Atom- 
gewicht desselben.  Man  hat  aber  kein  direktes  Mittel,  diese  Zahlen  zu  be- 
stimmen; denn  man  weiss  niemals,  wieviel  Atome  bei  einer  Verbindung  zu 
einem  zusammentreten.  In  welcher  Weise  die  ('hemie,  durch  gewisse  Er- 
scheinungen geführt,  die  Atomgewichte  aus  dem  Aequivalenten  a1deit«t, 
das  zu  besprechen  würde  hier  ziiviel  Raum  einnehmen;  wir  verweisen  des- 
halb auf  die  Lehrbücher  der  Chemie  \)  und  begnügen  uns  hier  die  von  der 
C^hemie  jetzt  angenommenen  Atomgewichte  mitzutheilen,  da  wir  die  Zahlen 
an  mehreren  Stellen  benutzen  müssen. 


=  137,0 
=  9,3 
=  207,0 
=  11,0 
=  80,0 
=  1 1 2,0 
=  133,0 
=  40,0 
=  1)2/) 
=    35,5 

=  05,0 
=  5(),o 
=  112,0 
=    li),o 

-  107,0 
=     37,8 

-  108,0 


Tabelle  der  Atomgewichte 

bezogen  auf 

Aluminium AI     =    27,4 

Antimon Sh     =  122,0 

Arsen As    =    75,o 

Barnim Ba 

Beryllium J]e 

Blei    Pb 

Bor     B 

Brom JJr 

Cadmium Cd 

Caesium Cur 

Calcium Ca 

Ceiium    Cc 

Chlor    Cl 

Chrom Cr 

Didym Di 

Eisen Fe 

Erl>ium Er 

Fluor Fl 

Gold Au 

Indium In 

Iri<lium Ir 


der  einfachen  Körper, 

II  -=  1. 

Jod J  =  127,0 

Kalium    : Ka  =    39,i 

Kobalt     Co  =    58,7 

Kohlenstoff C  =    12,0 

Kupfer Cu  =    t>3,5 

Lanthan La  =    92,0 

Lithium Li  =       7,0 

Magnesium Mg  =    24,0 

Mangan Mn  =    55,0 

Molybdän Mo  =     06,0 

Natrium Na  =«=    23,o 

Nickel Xi  =    58.7 

Niobium Nh  =     04,0 

Osmium 0$  =  109,2 

Talladium Pa  =  106,6 

Phosi)hor P  =     31,0 

riatin Pt  =  107,5 

Quecksilber Hg  =  200,4 

Rhodium Rh  =  104,4 

Rubidium Pb  =     85,4 

Ruthenium Pu  =  104,ti 


^)  Man  sehe:  Lothar  Meyer,  Die  moderuenTheoricen  der  Chemie.  Breslau  1864« 
KckulCy  Lehrb.  d.  organischen  Chemie.    1.  Bd.  Erlangen  1859. 
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TiUn Ti 

Uran II 


Sauerstoff 0  =1 0,0 

Schwefel S  =    32,0 

Selen     Sc  =     79,5    |    Vanadium Va 

Silber Äg  =  l()H,o   i    Was.scrsU)tt' 7/ 


^^üiciunl Si 

Stieki^toff .Y 

f^t^ontiuIIl Sr 

Tantal Ta 

TeUur Tc 

ThalUuiu Tl 

Thorium    


=  28,0 
=  11,0 
=  87,r, 
=  182,0 
=  128,0 
=  201,0 
Th    =231,5 


=  50,0 
=  120,0 
=    51,:* 

=  210,0 


Wismut  h     Jii 

Wolfnim     W  =  184,0 

Yttrium    .• Y    =     01,7 

Zink ///    =     05,2 

Zinn Sn 

Zii'conium Zi 


=  118,0 
=    81»,(5. 


48. 


Die  Aggrogatsuständo.  Die  in  dem  letzten  §.  mitget heilton  Er- 
£üinmgen  berechtigen  uns,  jeden  Kfirper  als  ein  Agf,'re<(at  neben  einander 
liegender  Moleküle  zu  l»etnichten,  welche  einen  äns.serst  kleinen  Kaum  ein- 
nehmen, so  dass  wir  .sie  als  mit  ihrem  Schwerpunkt  zusammenralleml  an- 
bellen dürfen.  In  welcher  Weise  diese  Moleküle  grnj)pii't  sind,  dass  wissen 
wir  nicht;  dass  aber  mussten  wir  annehmen,  dass  sich  die  einzelnen  Mole- 
küle nicht  berühren,  dass  sie  in  <^e wissen,  wenn  auch  sehr  kleinen,  aber 
«loch  mit  andern  in  der  Physik  vorkommenden  (J  Wissen  vergleichbaren  Ent- 
fernungen von  einander  abstehen,  welche  sich  bei  einer  Ausdehnung  des 
Koqters  vergWissem,  bei  einer  Volumverminderung  verkleinern. 

Da  alle  materiellen  Körper  einer  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Schwer- 

pnnkti?  wirken<len  Kraft  unterworfen  sind,   welche  sie  einander  zu  nähern 

sacht,  wie  auch  ihr  Al)st4ind  und  innere  Beschaffenheit  sein  mag,  so  müssen 

wir  annehmen,  dass  auch  die  Moleküle  irgend  einer  Substanz  mit  einer  in 

der  Verbindungslinie  ihrer  Schwerpunkte  wirkenden  Kraft  gegen  einander 

getrieben   werden,   welche  wegen  der   sehr  kleinen  Abstände  der  Moleküle 

sehr  gross  sein  muss.    Wir  l)ezeichnen  diese  Kraft  als  eine  Anziehung  der 

MolekiUe  gerade  so,  wie  wir  die  zwischen  den  Weltkörpern  thätigen  Kräfte 

al:}  eine  Anziehung  der  Massen  bezeichnet  luibcn.    Diese  anziehende  Kraft 

muss  ilas  Bestrel)en  hal)en,  die  Moleküle  einander  zu  nähern,  und  zwar  um 

so  mehr,  je  kleiner  die  Abstände  derselben  sind.    Daraus  würde  nun  aber 

folgen,  dass  die  Körper  in  ihrem  Tnnem  nur  dann  im  (ileichge wicht  sein 

könnten,   wenn  die  einzelneu  Theüe  sich   l)erühren,  dass  also  die  Körper 

nicht   jjorös   sein   könnten.    Deju   widerspricht   a])er   die   unmittelbare  An- 

»i^hiiuiing;  denn  es  gibt  Körper,  in  denen  wir  <lie  Poren  dii'ekt  sehen  krmnen. 

E»   muss   deshalb  zwischen  den   Molekülen  noch   eine   andere  Kraft  thätig 

sein,  welche  verhindert,  dass  sie  sich  l»is  zur  Berührung  annähern,  welche 

wir  also  als  eine  die  Moleküle  gegenseitig  abstossende  bezeiclmen  müssen, 

und  welche  zunimmt,  wenn  der  Abstand  der  einzelnen  Theile  abniuimt,   so 

zwar,  dass  unter  Wirkung  dieser  beiden  einand(»r  entgegengesetzten  Kräfte 

die  Moleküle  bereites  in  einem  gewissen  Abstände  von  einander  in  den  Zu- 

»taiid  des  ätabilen  Gleichgewichts  eintreten. 

Wir  haben  zunächst  aus  der  allgemeinen  Massenanziehung  den  Schhuis 
gezogen,  dass  die  Moleküle  sich  anziehen  müssen,  und  aus  der  Porosität, 
da^ä  zwischen  denselben  auch  abstossende  Kräfte  thätig  sein  jnüssen.  Würden 
wir  die  letztem  analog  den  ersten  betrachten,  so  müssten  wir  schliessen, 
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(lass  die  Grösse  dieser  abstossenden  wie  die  der  anzieheDden  nur  von  dem 
Al)st^inde  der  Moleküle  und  ihrer  Masse,  nicht  von  der  Natur  derselben  ab- 
hänffig  sei.  Dieser  Ansicht  von  der  Natur  der  zwischen  den  Moleki^len  thä- 
tigen  Kräfte  widerspricht  aber  eine  Reihe  ])ekannter  Pirfahrungen.  Die 
Masse  eines  Körpers  ist  nämlich  seinem  Gewichte  proportional,  diejenige 
eines  gegebenen  Volumens  demnach  um  so  grösser,  je  grösser  das  Gewicht 
desselben  ist.  Da  die  Körper  nun  aus  Molekülen  bestehen,  so  müssen  in 
einem  gegebenen  Volumen  um  so  mehr  Moleküle  oder  Moleküle  von  lun  so 
grösserer  Masse  sein,  je  dichter  der  Körper  ist.  Unter  beiden  Annahmen 
müsste  aber  der  dichtere  Körper  zugleich  der  festere  sein,  das  heLsst,  es 
müssten  seine  Moleküle  um  so  stärker  zusammenhalten,  da  sowohl  mit  der 
'grossem  Annäherung  der  Moleküle  als  auch  mit  ihrer  grossem  Masse  die 
anzielienden  Kräfte  grösser  werden.  Man  weiss  aber,  dass  das  nicht  der 
Fall  ist;  die  Theile  aller  flüssigen  Körper  stellen  einem  Versuche,  sie  zu 
trennen,  einen  weit  geringem  Widerstund  entgegen  als  die  der  festen  Kör- 
]»er;  viele  feste  Ktu-pc-r  sind  aber  weniger  dicht  als  flüssige,  wie  z.  B.  das 
Wasser  dichter  ist  als  die  meisten  Holzarten,  das  Quecksilber  dichter  b\a 
die  meisten  Met^ille.  Man  kcinnte  dagegen  behaupten,  dass  mit  der  grtistsern 
Annäherung  der  Moleküle  auch  die  abstossenden  Kräfte  wachsen  müssen, 
dass  somit  je  nach  dem  Gesetze,  nach  welchem  diese  Kräfte  sich  mit  der 
Entfernung  oder  der  Masse  ändern,  die  dichteren  Körper  nicht  gerade  die 
fest  ern  sein  müssten.  Würde  aber  die  Grösse  der  Molekularkräfte  nur  von 
der  Entfernung  und  Masse  der  Moleküle  abhängig  sein,  so  müssten  alle 
K<)rper  glei(;her  Diclitigkeit  auch  dieselbe  Festigkeit  zeigen,  da  in  diesen 
die  einzelnen  Moleküle  weniirstens  nicht  sehr  verschiedene  Masse  und  Al>- 
stände  haben  können.  Aber  auch  dem  widerspricht  die  Erfahrung,  da  wir 
feste  Körper  hersteUen  können,  welche  genau  dieselbe  Dichtigkeit  haben. 
wie  Flüssigkeiten. 

Wir  müssen  deshalb  schliessen,  dass  die  zwischen  den  Molekülen  th&^ 
tigen  Kräfte  nicht  le<liglich  von  der  Masse  und  den  Abständen  der  Molekület, 
sondern  auch  von  der  Natur  derselben  abhängig  sind.    ()b  diese  Abhftngi^. 
keit  von  der  Heschatfenheit  der  Moleküle  den  anziehenden  Kräften  zukomni.^ 
die  dann  nicht  mit  denen  der  allgemeinen  Gravitation  zusanmienfallen  wtkr- 
den,  oder  den  abstossenden  Kräften,  oder  beiden,  dass  lässt  sich  nicht  eoX- 
scheiden.    Indem  man  das  unentschie<len  lässt,  spricht  man  nur  die  in  d^r 
Natur  sich  zeigenden  Thatsachen  aus,  w(?nn  man  den  einzelnen  Theilen  der 
Körper  je  narh  ihrer  Natur  eine  versdiiedene  (.'ohäsion  beilegt,  indem  man 
ganz  unbestimmt  jene  Kräfte,   welche  den  Zusammenhalt  der  Körper   l>e- 
dingen,    unter    dem    Namen    der    Cohäsion   oder   der    Cohäsionskräfte    zu- 
sammenfasst. 

Je  nach  der  verschiedenen  (-ohäsion  der  einzelnen  Köri>ertheilchen  unter- 
scheidet man  drei  Aggregatzustände  und  zwar 

1  )  Die  festen  Körper.    Dieselben  haben  ein  selbständiges  Volumen  und 
eine  selliständige  Gestalt;  ihre  einzelnen  l'heilchen  verschieben  sich  niflit 
leicht,  gegen  einander,  sondern  es  bedarf  einer  mehr  oder  weniger  l»odeu- 
tenden  Kraft,  «liese  zu  verschieben  oder  zu  trennen:  einmal  getrennt,  las^o 
sie  sich  nicht  wietler  <lurch  Zusammenlegen  vereinigen. 

2)  Die  tlüssigen  Körper.    Sie   haben   ein  selbständiges  Volumen  ohM 
se}häiäBc]ige  Gestalt.    Die  geringste  äussere  auf  sie  einwirkende  Kraft  lamA       \ 
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eine  VeniL-hiebimg  mul  selbst  eine  Trennung  Ueraelben  bewirken.  Nach  <Ier 
Tramanp:  fügt  sie  ahcr  ein  einfHches  ZusanimenbrinjreD   wieiier  ziisfinunen. 

3)  Die  gaKfSrmigen  Köri»er  haben  weder  eini:  selbsUinflige  fiextiiH 
noth  eine  «elbstilndijfCH  Volumen,  sie  verbreiten  «ii'li  iliircti  ji^Ien  ihnen 
dai^hotencn  Baum,  bis  sich  ein  HnsscreM  HimlerniKM  ihnen  ent^cKenstellt. 

Wir  beschnftigen  uns  in  diesem  Kai)itel  mit  den  festen  Kfirpem. 

g.  ii). 
Elastioität.    TJnt*r  Wirliimfj  der  f'nliiLsinn,  unter  der  wir  ilie  »jImidiL- 
tichen,  die  einzelnen   Theile   de«    Ki'.riiers    Kiisamnicnbult  enden  Knift.e,  iin- 
liebende  wie  aliHlflssende,  ziisuninienriiswen,  sind  die  einnelnen   Tlieile  der 


rem  mitllrlichen  Ziinüindc 
!  Kriifle   auf  den   KHrper 

nd    der   -Moleküle  gestßri, 


Kßrper  iin  stiibilcn  Gleicbftowicbt,  \ 
sirh  i^elbat  UherlasKen  üinil.    Wirken  i 

(in,  so  ist  klar,    diiss    der   fileic!igewiclit«KUstin 

werden  mnsa. 

Betrachten  wir  z.  U.  einen  auf  einer  imver- 

Inderlich  festen  horizontalen  Unleriage  stebcn- 

den  Cylinder  fPi)?.  So).     Wir  kiinnen  ihn  alw  zii- 

ammengesetzt  ansehen  aus  einer    Keihe    Ilber 

einander  lagernder  horizontaler  Schichten  AJl, 

Ä'  B"  vim   Molekülen,   die  durch    sehr    kleine 

Zwiwhenr5ume  Rutrennt  sind.  Logen  wir  auf  ^ß 

ria  (lewicht,    so  wird  diese«    "lie  Sehieht    All 

g»gen    A'  H"    treiben,  den  Abstand  der  Schich- 

1*B   venlndem    und    dadurch    nothwendig  da« 

fileichj:^ wicht  stören.  Die  abst^issende  Kraft  wird 
ian  die  anziehendn  der  Schichten  übersteigen 
wä  zimchmen,  bis  die  Differeni".  beider  gleich 
iildem  Drucke  des  fiewiehtes  J*.  Diese  zwiscihon  den  Hellichten  AB  und 
^fi'  thiltige  abstossende  Kraft  v'ii'kt  auf  AH  von  unten  nach  oben,  um 
ten  Gewichte  P  das  Gleichgewicht  zu  ball.en,  und  vim  oben  nach  unten 
wf  die  Pebieht  A'  if ,  welche  sich  dailurcli  in  denselben  rinsiiinden  be- 
Bwlet,  als  stände  das  Gewicht  immittelbar  auf  ihr.  Die  Schi.lit  A'  If 
Mlwrt  sieb  dadurch  der,  folgenden  Schicht  und  übt  auf  diese  einen  eben- 
»khen  Druck  aus  wie  AB  auf  A'  Ii";  gleiches  gilt  für  alle  folgenden 
^^bichten,  und  die  letzte  drückt  dadurch  auf  die  Unterlage  ebenso,  als  wenn 
^  Gewicht  unmittelbar  auf  ihr  stünde. 

Es  hat  demnach  eine  gleiche  Annilherung  aller  einnelnen  Rehichlen 
^ttgefnnden  und  folglüh  eine  Verkürzung  <Ics  Cvlindern,  die  proportional 
L<t  ilfr  Anzahl  der  Schiebten,  d.  h.  der  Lange  des  Cybndeis;  tliese  An- 
Shening  hat  aber  gleichzeitig  zwischen  .je  zwei  Schichten  CD,  C  Tf  eine 
"Iwtownde  Kraft,  hervorgerufen,  welehegleicb  ist  dem  Drucke  des  Gewichte. 
nntte  man,  anstatt  auf  den  Cylinder  einen  Druck  iiusüuüben,  denselben 
"  winem  nbom  Knde  liofesligt  und  tm  seinem  untern  ein  (Jewicht  wirken 
*»en,  HO  würden  sich  die  einzelnen  Si-h  ich ten  von  einander  entfernt  haben, 
llsichwitig  aber  auch  in  Folge  der  gi'össpm  Kntfemung  einimder  ungezogen, 
■"ri  iIbä  fiieichgewicht  tritt  in  dem  Falle  ein,  wenn  der  lleberschuss  der 
■«whenden  über  die  abstossenden  Kräfte  gleich  dem  ;im  untern  Knde  dew 
Cjlmders  wirkenden  Zuge  geworden  ist 
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Dass  in  der  That  in  den  beiden  eben  ]>esprochenen  Fällen  zwischen  den 
genäherten  oder  entfernten  Molekülschichten  abst/)88ende  oder  anziehende 
Kräfte  wirksam  8ind,  das«  lässt  sich  sofort  erk<?nnen,  wenn  wir  die  äussern 
Kräfte  aufliciren  lassen  zu  wirken,  denn  wir  nehmen  sofort  eine  Bewegung 
der  Molekülschicht^n  gegen  ihre  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  wahr,  der 
comprimirtü  Cy linder  dehnt  sich  wieder  aus,  der  ausgedehnte  zieht  sich 
wieder  zusammen.  Diese  Eigenschaft  der  Köri>er,  das  Bestreben,  ihre  ur- 
sj»rüngliche  Gestalt  und  das  ursprüngliche  Volumen  wieder  anzunehmen, 
wenn  die  Kraft,  welche  kleine  Formänderungen  an  ihnen  hervorgebracht 
luit,  aufhört  zu  wirken;  bezeichnet  num  mit  dem  Namen  der  Klasticitftt. 

Die  Existenz  dieser  Eigenschaft  gibt  uns  einen  weitem  Aufschluss  über 
die  Natur  der  zwischen  den  Molekülen  thätigen  Kräfte;  sie  zeigt,  daüs  die 
abstossenden  Kräfte  mit  zunehmender  Entfernung  der  Moleküle  weit  nischer 
abnehmen  als  die  anziehenden  Kräfte.  Denn  wenn  die  Moleküle  in  der 
(fleichgewichtslage  sind,  sind  die  anziehenden  imd  abstossenden  Kräfte  ein- 
ander gleich.  Mit  Acnderung  der  Abstände  müssen  sich  nun  sowohl  die 
anziehenden  als  auch  die  abstossenden  Kräfte  in  demselben  Sinne  ändern. 
Da  mm  aber  eine  grössere  Annäherung  Abslossung,  eine  grössere  Entfernung 
Anziehimg  hervortreten  lässt,  so  folgt,  dass  ])ei  Verringerung  des  Abstandes 
die  abstossenden  Kräfte  rascher  wachsen,  bei  Vergrösscrung  des  Abstandes 
rascher  abnehmen  als  die  anziehenden  Kräfte. 

Die  besprochenen  ]>cidcn  Fälle  sind  nicht  die  einzigen,  .bei  denen  sich 
die  Elasticität  der  festen  Körper  zeigt,  sie  zeigt  sich  ebenso,  wenn  wir  einen 
Stab  biegen  oder  ihn  um  eine  in  iliiu  befindliche  Axe  zu  drehen  suchen, 
während  sein  eines  Ende  feilgehalten  wird,  wenn  wir  ihn  tordiren.  Wir 
werden  indess  sehen,  dass  wir  die  elastischen  Kräfte  in  diesen  Fällen  auf 
die  zuerst  besprochenen  zurückfüliren  können. 

Die  Untersuchung  der  Ehi.^ticität  fester  Körper  ist  eine  der  schwierig- 
sten auf  dem  ganzen  Gebiete  der  Physik;  imi  die  Gesetze  t|ersell>cn  voll- 
ständig zu  ü!)ersehen,  bedarf  es  der  cqm])licirtesten  nuithematischen  Ent- 
wicklungen imd  der  feinsten  Versu(;he.  Wir  müssen  uns  deshalb  hier  darauf 
beschränken,  die  Jiesultate  der  Untersuchungen  vorzuführen,  indem  wir 
gleichzeitig,  so  weit  es  möglich  ist,  den  innem  Zusammenhang  derselben 
darlegen  *  j. 

§.  50. 

Elasticität  boim  Zuge.    Der    einfachste    Fall   aller    Probleme    ül»e:K 
Ela,slicität  ist  der,  dass  num  einen  dünnen  solitlon  Stab,  der  an  seinem  eine 
En<le   befestigt  ist,   durch   einen   Zug  oder  Druck  in  seiner  Längsnchtun^a; 
ausdehnt  o<ler  zusanunendrückt.    So  lange   die  Veränderungen,  welche  di.« 
wirksame  Kraft  hervorbringt,  klein  genug  sind,   muss  die  durch  ein  gege*- 

M  Die  wichtigsten  allgcineinen  ünttTsuclnmgen  über  Elasticität  finden  sich  im: 

Poisson^  Memoire  sur  los  MouvtMuents  des  corps  t'hiHtiques.  Memoire«  de  T  At-a- 
dciino  des  Hcienccs.     Paris.  T.  Vlll. 

( Jauch ify  8ur  1i?h  iMpiations  (\m  exj»rinient  Ics  conditions  d'equilibre  d'un  corp^ 
solide.     Kxoniiccs  des  Mathcmatirjues  T.  11  und  II l. 

Lame,  ausser  einer  Keihc  von  Abhandlungen  besonders  in  seinen  Le^onä  sur  la 
theorie  niathenuitique  de  relusticite  des  cür])8  solides.     11.  edit.  Paris  1S66. 

Kirchhoff.,  Abhanilhingen  über  Elasticität.  Crelle's  JoumuUBand  40  und  Bd.  56. 

(lebschy  Theorie  der  Elanticität  fester  Körper.    Leipzig  186*2. 


».  50. 


t'JcRetTr  ilfir  ZuK''lü''ticittit. 


173 


benea  (icTicht  beim  Zusaiiinicnttrittken  hervorgebratlit.o  Verkilraiinfj  Rb^ii-h 
»ein  der  durch  die  Aiimlobnimg  bewirkten  Verlünt,'i?riing;  es  ^^entlgt  clalier, 
den  Fall  der  Ausdehnim^  ym  betrauht«n  und  die  llexiehiin>;en  aiifKiiKiirlien, 
welche  iwischen  der  Heliialunji  und  der  eintretenden  VirlilngerunK  Mtjitt- 
Snden.  Die  einfaehBte  Methi)de  der  Unt*isiichunjf  ist  die  vnn  Worlheim 
augewimdte.  Derselbe  befestigt«  un  einer  festen  Miiui?r  fin  KnicHttUk  von 
sehr  starkem  Eisen  B  {Vig.  üü).  Dii.iseHie  endigt  in  uiniT  ebenen  vertiealen 
FÜUhe  von  j^ehärtetem  Stjibl,  K'^^^reilt  wie  eine  Felb-,  fr<'Ken  welche  eine 
PLitte,  ebenfuIlH  von  Stahl  und  an  der  einen  Seile  ebenen  >{estreil'l ,  |>iisst  und 
mittels  Strliruuben  C  anjfeilrUekt  werden  kann.  Diese  beiden  KtU<;ke  dienen  als 
Backen  eine«  starken  HchmubHtockM,  un<l /.wisehen  ihnen  wird  der  Draht,  dessen 
Ela^ticitSt  nmn  imtersmben  will,  durch  einen  »u-hr  sUuken  L>nick  hel'estiKt. 
An  dem  imtem  Ende  des  Drahtes  wird  luitteU  einer  ffleicben  sehrauh- 
stovkartif^en  Vorrichtung  ein  Ilaken  befestigt 
und  an  diesen  eine  Wagschale  >.  unftehiLngt,  "' '' 

welche  die  Klebenden  tiewiehte  aufnimmt. 
Sind  die  (jewiehte  hinreichend  schwer,  so 
dehnt  sich  der  Draht  merklich  aus,  verkürzt 
sicli  aber  wieder  xn  si.'iner  frühem  hSn^^e, 
wraa  man  die  Gewichte  fortniuimt.  Zur  Mes- 
snng  der  Verlan jferuni;  liedarf  es  gewisser 
Verlieh  tamassrege  In. 

Wenn  man  die  tiewiehte  in  die  Wag- 
scbale  sehr  nisch  einsetzt,  so  ertlieilt  man 
dem  A]iparat  RtÖsse,  dxin-h  welclie  man  den 
Draht  ^erreissen  kann.  Um  diese  nun  zu  ver- 
meiiien,  ist  die  Wagsthale  mit  drei  langen 
FusMtellsch rauben  ////  versehen,  welche  man 
tiir  Beginn  tiea  Versuclies  so  weit  hinab- 
stbnuht,  dasH  sie  den  Boden  berühren  und 
Mmit  die  Wagschale  tragen;  dann  wird  die 

Scfaale  belastet,  und  dann  erst  heilt  man  die 

i^hraidjen  «ehr  langsam,    um   allmilhlig   das 

Gtnicht  seine  ziehende  Wirkung  ansUben  zu 

litsen.    Dabei  hat  man  keine  HtVisse  zu  be- 

ftrchlen.    Bei  der  Beobachtung  hat  man  sich 

"^wn  noch    vor  einem    leicht  zu    iiegehemlen 

Inthume  zu  RchUtxen.     Wühlt  man  nämlich 

^  Ünlhte,   so   sind   diese  st«ts  an  vielen 

^tlen  gebogen  und  gekrümmt.  Kin  Anhängen 

Jwtiewichte  bewirkt  nun  ztmilchpt  ein  Oeraile- 

'Ifwrliennnd  dadurch  scheinbar  ein  Verlängern 

^  Drahtes.    Um  diese  Täuschungen  ku  ver- 
kleiden, ist  es  nothwendig,    anfSnglioli   ein 

Uaniis  Gewicht  in  die  Schale  zn  legen,  wel- 

^n  hinreicht,  den  Draht  gerarle   zu   machen 

und  dann  erst  albnilhlig  die    Sehale  stürker 

n  Wlasten.    Von  da  an  zUfalt  man  dann  auch 

Mst  die  Gewichte. 
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Die  Verlängerungen  des  Drahtes,  welche  immer  sehr  klein  8in<i,  misst 
man  mit  dem  Kathetometer;  man  stellt  dasselbe  dem  Drahte  ein  für  alle- 
mal fest  gegenüber  und  visii-t  mit  dem  Femrohr  desselben  auf  zwei  feine 
an  den  Enden  des  Drahts  angebrachte  Marken  T  und  T.  Der  Unterschied 
der  Femrohrstellungen  des  Kathetometers  liefert  dann  in  allen  Fällen  die 
Länge  des  Drahtes,  sowohl  vor  als  nach  der  Belastung;  die  Diflferenz  zwischen 
den  beobachteten  Längen  vor  und  nach  der  }3elastung  gibt  dann  die  in 
Folge  der  Belastung  eintretende  Verlängerung.  Mit  Hülfe  dieser  Methode 
hat  Wertheim*)  zunächst  die  schon  früher  von  Hooke*),  S'Gravesande'), 
Th.  Young')  u.  a.  aufgestellten  Gesetze  der  Elasticität  bestätigt  Die- 
selben sind: 

1)  Die  Verlängerungen  eines  Drahtes  sind  bei  demselben  angehängten 
Gewicht  d^r^'Länge  des  Drahtes  proportional.  Um  das  Gesetz  nachzuweisen, 
hat  man  auf  dem  Drahte  nur  mehrere  Marken  in  gleicher  Distunz  zu  zielten; 
man  findet  dann  nach  der  Belastung,  dass  der  Abstand  der  verschiedenen 
Marken  sich  gleich  viel  vergrüssert  hat.  Da  nun  die  Verlängerung  des  ganzem 
Dnihtes  gleich  der  Simiiue  der  Ausdehnungen  seiner  einzelnen  Theile  ist,  so 
folgt,  dass  dieselbe  der  Länge  des  Drahtes  proportional  ist. 

2)  Die  Verlängerung  eines  gegebenen  Drahtes  ist  der  GriJsse  des  KjKin- 
nenden  Gewichts  direkt  proportional.  Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  die 
durch  kleine  Verschiebungen  der  Moleküle  hervorgerufenen  elastischen 
Kräfte  den  Verschiebungen  selbst  proportional  sind.  Denn  wenn  unter 
Wirkung  des  spannenden  Gewichtes  Gleichgewicht  eingetreten  ist,  so  be- 
weist das,  dass  die  von  einander  entfernten  Molekülschicht^n  sich  mit  der 
dem  spannenden  Gewichte  gleichen  Kraft  anziehen.  Da  nun  die  Verschiebungen 
der  Moleküle  dem  spannenden  Gewichte  proportiomil  sind,  so  folgt  auch, 
dass  die  elastischen  Kräfte  den  Verschiebung(?n  proportional  sind. 

3j  Die  Verlängerung  verschieden  dicker  Drähte  ist  bei  gleichen  si^an- 
nenden  Gewichten  dem  Querschnitt  der  Drähte  umgekehrt  proportional ,  von 
der  Gestallt  des  (Jiu;rsuhnittes  aber  unabhängig.  Dieser  Satz  folgt  auch 
schon  immittellrar  aus  der  Üeberlegung,  dass  wir  einen  Stab  wfacher  Dicke 
als  aus  w Stäben  einfacher  Dicke  bestehend  lUiseheu  können;  damit  deshalb 
ein  solcher  Still)  dieselbe  Verlängerung  erhalte,  bedarf  er  ein  «mal  so  grosses 
Gewicht  als  der  eini'ache  Stab. 

4)  Schliesslich  ist  die  Verlängening  abhängig  von  der  Natur  des 
Drahtes,  den  wir  belasten. 

Fassen  wir  diese  vier  Sätze  in  eimm  Ausdruck  zusammen,  so  können 
wir  die  Verlängenmg  ?;,  wes(  he  eiu  Draht  von  der  Länge  /  und  dem  Qucr- 
schnitte  q  durch  ein  Gewicht  p  erhält,  darstellen  durch  die  Gleichung 

p .  l 

worin  c  eine  für  jede  Substanz  besondere  (.onstiinte  ist,  welche  die  Verlänge- 

*;   Wertheim  j  Aunalea  de  cliim.  et  de  phys.    111.  Ser.  t.  12.    Poggend.  Annal. 
KrgüuzuDgbbiiud  II. 

'■';  Biiokey  l*hilo80phical  traot<<  and  CollectionH.    London  1079. 

^j  IS'GravescDidey  IMiysicae  Eleiiieutii  iiuitlieuiatica.  T.  1. 

*j  Th.  Youny^  Cur.se  of  lectaresj  on  natural  l*hilo«ophy.    London  1807. 
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nmg  bedeutet,  welche  ein  aus  ihr  verfertigter  Stub  durch  die  Gewichts- 
einheit erhalt,  wenn  seine  Lunge  und  sein  Querschnitt  der  Einheit  gleicli 
isL  Als  Einheit  des  Gewichtes  nimmt  man  das  Kilogiimim,  als  Einheit  der 
iJLnge  das  Meter,  als  Einheit  des  Querschnittes  das  Quadratmillimeter. 

Die  Grösse  p  gibt  uns  nach  2)  gleichzeitig  die  he\  einer  Verlängerung  v 
zwischen  den  Molekül  schichten  auftretende  elastisdie.  Kraft;  lösen  wir  die 
Gleichung  nach  p  auf,  so  erhalten  wir 

p_        1      V 
q         c      l 

Der  Quotient—  gibt  uns   die  in    der  Querschnittseinheit   auftretende 

elastische  Kraft,  der  Quotient    .   die  Verlängerimg  des  Stu]>es,  gemessen  in 

Bnichtheilen  seiner  ursprünglichen  Länge,  oder  die  Verlängenmg  der  Längen- 
einheit^    Setzen  wir  diese  Quotienten  gleich  tt  \md  J,  so  erhalten  wir 

%-=        •0. 
c 

Den  reciproken  Werth  des  Coefficieuten  c  bezeichnet  man  als  den 
Elaaticitatscoefficienten  oder  den  Elasticitätsmodulus;  setzen  wir  denselben 
gleich  ^,  so  wird  schliesslich 

%  ==  fj ,  d  ^ 

oder  die  in  der  Querschnittseinheit  bei  kleinen  Veränderungen  auftretende 
ela.stisehe  Kraft  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Palast icitätsmodul  und  der 
nach  Bruchtheilen  der  urs[)rünglichen  Länge  gemessenen  Verlängerung. 

Der  soeben  eingetiührteElasticitütsmodul  einer  Sulistanz  ist  der  reciproke 
Werth  der  Verlängerung,  welche  die  Längeneinheit  eincjs  Stubes  der  be- 
treffenden Substanz  durch  die  auf  die  Quersehuittseinheit  beim  Zuge  wir- 
kende Gewiclitseinheit  erhält.  In  dieser  Weise  wird  derselbe  auch  bestimmt; 
man  kann  denselben  indess  auch  anders  detiniren.    In  der  (ilei(;hung 

7t=E'd 

wird  Ä  =  /J,  wenn  ö  gleich  eins  wird.  Der  Fllasticitätscoeflicient  ist  also 
auch  das  (iewicht,  welches  einem  Stab  der  betretl'euden  Substanz  vom  Quer- 
jrhnitt  eins  eine  der  Einheit  gleiche  Verlängenmg  gibt ,  weh-he  also  die 
LSng'e  des  Stabes  oder  den  Abstand  der  Molekülsehichten  in  demselben 
▼erdoppeln  würde,  vorausgesetzt,  dass  die  für  kleine  Aenderungen  geltenden 
Gesetze  soweit  giltig  wären.  Dieser  Detinition  entsprechend  drückt  man  den 
ElAsticitütsmodul  einer  Substanz  auch  gewöhnlich  durch  Gewichte  aus. 

Wertheim  hat  nach  der  angegebenen  Methode  eine  Anzahl  Elasticitäts- 
toefSicienten  bestimmt*),  wir  lassen  dieselben  hier  folgen. 


';    Wertheim y  Poggend.  Amial.  Ergänzungsband  II. 
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Tabelle  der  Elastleltatscoerflclenteu  Tersehledener  Metalle  bei 

verseil iedeiieii  Teuiperaturen« 


■    '  ' 

(-'ooffM.if^iitoii  b 

«?i 

Cüc^fficionttMi  auH  den* 

Mei4ille 

.  — 

IiOn<ritudina1t()iion 

lf>"->2(r('. 

100"  V. 

200"  C. 

beKtiniiut 

Bli'i  «ifozogi.Mi 

is«:j 

2278 

,.    aiij^t»Ia.ss«'ii    .... 

1727 

lO.'JO 

— 

2146 

(rohl  g<*ZüfJiMl 

81.-U 

8599 

„    a.n«]rt;lasstMi    .... 

CittHi 

5408 

.5482 

6372 

SillxT  ^i'zoj^oii 

7M57 

7576 

,y    aiij^flasst»!!    .... 

7140 

7274 

r>;j74 

7242 

Zink  jrczojrcn 

H7:u 

9555 

Kliptor  j^ezo»?«'!!    .... 

12449 

12536 

„    angi»lasrteii    .... 

10519 

9827 

7862 

12540 

IMatin  j^«*zoj^t'ii 

17044 

17165 

„    aii^i.'hiMson    .... 

15518 

14178 

12964 

15611 

!  Kiscn  «yi'zogen 

20809 

199(n 

j       „    aii«ift»lass(Mi    .... 

20794 

21877 

177(K) 

19925 

(iusHstiihl  grz();f<Mi   .  .  . 

19519 

19823 

„    an^classfii    .... 

195(>1 

19014 

1 7926 

19828 

En^l.  Stlilil  ^i'zofir«*ii 

18809 

19445 

,.    angflaHsm    .... 

17278 

21292 

19278 

19200 

Die  Zahlen  der  letzten  Colunine  «gelten  ehenfalls  für  die  Tem|>eratur 
15" — 2()"('.,  die  Methode,  nach  welcher  sie  erhalten  wurden,  werden  wir 
spJlter  besprechen*). 

Obi<je  Zahlen  zeit,'en,  dass  <lie  Elast icitäiscoellicienten  nicht  nur  fllr  ver- 
schiedene Mt»talle,  sondern  auch  tllr  ein  und  «lasselbe  Metall  verschieden  »ein 
ktlnnen,  je  naclnleni  dass(db(»  als  ^^ezotrener  Draht,  oder  nach  vorherf<e^anji»enein 
Erhitzern  untersucht  wird. 

Die  in  obi<^er  Tabelle  erhaltenen  Zahlen  liefern  uns  nicht  nur  die 
elastische  Kraft  bei  Verlän^erun«,^  eines  Stabes,  sondern  auch  bei  einer  Ver- 
kür/unt(  dunh  auf  «lii»  Endtlächen  i\vfi  Stabes  an<febrachte  Dnieko,  da  nach 
der  im  Anfan^^e  «lit'srs  §.  j^enuuhti'n  Heiuerkun»,'  «lie  (iesetze  «ler  bei  soleheni 
Drucke  statt lindentleu  Verknrzun«^«*n  mit  ileuen  der  Verlän^ening  zusammen- 
fallen, so  lant(e  wir  nur  kleine  Veränderun>(en  in  IJetracrht  ziehen. 


{?.  r>i. 

Volum vorändorung  während  des  Zuges.     Wir  haben  bi.*<ber  nur 

die  V«*ränd«*runt(en  in  der  Län^e  «»ines  Stabes  betrachtet,  welche  auftreten, 
wenn  man  einen  Stab  ausdehnt  oder  zusammendrückt:  man  sieht  aber  leicht, 
dass  auch  <b»r  (2u«*rschnitt  eines  s<dchen  Stabes  bei  der  Ausdehnung  oder 
Zusammen<lrückun<(  na<'h  der  Län^^saxe  sich  ämlern  muss.  Es  ist  femer  wahr- 
scheinlich, dass  d«*r  Querschnitt  khiiner  werden  mus.s,  wenn  man  den  Stab  ver- 
liin^nn-t.  Man  kann  »lieses  auth  sehr  leicht  mittels  i'ines  ein faidien  Vernuehes 
nachweisen^ denWcrtlH'im")anjn*st«dlt  hat.  Kv  nahm  sehr  sfirgtliUti^  gearbeitete 
KaiitschukstreitVn  (Fig.  57)  vnn  ungelahr  .*ltM»  Millimeter  Liinge.    Sie  hatten 

'i  Man  sfln»  tJ.  15;»  dieM»s  Itandes. 

2i    W'nihtim,  Aniialt>H  d«'  chiiii.  et  de  nlivs.  III.  Scr.  T.  XXllI.  Poggend.  Annal. 
LXXVIII. 
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die  Gestalt  von  Prismen  mit  (quadratischer  Grundfläche.    Die  Länge  einer 
Seite  war  zwischen  9  und  47  Millimeter.     An  ihren    beiden    Enden  ver- 
sah er  sie  mit  eisernen  Ansätzen  A  und  B^   in  denen  die  Kaut-     ^.    ,.j 
Bchnkstreifen  fest  angebracht  waren.    Die  Ansätze  hatten  Haken; 
mittels  des  einen  wurde  der  Kautschukstreifen  vertical  aufgehängt; 
an  dem  andern,   B^  wurde  das   ziehende  Gewicht  P  angebracht. 
Da  der  Kjiutschuk  sich  äusserst  leicht  ausdehnt,  so  verlängerte 
sich  der  Streifen  sehr  bedeutend;  die  Verlängerung  wurde  gemessen. 
Da  der  Querschnitt  des  Streifens  femer  sehr  gross  war ,  so  konnte 
man  ihn  mittels  eines  Zirkels  messen  und  so  die  Veränderungen 
des  Querschnittes  bestimmen,  welche  durch  die  Verlängerung  der 
Streifen  entstanden«     Man  beobachtete,  was  vorausgesehen  war, 
dass  der  Querschnitt  des  Kautschukstreifens  kleiner  wurde. 

Bezeichnen  wir  nun  die  ursprüngliche  Länge  eines  Dmhtes 
mit  X,  so  wird  durch  die  Einwirkung  irgend  eines  Gewichtes  diese 
Unge  in  jL(1  -f"<^)  übergehen,  wo  6  wieder  die  Verlängerung  der 

Längeneinheit  darstellt    imd  gleich  yi  ist.     Der  Querschnitt   des 

Stabes,  dessen  Breite  -B,  dessen  Dicke  D  war,  wird  nach  der  Be- 
lastung dann  sein  B  ,  D  (l  —  ^  .  df^  wenn  wir  die  Verkürzung 
<ie8  Querdurchmessers  des  Stabes,  die  jedenfalls  der  Verlän- 
geningdes  Stabes  proportional  sein  muss,  mit  fi  (¥•  bezeichnen.  Ent- 
vickehi  wir  den  Ausdruck  für  den  Querschnitt  nach  der  Belastimg, 
w  können  wir,  da  6  immer  nur  sehr  klein  ist,  (i^  S^  vemach- 
Ibsigen  und  erhalten  dann  für  den  Querschnitt  des  Stabes 

J5i>(l--2  (id) 

^für  das   Volumen  desselben  nach  dem  Zuge 

LBl){l  +  d)(l-'2(id) 

oder  auch,  wenn  wir  das  sehr  kleine  Glied  2  fi6^  wieder  ausser  Acht  lassen, 

LBI)  {l  +  ö  -^  2  (id). 

Je  nach  dem  Werthe  von  fi  kann  deshalb  eine  Vergrössenmg  oder 
Verkleinerung  des  Volumens  eintreten.  Es  hat  sich  mm  aus  sämmtlichen 
iö  der  Richtung  angestellten  Versuchen  ergeben,  dass  in  der  That  eine 
Vergrösserung  des  Volumens  eintritt,  somit  dass  2  (i  ö  <i  d  oder  dass 
^<0,5,  aber  grösser  als  Null  ist. 

Welches  indess  der  wirkliche  Werth  von  ft  innerhalb  dieser  Grenzen 
it,  darüber  herrscht  wegen  der  grossen  Schwierigkeit,  diese  Grösse  zu  be- 
ttinunen,  noch  einige  Unsicherheit.  Navier^),  Poisson^j,  Lame  und 
OapeTTon*)  gelangen  in  ihren  theoretischen  Untersuchungen  über  Elasticität 
n  dem  Resultate,  dass  (i  =  Y^  sei,  ein  Resultat,  welches  Poisson^)  diirch 
Versuche  von  Cagniard  de  Latour  bestätigt  fand.  Derselbe  befestigte  auf 
einem  festen  Fussbrett  (Fig.  58)  einen  Metalldraht,  so  dass  derselbe  senk- 

*)  Namer,  Mämoires  de  TAcad^raie  des  aciencea.  T.  VII. 
*)  Poision,  Mämoires  de  rAcademie  des  sciences.  T.  VIII. 
*   *)  Lamd  und  Clapeyron,  Crelle's  Journal  für  Mathematik.  Bd.  VII. 
•)  Pois$on  theilt  diesen  Versuch  mit  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T,  XXX VI. 
PoggemL'Annal.  Bd.  XII. 

WCLxna,  Phytik.  I.    8.  Aufl.  \^ 
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recht  aufatie^;  dass  obere  Kmk  dcB  Drabtca  wunle  an  einem  Anne  eines 
ungleichurmigen  Hebolis  2.  Ijefesiigt,  dessen  anderer  Arm  mit   einem  Ge- 
wichte P  beschwert  wurde.     Die 
Länge  des  unbelasteten  Drahtes, 
sie  betrug  ä",  war  genau  bestimmt, 
und   es  wurde    dann  die   Verlitn- 
f  gerung  beobachtet,  welche  durch 
die  Dclastiing  des  Hebels  eintrat 
Die    letztere    wurde  so    weit    ge- 
steigert, dasa    die    Verläugeriing 
des    Drahtes    6°"°   betrug.      Der 
Draht  war,  wie  die  Fipir  zeigt, 
von  einer  engen,  unten  geschtoi^ 
senen  und   mit  Was.ser  getllllten 
Itöhro     imigeben,      der      Durch- 
messer üer  Bohre  und  des  Drahtes 
waren  genau  gemessen.  lui  Augen- 
blicke nun,  in  dem  sich  der  Draht 
diircb  den  Zug  zu  verlängern  be- 
gann,  sah  man   das  Niveau  des 
Wassers  in   der  Itöliro  von  AB  bis  A'  B"  sinken;  ein  Beweis,  daws  in  der 
Tliat  bei  der  Verlängerung  des  Dmlites  eine  Verminderung  des  Querschnittes;, 
eintritt.    Die  Niveaudifferenz  vor  und  nach  dem  Zu (,'e  wurde  genau  gemessen. 
Darauf  wurde  der  Draht  unten  am  Fussbrett  gelöst,  in  die  mit  Wasser  gefUlt— .« 
Rühre  eingesetzt,  so  dass  sein  unteres  Eule  den  Boden  der  Rohre  genuU._ 
berührte,  und  das  Niveau  des  Wassers  wieder  beobachtet.     Darauf  wurt™     ■ 
der  Draht  so  weit  enii)orgezogen,  dnss  das  obere  Ende  C™"'  aus  dem  Wa^^ 
ser  emiMrvagte,  dass  also  ein  ebenso  grosses  Stück  des  Drahtes  aus  d^^; 
Wasser   emporragte  als  bei  dem  vorigen  Versuche.    Da  dann  das  Volm 
des  in  das  Wasser  tauchenden  Drahteg  um  das  herausgezogene  Sttlck  klei 
war,  so  inusste  das  Niveau  des  Wassers  wieder  sinken,  und  es  ergab  s^^^f.j, 
<]ass  es  jetzt  doppelt  so  tief  sank  als  bei  dem  vorigen  Versuch,  somit  <K,.a.-^. 
die  Volum  Verminderung  des  jetzt  noch  in  das  Wasser  tauchenden  Drak:=afes 
doppelt  so  gross  war  als  bei  der  Veriangenmg  dea  Drahtes.     Der  V^^^rth 
von  ft  ergibt  sich  daraus  auf  folgende  Weise:    bezeichnen   wir  den   Ra^viL'un 
des  cylindrischen  Drahtes  mit  r,  so  nimmt,  wenn  wir  die  Verlilngenrag-   der 
Längeneinheit  mit  6  bezeichnen,  bei  der  Ausdehnung  des  Di-aht«t(  das  i 
in  das  Wasser  tauchende  StUck  des  Di-ahtes  das  Volumen 

/  .  (■-  JT  1 1  —  L>  fi  d ) 
ein.  da  wir.  oluie  einen  merkÜL-ben  Fehler  v.u  begehen,  voraussetzen  dOrten, 
■lass  die  Liinge  dos  eintauchenden  Stückes  nicht  geändert  ist.  D&i  Voluma 
lies  SHlckes  ist  dann  nur  kleiner  geworden,  weil  der  Querschnitt  des  ÜniHtt   ■ 
im  Verhiiltniss  1:1  —  2  n  d  verkleinert  ist.  i 

Das  Volumen  des  in  das  Wasser  eintauchenden  Drahtes  ist  nacli  dev  , 
/weiten  Versuche  dasselbe,  wenn  der  Draht  ohne  Dc^hnung  um  die  Hilft«  I 
der  Verlilngenmg  aus  dem  Wasser  hei-vorgezogen  wird.  Das  Volumen  d«* 
dann  noch  im  Wasser  befindlichen  DrahtstUckes  { 

.,      .    ,  .  l.>~:t(l  —  '..tfi; 

somit  erhalten  v — 


/rl-r! 
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oder 

5*  =  Vi- 

Dieser  Versuch  gibt  also  für  die  Yerni Inder ung  des  zur  Zugrichtung 
senkrechten  Durchmessers  eines  Drahtes  ein  Viertel  der  Verlängerung,  ent- 
sprechend der  Theorie  von  Na  vier  und  Poisson. 

Weder  die  theoretischen  Entwicklungen,  aus  welchen  der  Werth  ^1=0,25 

geschlossen  wurde,  noch  auch  der  denselben  bestiitigendo  Versuch  sind  ein- 

wnrfsfrei.    Was  zunächst  den  Versuch  von  Cagniard  de  Latour  angeht,  so 

kann  man  aus  demselben  mit  Sicherheit  kaum  mehr  schliessen,  als  dass  bei 

der  Verlängerung  eine  Quercontraction  eintritt;  genaue  Messungen  sind  bei 

•  der  angewandten  Methode  nicht  möglich.    Denn  zimüchst  ist  die  Aenderung 

des  Wassemiveaus  in  der  Röhre,  welche  einen  den  Durchmesser  des  Drahtes 

weit  übei-treffenden  Durchmesser  hat,    bei  der  an  dem  Draht  überhaupt 

stattfindenden  äusserst  kleinen  Aendenmg  des  Volumens  so  \mbedeutend, 

dass  die  geringste  Ungenauigkeit  beim  Ablesen  das  Resultat  wesentlich  be- 

emtrSchtigen  muss,  und  eine  solche  Ungenauigkeit  ist  luti  so  weniger  zu 

Termeiden,  da  das  Wasser  die  Innenwand  der  Röhre  niemals  ganz  gleich- 

mSssig  benetzt.    Dazu  kommt  femer,  dass  der  Draht  beim  Emporziehen  aus 

der  Flüssigkeit  immer  Flüssigkeit  mit  sich  heraushebt,  deren  Menge  zudem 

lei  den  verschiedenen  Versuchen  verschieden  ist,  schon  auß  dem  (Irunde, 

»Feil  der  Umfang  des  herausgezogenen  Drahtes  verschieden  ist.     So  klein 

»ach  die  Fehler  sind,  bei  der  Kleinheit  der  zu  messenden  Grössen  wird  die 

Sicherheit  des  Resultates  dadurch  wesentlich  beeinträchtigt. 

Spätere  theoretische  Untersuchungen  haben  dann  auch  gezeigt,  <lass 
«Jas  aus  den  Untersuchungen  von  Na  vier  und  PoLsson  sich  ergebende  Resultat 
^urch  specielle  nicht  noth wendige  Annahmen  erhalten  ist;  die  Untersuchungen 
VonCauchy^),  Lame^  und  Kirchhoff ^)  haben  vielmehr  gezeigt.,  dass  die 
Theorie  der  Elastieität  nur  zu  dem  vorhin  bereits  angedeuteten  Resultate 
fthrt,  dass  der  W^eiih  von  fi  zwischen  0  imd  y^  liegt ,  dass  der  Versuch  in 
jedem  Falle  über  den  Wei-th  von  fi  innerhalb  dieser  Grenzen  entscheiden  muss. 

Cauchy  und  in  ganz  ähnlicher  W^eise  Lame  gehen  von  folgender  An- 
nahme aus.  Denken  wir  uns  ein  rechteckiges  Parallelepii)ed ,  welches  nach 
Allen  Richtungen  gleiche  Elastieität  besitzt;  dasselbe  erhalte  auf  zwei  gegen- 
überliegenden Flächen,  und  zwar  senkrecht  zu  denselben  solche  Ziehungen, 
^  die  Flächeneinheit  den  Zug  tTj  erhält.  Dieser  Zug  hat  dann  eine  Ver- 
^enmg  des  Parallelepipeds  in  der  Zugrichtung  zu  Folge,  welche  für  die 
LSnj^eneinheit  des  Parallelepipeds  gleich  dj  sei;  in  den  zur  Zugrichtung  senk- 
^ten  Richtungen  ßndet  dann  ebenfalls  eine  Veränderung  der  Seiten  des 
^Ärallelepipeds  statt,  so  dass  die  Breite  desselben  7/(1  -f-  ftd, )  und  die 
Kdie  (l  -f-  (id^)  wird.  Ob  diese  letztere  Veränderung  eine  Verlängerung 
^Verkürzung  sein  wird,  hängt  dann  von  dem  Vorzeichen  von  fi  ab;  ist 
1*  positiv,  so  ist  die  seitliche  Veränderung  von  derselben  Ari-  wie  d,  ist  es 
^'^gatiT,  so  ist  die  seitliche  ,^ Veränderung  jener  in  der  Zugrichtung  stAtt- 


*)  Cauchy,  Exercices  de  Mathematiques.  T,  111.  p.  182  und  p.  205  ff. 
*)  Lamty  Le9on8  8ur  la  theorio  mathematique  de  Telasticite  des  corps  solides. 
*^^p.65ff. 

H'trcÄÄo/f,  Crelle's  Journal.  Bd.  XL  luid  LVI. 
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findenden  entgegengesetzt.  Das  Volumen  des  Parallelepipeds  ist  dadurch 
geworden 

Die  Volumeinheit  hat  sich  somit  um  dj  +  2  fi  dj  verändert  Setzen  wir 
diese  die  Volumeinheit  treffende  Aenderung  gleich  f,  so  nehmen  mm  Cauchy 
und  Lamo  an,  dass 

Tti  =  k  .  ö^  -■{-  Ät?, 

worin  l'  und  K  zwei  von  der  Natur  der  Substanz  des  Parallelepii^edä  ab- 
hängige Constante  sind;  sie  machen  also  die  Annahme,  dass  man  die  durch 
den  Zug  jr^  im  Innern  hervorgebrachte  der  Zugrichtung  parallele  Spannung 
der  parallel  der  Zugrichtung  eintretenden  Veränderung  und  der  in  Folge 
dieses  Zuges  stattfindenden  Volumänderung  proportional  setzen  könne. 

Werden  nun  die  drei  Flächenpaare  des  Parallelepipeds  gleichzeitig  durch 
Ziehungen  tt^,  tc^^  tc.^  angegriffen,  so  werden  die  jeder  Zugrichtung  parallelen 
Veränderungen  d^,  dj,,  6^  sein,  und  das  Volumen  des  Parallelepipeds  V  wird 
tibergehen  in 

^(l+(*.+**+*s)), 

so  dass  also  die  Veränderung  der  Volimieinheit  v  wird 

t,  =  d,  +  ^2  +  d^. 

Diese  drei  Drucke  tt,  ,  ^r^,  n.^  oder  die  ihnen  gleichen  elastischen  Span- 
nungen sind  in  dem  Falle  nach  obiger  Annahme  gegeben  durch  die  drei 
Gleichungen: 

yti  =  k  öl  -}-  K ,  V'^  7t,2  =  k  ö^  '\'  Kü'^  7t^  =  k dg  -j"  Ä^^-« 

Diese  drei  Gleichungen  behalten  ihre  Gültigkeit,  welches  auch  die  Drucke 
7t i^  jr^,  %  sein  mögen;  also  auch  für  den  Fall,  dass  zwei  derselben,  n^  und 
jTg  gleich  Null  werden,  dass  also  das  betrachtete  Parallelepiped  nur  nach 
einer  Richtimg  einen  Druck  oder  einen  Zug  erfährt,  sie  behalten  ihre  Gül- 
tigkeit für  den  Fall,  den  wir  untersuchen.    In  dem  Falle  sind 

kd^  +  Kv  =  kö,^  +  Kv  =  0 (aj 

und  die  Volumveränderung  wird  dann 

^.  =  d,  +  ö,  +  ö,,  =ö,  (1+2  ii). 
Eine  der  beiden  Gleichungen  (a)  liefert  nun 

also 

d,  (l+2|ii)=-^.^«J,; 

A^+  2  Kii  =  — Ä-^; 
_  K       _  ji__ 

^        '>K+i-  —     2 ,  ;^ 

"^  A' 

Es  ergibt  sich  somit  zunächst,  da  das  Vorzeichen  von  ^  negativ  ist, 
f)a8B  die  seitliche  Veränderung  immer  derjenigen  in  der  Druckriohtung  ent- 
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gegengesetzt  ist,  dass  also  beim  Zuge  eine  Quercontraction,  beim  Drucke 
eine  Querdilatation  eintritt.    Femer   ergibt   sich,   dass   der   Werth  von  fi 
kleiner  als  V2  ist;  welcher  Werth  dem  Coefficienten  aber  zukommt, 
das  hfingt  von  dem  Verhältniss  der  beiden  Constaiiten  k  und  /Tab.    **^*  ^^* 
Der  von  Navier  und  Poisson  gegebene  Werth  ^  =  ^/^  ergibt  sich, 
wenn  A*  =  2  iT  ist,    eine  Beziehung,   die   sich   indes»  theoretisch 
nicht  folgern  lässt.    Ueberhaupt  gibt  die  Theorie  der  ElasticitÄt 
über  die    Beziehimg   zwischen   diesen  beiden    Constanten  keinen 
weiteren  Aufschluss,    sie  lässt  es  selbst  unentschieden,  ob  diese 
Beziehung  für  alle  Substanzen  dieselbe  ist,  oder  ob  sie  ftlr  ver- 
schiedene Substanzen  verschieden  sein  könne. 

Wertheim  ^)  schliesst  aus  seinen  Versuchen  das  erstere,  er 
findet  bei  seinen  Versuchen  mit  Kautschuk,  Glas  und  Messing 
nämlich,  dass 

f*  —  V3, 

äomit  dass  k  =  K  i»t^  und  glaubt  deshalb,  dass  diese  Beziehung 
ganz  allgemein  das  Verhältniss  der  beiden  Constanten  wiedergebe. 
Die  Versuche  mit  Kautschuk  haben  wir  vorhin  bereits  erwähnt;  so 
lange  d  nur  etwa  %  beträgt,  findet  sich  in  der  That  ^  ziemlich 
genau  gleich  %. 

Zu  den  andern  Versuchen  wandte  er  auf  einen  Vorschlag  von 
Regnault  ohne  Naht  gezogene  Röhren  von  Messing  oder  Glasröhren 
A  (Fig.  59)  an,  welche  mit  ihren  Enden  an  andere  kurze,  aber 
weitere  Röhren  B'B'  befestigt  waren.   Die  untere  war  unten  ver- 
schlossen, die  obere  an  beiden  Seiten  offen,  und  an  ihrem  obem 
Ende  mit  einer  Fassung  versehen,  durch  welche  eine  sehr  enge 
Glasröhre  F  mit  dem  Innern  der  Röhre  communicirte.    Diese  so 
vorgerichteten  Röhren  wurden  mit  Wasser  bis  zur  Marke  F  der 
Glasröhre  gefftllt.    Man  befestigt  die  Röhre  nun  an  ihrem  obem 
Ende,  so  dass  sie  vertical  herabhing,  und  belastete  sie  an  ihrem 
andern  Ende  mit  einem  Gewichte  p.    Sie  dehnte  sich  dann  gerade 
so  aus  wie  ein  solider  Metallstab  von  derselben  Substanz. 

Man  maass  nun  einerseits  die  Verlängerungen  dieser  Vorrich- 
tung, andererseits  das  Herabsinken  der  Flüssigkeit  in  der  Glas- 
röhre F,  Der  Versuch  ergab  somit  sowohl  die  Verlängerung  ö  flir 
die  Längeneinheit  als  auch  andererseits  die  Vergrössei:ung 
^  ( 1  —  2  (i)  des  Volumens  für  die  Volumeinheit,  und  man  hatte 
diese  nur  zu  vergleichen.  Man  fand  nun  in  Uebereinstimmimg  mit 
den  Versuchen  am  Kautschuk,  dass  ö  (1  —  H  ft)  =  \.^ö,  also  ft  =  V3  war, 
da!»d  also  die  Aendei-ung  des  Durchmessers  für  die  Längeneinheit  %  ö  war. 

Die  nach  dieser  Methode  von  Wei-theira  erhaltenen  Zahlen,  zusammen- 
gestellt mit  den  nach  dem  Poissonschen  und  dem  Wertheimschen  Wei*the 
von  ft  aus  der  beobachteten  Verlängerung  berechneten  Werthe  der  Volum- 
▼enninderung  enthält  folgende  kleine  Tabelle. 
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No.  der  K^'diren 

V 

.  d  ( l  —  2 

5*) 

berechnet 
mit  fi  —  ^/j 

1 

i 

beobiKrhtet 

berechnet 
mit  11  —  V, 

0,54032 

Mcssin^Lf      I 

1 

0,81047 

0,52017 

II 

•      (),K7Hr)6 

( >,r>43r>3 

0,58578 

'■    III 

(),H8940 

0,60104 

0,59299 

1     Ollis           I 

ö.rjr.öo 

3,8«  13 

:J,5707 

1                      II 

;       4,()(>3U 

•2,4-217 

2,7093 

III 

l,ö->>^2 

1,1472 

1,0188 

IV 

1,1038 

1 
1 

0,7780 

0,7959 

Für  Glas  ergeben  diese  Versuche  ziemlich  gemiu  denWerth^=  V^,  da 
die  dumit  ])erechneten  Werthe  der  Volumveränderung  bald  grösser  Imld 
kleiner  sind  als  die  beobachteten,  und  die  Abweichungen  nicht  zu  gross 
sind;  ttlr  Messing  ist  dagegen  trotz  der  ziemlich  guten  Uebereinstimmimg 
zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  dieser  Wei*th  zweifelhaft,  damit  fi  = 
y.^  alle  berechneten  Zahlen  zu  gross  werden;  für  Messing  würde  man  aus 
diesen  Beobachtungen  fi  =  0,315  ableiten. 

Man  würde  deshalb  schon  aus  Wertheim's  Resultaten  eher  den  8chliu»ä 
ziehen,  dass  fi  für  verschiedene  Substanzen  verschieden  sein  kann,  ali*  dasses 
stets  «lenselben  Wei*th  '3  hat,  ein  Schluss,  den  auch  die  Versuche  von  Kirch- 
hoft*  zu  bestätigen  scheinen.  Kirchhoff  \)  bestimmte  den  Werth  von  fi,  indem 
er  an  verschiedenen  Stäben  durch  bestimmte  Gewichte  gleichzeitig  Biegung 
und  Torsion  hervorbrachte;  gerade  wie  nämlich  der  tllasticitätscoenicient, 
wenn  man  ihn  durch  k  und  K  ausdrücken  will,  den  Werth  von  fi  enthält, 
so  ist  auch  auf  Torsion  und  Biegung  die  Quercontraction  von  Einflusä,  so 
dass,  wenn  man  beide  beol»achtet  hat,  sich  daraus  fi  berechnen  Iftsst.  Die 
Versuche  sind  gemacht  an  drei  Stäben  von  glashartem  Stahl  und  an  einem 
Stabe  von  hartgezogenem  Messing.  Für  die  ersten  drei  Stäbe  fand  er  im 
Mittel  (1  =  —  0,291,  nämlich 

für  den  ersten  Stal»  (i  =  —  0,293, 
„  „  zweiten  ,,  fi  =  —  (>,2^«"»? 
„      ,,      dritten     „     ft  =  —  0,294. 


Für  den  Messingstab  erhielt  er  dagegen  ft  =  —  0,387,  einen  Worth 
also,  der  den  für  Stahl  gefundenen  und  auch  den  von  Wertheini  allgemein 
angenommenen  nicht  unbeträchtlich  übersteigt.  Kirchhoff  glaubt  dem  ttlrdas 
Messing  gefund<»nen  AVerthe  ^i  nidit  diesell>e  Bedeutung  beilegen  zu  kfinnen, 
tla  das  ^^ezogene  Messing  parallel  der  Zugrichtung  eine  andere  Elasticität 
habon  kr»nne  als  senkrecht  dazu:  indess  wird  man  wohl  kaum  den  groösen 
I'nt*^r>rhifd  y.wi«;»lien  Messing  und  Stahl  lediglich  dieser  Verschiedenheit  im 
Mf>'ing  zusrhreibon  kr>nnen. 

r)ies»'nM'  Methodf,  welrhe  Kirthoff  anwandte,  hat  später  Okatow "^  l»e- 
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nutzt,  um  die  Quercontraction  einer  Anzahl  verschiedener  Htahlstttbe  zu 
untersuchen;  es  ergab  sich  dabei,  dass  der  Werth  von  /t*  sowohl  für  ver- 
schiedene Stahlarten  von  demselben  Zustande  als  auch  ttlr  dieselbe  Stahl- 
art in  verschiedenen  Zustunden  verschieden  ist.  Er  erhielt  z,  B.  folgende 
Werthe  für  (i 

Stricknadelstäbchen.  Glatter  runder  engl.  Stahl 

a)  ursprünglicher  Zustand  ft  =  —  0,2750  fi  =  —  0,2H89 

b)  in  Oel  gehärtet  fi  =  —  0,2961)  ft  =  —  0,3190 
0)  ausgeglüht  und  langsam 

abgekühlt  fi=  —  0,3037  fi  =  —  0,3281. 

Die  für  den  glatten  runden  englischen  Draht  angegebenen  Werthe 
wurden  üst  ganz  übereinstimmend  an  Drähten  verschiedener  Dimensionen 
gefanden,  die  Dicken  waren  etwa  4,  5  imd  6"*™.  Okatow  glaubt,  dass  der 
ganz  weiche  Stahl  der  vollen  Gleichheit  nach  allen  Richtimgen  am  nächsten 
kommt;  deshalb  spricht  die  Verschiedenheit  von  fi  für  die  verschiedenen 
Stahlsorten  auch. in  diesem  Zustande  dafür,  dass  der  Werth  des  Verhält- 
nisses von  Quercontraction  und  Verlängenmg  nicht  für  alle  Körper  derselbe  ist. 

Für  eine  Anzahl  von  Stäben  aus  glattem  rundem  Stahl,  deren  Länge 
biij  zu  1  Meter,  deren  Durchmesser  bis  zu  2°*"  betrug,  erhielt  Schneebeli^) 
nach  einer  Methode,  welche  wir  im  3.  Abschnitt  §.  137  besprechen  werden, 
als  Werth  von  f*  =  —  0,296,  als  die  Stäbe  federhart,  und  fi  =  —  0,303  als 
die  Stäbe  ganz  weich  waren;  Werthe  welche  mit  denen  von  Kirchhoff  und 
von  Okatow  für  die  erste  Stahlart  erhaltenen  vortrefflich  übereinstimmen. 

Gegenüber  der  hier  ausgesprochenen  Ansicht,  dass  der  Werth  von  ^ 
ftlr  die  verschiedenen  Köi*per  verschieden  sei,  hat  kürzlich  Comu*)  wieder 
die  Ansicht  vertheidigt,  dass  für  wirklich  nach  allen  Richtungen  gleich- 
massig  elastische  Körper  der  Werth  von  (i  =  —  <>,2r)  sein  müsse.  Er 
glaubt,  dass  Glas  diesem  gleichmässig  elastischen  Zustand  am  nächsten 
kommt,  und  findet  für  dieses  nach  einer  Methode,  deren  Princip  wir  im  §.  55 
andeuten  können,  in  der  That  Werthe,  welche  nur  wenig  von 0,25  abweichen; 
i>ie  liegen  bei  6  Glasprismen  zwischen  ^  =  —  0,22 i  und  —  0,257. 

Es  ist  indess  wohl  anzunehmen,  dass,  wie  Okatow  hervorhob,  ein  durch 
l^same  Abkühlung  ganz  weich  gewordener  Stahl  ebenso  vollkommen  nach 
allen  Richtungen  gleich  elastisch  ist  als  Glas,  und  dann  würden  die  Ver- 
siehe Comus  eher  für  die  eben  ausgesprochene  Ansicht,  dass,  dass  [i  nicht 
^r  alle  Körper  denselben  Werth  hat ,  ein  Beleg  sein. 


Kubische  Zusammendrückbarkeit  der  festen  Körper.    Die  in  den 

^len  letzten  §§.  besprochenen  Constanten,  der  Elasticitätscoetlicient  imd  die 
wrcontraction  bedingen  alle  Erscheinungen,  welche  durch  die  Elasticität 
^festen  Kör^jer  hervorgerufen  werden;  sind  diese  beiden  Grössen  bekannt,  so 
*^  man  alle  Verändenmgen,  welche  durch  äussere  Kräfte  an  den  Körper 
hervorgebracht  werden,  berechnen.    Umgekehrt  kann  man  aber  auch  aus 

')  Süineeheli,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXL. 
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(lerariigen  Beol)a<?htungen  die  eine  oder  die  andere  Constante  ableiten.  Da 
wir  nun  aus  den  longitudimüen  Aenderungen,  sei  es  durch  direkte  Beobach- 
tung, sei  es  durch  die  im  3.  Abschnitt  ausführlicher  zu  besprechenden 
longitudinalen  Schwingungen,  den  ElasticitätscoeiÜcienten  mit  grosser 
Hicherheit  ableiten  können,  so  können  wir  die  meisten  elastischen  Verän- 
derungen gleichzeitig  benutzen,  um  den  Werth  von  ft  zu  bestimmen. 

Wir  betrachten  zunächst  <Ue  kubische  Zusammendrückbarkeit  der  Kör- 
])er,  das  heisst  die  Volumverminderung  eines  festen  Körpers,  wenn  er  von 
allen  Seiten  ganz  gleichmässig  durch  Kräfte,  welche  an  jedem  Punkte  der 
Oberfläche  normal  zu  derselben  wirken,  zusammengedrückt  wird.  Bei  der- 
artig wirkenden  Kräften  verändern  sich  die  Dimensionen  des  Körpers  alle 
in  demselben  Verhältnisse,  seine  Gestalt  1)leibt  sich  immer  ähnlich,  und  es 
tritt  nur  eine  Verminderung  seines  Volumens  ein.  In  welcher  Weise  diese 
Volum  Verminderung  von  den  beiden  Constanten,  dem  ElasticitätscoeHicienten 
und  dem  Quercontractionscoefficienten  abhängt,  ergibt  sich  auf  folgende 
Weise. 

Für  ein  rechteckiges  Parallelepiped  hatten  wir  nach  Cauchj  ganz  all- 
gemein 

7t  =  kö  +  Kv (1), 

wenn  tc  den  auf  die  Fläclieneinheit  ausgeübten  nornlalen  Druck,  ö  die  diesem 
Druck  entsi)rechende  lineare  der  Druckrichtung  parallele  Aenderung,  v  die 
dabei  stattfindende  Aenderung  des  Volumens,  und  k  und  K  zwei  Const-ante 
bezeichnen. 

Für  den  Fall  nun,  dass  die  Kraft  n  nur  an  den  Endflächen  des  Stabes 
wirkt,  wird,  wie  wir  sahen, 

v  =  d(l  —  2|ii) 
und  ft  gleich 

K 

wenn  wir  jetzt  mit  fi  den  Zahlen  werth  der  Quercontraction  bezeichnen. 

Hieraus  folgt  d^nn  für  y,  die  Vohunänderung ,  die  bei  dem  Zuge 
eintritt, 

Setzen  wir  diesen  Werth  für  v  in  die  Gleichung  (l)  ein,  so  wird 

Wir  haben  vorhin  als  Ehusticitätscoefficienten  jene  Kraft  definirt ,  welche 
an  den  Enden  eines  PaniUelepipeds  wirkend  die  Länge  desselben  in  der 
Zugrichtung  verdoppelt,  welche  somit  ^  =  1  macht.  Die  Gleichung  (2) 
liefert  uns  deshalb  den  Elasticitätscoefficienten  in  den  beiden  Constanten 
K  imd  k 


» '^  K  -\-  k  /^^ 

(  j7  ....      \Oj» 


"  k^ 
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Der  reciproke  Wei*th  des  Elasticitätscoefticienten  gibt  uns  die  lineare 
Ausdehnung  des  Parallelepipeds  oder  seine  Verkürzung,  wenn  die  an  den 
Endflächen  wirkende  Kraft  der  Einheit  gleich  ist,  oder  den  linearen  Aus- 
(lehnongscoefficient-en,  mit  dem  wir  in  jedem  Falle  die  wirksame  Kraft 
inulüpliciren  müssen,  um  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  des  ausge- 
dehnten Parallelepipeds  oder  Cylinders  zu  erhalten.  Bezeichnen  wir  diesen 
Quotienten  mit  C,  so  ist  derselbe 

C  =  - 

Wird  nun  das  Panillelepiped  von  allen  Seiten  ganz  gleichmässig  zu 
sammengedrückt  oder  ausgedehnt,   so   ist  d  nach   allen   drei   Richtungen 
dasselbe,  und  damit  wird  die  Volums  Veränderung  v  =  ii  6  oder  die  dann 
nach  einer  Richtung  stattfindende  Linearänderung  gleich  Yg  v.  Damit  erhalten 
wir  dann  aus  der  Gleichung  (l ),  indem  wir  ö  durch  o  ausdrücken. 

Der  Coefticient  der  kubischen  Compressil>ilität,  der  Coefficient,  mit 
dem  wir  den  auf  der  Flächeneinheit  normal  zu  derselben  wirkenden  Druck 
multipliciren  müssen,  um  für  das  Parallelepiped  die  Aenderung  der  Volum - 
einheit  zu  erhalten,  ist  somit 

^^-T^+k^ W5 

wie  man  sieht,  hängt  derselbe  wesentlich  ab  von  dem  Verhältniss  der  beiden 
Cont^tanten  K  und  k. 

Kennt  man  für  eine  Substanz  den  Werth  von  E  oder  C,  und  beobachtet 
dann  den  kubischen  Compressionsoefticienten  6*1,  so  kann  man  aus  beiden 
Jen  Werth  des  Verhältnisses  K  und  k  ableiten.  Dividiren  wir  nämlich  beide 
durch  einander,  so  wird 

(\  3 

'-k+' 

k  2  C'i 

Wir  können  aber  auch  direkt  Cj  sowie  K  und  k  durch  C  oder  E  und 
fg  ausdrücken. 

Die  (Gleichung  (3)  liefert 

-B  ^2  ^  +  1 W  3  iC+  Ä: .  .  .  .  (3a\ 
oder  da 

in  Verbindung  mit  Gleichung  (4) 

E      _   3 


Kubuolit!  CumprL-i-iiibilitiit. 


Die  Ok'itlningen  i;(a)  »mil  (31)")  liefern  ferner 

(1  K 

^=^  li-ä^)(i^^v  *  "=  TT  V 

Ebenen  wie  iiinn  hieraatTh  au«  Jen  liekonnten  Werthen  von  K  »iml  fi 
ilen  Werth  von  (',  crlulten  kann.  läMst  sich  auch  iler  Wertb  von  ft  aun  ilen 
IJeol>acbtun)(en  von  C[  und  K  ableiten. 

Ueber  die  (omprestiion  fester  Kiir])er  hat  Kegnanlt  bei  Gelegenheit 
seiner  Untcrsuchunff  Über  die  t'nmiiression  der  Flüüaigkeiten  einige  Ver- 
:juche  angestellt').  Er  benutzte  zu  diesen  Verbuchen  GefHese,  deren  Form 
und  Substanz  genau  bestimmt  waren,  entweder  Kugeln  von  Kupfer  oder 
Messing,  deren  innerer  und  Uusserer  DtirchnieBser  mit  gi-ösater  Genauigkeit 
gemessen  war,  rinil  mit  <leren  Innern  eine  lange  Glasröhre  in  Verbindung 
stand:  oder  er  nahm  ein  Glasgefäss  A  (Fig.  CO),  dessen  innere  Capacitdt 
und  dessen  Uusseres  Voliunen  mit  grCsstcr 
Snrgfalt  bestimmt  war.  Die  Gefdese  fUUtc 
er  bis  zu  einer  Marke  C  mit  Wasser,  welche 
sich  auf  der  GlasriJhre  CD  dem  Halse  de« 
Gef>L»Bes  befindet.  Darauf  senkte  er  das  Ge- 
tim  in  einen  ringsum  fest  geschlossenen  mit 
Wasser  get^illten  Dehiilter  BB'  imd  tlbte  auf 
das  Wasser  des  Uehaltors  einen  Druck  J"  awa, 
indem  er  aus  einem  ßehitlter  durch  die  Kiihren- 
leitimg  FG  bei  geschlossenem  Hahn  K  auf 
die  ÜbeiHäuhe  des  Wasser«  in  B  comprimirt«  ■ 
Luft  wirken  lies«.  Auf  diese  Weise  drUi;kt« 
er  das  Gefüss  A  von  allen  Seiten  ganz  gleich- 
I  niiissig  zusammen,  das  Volumen  dcKselben 
verminderte  sich  nm  eine  dem  Druck  pro- 
portionale Orfisse,  und  man  sah  das  Wasser 
in  der  Rölire  Hber  C  heraufsteigen;  die  Steig- 
höhe misst  man  an  einer  auf  dem  Rnbre  an- 
gebrachten Th  eil  ung.  Mankann  nun  die  durch 
den  ihissem  Druck  hervorgebrachte  Voliun- 
vermindcrung  aus  der  Steighöhe  des  Wassers 
ableiten,  wenn  man  die  Capacität  der  Rtlhre 
im  Verhältniss  zum  Volumen  des  ganzen 
Geftisses  kennt.  Dieses  Verhaltniss  wurde 
durch  Wiigiing  genau  bestimmt. 

Aus  den  Heobaebtnngen  der  Volumvenninderung  von  Hohlrtluuien  lassl 
«icli  nicht  unmittelbiir  auf  den  knliisibcn  t'ompressionscoefficienten  des  ^lute- 
riuls  schliessen,  aus  wcli-hem  die  Wandung  des  Hohlraumes  gefertigt  i^ft. 
<lii  die  Vrtlumvenninilerung  des  Hohlraumes  eine  andere  sein  muss  ulsjene 
eines  massiven  Ki"iii>ers,  welche  den  Hoblruiini   ausfüllen  wttrde,    Pass  das 


it.'S 
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der  Fall  sein  muss,  ergibt  sich  aus  der  einfachen  üeberlegung,  dass,  wenn 
tler  Hohlraum  mit  demselben  Material  angefüllt  ist,  durch  die  Compression 
im  Innern  desselben  eine  Spannimg  entstehen  muss,  welche  den  compri- 
mirenden  Kräften  entgegenwirkt,  welche  Spannung  fortfallt,  wenn  der  innere 
Raiim  leer  ist  oder  eine  Flüssigkeit  enthält,  welche,  wie  bei  den  Versuchen 
von  Regnault,  aus  dem  Hohlraimi  in  Folge  der  Verminderung  des  Volumens 
aastritt.  Die  Theorie  der  Elasticität  gestattet  aber  auch  in  diesem  Falle 
die  durch  die  Compression  eintretende  Volumverminderung  zu  berechnen. 

Durch  den  auf  die  äussere  Kugelfläche  wirkenden  Druck  werden  die 

Badien  der  Kugel  verkleinert;  bezeichnen  wir  den  Radius  der  Innern  Kugel- 

flSehe  vor  der  Compression  mit  i?y,  so  wird  derselbe  nach  der  Compression 

Bq  (1  —  %))  wenn  wir  mit  (pg  einen  sehr  kleinen  gleich  zu  bestimmenden 

Bruch  bezeichnen.    Der  Hohlraum  der  Kugel,  welcher  vor  der  Compression 

f  Bq^  7t  war,  wird  deshalb  nach  der  Compression  ^  jR^^  (l  —  (p^^)  ^tc  oder, 

da  <Pq  nur  sehr  klein  ist,  |-  ^{^^^  (1  —  3  <P(,)  it.    Die  stattgefundene  Volum- 

Terminderung  ist  deshalb 

oder  in  Bruehth eilen  des  ursprünglichen  Vohmiens  V 

—y-  =  ?  9(r 

Die  Theorie  der  Elasticität  ergibt  nim^),  dass  bei  einer  Hohlkugel, 
welche  auf  ihrer  äussern  Fläche  gleichmässig  zusanimengepresst  wird,  die 
Verkürzimg  ip  der  Radien  einer  in  der  Kugelschale  liegenden  Kugelfläche 
vom  Radius  r  gegeben  ist  durch  die  Gleich img 

worin  c  und  b  zwei  Constante  sind,  welche  abhängig  sind  von  dem  Drucke, 
den  die  Kugel  erfährt,  imd  den  Radien  der  äussern  und  innern  Fläche  der 
HohlkugeL  Sind  diese  beiden  Radien  B^  und  i?^,  und  ist  der  Druck,  tler 
auf  die  Flächeneinheit  der  äussern  Fläche  wirksam  ist,  gleich  P, ,  der  auf 
die  Flächeneinheit  der  innern  Fläche  wirkende  gleich  P„,  so  erhält  man  für 
die^ie  beiden  Constanten  den  Werth 


'SK  +  k  i^»-i?o'      '  '^^  B,^  —  B, 


9 


oder,  wenn,  wie  bei  den  Versuchen  vonRegnaulti^^,,  der  Druck  auf  die  innere 
Flache  der  Hohlkugel  gleich  0  ist, 


Daraus  folgt  dann  für  q> 


**)  Mun  sehe  LanUy  theorio  mathematiquc  de  Vclasticite   (U?s  corps  solides 
p,  311  ff.  Clebsch.  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper  §.  18.  p.  50  fS, 
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9'  =  i'i{ 


3  W    3       I        .»|. 


SK+k    Ü.^  —  Ji,,^    '    'Zk     r'(Äi'— Ä.,') 


Es  folgt  somit,  dass  in  diesem  Falle  flie  Radien  der  verschiedenen  in 
der  Hohlkugel  liegenden  Kugelflachen  nicht  in  demselben  Verhältnisse  ver- 
kürzt werden,  dass  die  Verkürzung  vielmehr  eine  relativ  kleinere  ist,  je 
ntiher  die  Kugelfläche  der  äussern  Grenzfläche  der  Hohlkugel  liegte  Die 
relativ  gröaste  Verkürzung  erhält  der  Radius  der  die  Hohlkugel  nach  innen 
begrenzenden  Kugelfläche,  für  welche  r  den  kleinsten  Werth,  nämlich  2?^,  hat* 
Setzen  wir  diesen  Werth  von  r  in  die  Gleichung  für  (p  ein,  so  erhaltoi  wir 
(Pq  dessen  dreifacher  Werth  die  Volumvermindorung  des  Hohlraumes  ist, 
oder 

Drücken  wir  hierin  K  und  k  durch  E  und  ^  aus ,  so  wird 

Die  C'ompression  einer  massiven  Kugel  erhalten  wir  aus  den  obigen 
Ausdrücken,  indem  wir  den  Radius  der  innern  Hohlkugel,  also  Rq  gleich  ü 
setzen.    Damit  wird  h  gleich  0,  und  wir  bekommen 

und  die  Volumvenuin^lerung  einer  in  der  massiven  Kugel  gedachten  Kugel 
von  gleichem  Volum  wie  die  Hohlkugel 

dZi  —  ^x—J—.p  —^Lzlt.p  —r^r 

V   —^'^K+k^^  —  '^^E^^^  —  ^'^^' 

Es  ergibt  sich  also  auch  auf  diesem  Wege,  dass  die  Compression  einer 
massiven  Kugel  gerade  wie  cfie  eines  massiven  Parallelepipeds  gleich  ist 
dem  Produkte  aus  dem  Compressionscoefficienten  und  dem  auf  die  Flächen- 
einheit der  Kugel  wirkenden  normalen  Di-ucke,  dass  dagegen  die  Volum- 
verminderung der  Hohlkugel  eine  stärkere  ist;  das  Verhältniss  beider  ist 

JK^""  *  1-2/a'  B^^  —  R/ 

Der  Ausdnick  für  J  V  lässt  aber  erkennen,  da«8  wir  aus  der  be- 
olracht^ten  Volumverminderung  des  Hohlraumes,  wenn  E  bekannt  ist^  (i  und 
(.\  berechnen  können.  Bezeichnen  wir  den  direkt  aus  der  Beobachtung  der 
Volumverminderung  der  Kugel  sich  ergebenden  Compressionscoefficienten 
mit  6^2, 

«I  ^  — f^  _  r 

SO  wird 

^  =  1  —  ^  C, .  E. 

Folgende  Tabelle  enthält  die  von  Regnault  an  einer  Hohlkugel  von 
Kupfer  ausgeführten  Versuche.    Bei  dieser  Kugel  waren 
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V 

1 

A 

C, 

0,000112556 

2,^17 

0,000003123 

0,000177533 

4,3687 

0,000003156 

0,00023394t 

5,6753 

0,000003140 

0,000265950 

6,4502 

0,000003224 

0,000329644 

7,8202 

0,000003273 

Die  Drucke  P^  sind  in  Atmosphären  angegeben;  die  Einheit  des  Druckes 
ist  dabei,  wie  wir  später  nachweisen  werden,  0,010328  Kilogramm  auf  das 
Qoadratmillimeter;  um  den  Werth  C^  für  ein  Kilogramm  zu  erhalten,  müssen 
wir  daher  die  oben  angefahrten  Werthe  mit  0,010328  dividiren. 

Die  beiden  letzten  Beobachtungsreihen  weichen  von  den  drei  ersten 
so  bedeutend  ab,  dass  wir  annehmen  müssen,  es  habe  dort  bereits  eine 
bleibende  Deformation  der  Kugel  stattgefunden.  Nehmen  wir  das  Mittel 
aus  den  drei  ersten  Zahlen,  so  wird 

C^  =s  0,000003139  oder  für  1  Kilogramm  =  0,0003039. 

Für  weiches  Kupfer  erhielt  Wertheim  (§.  50) 

^=10519 

ans  der  direkten  Beobachtung  der  Verlängerung.    Damit  wird 

|iA  =  1  —  0,7103  =  0,2897 
Ci  =  1,2618  .  C  =  0,0001199. 

Der  kubische  Compressionscoefficient  ist  hiemach  etwa  %  des  linearen, 
und  der  Werth  von  ^  würde  etwa  dem  des  harten  Stahles  gleich  sein. 

Die  Versuche  mit  der  Messingkugel  finden  sich  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammengestellt;  flir  diese  Kugel  war 

B^  =  29™"\4ö;  i?ü  =  28»^",73;   F=  102^^71. 


JV 
V 

Pi 

c. 

0,000074569 

1,5834 

0,000003370 

0,000112723 

2,4282 

0,000003825 

0,000150909 

3,2233 

0,000003350 

0,000190904 

4,0254 

0,000003392 

0,000222921 

4,7319 

0,000003371 

0,000262613 

5,6724 

0,000003372 

0,000299431 

G,3860 

0,000003355 

0,000335997 

7,1860 

0,000003345 

0,000396031 

8,4119 

0,000003369 

0,000433301 

9,1515 

0,000003387 

Die  Constanz   der  Werthe  von  C^  beweist,   dass   hier  auch   bei  den 
stärksten  Drucken  die  Elasticitätsgrenze  noch  nicht  überschritten  ist;  als 
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Mittel  ergibt  sich  aus  den  zehn  Beobachtungen 

C^  =  0,000003363  oder  für  ein  Kilogramm  0,0003256. 

Der  Werth  von   E  für  Messing  ist  nach  Wertheim's  Bestimmungen^) 

iiJ  =  9271  und  daraus  C  =  0,0001078. 

Somit  wird 

fA  =  1  —  0,6708  =  0,3292 
C^  =  1,025  .  C  =  0,0001106. 

Der  Werth  von  ^  entspricht  somit  hier  ziemlich  genau  dem  von  Wertheim 
angenommenen,  der  kultische  Compressionscoefficient  ist  demzufolge  fast 
genau  gleich  dem  linearen. 

Ausser  diesen  Versuchen  hat  Kegnault  auch  die  Compression  einer 
Glasröhre  bestimmt,  welche  die  Form  eines  Cylinders  mit  halbkugelförmigen 
Endflächen  besass.  Um  die  Compression  eines  solchen  GefUsses  zu  berechnen, 
hat  man  dasselbe  in  zwei  Theile  zerlegt  zu  denken,  in  den  Cylinder  mit 
geraden  Endflächen  und  in  die  aus  den  beiden  Halbkugeln  zusammengesetzte 
Kugel.  Wird  jeder  dieser  Theile  unter  denselben  Umstunden  für  sich  zu- 
sammengedrückt, so  ist  die  Summe  der  Compressionen  gleich  der  Compression 
des  zu  diesen  Versuchen  benutzten  Gefösses.  Es  folgt  «las  aus  der  Ueber- 
legimg,  <lass  der  Druck  auf  die  zur  Längsaxe  senkrechten  Endflächen  des- 
selben durch  Vermittlung  der  Halbkugeln  gerade  so  wirkt,  wie  wenn  er 
direkt  auf  die  Endflächen  wirken  würde,  da  diese  Endflächen  grösste  Kreise 
der  aus  den  Halbkugeln  gebildeten  Kugel  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Iladien  der  Halbkugeln  wie  vorhin  mit  7?^,  und  7?,, 
den  auf  der  Flächeneinheit  der  äussern  Fläche  wirkenden  Druck  mit  Pj ,  so 
erhalten  wir  zunächst  für  die  Volumverminderung  der  Kugel  wie  vorhin 

oder,  wenn  wir  K  und  k  durch  ft  und  E  ausdrücken, 

wenn  V  das  Vohunen  der  Kugel  bezeichnet. 

Die  Volumverminderung  des  Cylinders  erhalten  wir  auf  folgende  Weise 
Ist  11  die  Höhe  des  Cylinders,  B^^  der  Kadius  desselben,  so  ist  das  Volumen 
desselben  vor  der  Compression 

Geht  nun  durch  die  Compression  die  Höhe  desselben  über  \nH(l  —  6\ 
der  Radius  in  7?„  (1  —  9o)?  ^*^  ^'^^'^ 

und  daraus 


')  WetHieim.   AnnalcH  de  chim.  et  de  phyH.   III.  Serie  T.  XII.  p.  698. 
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Für  die  Verkürzung  ö  der  Längsaxe  liefert  die  Theorie  der  Elasticität 
den  Werth  ^) 

wo  J?,.  B^  die  Radien  der  innem  und  äussern  Cylinderflüche,  welche  bei 
tlen  Versuchen  von  Regnault  denen  der  Halbkugel  gleich  sind,  und  P, ,  P„ 
die  auf  die  Flächeneinheiten  der  äussern  und  innem  Fläche  wirkenden 
Drucke  sind.    Da  auch  bei  diesen  Versuchen  P^,  =  O  ist,  so  wird 

HK+k     B,^-B/ 

Für  die  Verkürzung  tp  eines  Radius  der  (.'ylinderschale  erhält  man  ganz 
analog  wie  bei  der  Kugel 

9  =  ^  +  ^:7^ 

aJso  für  die  Verkürzung  des  Radius   der  innern  (,'y linderfläche,  für  welche 
r  =  Ä,,  ist, 

Vo  =  ^  +  in' 
Die  beiden  Constanten  r  und  h  erhalten  hier  folgende  Wei-the 
1  B,'P,-B,*P,  1     K'^'^J^r-Kl 

oder,  wenn  wie  bei  den  Versuchen  von  Regnault  P^^  =  (), 

1  W  *  i        B  '^  B  '^ 


Daraus  folgt 


9ü  = 


i L  ±    -J .  p 


^K+k 


b:'-b,; 


und  schliesslich 


Ersetzen  wir  auch  hier  K  und  A;  durch  |it  und  E^  so  wird 


r,    ~      A'         B,^  —  Bj  '  ^^' 


Für  die   Volumverminderung    des    ganzen   Hohlraumes    erhalten   wir 
darnach 

^1  -|-^Ki  — 2     ^.        B,^  —  B^'   ^1  *^  ^      A'         B^'-BJ    ^»  '^i 
oder 

^r  +  ^r,      |,i--ft       ig>^        ^  .  5-4^       i?,^     ]      1 

^  F-f  T', )  .P^~\^     E       B,^-B,^     '  ^      E        b:'-B,,^V+\  \ 

Ware  das  der  Compression  ausgesetzte  Gefiiss  massiv,  also  B^^  =  0, 
30  würde,  da  die  Constante  h  für  Kugel  und  Cylinder  dann  ^'Icich  0  wird, 


'}  Man  Hebe  Lame  a.  a.  0.  p.  188  ü'. 
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die  Compression  des  den  Hohlraum  gleichen  Volumens  auch  jetzt  wieder 


JV  +  JV, 


=  3?-=^.P,  =  QP,. 


V  +  V,  •"      E 

Man  sieht  somit,  dass  auch  jetzt  gemäss  unserer  vorigen  Bemerkung 
die  Comjiresäion  eine  stärkere  ist. 

Um  aus  dieser  Beobachtung  ^  zu  berechnen^  haben  wir  nur  obige 
Gleichung  nach  ^  aufzulösen.    Setzen  wir,  um  abzukürzen, 

so  erhält  man  leicht 

IN.  V+6M  V,—  a  (F+  Vj)^  _ 

Bei  den  Versuchen  von  Begnault  waren 

7?i  =  12""^,128;  J?o  =  10™, 728:  //=  208°^,7; 
7i  =  75^,499;   F=  5^^167:   V  +  V^  =  80*^^066. 

Als  Mittel  aus  10  Versuchsreihen,  in  denen  Pj  von  2,5  bis  10.5 
Atmosphären  zunahm,  ergab  sich  für  P^  =  1  Atmosphäre 

a  =  0,000028289, 

somit  für  P,  =  1  Kilogramm 

a  =  0,002739. 

Femer  gibt  Wertheim  als  Resultat  der  Ausdehnungsversuche  für  Glas  \) 

E  =  6040 ;  C  =  ~  =  0,0001655. 
Damit  wird 

1  08() 
Ht  =  0,319;  C\  =  -jr-  =  0,000179. 

Die  Versuche  von  Regnault  bestätigen  die  am  Schlüsse  des  vorigen  §. 
ausgesprochene  Ansicht,  dass  der  Werth  von  (i  für  die  verschiedenen  Stoffe 
verschieden  ist. 

§.53. 

Torsionselastioität.  Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  dass  die  auf 
einen  festen  Körper  wirkenden  Kräfte  stets  normal  gegen  die  Oberfläche 
gerichtet  waren,  so  dass  nur  Verlängerungen  oder  Verkürzimgen  der  Di- 
mensionen des  Körpers  eintraten.  Wir  können  aber  die  Kräfte  auch  in 
andern  Richtungen  wirken  lassen,  so  dass  neben  den  Veränderungen  der 
Dimensionen  des  Körpers  auch  Verschiebungen  der  Moleküle  gegen  einander 
vorkommen.  Bei  der  Untersuclumg  der  dann  eintretenden  Aendenmgen  be- 
schränken wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  einfachsten  Fälle,  wir  beginnen 
mit  der  experimentellen  Untersuchung  der  elastischen  Kräfte,  welche  auf- 
treten, wenn  wir  die  einzelnen  Schichten  eines  Stabes  dadurch  gegeneinander 
verschieben,  dass  wir  alle,  die  einen  mehr,  die  andern  weniger  um  eine 
im  Innern  des  Stabes  liegende  Axe  drehen. 


*)  'WerÜieim.   Annales  de  chim.  ot  de  phys.  III.  Serie  T.  XIX.  p.  137. 
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Wir  erreichen  daa  auf  die  einfachste  Weirie,  wenn  wir  einen  Stab  oder 
«neu  Draht  an  Beinern  einen  Ende  befe.ttigen,  an  »eineiit  andern  Ende  einen 
mr  LSo^ricbtung  des  Stabes  senkrethien  Hebelarm  anbringen  nnd  an  dem 
Hebel  eine  Kraft  wirken  laitHpn,  welche  den  Stab  um  Heine  Länffsaxe  dreht. 
El  entwickelt  »ich  dann  in  dem  f;tal>e,  durch  die  VerHihiebüng  der  dem 
aBtem  Ende  näher  liegenden  Sehichten  gegen  die  entfernteren  eine  der 
Dichimg  entgegenwirkende  Kraft,  welche  wHcbst  mit  dem  Winkel,  um  welchen 
man  das  nntere  Ende  des  ätnbeti  gedreht  hat. 


Nenuen  wir  das  Drehungsmoment  des  Gewichtem  P,  welche^j  wir  an- 
it  hftben,  p,  so  dreht  «ich  der  Stab  »o  lange,  biw  zu  einem  solchen 
^■kelN,  daaa  das  Drehun^i^moment,  welches  die  Gegenwirkung  des  Stabes 
Ibt,  um  ihn  zurückzudrehen,  gleich  ist  dem  Drebnngsmoment  p.  Es 
EB  demnach  bei  der  Torsion  eines  Stabes  oder  Drahtes  immer  zwei 
IMinngamomenta  auf,  welche,  unter  »ich  gleich,  sich  das  Gleichgewicht  halten. 
Tha  rückwirkende  Drehnngsmoment  des  Drahte»  bezeichnet  man  mit  dem 
liKen  der  Torsion skraft;  es  ist  unsere  Aufgabe,  7.11  untersuchen,  welche 
hnehimg  zwischea  dieser  und  dem  Drehungswiukel  )>estelit. 

IHe  anagedehntestfin  Vei'suche  zur  Beantwortung   <lie8cr   Frage  hat 
k^cftfaeim')  angestellt;  er  bediente  sich  da/u  des  Apparales  Fig.  (>1.    Der- 

')  WeriieiM,  Annoles  de  cbiin.  et  de  phyu.  HJ.  Sür.  t.  Co.  \i.  ini  H'. 
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selbe  besteht  ans  einer  schweren  eisernen  Bank,  auf  welcher  sich  zwei  Auf 
siltze  befinden,  ähnlich  denen  einer  Drehbank.  Der  erst4?re,  B  ist  bewe|?lich 
er  dient  dazu,  das  eine  Ende  des  Stabes  U^  den  man  untersuchen  will,  fest 
zuhalten.  Zu  dem  Ende  trägt  er  ein  durchbohrtes  Stück,  durch  welche; 
der  Stab  hindurchgesteckt  wird,  und  in  welchem  er  mittels  einer  Druck 
schraube  N  festgeklemmt  wird. 

Es  ist  nothwendig,  dass  dieses  Ende  U  des  Stabes  während  der  Ver 
suche  ganz  fest  ist :  um  sich  davon  zu  überzeugen ,  ist  an  ihm  ein  Zeiger  ( 
angebracht,  dessen  Ende  immerfort  auf  eine  am  Apparat  angebrachte  Mark« 
hinzeigen  muss. 

Das  vordere  Ende  T  des  Stubes  ist  in  gleicher  Weise  in  die  hohle  A» 
M  eingesteckt  und  dort  festgeklemmt  Diese  Axe  kann  sich  in  zwei  hori 
zontalen  Lagern  di-ehen;  sie  trägt  eine  Eolle  E^  um  welche  zwei  Scbnflr« 
gelegt  sind.  Die  erste  ist  an  dem  Haken  bei  E  befestigt  und  trägt  das 
Gewicht  P;  die  zweite  ist  an  der  andern  Seite  der  Bolle  befestigt,  steigt 
von  dort  zur  Rolle  7?  auf,  ist  um  diese  herumgelegt  und  trägt  an  ihrem 
andern  Ende  ein  (jewicht  S^  welches  gleich  P  ist.  Es  ist  klar,  ilass  diese 
beiden  Gewichte  die  Rolle  E  in  gleichem  Sinne  zu  drehen  und  somit  dem 
Stabe  eine  Torsion  zu  ertheilen  streben. 

Um  die  ertheilte  Drchimg  zu  messen,  ist  die  eine  Seite  der  Rolle  E 
mit  einem  getheilten  Kreise  zu  versehen,  auf  den  ein  unbeweglicher  Zeiger 
J)  eingestellt  ist  Man  bemerkt  die  Stellung  des  Kreises  vor  der  Drehung, 
und  neuerdings,  wenn  die  Gewichte  wirken;  die  gemessene  Drehung  des 
Kreises  ist  gleich  dem  Torsionswinkel  co.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen, 
welche  Beziehimg  zwischen  dem  Winkel  w  und  der  Wirkung  der  beiden  Ge- 
wichte P  bBöteht. 

Das  Drehungsmoment  der  b(»iden  Gewichte,  -P|?,  wenn  wir  den  Radius 
der  Rolle  gleich  q  setzen,  sei  gleich  V, 

I.  Untersucht  man  zunächst  die  Abhängigkeit  des  Torsionswinkels  von 
der  Grösse  des  Drehungsmomentes  2*',  so  zeigt  sich,  dass,  wenn  wir  F'uol 
Verhältniss  von  1,  2,  3,  4  ...  ändern,  die  Torsionswinkel  in  demselbeÄ 
Verhältniss  w,  2  co,  \\  w,  4  c»)..  werden.  Da  nun,  wie  wir  sahen,  die 
gegenwirkende  Torsionskraft  ghiich  dem  di*ehenden  Momente  F  ist,  so  folgt 
der  wichtige  Satz,  dass  die  Torsionskraft  dem  Torsionswinkel  proportio- 
nal ist. 

II.  Wenden  wir  Stäbe  derselben  Substanz,  aber  verschiedener  LSng0 
an,  so  dass  die  Längen  im  Verhältniss  1,  2,  3,  4  .  .  stehen,  so  findet  man 
l)ei  Anwendimg  derseU)en  Kraft,  dass  die  Torsionswinkel  a>,  2  o,  3o,  4ü 
sind.  Die  Torsionswinkel  sind  demnach  l>ei  gleicher  tordirender  Kraft  der 
Länge  der  tordirten  Stäbe  diickt  proportional. 

in.  Wendet  man  cylindrische  Ställe  an,  deren  Radien  sich  verhalttfl 
wie  1,  2,  8,  4,  so  werden  l>ei  Anwendung  derselben  Kraft  die  Torsionswintel 

bei  zunehmendem  Radius  kleiner,  und  zwar  findet  man  sie  o  -  ,  — ,  rjrr* 

16     cl     tXn 

Es  sind  also,  da  1,  KJ,  Sl,  250  gleich  sind  1^  2\  3*,' 4*,  bei  Anwendung 
derselben  dreh^enden  Kraft  die  Torsions winkel  umgekehrt  proportional  deft 
vierten  Potenzen  der  Radien  der  Stäbe. 

IV.  Wenn  man  bei  gleichen  Dimensionen  imd  gleichen  Ki'äften  ver- 
.scliie<lene  Substanzen  anwendet,  so  findet  man  ilie  Torsionswinkel  veräichie- 
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deiL    Um  deshalb  aus  den  beobachteten  Dimensionen  des  Stabes  und  den 
drehenden  Kräften  die  Torsions winkel  zu  erhalten,  bedari'  es  eines  gewissen 

für  die  verschiedenen  Substanzen  verschiedenen  Coefficienten  y,* 

Wir  erhalten  demnach  für  den  Torsionswinkel  ilen  Ausdruck 


1      F  .1 


Gl  =  7r, 


4 


T       r 

Die  Torsionskraft  des  Stabes  ist  gleich  der  Kraft,  welche  dem  Stabe 
die  Torsion  ortheilt,  denn  der  Stab  dreht  sich  so  lange,  bis  die  gegen- 
wirkende  Kraft  desselben  gleich  ist  der  drehenden  Kraft.  Wir  erhalten  da- 
her die  Torsionskraft,  welche  der  Stab  bei  einer  Drehung  um  den  Winkel  co 
entwickelt,  wenn  wir  die  soeben  erhaltene  Gleichung  nach  F  auflr»son.  Wir 
erhalten 

F=  io.T.j, 

oder  die  Torsionskraft  ist  proportional  dem  Torsionswinkel,  der  vierten 
Potenz  des  Radius  des  tordirten  Stabes  und  umgekehrt  proportional  der  Länge 
desselben,  ausserdem  für  jede  Sustanz  noch  proportional  einem  besondtiren 
Coefficienten,  dem  sogenannten  Torsionscoefficienten.  Die  physikalische  Be- 
deutung dieses  Coefficienten  ist  leicht  zu  erhalten.  Setzen  wir  r  =  1  und 
1=1,  so  wird  für  einen  Draht  von  der  Längeneinheit  z.  B.  1'"  und  der 
Bnheit  des  Radius  z.  B.  1°»°» 

F=(oT. 

Nun  wird  der  Torsionskraffc  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  ein  am 
Hebelarm  q  angreifendes  Gewicht  P,  so  dass  wir  setzen  können 

1.^  =  P .  ^  =  w  .  7', 

woraus 

CO 

Und  machen  wir  schliesslich  ^  =  w,  so  wird 

P=  T, 

Der  Torsionscoefficient  T  gibt  uns  also  das  Gewicht  an,  welches  am 
&de  eines  mit  dem  Stabe  von  der  LJinge  1  und  dem  Querschnitt  1  ver- 
^wadenen  Hebelarmes  von  der  Länge  p  wirken  muss,  um  der  Torsionskraft 
ii  Oleichgewicht  zu  halten ,  wenn  wir  den  Stab  um  einen  Winkel  gi  ge- 
fcrfrt  haben,  so  dass  der  von  dem  Ende  des  Hebelarms  durchlaufene  Bogen 
fa  Lftnge  des  Radius  erreicht  hat;  oder  er  ist,  wenn  wir  q  gleich  der 
I^eneinheit,  gleich  1  Meter  setzen,  gleich  jener  Kraft,  welche,  an  einem 
Äfew  von  1  Meter  Länge  wirkend,  den  Stab  so  stark  tordirt,  dass  der 
bdpnnkt  des  Radius  einen  Bogen  von  einem  Meter  zuiücklegt. 

Die  soeben  beschriebene  Methode  von  Wertheim  eignet  sich  besonders 

*  Untersuchung  der  Torsion  an  Stäben  von  grossen  Dimensionen.     Um 

&  wegen  ihrer  vielen  Anwendungen  weit  wichtigem  Gesetze  der  Torsion 

tt  feinen  Fftden  oder  Drähten  zu  untersuchen ,  wandte  Coulomb  eine  andere 

Methode  an*),  die  sogenannte  Methode  der  Oscillationen.    Wir  befestigen 

')  CcMiloifid,  Mifmoires  de  TAcad.  des  Sciences.  Paris  1784. 
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einen  Faden  mit  Beinern  obem  Ende  an  einem  festen  Haken  A   (F 
und  hSngen  an  sein  unteres  Ende  einen  schweren  Körper,  z.  B.  eine 
pj    gj  Usche  Kugel.    Hängt  die  Kugel  vertieft!  he 

A      H         dreht  man  dieselbe  um  die  veiücale  Axe  ui 
^^j^^         beliebigen  Winkel  und  UberllUat  aie   dar 
^^fl  fielbst.     In  Folge   der  durch  die   Drehnn 

^H         standenen  Torsionskraft  wird  dann  der  Fad 
^M  wieder  aufdrehen  und  dabei  die  Kugel  um  ( 

iJ  ticale  Äxe  mit  steigender  Qeechwindigkeit 

machen,  da  die  Torsionskraft  continuirlich 
Nach  einiger  Zeit  wird  sich  nun  der  Fader 
La^a  befinden,  welche  er  einnahm,  bevor 
dirt  war.  Aber  in  diesem  Augenblicke  U 
die  Rotati  onsge  8  ch  windigkeit  am  grttBst 
worden,  die  Bewegung  wird  wegen  der  er' 
Geschwindigkeit  fortdauern  und  der  Fad< 
entgegengesetzte  Torsion  erhalten.  Dadun 
nun  nach  und  nach  die  Beweg)mg  verzSge 
sie  wird  gleich  Null,  wenn  der  Winkel  d 
gegengesetzten  Torsioa  gleich  dem  uDtpi-Un 
Torsionswinkel  geworden  ist  Dann  wird  i 
Bewegung  umkehren,  wieder  über  die  Gl 
I  wichtslage  hinausgehen  u.  s.  f.,  so  dass  t 
selben  Aenderungen  zeigt  wie  das  Pendel;  ■ 
eine  hin-  und  herdrehende  Bewegung  ei 
mit  abnehmender  Amplitude,  weil  Reibung, 
stand  der  Luft  und  die  imvollkommene  ElaaticitSt  des  Drahtes  eini 
hemmte  Fortdauer  verhindern. 

Eb  ist  nun  klar  erstens,  dase,  wenn  die  Torsionskraft  des  Faden 
lieh  proportional  ist  dem  Torsionswinkel,  dass  dann  die  Oscillation 
selbe  Zait  dauern,  welches  auch  ihre  Ausdehnung  sei,  ob  sie  mehren 
Umdrehungen  umfassen  oder  nur  wenige  Bruchtheile  eines  < 
Denn  dann  wird  in  demselben  Verbfiltnisse ,  als  die  Drehung  auH  der 
gewichtfllage  grfisser  wird,  auch  die  Drehungsge  seh  windigkeit  g 
welche  die  Toreionskraft  dem  Faden  ertheilt;  wenn  aber  die  Geech' 
keit  immer  der  Drehung  proportional  ist,  der  doppelten  Drehung  die  de 
der  dreifachen  die  dreifache  Gescbwi::  ligkcit  entspricht,  ao  mtlas' 
Drehungen,  alle  Oscillationen  in  gleichen  Zeiten  zurückgelegt  werde 
Zweitens  aber  ist  umgekehrt  klar,  dass,  wenn  dieser  lEochronisn 
Oscillationen  stattfindet,  dasa  dann  auch  die  Proportionalitat  zwischi 
siomikraft  und  Torsionswinkel  besteht.  Es  genügt  daher,  iim  das  er 
aufgestellten  Gesetze  fllr  diesen  Fall  zu  beweisen,  zu  zeigen,  dass  die  i 
tionen  isochron  sind. 

Um  diese  Beobachtung  mit  der  nothwendigen  Genauigkeit  zu  d 
verfuhrt  man  in  ganz  ahnlicher  Weise  wie  bei  Pendelbeobachtunget 
bangt  den  Faden  an  einem  Widerhalt  A  auf  (Fig.  <>2),  befestigt  im 
Kugel  B  einen  miiglichst  leichten  Zeiger  C  und  stellt  zur  Messu 
Üscillations weiten  -einen  getheilton  Kreis  darunter,  so,  dass  dessen 
punkt  von  dem  verlängerten  Faden  getroffen  wird.   Der  Beobachte 
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:dch  in  einer  gewissen  Entfernung  mit  oinem  Femrohr  r?o  auf,  flasfc«  er  den 
Zeiger  visiren  und  eine  Sekundenuhr  beobachten  kann,  die  er  zu  arretiren 
nnd  loszulassen  im  Stande  ist.  Im  Augenblick,  in  welchem  nun  der  Zeiger 
<i&ä  Gesichtsfeld  des  Femrohrs  passirt,  setzt  er  die  Uhr  in  Gang.  Nach 
Zählnng  von  »  Oscillationen  mit  der  Amplitude  Ä  bestimmt  er  dann  die 
verflosäene  Zeit.  Dieselbe  Beobachtung  wird  dann  mit  kleinem  oder  grossem 
Uscillations weiten  gema<;ht,  wobei  man  sell)st  bis  zu  mehreren  ganzen  Um- 
«Irehungen  des  Fadens  fortschreitet.  Der  Vei'such  zeigt  dann  mit  voll- 
kommener Exaktheit  die  Gleichheit  der  Oscillationsdauer,  welches  auch  die 
Amplituden  sind.  Es  folgt,  also,  dass  die  Torsionskraft  dem  Torsions winke! 
proportional  ist.. 

Bezeichnet  man  mm  mit  f  die  Torsionskraft  für  die  Einheit  der  Drehung, 
«ler  die  Kraft,  welche,  an  einem  Hebelanne  von  der  Liinge  eines  Meters 
angebracht,  der  Torsion  des  Fadens  das  Gleichgewicht  hitlt,  wenn  die 
Drehung  ^o  gross  war,  dass  das  Ende  des  Hebels  einen  Bogen  von  1  Meter 
Länge  zurücklegte  —  man  könnte  sie  als  den  Torsionscoefticionten  dieses 
bestimmten  Drahtes  bezeichnen  — ,  so  hat  man  für  die  Kraft  /',  welche  eine 
Drehimg  um  einen  Bogen  a>  bewirkt, 

F  =  f .  0). 

Man  sieht  nun  leicht  ein,  dass  die  Torsionskraft  ihren  Sitz  nur  in  dem 
Fiden  selbst  hat,  und  dass  sie  nicht  von  der  Natur  und  dem  Gewicht  der 
Kugel  B  abhängt.  Indess,  da  es  die  Torsionskraft  ist,  welche  die  Kugel  in 
Bewegimg  setzt,  so  wird  die  derselben  ertheilte  Geschwindigkeit  und  die 
Oscillationsdauer  von  der  Masse  der  Kugel  abhängig  sein.  Es  ist  nicht 
schwierig,  diese  Abhängigkeit  zu  erhalten. 

Der  Torsionskraft  hält  bei  der  Drehung  um  einen  Bogen  w  die  im  Ab- 
stände 1  von  dem  Faden  angebrachte  Kraft  /'w  das  Gleichgewicht,  die  Be- 
wegung erfolgt  also  gerade  so,  als  wenn  der  Pfaden  keine  Drehungskraft 
hätte,  sondern  im  Abstände  1  von  der  Drehungsaxe  eine  Kraft  /Im  dem 
Bvstem  eine  Drehung  in  demselben  Sinne  ertheüen  würde,  wie  es  die  Tor- 
iiftibkraft  thut.  Diese  Kraft  folgt  nun  ganz  denselben  Gesetzen  wie  jene, 
welche  die  Bewegimg  des  Pendels  veranlasste.  Denn  beim  Pendel  hatten 
wir,  wenn  das  Gewicht  des  schweren  Punktes  am  Ende  des  Pendels  ^/  war, 
ftr  einen  Ausschlagswinkel  a  als  bewegende  Kraft  den  Werth  y>/  .sin  a\ 
oder  da  ftlr  die  kleinen  Schwingungen,  für  welche  unser  Ausdruck  für  die 
Scbwingungsdauer  galt,  sin  «  =  «  gesetzt  werden  kann,  für  die  bewegende 
Kraft  ji/cr;  also  auch  eine  bewegende  Kraft,  welche  dem  Ausschlagswinkel 
proportional  ist.  Wie  wir  nun  beim  Pendel  als  Ausdruck  für  die  Schwingungs- 
•lauer  hatten,  wenn  wir  mit  m  die  .Masse  des  bewegten  Gewichtes  be- 
zeichneten, 


V    ff .  m  .  l  f     ])  .  l 


^Ui  klar,  dass,  wenn  im  Abstände  1  v(m  unserem  Fa<len  (»in  schwerer 
Punkt  von  der  Masse  m  wäre,  der  Ausdruck  für  Schwingungsdauer  sein 
Würde 
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Anstatt  des  Punktes  von  der  Masse  m  im  Abstände  1  haben  wir  aber 
die  um  den  Faden  vertheiite  Masse  M  der  schweren  Kugel  und  des  Zeiger». 
Bezeichnen  wir  nun  aber  mit  Mk'  das  Trägheitsmoment  der  Masse  M  in 
Bezug  auf  die  verticale  Drehimgsaxe,  so  ist  dieses  gleich  der  Masse  im, 
welche  im  Abstände  1  von  der  Drehungsaxo  die  rings  vertheilt  liegenden 
Massentheilchen  ersetzt.  Wir  erhalten  demnach  für  die  Schwingungsdauer 
in  unserem  Falle 


/ 


Zur  Bestimmung  des  TrÄgheiismomentes  der  schwingenden  Masse  kann 
man  hier  die  §.  34  besprochene  Methode  anwenden,  bei  welcher  wir  eine 
der  jetzigen  ähnliche  Anordnung  des  Versuches  vorausgesetzt  haben.  Man 
hätte  nur  als  Zeiger  an  der  Kugel  der  Fig.  62  einen  leichten  Stab  zu  wählen, 
der  in  seiner  Mitte  unten  an  der  Kugel  befestigt  ist,  und  diesen  in  der 
§.  84  angegebenen  Weise  zu  belasten.  Am  Besten  versieht  man  dazu  den 
Stab  in  genau  gemessenen  und  an  beiden  Seiten  gleichen  Absttoden  r, ,  r^ 
mit  Spitzen,  welche  nach  oben  hervorstehen,  und  hängt  auf  diese  an  kleinen 
Ringen  die  Gewichte.  Die  Rechnimgen  sind  dann  genau  so  zu  führen, 
wie  es  §.  34  angegeben  ist. 

Ist  aber  die  Masse  <les  Drahtes  gegenüber  derjenigen  der  Kugel  sehr 
klein,  und  benutzt  man  als  Zeiger  einfach  eine  auf  der  Kugel  gezogene  Marke, 
so  kann  für  das  Trägheitsmoment  der  schwingenden  Masse  einfach  das  der 
Kugel  eingesetzt  werden.  Ist  der  Radius  der  Kugel  gleich  d,  so  ist  das 
Trägheitsmoment  derselben  bezogen  auf  die  mit  einem  verticalen  Durch- 
messer der  Kugel  zusammenfallende  Rotationsaxe  nach  §.21 

somit  erhalten  wir  für  die  Dauer  einer  ()seillation  unserer  Kugel  in  Folge 
der  Torsionskraft  des  Fadens 

1  /2Ma 


=  -Ff 


Will  man  nun  zwei  Fäden  verschiedener  Länge,  verscliiedener  Dicke 
und  verschiedener  Substanz  mit  einander  vergleichen,  so  hängt  man  sie  nach 
einander  an  demselben  Punkte  A  auf  und  befestigt  an  ihnen  dieselbe  KugeL 
Ist  ihre  Oscillationsdauer  verschieden,  gleich  /  imd  /',  so  kann  das  nur  daher 
rühren,  dass  ihre  Torsionskräfte  verschieden  sind.  Wären  dieselben  fund 
/'',  so  hat  man 


\md  daraus 


/  =  ^ 
f  ~  t-' 

Man  sieht,  dass  die  Wcrthe  für  die  Torsionskraft  imigekehrt  propor- 
tional sind  dem  Quadraten  der  Schwingungsdauem.  Misst  man  mm  diese 
Zeiten,  so  findet  man  unsere  früheren  Gesetze,  nämlich  1)  /"ist  direkt  pro- 
portional der  vierten  Potenz  des  Radius  des  Drahtes,  2)  /*  ist  umgekehrt 
proportional  clor  Länge  des  Drahtes,  3)  /ist  direkt  proportional  einem  ftr 
die  verschiedenen  Substanzen  verschiedenen  (.'oefficienten. 
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Es  ij^t  äomit 

7'   r* 

oder  (las    zu   einer  Drehung   um   den  Winkel   w  erforderliche   Drehungs- 
looment  F 

wie  wir  es  schon  aus  den  Versuchen  von  Wert  heim  ableiteten. 

Wir  haben  oben  bemerkt,    dass  die  Torsionskraft  des  Fadens  unab- 
hängig sei  von  dem  Gewichte  der  Kugel;  Coulomb  hat  dieses  bei   seinen 
Versuchen  für  Metalldrähto  direkt  nachgewiesen.   Für  zusammengesetzte  Sei- 
denföden  ist  das  nach  den  Beobachtungen  von  Gauss*)  indess  nicht  mehr  der 
fall,  für  diese  nimmt  die  Torsionskraft  mit  dem  spannenden  Gewichte  zu. 


§.  54. 

Besiehnng  Bwischen  dem  Torsions-  und  Elasticitätsooeffloienten. 
Die  bei  der  Torsion  eines  Stabes  oder  Drahtes  auftretende  elastische  Kraft 
ist  nar  eine  andere  Form  der  bei  der  Ausdehnung  oder  Compression  auf- 
tretenden Kraft^  da  auch  sie  durch  eine  Verschiebung  der  Moleküle  gegen 
einander  geweckt  wird.    Ein  etwas  nttheres  P]ingehen  auf  die  molekularen 
Vorgänge  bei  der  Torsion  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  verschiedenen  Aeusserungon  der  Elasticitilt  zu  erkennen. 
Denken  wir  uns   einen   verticalen  Cy linder,   den  wir   durch  eine  an 
seinem  untern  Ende  angebrachte  Kraft  tordiren ,  so  wird  dadurch  jeder  Quer- 
frchnitt  des  Cylinders  um  seinen  Mittelpunkt  gedreht,  imd  zwar  um  so  mehr, 
je  nSher  derselbe  dem  untern  Ende  des  C-ylinders  liegt.    Die  Verbindimgs- 
Uide  zweier  Punkt«  in  unter  einander  liegenden  Querschnitten,  welche  vor 
der  Torsion  vertical  war,  bildet  daher  jetzt  mit  seiner  frühem  Richtimg 
den  Winkel  9,  oder  eine  vor  der  Torsion  mit  der  Axe  parallele  Faser  des 
T-ylinders  bildet  nach  der  Torsinn  eine  Schraubenlinie,  welche  überall  mn 
den  Winkel  9  gegen  die  Verticalo  geneigt  ist.    Die  Grösse  dieses  Winkels 
der  die  Verschiebung  der  Moleküle  gegen  einander  misst,  und  den  C'lebsch'j 
deshalb  den  Verschiebungswinkel  nennt,  kann  man   a\is   der  Grösse  des 
Toräons Winkel 8  ableiten.    Ist   nJlmlich   der  unterste  Querschnitt   um  den 
Vinkel  o  gedreht,  so  wird  beim  Abwickeln  von  dem  (.'ylinder  die  erwälmte 
Wiraubenlinie  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine 
Kathete  die  Länge  /  des  Cylinders,   dessen  andere  Kathete   der  von  dem 
'örtem  Ende  der  Schraubenlinie  beschriebene  Bogen,  also,  wenn  wir  den  Ab- 
*^dder  Faser  von  der  Axe  des  (.'ylinders  mit  r  bezeichnen,  gleich  /*  .  w 
^t  Der  Winkel  q>  ist  der  in  diesem  Dreiecke  der  Seite  r  .  w  gegenüber- 
"«goide  Winkel.    Zur  Bestimm\mg  von  <jp  haben  wir  daher 

r  .  (o 
tang  (p  =  -y-» 

I  CawM,  Intenpitas  vis  ma^etiijH*^  terrestris.    (lüttingon  1833.    Popgendortt"« 
^en.  Bd.  XXVIII. 

')  Clc6«cÄ,  Theorie  der  Klasticiliit.  p.  H. 
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oder,  da  ff  immer  nur  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist^ 

r  .  a 

Der  Verschiebungswinkel  ist  demnach  der  Grösse  der  Torsion  prop< 
tional;  da  nun  die  TorsionselasticitSt  der  Grösse  der  Torsion  proportion 
ist,  so  ist  sie  auch  diesem  Verschiebungswinkel  proportional.  Nennen  ¥ 
die  in  der  Flächeneinheit  des  untersten  Querschnittes  durch  einen  der  Ei 
heit  gleichen  Verschiebungs winke!  erzeugte  Torsionskraft  C,  so  können  ^ 
die  in  dem  Plächenelement  des  untersten  Querschnittes  Jq,  dessen  Gros 
gleich  dem  Querschnitte  der  betrachteten  Faser  ist,  durch  die  Torsion  i 
zeugte  Kraft  deshalb  setzen 

denn  die  einzelnen  Punkte  dieses  Flächenelements  sind  gegen  die  Punk 
des  darüber  liegenden  Querschnitts  alle  um  denselben  Wiiücel  9  verschöbe 
Die  Kraft  P  wirkt  in  dem  imtersten  Querschnitt  der  Richtung  d 
drehei^den  Kraft  entgegen.  Den  Werth  der  Constanten  C  können  wir  na< 
Clebsch  in  folgender  Weise  ableiten^).  Denken  wir  ims  einen  Würfel,  a 
dersel))en  Substanz  wie  den  betrachteten  Cylinder,  an  einer  Fläche  befestig 
und  an  der  gegenüberliegenden  durch  eine  Kraft  gezogen,  deren  Grö» 
ttlr  die  Flächeneinheit  gleich  K  sei.  Durch  den  Zug  geht  der  Würfel  i 
ein  Parallelepiped  über,  indem  die  der  Zugrichtung  parallele  Kant«  a  ii 
a  (\  -\-  S)  oder,  wenn  wir  den  Elasticitätscoefficientcn  des  Würfels  mit! 

bezeichnen,  in  a  (^1  -^  y)  übergeht,    die  beiden  andern  Kanten  aber  in 

a  \\  —  fi -rv)  übergehen,  wenn  wir  den  Cocfficienten  der  Quercontraction  mitf 

bezeichnen.  Die  der  Zugrichtung  parallelen  Seiten  des  Würfels  ABCD  (Fig.  *»3 

werden    dadurch   Parallelogramme  A^  i?,  L\  Di 
j^  i^  ^^'  (^     deren  Diagonalen  C,  -^1  und  A^  T>^ ,    welche  voi 

A  dem  Zuge  zu  einander  senkrecht  waren ,  jetzt  eines 
Winkel  %  ^  —  ^  mi^  einander  bilden.  Ziehen  wir  voi 
dem  Punkte  0,  in  dem  die  Diagonalen  sich  schneiden 
eine  Senkrechte  OE  auf  die  zur  Zugrichtung  senk 
recht«  Kante  Ä,  J)^  des  Parallelepipeds,  so  erhalten wi 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  OED^^  dessen  ein« 
I .         ^onL'X  "^  .  i        Kathete  OE  =  Vg  a  (l  +  S),  dessen  andere  W 

=  Vg  a  (1  —  ^d),  und  in  w^elchem  der  der  letzten 

Kathete  gegenüberliegende  Winkel  V^  ^-7  —  i^  is^ 

zur  Bestimmung  von  if;  haben  wir  daher 

1  +  tang  -  •  tang -  a\y  '\'  ^) 

oder,  da  tangj  =  1  imd  i/;  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 


■A 
/  i 

^     I 


li 


)  CJebscJi^  a.  a.  ü.  i>.  8  ff. 
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^  -  -2      /'''£ 

und  schliesslich  mit  Vemachläösigung  sehr  kleiner  Grössen 

Der  so  bestimmte  Winkel  fA  ist  aber  gleichzeitig  der  Verschiebungs- 
winkel der  einer  Diagonale  des  Würfels  parallelen  Diagonalfiiichen  gegen 
einander,  welche  in  Folge  des  Zuges  eingetreten  ist.  Denn  denken  wir  uns 
den  Würfel  vor  dem  Zuge  durch  eine  Schaar  Ebenen  getheilt,  welche  der 
einen  der  beiden  besprochenen  Diagonalen  ÄD  und  der  ihr  entsprechenden 
auf  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Würfels  parallel  ist,  so  verbindet  eine 
der  zweiten  Diagonale  CB  parallele  durch  den  Mittelpunkt  des  Wurfes  ge- 
legte Gerade  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Ebenen  mit  einander;  diese  Ge- 
rade ist  normal  zu  der  Ebenenschaar.  Nach  dem  Zuge  ist  die  Lage  dieser 
Ebenen  parallel  A^  J\  geworden,  die  Mittelpunkte  derselben  liegen  auch 
jetit  wieder  auf  einer  der  zweiten  Diagonale  Cy  7^,  parallelen  Linie,  welche 
in  einer  die  Normale  def  Ebenenschaar  aufnehmenden  Ebene  mit  den  Ebenen, 
wie  vorher  abgeleitet  wurde,  den  W^inkel  OCV*  —  tf;,  mit  der  Normale  selbst 
also  den  Winkel  tf;  bildet.  Die  Mittelpunkte  und  damit  alle  entsprechend 
liegenden  Punkt«  der  Ebenenschaar  sind  also  so  gegen  einander  verschoben, 
dass  der  Verschiebungswinkel  nach  der  gegebenen  Definition  gleich  tf;  ist.  In 
Folge  dieser  Verschiebung  muss  nun  in  dem  Parallelepiped  eine  jener 
Ebenenschaar  parallele  Kraft  geweckt  sein,  welche  den  Ebenen  parallel 
wirkt,  und  deren  Grösse  für  die  Flächeneinheit 

k,  eine  Kraft,  welche  die  Ebenen  in  ihre  frühere  Lage  zurückzuziehen  strebt. 
Dieser  Kraft  hält  nun  die  der  Ebenenschaar  parallele,  aber  entgegen- 
gCBetzt  gericht-ete  Componente  der  Zugkraft  K  das  Gleichgewicht.  Da  die 
Kraft  JT,  welche  der  Seite  des  Wüi*fels  parallel  ist,  mit  der  Diagonale  einen 
Winkel  von  \b^  bildet,  so  ist  die  der  Flächeneinheit  der  Wüi*felfläche  parallel 

der  Diagonale  wirkende  Kraft  K .  cos  45"  =  K .  ]/%.  Diese  Kraft  wirkt 
wf  das  der  Flächeneinheit  der  Würfelfläche  entsprechende  Stück  der  Dia- 
gonalfläche;  da  nun  die  Diagonalfläche  zur  Wtirfelttäche  sich   verhält  wie 

V2:l,  so  ergibt  sich  für  die  auf  die  Flächeneinheit  der  Diagonalfläche 
parallel  derselben  wirkende  Kraft 

Da  nun  diese  Kraft  der  durch  die  Verschiebung  geweckten  Kraft  das 
Gleichgewicht  hält,  so  ist  schliesslich 

^  =  f  =  ^'-|'(i+f" 

und  daraus 

c  =  — ^'-  . 


202         Beziehung  zwischen  dem  Torsion^-  und  Elasticitätacoefficicnten.       %.  54. 

Die  C'Onstante  C  somit,  mit  der  wir  bei  einer  Verschiebung  der  Mole- 
kUlschichten  gegen  einander,  wie  sie  bei  der  Torsion  eintritt,  den  Ver- 
schiebungswinkel  multiplieiren  müssen,  um  die  durch  diese  Verschiebung 
geweckte  elastische  Kraft  zu  erhalten,  ist  durch  die  beiden  die  ElasticitSt 
einer  Substanz  bedingenden  Constanten,  den  Elasticitätscoefficienten  und  den 
Coefficienten  der  Quercontraction  vollständig  bestimmt,  sie  ist  gleich  dem 
Quotienten  aus  dem  Coefficienten  der  Elasticität  und  dem  doppelten  des  um 
eins  vermehrten  Contractionscoefficienten. 

Diesen  Werth  von  C  haben  wir  nun  auch  in  den  am  Anfange  dieses 
Paragraphen  ftlr  die  Torsionskraft  unsers  Cylinders  abgeleiteten  Ausdruck 
einzusetzen;  derselbe  wird  damit 

E  E  r .  m 

Um  aus  diesem  Werthe  den  Torsionscoefficienten  nach  unserer  frühem 
Definition  abzuleiten,  haben  wir  hieraus  zunächst  das  Drehungsmoment  zu 
berechnen;  welches  der  tordirte  Stab  in  Folge  der  Torsion  um  co  erhalt. 
Der  Werth  von  P  ist  die  Torsionskraft  in  dem  Flächenelemente  Jq  des 
untersten  Querschnitts,  welches  im  Abstände  /•  von  der  Axe  liegt.  Das 
daraus  heiTorgehende  Drehungsmoment  ist 

Um  nun  hieraus  das  Drehimgsmoment  des  ganzen  imt^jrsten  Quer- 
schnitts zu  erhalten,  haben  wir  für  alle  Flächenelemente  desselben  das 
Drehungsmoment  f  in  der  angegebenen  Weise  zu  bilden  imd  alle  diese  ein- 
zelnen Drehungsmomento  zu  summiren.  Bezeichnen  wir  mit  q  den  Kadiu:» 
unseres  Cylinders,  so  ist  diese  Summe,  wie  die  Integralrechnung  lehrt, 

_,              E  n      (o .  Q* 

v  — .  —  «  — 2— • 

2(l  +  tt)       2  /     ' 

ein  Ausdruck,  der  sich  von  dem  im  vorigen  §.  experimentell  abgeleiteten 
nur  dadurch  unterscheidet,  dass  an  die  Stelle  des  dort  benutzten  Torsions- 
coefficienten T  hier  der  Werth  desselben  durch  den  Elasticitätscoefficienten 
E  und  durch  den  Contractionscoefficienten  [i  gegeben  ist;  für  den  Torsions- 
coefficienten T  erhalten  wir  somit 

Sind  E  und  ^  bekannt,  so  gestattet  \ms  diese  Relation  sofort  den 
Werth  des  Torsionscoefficienten  zu  berechnen ;  kennt  man  E  und  T,  so  kann 
man  aus  beiden  auch  den  Werth  von  ^  ableiten. 


*)  Es  ist  wolil  zu  beachten,  diiss  diese  Berechnung  des  Tor»ion8Coefärienten 
nur  für  cyliiidrische  Stäbe  gilt;  denn  bei  Stilbon  von  anderer  Form  findet  bei  «i*''^ 
Torsion  niclit  nur  eine  Verschiebung  der  unter  einander  liegenden  Querschnitt*» 
sondern  aucli   ein»»  Verschiebung  der  einzelnen  Punkte  jedes  Querschnitts  |:j*-'P'^ 
einiindcr  sfjitt.    Der  Versehi<'bunt?swinkel  ist  somit  un  den  verschiedenen  Stc^^** 
<l«'r  Querschnitte  verschieden,  und  nicht  wio  bei  deniCylinder  für  alle  Pimkte»  \r  *?^*^^* 
gleich  weit  von  der  Drehungsiixe  entfenit  sind,  derselbe. 
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Es  liegen  einige  Versuche  von  Coulomb*),  Savart")  und  Wertheim^) 
Yor,  welche  in  Verbindung  mit  den  von  Wert  heim  gegebenen  Werihen  für 
E  den  Werth  von  fi  abzuleiten  gestatten. 

Coulomb  findet  für  einen  Eisendraht  von  24:r™;63  Länge  und  0™™, 074H1 
Badins  F  =  0,001545  nach  der  vorhin  besprochenen  Schwingung« methode. 
Die  vorhin  mitgetheilte  Gleichung  gibt  daraus 

Der  ElasticitStscoefficient  ist  nach  Wertheim  E  =  208 60.  Man  erhält 
daraus  ^  =  0,363. 

Savart  erhält  nach  einer  der  Wertheim'schen  ähnlichen  Methode  für 
cylindrische  Kupferdrähte  zwischen  1  und  4™™,5  Dicke 

^    ~\     ,  =  4213. 

2(1+1^) 

Der  Werth  von  H!,  ist  nach  Wertheim  10519.  Man  erhält  daran« 
l»=  0,25,  ein  Werth,  welcher  ziemlich  gut  mit  dem  aus  den  Uegnault'schen 
Compressionsversuchen  abgeleiteten  übereinstimmt. 

Wertheim  untersuchte  eine  Reihe  von  Stäben,  an  denen  er  direkt  den 
Hasticität^coefficient^n  durch  Verlängerung  bestimmte.  Die  von  ihm  ge- 
Wenen  Werthe  enthält  folgende  kleine  Tabelle 


■B-"^B^ 


Substanzen 


Eisen 

Eisen 

Engl,  (russstahl .  . 

Kupfer 

Glas 

l  Glas 


Radius  der 
Cylinder 

mm. 
8,2*20 

5,501 
5,055 
5,031 
3,535 
3,4225 


E 


E 


\  ^J^ '.  ^   '^^^^^  d.  Verlilng. 
aus  d.  lorsion  ^ 


()836,0 
0077,2 
7458,4 
3011,7 
2383,1 
2308,3 


17805 

11)542 
0305 
0200 


0,317 

0,310 
0,300 

0,321 


Man  erhält  also  auch  hier  wieder  für  \l  je  nach  den  8u]>stanzen  der 
Stabe  verschiedene  Werthe;  die  Werthe  ftir  Cilas  imd  Kupfer  weichen  nur 
«br  wenig  von  den  früher  aus  den  Regnault'schen  Compressionsversuchen 
•J>geleiteten  ab,  welche  ftlr  Glas  0,315,  für  Kupfer  0,291  waren. 

Kohlrausch  und  Loomis*)  fanden  bei  ihren  Versuchen,  welche  den 
weck  hatten,  die  Abhängigkeit  des  Elasticitätscoefiicienten  von  der  Tempe- 
^r  zu  bestimmen,  und  bei  denen  sie  nach  der  Couloml>'schen  Methode  die 
^™^ingnngsdauer   dünner    Drähte    bei    vorschiedenen    Temperaturen   be- 

oWhtete 


E 


n,  flie  Werthe  von  ,   ,    . — 

2  il  +  |it 


^  ^oii/(w«6,  Mt^moircH  de  rAcadeiuie.  1784.  i>*o/,  traite  de  i)hysiquc.  T.  I.  p.  492. 
^Swart^  Annales  de  chim.  et  de  phy«.  T.  LXI. 
'  ^ertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phy.s.  III.  Ser.  T.  L. 
i^ohhausdi  und  Loomis,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLI. 
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fflr  EUen    gleich  G9H) 
„   Kupfer     „       SflOO 
„    Messing    „      ;(-200. 
Die  Woiihe  von  E  erhielten  sie  aus  Bestimmungen  der  Scbwi 
ilauem  (man  sehe  §.  129) 

für  Eisen      E  =  20310 
„    Kupfer    „  =  12140 
„    Messing  „  =     flÖlO. 
DarauR  würden   aicb  für  ^  die  Werthe  ergeben,  für  Eisen  0 
Kupfer  0,r>&,  tTlr  Messing  0,53,  im  Mittel  also  fast  genau  0,5,  eii 
welche  bedeuten  würde,  dass  bei  einfachem  Zuge  gar  keine  Aendet 
Volumens  eintrete,  die  indet^s  gegenüber  allen  sonstigen  Beobacbtu 
gross  ist  und  vermwthen  Ittsst,  dads  die  Bestimmung  der  Tocsionscoef 
fehlerhaft  ist. 

Flir  die  AbhUngigkeit  der  Torsionscoetlicienten  oder  auch  di 
proportionalen  Elasticitlitecoe^cienten  von  der  Temperatur  ergal)  si< 
die  Coefficienten  mit  steigender  Temperatur  kleiner  werden,  wie 
schon  aus  den  Beobachtungen  Wertheims  (§.  50)  ergab.  Be/cicho 
den  Elasticitätscoefficienten  bei  0''mit  E„,  ao  ist  derselbe  bei  der 
ratur  l"  fUr  Eisen 

E  =  Ef^(l   —  ll,l>IW4H3  I  —  0,0000001-2  1'^), 

für  Kupfer 

E  =  E^  (l  —  0,()inl57a  I  —  0,0(iO0Oll2H  /-), 
fUr  Messing 

E=  E„  (1   —  0,001)485  t  —  0,00000136  (*). 

Es  nehmen  die  Elastiiitätscoefficienten  bei  einer  ErwSrmung 
Temperatur  des  gefrierenden  bis  zu  der  des  siedenden  Wassers  «i 
6  Procent  ab. 


BiegUQgselastioität.    Ausser  dunb  Ausdehnung  und  Torsion  li 

elastische  Kraft  fester  Kürper  noch  auf  eine  dritte  Art  geweckl 

nOmlich  durch  Biegung.    Hei  der  giossen  Schwierigkeit,  welche  der 

taren  Behandlimg  der  Biegung  entgegensteht,   müssen  wir  uns  da 

fw.  M.  gnügen,     'len     einf 

. !■  _  Fall   etwas   näher 

^^^g^P^^^^^^^^^^rifc^«      trachten.      Wenn  ei 

-■^-^MM^    ~^^^  tt  -lÖ{Pig.64l  mitdej 

^^^^^^^^^^B^^^^^^B        f^B        Ende  in  einem  Schra 

^^^^^^^^^^^Ht^^^^  /  ^1       liilngt  an  sein  andere 

^^ — 'MHIIH  ^'^^^  ^  ^'°  '-'*"*'''^'" 

^  ^IHIll^B  biegt  er  sieh  und  nii 

w^k  Gestalt  einer  Curve 

^1  er    im     Gleichgewii 

■  Dann     hillt    die   el 

W  Kraft  des  Stabes  d 
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ichte  Pdas  Gleichgewicht.  Man  sieht  ein,  dass  bei  dieser  Bewegung  die 
>ere  horizontale  FUche  des  Stabes  sich  ausdehnt,  während  die  untere 
Ute  des  Stabes  zusammengedrückt  wird ,  und  dass  durch  diese  Verschiebung 
>r  Moleküle  sich  Kräfte  entwickeln  müssen,  welche  den  Stab  in  seine 
fthere  Lage  zurückführen  werden,  sobald  das  Gewicht  abgenommen  ist. 

Um  diese  Erscheinung  zu  untersuchen,  kann  man  die  Enden  Ä  und  C 
ler  Yielmehr  auf  diesen  gezogene  Marken  mit  dem  Kathetometer  visiren; 
an  legt  die  zu  untersuchenden  Stäbe  anfänglich  horizontal,  belastet  sie  an 
rem  Ende  C  mit  einem  Gewichte  P  und  misst  dann  die  Länge  a,  um 
»iche  die  Marke  von  C  nach  B  herabsinkt.  Dieser  Länge  er,  welche  man 
•n  Pfeil  der  Biegung  nennt,  und  die  immer  sehr  klein  ist ,  können  wir  den 
tu  der  Marke  beschriebenen  Bogen  gleich  setzen.  Eine  ähnliche  Methode 
uulte  Gerstner  zu  seinen  Versuchen  anM- 

Bei  einer  Durchführung  dieser  Versuche  findet  man  nun  zunächst,  dass 
\T  Pfeil  der  Biegung  der  Grösse  des  biegenden  Gewichts  proportional,  so- 
it  auch,  dass  die  bei  der  Biegung  auftretende  Elasticität  der  Biegimg 
poportional  ist,  wie  sie  bei  der  Ausdehnung  der  Verlängenmg  proi)ortional 
t  Die  Grösse  des  Biegungspfeiles  hängt  aber  ausserdem  von  den  Dimen- 
lonen  des  Stabes,  der  Gestalt  seines  Querschnittes  imd  dem  Elasticitäts- 
oefficienten  ab. 

Für  den  einfachsten  Fall,  den  eines  rechteckigen  Stabes,  dessen  hori- 
ontale  Seite  gleich  2),  dessen  verticale  gleich  e  und  dessen  Länge  von  dem 
'unkte  der  Einklemmung  bis  zur  Stelle,  wo  das  Gewicht  hängt,  gleich  / 
*i.  können  wir  diese  Abhängigkeit  aus  einer  genauem  Betrachtung  des 
Vorganges  der  Biegimg  in  folgender  Weise  ableiten.  Die  Biegung  kommt 
ladurch  zu  Stande,  dass  an  der  obem  Seite  des  Stabes  seine  Längsfasem 
«lägedehnt,  an  der  imtem  Seite  dagegen  zusammengedrückt  werden;  im 
Innern  des  Stabes  muss  es  daher  eine  Faserchicht  geben,  welche  weder 
ausgedehnt  noch  zusammengedrückt  wird ,  und  wenn  der  Stab  ganz  homogen 
L=»t,  muss  diese  Schicht  gerade  die  mittlere  Schicht  des  Stabes  sein.  Stelle  nun 
Fig.G5  )u4J^  einen  Längs- 

iurchschnitt  durch  den                                        *^**-  ^' 
jebogenen  Stab  dar,  Ä      A.-  _  -sbJij .B 


M 


u 


sei  der  Punkt  der  Ein- 
demmung,  B  der  Auf- 

lÄngepunkt  des  Gewich-      I 1"^  fn^- ..,_  "Sb 

t«  P     und    MN  der  '"         "  — ij-^/   .^  ■'•  -^ 

Durchschnitt  durch  die 

öicht  verlängerte  Paser- 

iekiclit.  Nun  sei  pq  ein 

Querschnitt  des  Stabes, 

^  von  dem  Anfange  des 

ötibes  nm  x  entfernt  sei, 

^  rs  ein  zweiter  von 

^  erst-en  um  die  im- 

*»dlich    kleine    Strecke 

^  entfernter  Querschnitt.    Während  in  der  (ileichgewichtslage  die  beiden 
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Schnitte  parallel  sind,  ist  nach  der  Biegung  durch  die  Verlängerung  der 
über  7nn  und  die  Verkürzung  der  unter  mn  liegenden  Fasern-  der  zweite 
Querschnitt  gegen  den  ersten  um  einen  Winkel  g?  gedreht.  Legen  wir 
durch  den  Punkt  n,  in  welchem  rs  die  nicht  verlängerte  Faser  schneidet^ 
//  q'  II  j^Qi  so  können  wir  die  Biegung  an  dieser  Stelle  als  eine  Drehung  des 
Querschnittes  r.<t  um  die  durch  n  gelegte  Horizontale  als  Drehungsaxe  auf- 
fassen, deren  Grösse  jenem  Winkel  (p  gleich  ist.  Damit  sind  wir  dann  auch 
sofort  im  Stande,  die  Gleichgewichtsbedingung  für  den  gebogenen  Stab  auf- 
zustellen; die  Bedingung  ist,  dass  dem  gedrehten  Querschnitt  durch  die 
elastischen  Kraft«  ein  ebenso  grosses  Drehungsmoment  nach  rückwSrts 
ertheilt  wird,  als  iluu  durch  das  Gewicht  P  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung gegeben  wird.  Wir  können  nun  das  System  rmN  als  einen  Winkel- 
hebel  ansehen,  an  dessen  einem  Arm  nN  im  Punkte  N  das  Gewicht  P  an- 
greift, dessen  anderer  Arm  durch  den  Querschnitt  rs  gegeben  ist,  an  dessen 
sUmmtlichen  Punkten  Kräfte  angreifen,  welche  ihn  in  seine  frühere  Lsl^v, 
zurückziehen.  Das  aus  letztem  resultirende  Drehungsmoment  erhalt^^n  wir 
folgendermaassen.  Es  sei  r  der  Durchschnitt  durch  ein  Element  des  Schnittes 
rs,  welches  um  //  von  n  entfernt  sei,  und  dessen  Höhe  dif  8ei,80  dass  sein 
Querschnitt  h .  dif  ist.  Die  dieses  Element  mit  pq  verbindenden  Fasern  iv  sml 
um  tv  —  mn  =  p  .  (p  verlängert.  Die  Kraft,  mit  der  dieses  Element  ge|(en 
t  in  Folge  dessen  gezogen  wird,  ist  dann,  wenn  wir  mit  ^den  £lasticitSf<<- 
coefficienten  des  Stabes  bezeichnen, 

und  das  in  Folge  dessen  dem  Schnitte  ertheilte  Drehungsmoment 

Ein  ebensolches  Drelumgsmoment  enthält  der  Schnitt  itlr  jedes  Element 
h  dy,  die  Siunme  derselben  ist  das  ganze  Drehungsmoment  des  Schnittes. 
Wir  erhalten  diese  Summe,  indem  wir  in  jenem  Ausdrucke  für  y  nach  und 

nach  alle  Werthe  setzen  flir  //  von  0  bis  —  und  von  0  bis —  oder  kurz  von 

—  —  bis  +       •    Die  gesuchte  Summe  erhalten  wir  nach  der  schon  §.  -1 
angewandten  Methode;  es  ist 

f.  e 


//^.g.y</,  =  ^g />,/,. 


f 


Nun  i.st/r  djf  =  V,  { iy  -|-  dyf  —  if     und  deshalb  jene  Sunmie  gleich 


} 


2 

E  •  -y-  '  V  dif  =  -—   •  — j —  w, 
de    *       •  12         dx     ^ 
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Diesem  Drehungsmomentc  hält  das  des  Gewichtes  oder  nN  .  P  das 
(fleichgewicht.  Für  nN  können  wir  setzen  ti^  B^=l  —  (x  -|-  dx)  oder,  da 
(ir  gegen  x  verschwindend  klein  ist,  gleich  /  —  x.  Damit  wird  die  Gleich- 
gewichts bedingung  des  Schnittes 

^,h  '  (^  (p  =  P{l  —  x)  (Ix, 

Den  in  diesem  Ausdrucke  auftretenden  Winkel  (p  können  wir  durch 
das  Element  des  Biegnngspfeiles  ß^  B  ausdrücken;  legen  wir  durch  r  eine 
Tangente  an  den  Stab  und  ziehen  durch  r  ebenfalls  eine  Linie  parallel  der 
Tangente  des  Stabes  bei  j>,  so  bilden  diese  beiden  Linien  den  Winkel  tp  mit 
einander.  Ans  dem  Biegung8i)feil  schneiden  dieselben  dann  das  Element 
««•,  und  indem  wir  das  als  den  zu  tp  gehörigen  mit  n^  B^  oder  (/  —  x) 
beschriebenen  Bogen  ansehen,  können  wir  schreiben 

qp  (/  — ;,)  =  uw,  (f  =  j—^' 

Damit  wird  die  Gleichgewichtsbedingimg,  wenn  wir  schliesslich  das 
Element  wir  des  Biegungspfeiles,  entsprechend  der  dem  letztem  gegebenen 
Bezeichnung  a  mit  da  bezeichnen, 

^'h'(y^da=-P(l  —  x)'  dx. 

Dieselbe  Bedingung  gilt  für  jeden  Schnitt,  den  wir  ebenso  wie  den  be- 
trachteten durch  den  Stab  legen;  die  Gleichgewichtsbedingung  des  ganzen 
Stabes  erhalten  wir  denmach,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  die  Summe  der 
für  jeden  einzelnen  Querschnitt  geltenden  Ausdrücke  bilden.  Auf  der  linken 
Seite  geschieht  das,  indem  wir  die  Summe  aller  Elemente  des  Biegungs- 
pffeiles  bilden,  also  einfach  statt  da  schreiben  a,  auf  der  rechten,  indem 
wir  nach  imd  nach  für  x  alle  Werthe  von  0  bis  l  einsetzen  und  wie  oben 
sammiren.    Diese  Summation  giebt  dann 

^  .h'  (^a  =  %P'  /=* 

12  ''^ 

oder 

4i'       P 


a 


E       he 


:n 


•j^ier  die  durch  den  Pfeil  der  Biegimg  gemessene  Biegung  ist  der  dritten 
Potenz  der  Länge  direkt,  jener  der  Höhe  und  der  ersten  Potenz  der  Breite 
^wie  dem  Elasticitätscoefficienten  umgekehrt  proportional. 

Ii>t  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  anderer,  so  erhält  man  für  a  andere 
"erthe*),  immer  aber  findet  man,  dass  die  Biegung  der  Grösse  des  biegenden 
'»ewichtes,  oder  dass  die  Grösse  der  erregten  Elasticität  der  Biegimg  pro- 
portional ist.  Letzteres  ist  auch  dann  der  Fall,  wenn  der  Stab  in  anderer 
*l^  der  oben  vorausgesetzten  Weise  befestigt  ist,  wenn  er  an  beiden  Enden 
festgeklemmt  oder  nur  aufgelegt,  oder  wenn  er  an  einem  Ende  festgeklemmt 
^  an  dem  andern  aufgelegt  ist.    Es  folgt  daraus  nach  den    Gesetzen  der 

*)  C/e&wÄ ,  Theorie  der  Elasticitüt  fester  Köri)er.  p.  87  tf.  und  p.  303  fi' 
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Pendelschwingungen,  dass  auch  in  diesem  Falle  der  Stab  isochrone  Schwin- 
gungen um  seine  Gleichgewichtslage  macht,  wenn  man  ihn  aus  derselben 
bringt  und  dann  sich  selbst  überlHsst:  wir  werden  diese  Schwingungen  an 
einer  andern  Stelle  genauer  betrachten. 

Die  Biegung  eines  Stabes  nach  seiner  Liingsaxe  muss  auch  eine 
Biegung  nach. der  Breitendimension  zur  Folge  haben,  so  dass,  wenn  wir 

voraussetzen,  dass  der  Stab  nach  unten 
gebogen  ist,  wie  in  Fig.  65,  die  untere 
Fläche  des  Stabes  in  ihrer  Breit«ndimen- 
^  sion  convex,  die  obere,  welche  nach  ihrer 
Liingc  convex  ist,  nach  der  Breite  concav 
wird.  Ist  also  ABCI)  Fig.  66  der  Querschnitt  des  ungebogenen  Stabes, 
so  wird  A^  B^  C\  J)y  jener  des  gebogenenen  Stabes.  Dass  eine  derartige 
Biegung  des  Quersclinittes  eintreten  muss,  lässt  sich  leicht  erkennen.  Wie 
vorhin  entwickelt  wurde,  hat  die  Biegung  eine  Verlängerung  der  oberhalb 
der  ungeänderten  Faserschicht,  eine  Verktlrzung  der  unterhalb  derselben 
liegenden  Fasern  zur  Folge.  Diese  Verlängerung  der  obem  Schichten  hat 
eine  Contraction  nah  der  Breite  zur  Folge,  so  dass,  wenn  die  Verlängerung 
gleich  6  ist,  die  Contraction  gleich  jttd  ist.  Die  Verkürzung  der  untern 
Faserschichten  hat  eine  Ausdehnung  nach  der  Breite  zur  Folge,  welche 
ebenso  gross  ist  als  die  Verkürzung  oben.  Zu  diesen  Ausdehnungen  und 
Verkürzungen  parallel  MM  treten  solche  parallel  AT>.  Oberhalb  der  un- 
geänderten Schicht  MM  tritt  in  dieser  Richtung  eine  Contraction,  unterhalb 
MM  eine  Ausdehnung  ein.  Man  sieht  leicht ,  dass  die  vorher  ebenen  Flftchen, 
welche  den  Stab  oben  und  unten  begi*enzcn,  in  Folge  dieser  Contractionen 
der  obem  imd  Ausdehnimgen  der  unteni  Hälfte  des  Stabes  sich  krümmen 
müssen,  oder  dass  der  Stab  parallel  AB  so  gebogen  werden  muss,  dass 
die  obere  Fläche  concav,  die  untere  convex  wird^). 

Legen  wir  einen  Stab,  dessen  Länge  gegen  den  Querschnitt  beträcht- 
lich ist,  auf  zwei  gleich  weit  von  der  Mitte  entfernte  Stützen  und  biegen 
ihn  dann  dadurch,  dass  wir  seine  beiden  über  die  Stützen  herausragenden 
Enden  mit  gleichen  Gewichten  belasten,  so  ist  der  der  Längsrichtung  des 
gebogenen  Stabes  parallele  Schnitt  der  oberen  convexen  Fläche  ein  Kreis- 
bogen; ein  zur  Längsrichtimg  senkrechter,  also  parallel  ABCD  durch  die 
obere  Fläche  geführter  Schnitt  ist  dann  ebenfalls  ein  Kreisbogen,  und  die 
Radien  dieser  Kreisbögen  verhalten  sich  wie  die  Längendilatation  zur  Quer- 
contraction.  Setzen  wir  also  den  Radius  des  der  primären  Biegungse1>ene 
parallelen  Bogens  gleich  1 ,  so  wird  der  Radius  des  Bogens  -4,  B^  gleich  fi. 

Eine  Bestimmimg  dieser  Krümmungsradien  kann  also  ebenfalls  dazu 
dienen,  das  Verhältniss  der  Längendilatation  zur  Quercontraction^  also  den 
Werth  von  /ii  zu  bestimmen. 

Dil?  im  §.  51  angeführten  Versuche  von  Comu*)  beruhen  auf  diesem 
Saty.e.  Er  bestimmte  nac-h  einer  optischen  Methode,  die  wir  im  /.weiten 
Ihmde,  bei  Besi»reclnmg  der  lnterf«»renz  des  Lir.htes  mit  grossen  Gangunter- 


')  De  Saint  Venant.  Mrmoin»  nur  hi  ricxiou  dos  prisuiesctc.  Journal  de.s  iiiatbe^ 
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schieden  keimen  lernen  werden,  die  KrUnnnungen  der  oWm  Pläclie   ver- 
äi^iiieilener  Glaspriäinen,  und  erhielt  im  Mittel  tllr  jtt  den  Wertli  O/if». 

§.  50. 

Grenze  der  Elasticität.     Wir  haben  bisher  ungenonimen,  dass  di(; 
YerSnderungen  des  Volumens  und  der  Gestalt  der  Krirper,  welche  wir  durch 
äussere  Kräfte   hervorgebracht  haben,   nur  vorübergehend  seien,  dass  der 
Körper    in    deinen  frühem    Zustand  zurückkehrt,  sobald    die  Kräfte   auf- 
hl5ren  zu  wirken.    Dieses  gilt  jedoch  nicht  ganz  allgemein;  man  beobachtet 
im  Gegentheil  oft  bleibende  Formänderungen,  und  zwar  inuner  dann,  wenn 
die  ändernden  Kräfte  eine  gewisse  Grösse  überschreiten.    Wird  ein  Draht 
durch  grosse  Gewichte  ausgedehnt,  so  behält  er  auch  nach  Furt  nähme  der 
Gewicht«  einen  Theil  seiner  Verlängerung  bei,  seine  Moleküle  haben  eine 
neue  Gleichgewichtslage  angenommen.    Dasselbe  findet  sich  in  den  andern 
von  uns  betrachteten  Fällen.    Man  kann  einen  Draht  um  kleinere  Winkel 
ohne  bleibende  Aenderung  tordiren;  überschreite!  man  aber  eine   gewisse 
Grenze,  so  kehrt  er  in  seine  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  nicht  zurück. 
Man  kann  einen  Stab  massig  biegen  ohne  Formänderung;  hängt  man  aber 
ein  zu  grosses  Gewicht  an,  so  ertheilt  man  ihm  eine  bleibende  Biegung. 
Hierauf  beruht  die  Verlängerung  eines  Drahtes ,  wenn  man  ihn  durch  einen 
Drahtzug  zieht;  der  Abdruck  des  Stempels  auf  den  Münzen,  das  Auswalzen 
der  Bleche,  die  Wirkung  des  Hämmems  und  alle  ähnliche  Formänderungen 
der  Körper,  welche  man  ohne  Trennung  ihres  Zusammenhanges  wahrnimmt. 
Es  gibt  demnach  eine  Elasticitätsgrenze,  eine  Grenze,  welche  äussere 
Kräfte  bei  ihrer  Wirkung  auf  die  Köq)er  nicht  überschreiten  dürfen,  ohne 
deren  Form  zu  ändern.    Diese  Grenze  ist  nicht  für  alle  Körper  gleich  schnell 
erreicht;  der  Kautschuk  z.  B.  kann  sehr  bedeutende  Form  Veränderungen  an- 
nelmien,  ohne  dass  sie  bleibend  sind;   das  Blei  dagegen  erhält  bei  dem  ge- 
ringsten Zuge ,  der  geringsten  Torsion  oder  Biegung  bleibende  Aenderungen. 
Am  genauesten  kennt  man  die  Elasticitätsgrenze  für  den  zuerst  be- 
trachteten Fall,  wenn  man  einen  Köri^er  durch  Zug  verlängert. 

Nehmen  wir  einen  Draht  von  1  Millimeter  Durchmesser,  von  irgend 
einer  Länge,  und  suchen  wir  das  Gewicht,  von  dem  aus  eine  weitere  Be- 
lastung dem  Faden  eine  bleibende  Verlängerung  ertheilt.  Diese  Unter- 
suchung ist  schwieriger,  als  sie  auf  den  ersten  Blick  erscheint;  denn  sie 
liSngt  sehr  ab  von  der  Empfindlichkeit  der  Messapparate,  und  wenn  man 
eine  bleibende  Verlängerung  beobachtet,  so  ist  diese  Grenze  schon  über- 
Kbtitten.  Man  ist  daher  übereingekommen,  jenes  Gewicht  als  das  Grenz- 
gewicht  zu  betrachten,  welches  dem  Stabe  eine  bleibende  Verlängerung  von 
0^  Millimeter  auf  ein  Meter  ertheilt.  Eine  andere  Schwierigkeit  ist  die, 
^  die  Zeitdauer  der  Wirkung  des  Gewichtes  auf  die  bleibende  Verlän- 
ISWung  von  Einfluss  ist;  einmal  begonnen,  setzt  sich  die  Verlängenmg 
WäÄDi  fort,  ist  sie  während  weniger  Minuten  unmerklich,  so  ist  sie  nach 
«Wägen  Stunden  oft  beträchtlich ;  ja  selbst  eine  lang  dauernde  Einwirkung 
'"^  kleinem  Gewichtes  als  das  Grenzgewieht  bringt  Aenderungen  hervor. 
*w  dem  Grunde  erlahmen  auf  die  Dauer  alle  Federn,  biegen  sich  die 
'*^en  in  den  Decken  u.  s.  f.;  die  p]lasticitätsgrenze  ist  deumach  keine 
^^u  inessbare  Grösse,  sondern  kann  nur  annähernd  erhalten  werden.    In 

'ftLLBn,  Pbyiik.  I.    3.  Aufl.  U 
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tler  iin  fr)lgenilun   §.  njil.^elbeilteD  TalicUe  ßnden  Hieh  einige  Zahlen  nuji 
der  Angabe  von  Wertheim '). 

Man  bemerkt  dort,  dass  die  Metalle  alle  in  zwei  Zustünden  nnt«T8ncbi 
Mind,  einmal  als  gezogene  Uvähte  und  dann  aimgeglUht,  iind  nitin  nieht,  wie 
die  ElasticitÄtfigreny.e  der  geglübten  Metalle  weit  niedriger  ixt  als  die  der 
gezogenen  DrUhte;  besonder.-i  auffallend  iijt  eu  bei  Kisen  und  QuBHBtahl.  Maa 
hat  darin  die  Erkla^rung  einer  Reibe  von  Erscheinungen,  ztinSchRt  d»r, 
ein  gezogener  Dralit  bei  neuem  Ziehen  eich  nicht  merklich  melir  vtü'lSngert, 
dagegen  bedeutend,  wenn  er  vorher  geglüht  wurde;  deshalb  ferner  sind  die 
Federn  von  gehärtetem  Stahl;  dexhalb  miiss  ein  Blech,  wenn  ea  mrhrmal« 
durch  die  Waken  gegangen  ist,  erst  neu  erwäimt  werden  und  no  fort 

Aehnlichet)  gUt    von   der  Grenze  der  TorsionselasticitUt;    sie  ist  ver- 
schieden, je  nach  der  Behandlung,  welche  die  IJrlthte  erfahren  haben,  I 
einem  hartgezogenen  Draht  liegt  sie  weiter  als  bei  einem  geglnht«n  n.B. 
allgemein  gültige  Geaetae  gibt  es  jedoch  nicht,  .jeder  Draht  wuss  besonder] 
auf  Beine  Grenze  der  Torsions elasiieitäl  gej.rllft  werden,    ('eher  das    Ver- 
halten  tordirter  Drtthte  hat  Wiedemann  neuerlichst  sehr  >nl.ercssanie 
Huche  mitgelheilt');  wir  mllsseo  uns  jedoch  begnügen,  darauf  hingewivfies 
za  haben. 

Die  Grenze  der  BiegungselasticitSt  ist  erreicht,  wenn  Stitbe  unter  dma 
GinBusR  eines  biegenden  Gewichtes  eine  bleibende  Durchbiegung  mge^ 
Wegen  der  grossen  Wiehtigkeit  dieser  Eigenschaft  in  der  Technik  onil 
Architektur  sind  vielfache  Verauche  angestellt  llher  die  Gewicht«,  bei  dt 
Halben  von  bestimmter  Dicke,  Axen  verschiedenen  Motall»  u.  s.  f.,  sowalil 
wenn  sie  an  einem  Ende,  als  auch  wenn  sie  an  beiden  Enden  befec 
sind,  bleibende  Durchbiegungen  erhalten;  allgemeine  Gesetzte  gibt  es  jedock 
auch  hier  nicht. 

§■  57. 
Featigbeit.  Wenn  man  die  Einwirkung  itusserei'  Krüftc  auf  m 
festen  Körjjer  über  die  ElastieitUtsgrenze  hinaus  foi-taetzt,  so  gelangt  i 
endlich  dalün,  daiis  der  Zusaiumenliang  der  einzelnen  Theile  auf^efaobta 
wird;  ein  Über  die  KlasticiUttHgieiue  lielaslvler  Draht  /erreisat,  unter  z:^ 
starkem  Drucke  wird  ein  K(ir)ier  Keii|uetscht  oder  zerstAmiift,  «in  ku  atMtk 
tordirter  Faden  wird  abgedreht,  und  ein  zu  slArk  gebogeour  Stab  w>f4 
zerbrochen. 

Man  bezeichnet  nim  den  Widerstand,  den  ein  Körper  di-r  Troin 
Heiner  Theile  entgegensetzt,  mit  dem  Namen  Festigkeit.  So  viele  verachi» 
ilene  Arten  der  Einwirkung  es  gibt,  so  viele  Arten  Festigkeit.  Man  1 
■las  Gewicht  zu  bestimmen  gesucht,  welches  einen  Draht  von  beliebiger 
Lange  lind  1  Millimeter  Durchmesser  zu  zerreisson  im  Stande  ist,  imd  ip 
durch  dieses  die  Zugfestigkeit  oder  absolute  Festigkeit  der  Körper;  i 
findet  in  der  folgenden  Tabelle  eine  Anzahl  Angaben  nach  den  Versuobufc 
von  Wertheim.  7.ax  üestimniung  dieser  Zahlen  hat  man  mit  d«iiiMilbav 
Schwierigkeiten  zu  käuipfen,  die  vorhin  erw&lint    wurdun;    b<ti    langiumer 


')  Wtrihtim,  Annul.  <iv  cliim.  i-t  de  jiby«.  III.  S(t.  Tome  12- 
")  Wiedtmanm,  l'u^nti-nd.  Autuil.  Bd.  Cvl. 
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nnd  dauernder  Belastung  reisst  ein  Draht  viel  früher  als  bei  schneller  mir 
kurz  dauernder,  Stösse  natürlich  ausgenommen.  Die  Festigkeit  wird  daher 
durch  die  Belastung  vermindert'.  Die  folgenden  Angaben  beziehen  sich  auf 
langsame  Belastung^). 


Metalle 


ElaHticitütBgrenzc 


Blei  . 
Zinn  . 
Gold  . 
Süber. 
Zink  . 
Kupfer 
Platin 
Eiden  . 
Gussstahl 
Stahldraht 


gezogen 

angelaiäsen 

gezogen 

angelat^sen 

gezogen 

angehissen 

gezogen 

angelavHen 

gezogen 

angelaHäen 

gezogen 

angelaRHen 

gezogen 

angelaHsen 

gezogen 

angelüHflen 

gfezogen 

angelaHsen 

gezogen 

angelassen 


0,25  klKrm. 

0,2ü 

0,46 

0,20 
13,5 

3,0 
11,25 

2,75 

0,75 

1,00 

12,0 

3,0 
26,0 
U/i 
32,5 

5,0 
55,6 

5,0 
42,5 
15,0 


Gewichte  beim 
Zerreissen 

2,07  kitn-m. 
l,»o 

2,45 

1,70 

27,«)o 

10,08 

29,00 

10,02 
12,80 

40,30 
30,54 
34,10 
23,50 
61,10 
46,8K 
80,00 
65,75 
70,(M) 
40,00 


Man  sieht,  auch  hier  zeigt  sich  ein  auflfallender  Unterschied  zwischen 
den  verschiedenen  MetaUen  sowohl  als  auch  zwischen  den  verschiedenen 
Drähten  desselben  Metalles,  je  nachdem  es  gezogen  oder  geglüht  ist. 

Man  sieht  fem^,  wie  zwischen  den  Gewichten,  welche  die  ElasticitUts- 
grenze  angeben,  und  jenen,  die  das  Zerreissen  bewirken,  bei  den  verschie- 
denen Metallen  ein  verschiedener  Unterschied  ist;  je  grösser  der  Unterschied 
ist,  um  so  dehnbarer  ist  das  Metall,  ohne  dass  man  jedoch  diesen  Unter- 
scbied  als  Maass  der  Dehnbarkeit  hinstellen  könnte. 

Die  Kraft,  mit  der  ein  Körper  dem  Zerdrücken  widersteht,  nennt  man 
die  rückwirkende  Festigkeit;  über  diese  sind  nur  wenige  ältere,  meist  zu 
pnüdischen  Zwecken  angestellte  Versuche  vorhanden. 

Die  relative  oder  Bruchfestigkeit  ist  zu  praktischen  Zwecken  vielfach 
•Jatersucht  worden,  um  die  TragfUhigkeit  von  Balken,  Axen  u.  s.  f.  zu  be- 
stimmen. Gefundene  Zahlen  anzuführen,  denen  nur  eine  praktische  Be- 
deutung zuzuschreiben  ist,  erscheint  überflüssig. 

Die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  Festigkeiten  mit  den  Dimensionen  des 
KSrpers  ändern,  sind  nicht  bekannt.  Annähernd  richtige  Resultate  wird  man 
Biter  Anwendung  der  für  die  Elasticität  gültigen  Gesetze  erhalten,  also  z.  B. 
fe  der  Zugfestigkeit  bei  der  Annahme,  dass  dieselbe  proportional  dem  Quer- 
äcbnitt  seL  Jedoch  haben  Versuche  gezeigt,  dass  es  nicht  statthaft  ist,  aus 
Versuchen  mit  Drähten  von  kleinen  Dimensionen  auf  Stäbe  von  gr()sseni  Di- 
mensionen zu  schliessen. 


*)  Wertheim  a.  a.  0. 
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GleicheB  gilt  von  der  Drehfestigkeit,  auch  über  diese  ist  nichts  genauen 
liekannt. 

Man  unterscheidet  noch  eine  ftinft-e  Art  von  Festigkeit,  die  Härte.  Ma 
versteht  darunter  den  geringem  oder  grossem  Widerstand,  den  ein  Körp« 
dem  Eindringen  von  S])itzen  oder  Schneiden  entgegensetzt.  Man  hat  dama« 
die  Körper  in  10  Klassen  geth eilt  und  bestimmt  den  Grad  derUfirt«  damae 
welche  Körper  den  zu  untersuchenden  noch  ritzen  können,  und  welche  « 
ritzen  kann.  Die  Köq)er ,  welche  man  als  HUrteskala  aufgestellt  bat,  sind  na< 
Mobs  vom  geringsten  zum  grössten  Härtegrad  fortschreitend  folgende  10* j. 

1)  Talk, 

2)  Steinsalz, 

3)  Kalkspath, 

4 )  Flussspath , 

5)  Apatit, 

(j)  Feldspath, 

7)  Quarz, 

8)  Topas, 
IM  Korund, 

10)  Diamant. 

Man  legt,  darnach  einem  Köri)er  z.  B.  den  Härtegrad  5  bei,  wenn  f 
Flussspath  ritzen  kann  und  selbst  vom  Feldspath  geritzt  wird.  Körper,  di 
sich  gegenseitig  ritzen,  haben  gleiche  Häi-te. 

§.  58. 

Vom  Stosse  der  Körper-).  Auf  dßr  Eigenschaft  der  ElasticitSt  be- 
ruhen die  Bewegungserscheinungen,  welche  zwei  Körper  darbieten,  wenn 
sie  gegen  einander  prallen,  wenn  sie  sich  stossen. 

Haben  zwei  Massen  m  imd  m  gewisse  gleichgerichtete  Geschwindig- 
keiten V  und  V  erhalten,  so  werden  sie,  wenn  die  Geschwindigkeit  i'  von  w 
grösser  ist  als  die  v  von  m\  nach  einiger  Zeit  auf  einander  treffen  und 
während  einer  sehr  kurzen  Zeit  gegen  einander  gedrückt  sein.  In  Folg« 
dieses  Stosses  wird  dann  die  Geschwindigkeit  jedes  der  beiden  Körper  ge- 
lindert sein,  die  Geschwindigkeit  des  stossenden  Körpers  wird  verkleinert, 
die  des  gestossenen  Körpers  wird  vergrössert  sein.  Sind  die  Geschwindig- 
keiten der  Körper  nach  dem  Stosse  c  und  /,  so  erhalten  wir  zunächst  gan* 
allgemein  folgende  Relation  zwischen  den  Geschwindigkeiten  vor  und  nach 
dem  Stosse.  Wahrend  die  Körper  sich  berühren,  übt  der  eine  auf  den 
andern  einen  Druck  aus,  und  in  Folge  dieses  Druckes  wird  die  GeschwiB- 
digkeit  geändei-t,  und  zwar  für  den  stossenden  Köq)er  um  v  —  r,  fUr  den 
gestossenen  um  c  —  ?''.  Da  der  Druck  auf  die  beiden  Massen  m  und  w* 
wahrend  derselben  Zeit  wirkt,  so  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten,  <i** 

*)  V.  KoheU,  Lehrbuch  der  Mineralogie. 

*)  Die  Gesetze  de»  Ötosaes  wurden  vollständig  zu  gleicher  Zeit  von  WdlF^- 
Wren  und  lluyghens  entwickelt  und  von  Wallis  am  26.  November,  von  Wren  »»'' 
17.  DeceniWr  1GC8,  von  Huyghen»  um  4.  Junuar  1GC9  der  Koyal  Society  zuLond^ 
vorgelegt,  der  letztere  xoH  nie  jedoch  schon  im  Jahre  1603  entwickelt  haben.  PhilC* 
Transact.  of  tho  Royal  Soe.  of.  London  froni  coninioncenient  etc.  Abridged  wi^ 
notes  eto.   Vol.  L  London  18U9.  p.  3U7;  310;  335. 
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diese  Drucke  ertheilen,  also  die  soeben  abgeleiteten   Geschwindigkeitään- 
denmgen  umgekehrt  wie  die  Massen,  denen  sie  ertheilt  sind,  oder 

t;  —  c       m 


c  —  v'       fn 


und  daraus 

wiy  -\-  PH  V  =  mv  -[-  w'  c 


Um  eine  zweite  Relation  zwischen  den  Geschwindigkeiten  zu  erhalten, 
m&^n  wir  zwei  FfiUe  unterscheiden. 

1)  Beide  Körper  sind  absolut  unelastisch.  Der  Stoss  wird  dann  eine 
Weibende  Aendening  der  Gestalt  hervorbringen,  die  Kr>ri)er  entfernen  sich 
nach  dem  Stosse  nicht  mehr  von  einander,  sondern  bewegen  sich  nach  dem 
Stosse  mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  weiter.  In  diesem  Falle  ist  also 
c  =  i',  und  wir  erhalten' 

mv  -f-  w*'  V  =  im  -\-  m)  c, 
mv  -\-  m'  V 

m  -\-  m     ' 


m'  (v —  v)      f  m  (r  —  v) 


V  —  r  =  .  -     .  ,  '■  —  V 


War  die  Bewegung  v  jener  von  v  entgegengesetzt,  so  haben  wir  in 
diesen  Ausdrücken  nur  v  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu  versehen, 
imd  es  wird 

mv  —  m  V 


m  -\-  in 

Und  ist  nun  mv  =  m  v\  so  wird  c  =  0,  also  beide  Körper  bleiben  in 
Rahe.  Dieser  Fall  scheint  also  durchaus  dem  im  §.14  abgeleiteten  Satze 
Ton  der  Constanz  der  lebendigen  Kraft  zu  widersprechen,  da  die  lebendige 
Kraft  nach  dem  Stosse  gleich  Null  ist.  Indess  ist  der  Widerspruch  nur 
Mheinbar,  da  durch  den  Stoss  Arbeit  geleistet,  nSmlich  die  Gestalt  der  Massen 
bleibend  ge&ndert,  und,  wie  wir  später  nachweisen  werden,  auch  Wärme 
Mxeugt  ist  Und  da  hier,  nicht  nur  wenn  c  =  0  ist,  sondern  in  jedem  Falle 
«He  Gestaltsänderung  der  Massen  erfolgt,  also  Arbeit  geleistet  wird,  so 
mugg  in  jedem  Falle  die  lebendige  Kraft  der  bewogten  Massen  nach  dem 
Stosse  kleiner  sein  wie  vor  dem  Stosse.  Man  findet  diesen  Satz  bestätigt, 
^enn  man  die  lebendigen  Kräfte  vor  imd  nach  dem  Stosse  vorgleicht. 

2)  Wenn  dagegen  die  beiden  Köqier  vollkommen  elastisch  sind,  so 
gleicht  sich  die  im  Stosse  eintretende  Gestaltsänderung  sofort  wieder  aus, 
^  die  zusammengedrückten  Körper  sich  sofort  wieder  ausdehnen  imd  ihre 
ursprüngliche  Gestalt  annehmen.  Die  Köi-per  sind  also  nach  dem  Stosse 
^derin  ihrem  ursprünglichen  Zustande,  oder  es  ist  bei  dem  Stosse  keine 
Arbeit  geleistet  worden.  Die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Massen  kann 
^aher  durch  den  Stoss  nicht  geändert  sein.  Diese  Bemerkung  liefert  uns 
^  die  elastischen  Körper  die  zweite  Relation  zur  Bestimmimg  der  Ge- 
^hwindigkeiten  nach  dem  Stosse;  denn  nach  derselben  ist 

m  .  v^  -\-  7n  v  =  m  c   -f-  m  c  ^ 
oder 

V  —  L")  =  m  {c     —  0  '), 


Tom  StomM  d«r  Kfirpcr. 
Uividiren  wir  dieoe  Gleiuhung  ilurch  die  vorhin  allgemein  abgeleitete 

nnd  aus  den  beidMi  letztes  Oleiahungen 

2m'p'  +  (m— m')c_    , ä»w+  (m  —  m)t' 
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in  ilenen  wir  wieder  das  Zeichen  von  v  andern  uiUs»cn,  wenn  die  Ocachwiii- 
iligkeiten  die  entgegengesetzte  Kicht.ung  haben. 

Neluncn  wir  nun  an,  dass  m  =  m  sei,  so  wird 


Die  Körper  haben  also  nach  dem  Stosse  ihre  Oeech windigkeil  einfach 
itiiügetauecht.  War  die  lieBch windigkeit  der  einen  Masse  m  gleich  0,  so 
wird  jelat  die  der  andern  0,  denn  dann  wird 


Wird  also  eine  ruhende  Kugel  von  einer  bewegten  ganz  gleicher  Uaasa 
gerade  gestoasen,  ho  erhält  sie  von  letzterer  deren  volle  Geschwindigkeit, 
und  die  stossende  Kugel  bleibt  in  Ruhe.  Dieser  bemerkenawerthe  Schlnss 
ISset  sich  leicht  durch  den  Versncb  nachweisen').  Man  hSngt  an  e(a«m 
(leBtells  (Fig.  67)  mehrere  unter  sich  gleiche  Kugeln  von  Elfenbein  so  auf. 


i3 -^ 


')  tVt  .\|i[iarat  mini  Niuhw«i-i  den  Satxei  voio  Stossn  der  Kfinier  wvrdd  bp- 
Pari»  1677.  ^  ' 
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diss  sie  sich  berühren,  und  dass  ihre  Centra  sich  in  einer  geraden  Linie 

befinden.    Man  hebt  nun  die  erste  um  einen  gewissen  Winkel  und  Iftsst  sie 

dann  fallen.    Sie  beschreibt  einen  Kreisbogen  wie  ein  Pendel  und  stösst  auf 

die  zweite  Kugel  mit  einer  Geschwindigkeit  v  =y2gh.  Nach  demStosse  ist 

sie  in  Ruhe,  gibt  aber  ihre  Geschwindigkeit  an  die  zweite  Kugel  ab;  diese 

fibertrSgt  sie  an  die  dritte  u.  s.  f.  durch  die  ganze  Reihe,  bis  schliesslich 

die  letzte  Kugel  Ä  die  Geschwindigkeit  erhält,  welche  B  besass,  und  deshalb 

bis  Ä  aufsteigt. 

Dann  flQlt  A  wieder  zurück,  erreicht  dieselbe    Geschwindigkeit  und 

theilt  dieselbe  wieder  durch  alle  die  Kugeln  hindurch  an  B  mit.     Man  hat 

demnach  ein  Pendel,  welches  aus  einer  Reihe  von  Kugeln  besteht,  deren 

mittlere  unbeweglich  bleiben,  und  deren  beide  äussern  sich   abwechselnd 

heben  und  senken. 

Ist  ni  =  cx>,  V  =  0,  so  wird 

r  (m  —  m') m  

m  -|-  m  m  ' 

d.h.,  stösst  eine  Kugel  gegen  eine  feste  Wand,  so  besitzt  sie  nach  dem  Stosse 
eine  ihr  gleiche,  aber  entgengesetzt  gerichtete  Geschwindigkeit.  Lässt  man 
demnach  eine  Elfenbeinkugel  auf  eine  Marmorplatte  fallen,  so  muss  sie  zu- 
rQckttpringen  und  zu  derselben  Höhe  wieder  aufsteigen,  von  der  sie  herab- 
fiel, um  neuerdings  zu  fallen  und  so  ihre  Bewegimg  ohne  Ende  fortzusetzen. 
Man  weiss  nim,  das»  das  nicht  der  Fall  ist,  dass  die  Kugel  allerdings  zurück- 
springt, aber  nicht  bis  zu  ihrer  ursprünglichen  Höhe,  imd  dass  ihre  Be- 
wegxmg  bald  aufhört.    Es  hat  das  drei  Ursachen. 

1^  Die  Stoffe  sind  nie  vollkommen  elastisch. 

2)  Der  Widerstand  der  Platte  ist  nicht  unendlich,  weil  wegen  der 
Geschwindigkeit  des  Stosses  die  Wirkung  desselben  sich  nur  auf  einen  Theil, 
nicht  aber  auf  die  gesammte  Masse  überträgt. 

8)  Die  Luft  leistet  der  Bewegung  Widerstand. 

Wenn  die  Kugel  die  widerstehende  Ebene  schief  8t<)sst,  in  der  Rich- 
tung AB  (Fig.  68),  so  zerlegt  sich  ihre  Geschwindigkeit  in  zwei  Theile 
eine  parallel  der  Ebene,  BE,  die  andere  zu  ihr  senkrecht,  BF.  Nur  die 
letztere  verändert  ihr  Zeichen  nach  dem  Stosse  und  geht  in  BG  über.  Aus 
der  Verbindung  der  beiden  Geschwin-  pj    ^ 

digkeiten  BE  und  BG  resultirt  dann  ,t 

der  Grösse  und  Richtimg  nach  die 
(vesch windigkeit  BII^  imd  da  die  Ge- 
schwindigkeit BE  keine  Aenderung 
erfahrt,  und  ebenso  BG  =  FB^  so 
folgt,  dass  die  Kugel  von  der  Wand 

unter  einem  Winkel  zurückkehrt,  der    f  — J— 

dem  Winkel,  imter  welchem  sie  auf- 
trifft, an  Grösse  gleich  ist. 

Wir  haben  bisher  die  einfachsten  / 

Fftlle  des  Stosses  betrachtet,  wenn  die 
sich  treffenden  Kugeln  nur  eine  fort-  ;/ 

schreitende  Bewegung  besitzen,  nicht  'm  r^ 

aber  eine  drehende.    Will  man  diese 
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mit  in  Betracht  ziehen,  so  wird  die  Frage  Uussergt  schwierig,  sie  g 
mit  zu  den  complicirtesten  der  analytischen  Mechanik. 

§.59. 

Von  der  Adhäsion.  Wir  sahen  bisher,  wie  die  einzelnen  Theile 
Körper  mit  einer  mehr  oder  weniger  bedeutenden  Kraft  aneinander  h 
und  nahmen  deswegen  eine  besondere  von  der  allgemeinen  Massenattn 
verschiedene  Kraft  an,  die  Cohäsionskraft.  Etwas  ähnliches  nimml 
wahr,  wenn  man  zwei  verschiedene  Körper  in  grosser  Ausdehnung  iü 
innige  Berührung  bringt..  Schleift  man  zwei  Platten  möglichst  ebei 
schiebt  sie  dann  vorsichtig  über  einander,  so  dass  die  beiden  Eher 
ihrer  ganzen  Ausdehnimg  sich  berühren,  so  sieht  man,  dass  sie  mit 
grosser  Kraft  aneinander  haften.  Diese  Erscheinung  nennt  man  di« 
häsion  und  sagt,  die  Platten  adhiiriren  aneinander.  Dieselbe  Er 
nung  zeigt  sich,  wie  gesagt,  immer,  wenn  zwei  Körper  mit  grossen  Fl 
mit  einander  in  Berührung  kommen.  Durch  Adhäsion  erklären  siol 
Menge  von  Erscheinungen.  Hie  zeigt  sich  am  stärksten,  wenn  man 
Körper  im  flüssigen  Zustande  auf  oder  an  einen  andern  gebracht  ha' 
ihn  dann  erstarren  lässt,  weil  dann  die  Berührung  beider  eine  in6g 
innige  ist;  darauf  beruht  die  Anwendung  des  Mörtels ,  des  Leims  und 
derartiger  Bindemittel.  Sehr  oft,  ja  meist  isl  es  der  Fall,  dass  diese  1 
mittel  stärker  an  den  Körpern  adhäriren,  zwischen  welche  man  sie  gel 
hat,  als  ihre  einzelnen  Theile  imter  einander  cohäriren,  desshalb  wir 
einer  versuchten  Trennung  der  durch  ein  solches  Bindemittel  verbim 
Körper  meist  eher  die  Cohäsion  des  Bindemittels  überwunden  als  di* 
häsion  desselben  an  die  verbimdenen  Körper. 

Die  Adhäsion  ist  imtor  übrigens  gleichen  Umständen  der  Gross 
Berührungsfläc^hen  proportional,  wie  man  sich  leicht  durch  Versuche  m 
sogenannten  Adhäsionsplatten  übei*zeugt;  je  grösser  dieselben  sind,  i 
fester  haften  sie  aneinander. 

§.  60. 

Von  der  Reibung.  Wenn  zwei  Körper  über  einander  hin  b 
werden,  so  bedarf  es  immer  einer  gewissen  Kraft,  um  die  Bewegu 
unterhalten,  selbst  wenn  die  Bewegung  in  genau  horizontaler  Uichtiui 
sich  geht.  Durch  die  Berührung  der  Körper  tritt  also  der  Bewegun^a 
selben  über  einander  hin  ein  Hindemiss  entgegen.  Dieses  Hindemig 
zeichnet  man  als  Reibungs widerstand;  er  tritt  nur  dann  auf,  wenn 
einen  Körper  über  einen  andern  hin  in  der  Berührungsebene  zu  bei 
sucht. 

Die  Reibung  ist  um  so  stärker,  je  rauher  die  Flächen  sind,  v 
sich  über  einander  bewegen;  wir  müssen  daher  eben  in  dieser  Rauh 
ihren  hauptsächlichsten  Grund  suchen,  indem  dadurch  die  Theile  der 
per  theilwoise  in  einander  greifen,  und  desshalb  bei  jeder  Bewegung 
selben  über  einander  hin  ein  geringes  Heben  des  bewegten  Körpers 
finden  muss.  Je  glatter  deshalb  im  allgemeinen  die  Berühningsüächei 
um%o  geringer  ist  die  Reibung.    Dass  aber  in  den  Unebenheiten  de 
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rührungsflSchen  nicht  der  einzige  Grund  zu  suchen  ist,  geht  daraus  hervor, 
dass  die  Reibung  auch  von  der  Natur  der  Körper  abhängig  ist.  So  z.  B. 
zeigt  dich,  dass  bei  sonst  gleichen  Umständen  Stahl  und  Messing  auf  ein- 
ander bewegt  den  geringsten  ReibungswidersUnd  zeigen.  Wir  müssen  da- 
her zur  Erklärung  der  Reibung  noch  eine  Anziehung  zwischen  den  Theilen 
der  sich  berührenden  Körper  annehmen ,  die  jedocli  von  der  Adhäsion  ver- 
schieden sein  muss,  da,  wie  wir  sofort  sehen  werden,  die  Reibung  von  der 
firögse  der  sich  berührenden  Oberflächen  unabhängig  ist. 

Man  unterscheidet  gleitende  Reibung  und  rollende  Reil)ung;  crstere 
findet  statt,  wenn  zwei  Ebenen  über  einander  hingeschoben  werden,  oder 
iwei  in  einander  passende  Flächen,  wie  der  Zapfen  im  Zapfenlager,  sich  in 
einander  bewegen.  Rollende  Reibimg  tritt  auf,  wenn  ein  von  krummen 
Flächen  begrenzter  Körper  so  über  einen  anderen  von  ebenen  Flächen  be- 
frreittten  hin  bewegt  wird,  dass  in  jedem  Augenblicke  andere  Punkte  des 
liewegten  Körpers  den  festen  berühren,  wenn  also  z.  B.  ein  Rad  auf  den 
Schienen  rollt.    Die  gleitende  Reibimg  ist  }»ei  weitem  die  stärkere. 

Die  gleitende  Reibung  ist  bisher  am  genauesten  untersucht  worden. 
Cm  sie  zu  untersuchen,  legt  man  einen  Körper  auf  eine  glatte  horizontale 
Unterlage  und  sucht  die  Kraft  zu  bestinmien,  deren  es  bedarf,  um  den  Körper 
in  Bewegung  zu  setien.  Das  kleinste  Gewicht,  welches  Bewegung  hervorbringt, 
migst  die  Reibung.  Durch  derartige  Versuche  haben  Coulomb^),  Rennie'"^)  und 
besonders  Morin')  folgende  allgemein  gültige  Gesetze  nachgewiesen. 

1)  Die  Reibung  ist  dem  Drucke  der  Körper  auf  ihre  Unterlage  pro- 
portional 

2)  Die  Reibung  hängt  bei  dem  gleichen  Drucke  nicht  von  der  Aus- 
dehnung der  sich  berührenden  Flächen  ab,  sofern  diese  keine  Spitzen  oder 
KanUn  enthalten,  sondern  nur  von  deren  Natur  und  Glätte. 

3)  Die  Reibung  ist  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung. 
Das  Verhältniss  der  Reibung  zum  Drucke,  d.  h.  den  Bruchtheil   des 

fiewiohks  eines  Körpers,  der  ihn  in  Bewegung  zu  setzen  vermag,  der  nach 
dem  Vorigen  für  dieselben  Körper  constant  ist,  nennt  man  den  Reibungs- 
coefficienten.    So  ist  z.  B.  der  Reibungscoefficient 

von  Eisen  auf  Eisen ....  0,108 
„     Messing  auf  Gusseisen  0,189  u.  s.  f. 

Im  allgemeinen  nimmt  die  Reibung  etwas  zu,  wenn  Körper  lange  auf 
einander  gestanden  haben ,  jedoch  nur  beim  Uebergange  des  Körpers  aus 
^cr  Ruhe  zur  Bewegung;  einmal  bewegl.,  ist  der  Reibungscoefficient  wieder 
^er  frühere. 


')  Coulofnb,  Memoiros  prcscntcs  a  l\\cndcinic  die  Paris.    T.  X. 

*)  ÜenniCj  Expcrimont.M  on  tho  fricfion  qUi.    PhiloH.  TrnnH.  1820. 
.      ')  Morin,  Nouvellcs  exporicncns  nur  Ic  Frotfcniont.    I.  MonioiroM  ]>n*s(»ntes  a 
* Acad.de  Pari».  T.  IV.  1833.    H.  Memoire».    Pari»  1834.   III.  Memoire.  Pari»  183.5. 
^ove'a  Repertorium  Bd.  I. 
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Zweites  Kapitel. 

Von  den  tropfbar  flÖBsigen  Efirpern. 

§.  61. 
Constitution  der  Flüssigkeiten.  Wir  haben  in  §.  48  anea 
festen  Körpern  flüBBJge  Körper  kennen  gelernt  und  sie  dahin  definir 
sie  ein  festee  Volumen  besitzen,  aber  keine  feste  Gestalt,  sondern  i 
stalt  des  GelUsses  annehmen,  in  ^^•elcheIn  sie  sich  befinden.  Die  ei 
Theile  der  Flüssigkeiten  sind  nicht,  wie  die  der  festen  Körper,  f 
einander  verbunden,  sie  können  sich  vielmehr  unter  dem  Einfii 
geringsten  Süssem  Eraft  gegen  einander  verschieben  und  fortwBhren 
Ort  verSndern,  indem  jedes  Theilchen  nach  und  nach  einen  best 
Platz  einnimmt  und  wieder  verllls^t,  um  von  einem  andern  ersetzt  zu  < 

Aus  dieser,  soweit  wir  beurtheilen  können,  vollkommen  freien 
lichkeit  der  FlUssigkeitstheilchen  gegeneinander  ergibt  sich  znnSch^ 
eine  flüssige  Masse  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein  kann,  wenn 
irgend  ein  Moleklll  der  Flüssigkeit  wirkenden  Krftfte  sich  das  Gleich) 
halten,  wenn  also  die  etwa  auf  das  Molekül  wirkenden  Brücke  nach 
entigegenge setzten  Dichtungen  genau  gleich  sind  und  deshalb  sich  au 
Denn  wlire  der  Druck  auf  das  Molekül  nach  der  einen  Richtimg  stSi 
nach  der  gerade  entgegengeset-zten ,  so  müsste  das  Molekül,  da  es  au 
kleinsten  Drucke  folgt,  sich  nach  der  Richtung  der  grossem  Kraft  b» 
Es  folgt  weiter,  dasa,  wenn  wir  ein  ringsgeschlossenes  Geft 
p:„  cn  Flüssigkeit  haben,    welche    unter    der    ^ 

irgend  welcher  Krilfte  im  Gleichgewicht  ist,  1 
und  nun  durch  einen  Stempel  A  einen  Dri 
die  Flüssigkeit  ausüben,  dass  dann  dieser 
sich  ganz  ungeOndert  durch  die  FiUssigke 
breiten  muas.  Sei  der  Druck  auf  den  !■ 
normal  zur  Beruh rungsebene  des  Stempe 
der  Flüssigkeit  gleich  P,  so  dass  die  Fl  Sc 
heit  der  BerUhningsebene,  welche  die  Gi 

p 
habe,  den  Druck  -jt  erhiilt,  so  wirkt  auf; 

iimem  oder  in  der  GrenzflUche  der  Flüssigl 
p 

dachte  Ebene,  deren  Fläche  gleich  s  ist,  der  Druck  -^  •  s,  also  Ober 

die  Flacheneinheit  der  Dmck  -^r- 

Um  dieses  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  die  Flüssigkeit  in  di 
fiisse  Fig.  69  sei  unter  der  Wirkung  der  Schwere  im  Gleichgewith 
.CK  wirke  mm  auf  den  Stemjtel  B  eine  Kraft,  so  dass  die  Fl&choneinh 
Berührungs ebene  einen  normalen  Druck  }>„  erfahre.  Denken  wir  u 
von  dem  Mittelpunkte  des  Stempels  B  eine  Linie  in  das  innere  de: 
sigkeit  von  der  Litnge  l,  etwa  in  der  Richtung  nach  dem  Mitt«lpun] 
Stempels  A^  und  um  diese  Linie  einen  Kreiscylinder  gelegt,  dessen 
;gegen  die  Lange  nur  sehr  klein  sei.  Die  an  B  anliegende  GrenzfiScbf 
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Fig.  70. 


Cjlinders  steht  dann  schief  zur  Axe,  ihre  Normale  bildet  mit  der  Axe  den- 
selben Winkel  a,  welchen  die  Normale  der  Stempelfläche  mit  der  Richtung 
AB  bildet.  An  der  andern  Seite  denken  wir  uns  den  Cylinder  ebenfalls 
dnrcli  eine  schiefe  Endfläche  begrenzt  ab'  Fig.  70,  welche  etwa  parallel 
sei  mit  der  Fläche  des  Stempels  A ,  deren  Normale  mit  der  Axe  den  Winkel 
«  bilde.  Die  Richtung  der  Axe  bilde  mit  der  Ver- 
ticalen  den  Winkel  ß.  Wenn  die  Flüssigkeit  vor 
der  Herstellung  des  Druckes  im  Gleichgewicht 
war,  80  bleibt  sie  es  auch  nach  derselben,  die 
Fllhudgkeit  befindet  sich  also  im  Innern  des  ge- 
dachten Cylinders  im  Gleichgewicht.  Da  nun  aber 
in  Folge  des  Druckes  auf  ab  und  der  Schwere  der 
im  Innern  des  Cylinders  vorhandenen  Flüssigkeit 
eine  bewegende  Kraft  vorhanden  ist,  so  kann  die 
Flüssigkeit  wegen  der  vollkommen  freien  Beweg- 
lichkeit der  Theile  nur  dann  in  dem  Cylinder  ein- 
geschlossen und  in  Ruhe  bleiben,  wenn  die  auf  die 
Inssere  Begrenzung  des  Cylinders  wirkenden,  durch 
die  umgebende  Flüssigkeit  ausgeübten  Drucke 
gleich  den  bewegenden  Kräften  sind,    oder  wenn 

die  überhaupt  auf  die  Grenzfläche  des  Cylinders  wirkenden  Kräfte  sich  das 
Oleicbgewicht  halten.  Denken  wir  uns  die  überhaupt  auf  die  Flüssigkeit 
des  Cylinders  durch  die  Umgebung  ausgeübten  Drucke  jeden  in  zwei  Coni- 
ponenten  zerlegt,  deren  eine  normal  zur  Grenzfläche  des  Cylinders  ist  an 
der  SteUe,  wo  die  Kraft  wirkt,  deren  andere  parallel  der  Grenzfläche  ist, 
M  müssen  die  letztem  für  sich  schon  im  Gleichgewicht  sein,  da  sonst  die 
Flüssigkeit  im  Innern  des  Cylinders  sich  gegen  einander  verschieben  würde. 
Ke  zur  Oberfläche  normalen  Drucke  und  die  Schwere  der  Flüssigkeit 
stehen  dann  für  sich  wieder  im  Gleichgewicht,  weil  sonst  der  C*y linder  als 
solcher  »ich  in  der  umgebenden  Flüssigkeit  bewegen  würde. 

Wenn  diese  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,   so   haben  sie  nach 

keiner  Richtung  eine  Resultirende;  bilden  wir  also    die  Summe   der   Pro- 

jectionen  nach  irgend  einer  beliebigen  Richtung,  so  mu.ss,  welche  Richtung 

wir  auch  wählen,  diese  Summe  stets  gleich  Null  sein.    Projiciren  wir  nun 

die  Kräfte,  welche,  wie  wir  eben  sahen,  den  Cylinder  als  solchen  bewegen 

können,  auf  die  Axe  des  Cylinders,  so  sieht  man  zimächst,  dass  die  Sunmio 

aller  Projectionen  der  auf  die  Seitenfläche  des  Cylind(»rs  wirkenden  Drucke 

auf  die  Axe  ftlr  sich  Null  ist,  da  diese  Kräfte  zur  Axe  senkrecht  sind;   es 

mfiflsen  also  ebenfalls  fllr  sich  Null  sein  die  Summe  der  auf  die  Axe  des 

Zylinders  projicirten  Componenten  der  auf  die  schiefen  Endfläohen  wirkenden 

Drucke  und  der  Schwere  der  im  Cylinder  enthaltenen  Flüssigkeit.    Setzen 

wir  nun  den  Druck  auf  die  Fläche  ah  gleich  ^>,  den  auf  die  Endfläche  a  h' 

wirkenden  gleich  |/,  und  bezeichnen  wir  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  des 

Cylinders  mit  ry,  so  ist  diese  Gleichgewichtsbedingung 

p  .  cos  «  +  y  .  cos  u^ -\-  q  .  cos  ß  =  0. 


Bezeichnen  wir  nun  den  Querschnitt  unseres  Cylinders  mit  tf,  so  ist 
nach  bekannten  Sätzen  der  Stereometrie  die  GrOsse  der  schiefen  Endfläch«; 
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aby  welche  wir  mit  s  bezeichnen  wollen, 

a 


cos  a ' 
somit 


cos  a  = 


Ebenso  erhalten  wir  für  cos  «',  wenn  wir  die  Grösse  der  schiefen  End- 
fläche a  b'  mit  /  bezeichnen, 


/         a 
cos  a  =  —» 

s 


Das  Volumen  des  schief  abgeschnittenen  Cylinders  ist  nun ,  nach  ebe»- 
falls  bekannten  Sjltzen  der  Stereometrie,  gleich  dem  Volumen  des  gerad« 
Cylinders,  dessen  Axe  gleich  ist  der  Lllnge  der  Axe  des  schief  abgetfchnÜ- 
tenen  (Vlindors,  den  wir  also  erhalten,  wenn  wir  durch  die  Mittelpunkte 
der  schiefen  EndlUlchen  die  geraden  Endflächen  «,  6,  und  ct^'  b{  legen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  Diclitigkeit  der  Flüssigkeiten,  das  Gewicht  der  Volum- 
einheit  mit  r/,  so  ist  das  Gewicht  q  der  im  Cylinder  enthaltenen  Flüssigkeit 

Setzen  wir  die  so  erhaltenen  Werthe  für  cos  «,  cos  a,   q  in  die  sieh 
aus  dem  Gleichgewicht  des  Cylinders  ergebende  Gleichung  ein,  so  wird 

—  •  0  4-  4  .  ö  4-  <y  /  (/ .  cos  ß  =  0 
oder 

—  ',-  .  <y  =    --  .  (T  +  <y .  /  ^  .  cos  p. 

Da  /S  der  Winkel  ist ,  welchen  die  Axe  des  Cylinders  mit  der  Verticalen 
bildet,  so  ist 

/ .  cos  ß  =  h 

gleich  dem  lothrechten  Abstände  der   Mittelpunkte  der  beiden  EndflAchen 
des  C'ylinders,  und  wir  erhalten  dann  schliesslich 

s  .s      ' 

Die   Quotienten    -    und    ,■  licfcm  uns  die  auf  die  Flächeneinheit  wirk« 

^  8  8 

samen  Drucke,  vorausgesetzt,  dass  die  Drucke  auf  derselben  gleichmissig 
vertheilt  und  überall  so  gross  sind  als  auf  den  sehr  kleinen  FlSchen  8  und  /. 
Dann  sagt  also  die  letztere  (ileichung,  dass  auf  der  untern  Flttche  a  b*  de« 
(•ylinders  ein -gegen  das  Innere  des  (-ylindors  gericht4?ter  normaler  Druck 
wirkt,  welclier  für  die  Fliicheneinheit  gleich  ist  dem  auf  die  FlScheneiiiheit 
der  obem  Endfläche  des  Cylinders  wirkenden  Dnicke,  vermehrt  um  das 
Gewicht  eines  Flüssigkeit scy linders,  dessen  Querschnitt  der  Flftcheneiiiheit 
und  dessen  Hr)he  gleich  ist  dem  verticalen  Abstände  der  Mittelpunkte  der 
Flachen,  welche  den  Cylinder  oben  imd  unten  begrenzen. 

Da  wir  nun  vorher  sahen,  dass  in  einer  Flüssigkeit  nur  Gleichgewicht 
sein  kann,  wenn  die  auf  die  Moleküle  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
wirkenden  Knlfte  einander  gleich  sind,  so  folgt,  dass  eine  ebensolche  Kimft 
auf  die  Flächeneinheit  der  untern  Grenzfläche  von  innen  nach  aussen  wirkt» 
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und  daraus  weiter,  da  wir  über  die  Lage  imseres  C-ylinders,  alKO  über  den 
Winkel  ß  und  ebenso  über  die  Winkel  a  und  a  gar  keine  äpecielle  Voraus- 
setzung gemacht  haben,  dass  uich  der  auf  irgend  eine  Fläche  im  Innern 
oder  an  der  Ctrenze  der  Flüssigkeit  wirkende  Druck  nach  einer  beliebigen 
Biebtimg  ganz  ungeündert  fortpflanzt,  so  dass  auf  die  Flilcheneinh(*it  immer 
derselbe  Druck  wirkt.    Setzen  wir  z.  B.  in  Fig.  G9  etwa  voraus,  (hiss  die 
Stempel  A^   i^,    C   sich   in  derselben  Horizontalebene  botinden,  so   ist  h 
gleich  Null,  und  wir  erhalten  dann,  wenn  die   Querschnitte    der     tempel 
S,  S^  S^  sind,  für  die  auf  dieselben  wirkenden  Drucke  J\  P,  I\ 

^  =  ^  =  i"* 

oder  mit  der  vorhin  gewählten  Bezeichnung 

P 

Pi  =Po '  *^i;  A  =  Pii  '  '%' 

Liegen  die  StempelflSchen  nicht  in  derselben  Uorizontalebene,  so  ilt 

llrden  fortgepflanzten  Druck  ganz  dasselbe;  der  auf  die  im  tiefem  Niveau 

liegenden  Stenipelflächen  wirkende  Druck  wird  dann  nur  vemiehH  durch 

rhi  Gewicht  des  Flüssigkeitscjlinders,  dessen  Querschnitt  gleich  ist  dem 

fa  tiefer  liegenden  Stempelflächen,  und  dessen  Hr)he  gleich  ist  der  Niveau- 

tterenz  der  Stempelflächen. 

Aus    der   Gleichmässigkeit  der    Fortpflanzung   des    Druckes    ergibt 

lieh  nun   weiter,    dass,    wenn   wir  uns  im   Innern    der    Flüssigkeit   eine 

jUrine  ebene   Fläche  denken,   welche  durch  die  vorhandenen  Kräfte  irgend 

[ken  Druck  erfährt,  dass  der  Druck  dann  imabhängig  ist  von  der  Kich- 

welche    die    kleine   Fläche   hat.      Wir  mögen    die    Ebene    drehen, 

wir  wollen,  der  Druck  ist  immer  derselbe.    Die   vorhin  aus  der   Be- 

[tfglichkeit    der  Moleküle  gezogene  Folgenmg,   dass  die   auf  ein  Molekül 

ch  gerade  entgegengesetzten    Richtungen  wirkenden  Kräfte   gleich   sein 

ssen,  können  wir  daher  dahin  erweitem,  dass  die  im  Innern  einer  Flüs- 

ligkeit  auf  ein  Molekül  wirkenden  Kräfte  nach  allen  Richtungen  des  Raumes 

dieselben  sind. 

§.  62. 

CompresBibilität  der  FlÜBsigkeiten.    W^ir  haben  im  vorigen  Pam- 

[ifi^khen  die  gleichmässige   Fortpflanzung  des  Druckes,  d(.'n  wir   an  einer 

fStoUe  einer  Flüssigkeit  ausüben,  lediglich  als  eine  Folgerung  aus  der  voU- 

Len  leichten  Beweglichkeit  der   FlUssigkeitstheilchen    abgeleitet;   wir 

aber  leicht  auch  den  physikalischen  Vorgang  erkennen,    wodurch 

Ansbreitung  des  Druckes  zu  Stande  kommt. 

Wenn    eine  Flüssigkeit  im    Gleichgewicht  ist,    so  befinden    sich  die 

»'lUekale  derselben  in  bestimmten  durch    die  gegenseitigen   Anziehungen 

ttd  Abstossungen  bedingten  Entfernungen.    Wenn  wir  nun  auf  eine  rings 

I  «Bgescblossene  Flüssigkeit  in  einer  Richtung  einen  Dnick  ausüben,  so  umss 

michBt  in  dieser  Richtung,  gerade  wie  bei  den  festen  Körpern,  eine  An- 

^^!lilieni]ig  der  Moleküle  stattfinden,  bis  die  in  Folge  der  Annäherung  <ler- 

■Mlben  vergrösserte    Abstossung   der    Moleküle  gleich  ist    der   durch  den 

Druck  vermehrten  Anziehung  der  Moleküle.    Gerade  so  nun  aber. 
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wie  ilie  MulekOle  sich  in  der  Richtung  dee  Ünickea  eimmder  nähern,  a 
nühem  itie  Hich  aiicli  in  Ann  auf  die  Dmckrichtiing  senkrechten  Dimonaionen^ 
und  zwar,  wie  aus  der  gleichmtlsaigen  Foi-tgitianzun^  des  Druckes  tbl^, 
i;enau  die  jfleiciie  Orötise,  Darin  unterscheiden  sich  also  die  FlUKiiigkMtfll 
von  den  festen  KSriiern;  drUcken  wii-  einen  festen  Körper  in  der« 
lUcbtung  Kiiaaninien,  »o  ist  die  Querdilatation  nur  ein  Bruchtheil  der  ü 
ersterei  Richtung  eintretenden  Compressiun;  soll  die  Auiidehnung  nacb  d 
Quere  verhindert  werden,  ao  bedarf  es  deshalb  auch  nur  eines  ebenso  gros« 
Briiulitbeils  der  in  der  ersten  Richtung  thatigen  Kraft,  welche  in  der  Rieb 
tung  der  Querdiniensioneu  der  Ausdehnung  entgegen  wirken  mu^s.  Wei 
aber  bei  einer  iu  einem  unauKdehnsamen  GetUsse  elngeschlotiaenen  FlQsoi^ 
keil  die  Molekille  nach  allen  Richtungen  sich  gleiohuiäselg  nShem,  desbill 
muKS,  wenn  keine  Ausdehnung  eintreten  soll,  von  allen  Seilen  der  gleich) 
Gegend  nick  wirke  u. 

Die  gleichiu Essige  Fortpflanzung  des  Dnickes  in  FlQssigkeiten  kßnnai 
wir  Boioit  als  eine  Folge  davon  ansehen,  daäf  ilie  Flüssigkeiten  in  einer  B« 
/.iehuDg  ebenso  wie  die  festen  Körper  elastisch  sind;  es  treten  in  ihnn 
Elasticitat^kräfte  auf  immer  dann,  aber  auch  nur  dann,  wenn  die  MolskOli 
aus  ihrer  Gleichgewichte  läge  so  verschoben  werden,  dass  sie  sich  einaoiJa 
nHhem;  eine  Verschiebung  der  Moleküle  ohne  Aendenmg  der  Dichtigkeit  ni( 
keine  elastische  Kraft  hervor. 

Vm  den  Nachweis  xu  liefern,  dass  die  gleichmässige  FortiiÖanxung  dai 
Druckes  in  der  That  eine  Folge  der  durch  eine  Annäherung  derHolekflle  g» 
weckten  elastischen  Kraft  ist,  haben  wir  xu  xeigen,  dass  die  Fldssigkeilea  ii 
der  That  durch  Süssere  Drucke  eine  Volum  Verminderung  erfiihreUi  lodea 
wir  dann  gleichieiÜg  die  durch  einen  gegebenen  Druck  hervorgebracht« 
Volunivei-mindenuig  messen,  können  wir  die  Abhängigkeit  der  Volamvermia 
deruug  von  dem  Kussem  Drucke  und  besonders  die  Frage  untersuchen,  (~ 
auch  hier,  wie  bei  festen  KOrpurn,  die  Vol um verm indem ug  der  (Irflssedi 
Druckes  [iroiKirl.ionul  ist.  Ist  das  der  Fall,  so  muss  die  durch  einen  W 
die  KlBcheneinbeit  wirkendenDruck  i*  hervorgebrachte  Volumvermindoning  | 


sein,  worin  k  eine  konstante  ist,  welche  man  als  den  CompressionscoefficieBta 
der  FlQsüigkeit  bezeichnet.    Der  reciproke  Wert.h  dieses  Ooefticienten  oder 

-  =  /i 

i.^l  dann  iler  Elastidtiitseoeffieient  der  Flüsftigkeiten ,  jcnpr  Coefticient,  ml 
welchem  wir  die  in  Bruchtheilen  de»  iirsi>rilnglichen  Volumens  angegebäH 
Vnluniventiinderung  multipliclren  mtlssen,  itm  die  durch  diese  Voliunrermi» 
dcrung  geweckt«  elastische  Kraft  siu  erhalten. 

Der  erste  Versuch  nm  die  (!oinpressibilitat  der  Flllssigkeiten  nadu 
weisen  wurde  von  der  Academia  del  l  'imento  au  Florenz ' )  gemacht,  jedo 
mit  ungQnsUgem  Erfolge.  Man  nalmi  unter  andern  Versuchen  eine  n 
Wasser  gciUUle,  niit  einer  Oeffnung  versehene  Hohlkiigel  von  Sillwr.  In  ( 
Ueffiinng  wurde  ein  Stemiiel  mit  grosser  (iowalt  hineingetrieben;  aber  B 


•)  Füilier,  OcBchichte  der  Pliysik.  Dd.  II.  p.  S07. 
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stitt  einer  ZosammendrUckiing  des  Wassere  beoljachtete  tnan,  A&ns  (lasselbn 
dnrch  die  Poren  dex  Silbers  hindurch  };<!jireiiBt  wurde. 

Mit  gtlnstigerm  Erfolge  wurde  der  Versuch  im  .lahro  17G1  von 
Cinton')  wiederbolt,  dem  es  gelang  den  Nachweis  zn  liefern,  iIbl»»  das 
Vtfitx  durch  einen  Auflsem  Druck  eine  Verminderung  des  Volumens  erfuhr. 
Cuton  wandte  zu  seinen  Versuchen  eine  mit  einer  langen  und  engen  ülas- 
rüre  versehene  Kugel  an.  Dieselbe  wurde  mit  Wasser  gelullt,  erliitzt^  und 
vom  datj  Wasser  im  Kochen  war,  die  Siiity.en  der  Rühre  zugeschiuolzen.  Durch 
die  Abkühlung  sog  sieb  dann  das  Wasser  znsanmimen  und  reichte  bei  einer 
bestimmten  Temperatur  bis  au  einem  gewissen  Punkte  der  Röhre.  Durcli 
in  Zuriaminenziehen  des  Wussers  cntstanti  dann  Über  demsellten  in  der 
Bihre  ein  luftleerer  Raum.  Wurde  dann  die  Siiitüe  abgebrochen,  so  drang 
£c  Luftrascb  in  dieRi'ihre,  und  unter  ihrem  Drucke  sah  man  die  b'lilssig- 
keit  in  der  Röhre  sinken.  Dieses  Linken  liatte  jedmii  xwei  Ursachen,  einmal 
£e  Zusammendrtlckung  des  Waasem,  dann  aber  die  Vergrössenmg  des 
Tolumena  dett  (iefllsBeH  diidurcb,  das»  plützlich  der  Druck  im  Innern  des- 
idben  um  den  Druck  einer  Atmosphäre  erbüht  wurde.  Um  die  Vergrfis- 
MTung  des  insem  Raumes  des  Getoses  zu  messen,  ^(^^'1^  es,  den  Sussem 
Ilnick  auf  die  GefiLsswünde  gerade  so  viel  zu  verminilem,  als  vorher  der 
ionere  Dnick  vermehrt  war;  brachte  man  also  die  Kugel  in  den  luftleeren 
linm    fo    musste  sich  ihr  Volumen  gerade  so  ver-  ^,^  ,, 

Bttkren  wie  in  dem  vorigen  Falle.  Die  Vermehrung 
nrde  durch  das  Sinken  des  Wassers  in  der  engen 
läire  gemessen  und  die  so  erhaltene  (irüsse  von 
in  bei  dem  ersten  Versuche  erhaltenen  abgerxtgen; 
l«r  Unterschied  gab  die  (^omiiression  des  Wassers. 
inf  dieüe  Weise  war  also  die  ('oinpressibilitüt  des 
Tusers  bewiesen.  Aehnliehe  Versuche  stellte  1830 
Pakins*^  an  mit  gleichem  Erfolg.  Die  ersten  ge- 
■aer  messenden  Versuche  rühren  jedoch  von 
Oersted  her*). 

Oemted  eonstruirte  einen  Ajiimrat,  den  man 
KfHjniet«r  oder  Sympit'zonieter  nennt.  Das  PUteo- 
•eter  best^bt  aus  einem  weiten  Geftlsse  (Pig.  71), 
n  dem  sich  ein  sehr  enges  Glasi-ohr  0  befindet, 
>f!ches  in  einem  kleinen  Trichter  endigt  und  un- 
Wnthlossen  bleibt. 

Das  Rohr  ist  genau  cylindi-iscli  und  in  gleiche 
A«)e  getbeilt.  Zunlicbst  muss  nun  der  Aii])anit 
induirt,  d.  b.  die  CapacitSt  des  gamten  Gefilsses 
ait  der  des  zwischen  zwei  Theilstrichen  befiml- 
Etken  Kamiies  verglichen  werden.    Wir  wollen  ilas 


')  Job*  CmUon,  Experiments  t*  provo  that  vrater  is  mit  ineomprexHible. 
fhÜCNiophical  Tnuuiactions  of  London  Royal  Society.  Vol.  Iill.  Poifeend.  Ann. 
&LXIl.'p.39.  '  ^"^ 

•)  Artifw.  PhiloBophical  Trunsactiona.  Vol.LXXTl.  1820.  l'oggend.  Ann.  1X.647. 

')  Oertted,  Denlmcarifteu  der  Kojx-nhngeiier  Acudemie  IX  Ud.  1822.  Poft^nd. 
Aan.  Bd.  IX.  p.  603. 
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Verfahren  etwas  ntüier  beschreüjan ,  da  wir  noch  hSnlig  derMelben  AnfgalM 
begegnen. 

Man  wiegt  xonäcliät  das  leere  Gefäaa  und  füllt  es  dann  mit  QüeckA 
NÜber;  wegen  der  Enge  der  Bübre  ISsst  sicli  das  nicbt  durch  einfaches ESd- 
gieasen  FuUeu,  weil  die  im  ÜcßtSäe  enthaltene  Luft  nicht  untweii:hen  und  des- 
halb daa  Quecksilber  nicht  eindringen  kann.  Man  erwiirmt  daher  daa  (i^ 
t&ss  und  halt  dann  den  Trichter,  in  welchem  das  Bohr  0  endigt,  unter 
Qnccksilber.  Ueiin  Erkalten  steigt  dann  durch  den  Druck  der  Hussem  Luft 
das  Qiieckxilher  in  die  Kßhre  und  das  GefUsH  auf.  Hört  das  QueRksilber' 
auf  zn  steigen,  so  erwfirmt  man  neuerdings  und  so  fort,  bis  das  QeÄ 
ganz  mit  Quecksilber  gefüllt  ist.  Um  keine  H|>ur  Luft  in  dem  GeßUti  za 
laaaen,  erwftrmt  man  dann  daas  UetHsa  nochmals,  taucht  wShrenddess  sirint 
i^liitze  in  Qaeckäilber  and  lltsat  es  dann  auf  0"  erkalten,  indem  man  M' 
vorsichtig  mit  gchmel7.andein  Eise  umgibt.  Nach  einiger  Zeit,  vieUeichfe 
nach  einer  Viertel- Stunde  oder  bei  grossen  Gettasen  noch  länger, 
man  den  mit  Queckdlher  von  der  Temperatur  Ü**  gefüllten  Apjiarat  aus  det 
Ei^ie  heraus,  trocknet  ihn  rascli  und  vorsichtig  ab  und  bestimmt  mOglichn 
rasch  sein  Gewicht.  Von  dem  dann  erhaltenen  Totalgewicht  P  zieht  mw 
dann  das  Gewicht  p  des  leeren  Gefössea  ab  und  erhalt  dann  aus  dem  Qu« 
lienten  —  jj  das  Volumen  des  Geftlsses  in  Kubikcentimetem,  wenn  P  nnd  f 
in  Grammen  gegeben  und  li  das  sjiecifiHche  Gewicht  des  Quecksilbers  ist 

Darauf  envUrmt  man  das  GefUss  sehr  wenig,  bewirkt  dadurch,  da« 
etwas  Quecksilber  austritt,  und  liLsst  es  dann  wieder  wie  vorhin  auf  0"  **' 
kalt«n.    Dabei  zieht  sich  das  Quecksilber  zusammen,  und  schliesslich  würd' 
das  Ende  des  in  die  Rühre  hineinragenden  QuecksUberfadens  constant 
Theilstriche  der  Rühre  gegenüber  stehen,  der  um  n  Theilstriche  tiefer  »d 
als  bei  der  vorigen  Witgung.     Jetzt  wiegt  man  wieder;  und  ist  du  jet 
gefundene  Gewicht  gleich  i*",  so  gibt  die  Veruiindung  des  Gewichtes  P  —  . 
an,  wieviel  Gramme  Quecksilber  den  Raum  zwischen  Jenen  n  Theilstriohi 
ausfüllen;  der  Quotient    — . —  gibt  dann  diesenRaum  In  KiibikcentimeterB 
und  der  Quotient  — j^  den  Baum  ^wi^chen  zwei  Tbeilsttrichcu  in  derselbeS 
Kinheit  an. 

Nach  geschehener  Calibrirnng  «-ird  dann  das  Uef^s  iJi  ganz  gleich«! 
Weise  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  gefüllt  und  in  den  klein«^ 
Trichter  ein  Tropfen  Quecksilber  gebracht.  Dieser  dient  einmal  i  * 
Pfropfen,  um  das  Eindringen  von  Flüssigkeit  in  das  Gefttas  nu  vorhU  ^^ 
dann  aber  auch  aU  Index,  da  er  wahrend  der  Compression  in  dt«  SMai 
binabgedrllckt  wird  und  somit  angibt,  um  wieviel  das  Volumen  der  Flttssig 
keit  kleiner  geworilen  i.it.  Das  GetHas  wird  dann  auf  einer  Messln^blU) 
befestigt,  daneben  ein  Thermometer  /.  und  eine  getheilte,  unt«n  DlTeil 
oben  gesddoascne,  mit  Luft  geflUlt«  Knhre  K,  welche  als  DruckincB» 
dient,  befestigt  und  dann  die  gan/ii  Vurrichtung  in  ein  mit  Waaser  g 
IXlllles  Gefäss  hinabgeht« sen.  diu  als  ('ompressionsapparat  ilient. 

Das  Gef^B  £  besteht  aus  einem  L'ylinder  von  starkem  GIabo,  ili 
unten  in  einen  Fusa  y  eingelassen  nnd  oben  mit  einer  Fassung  versehaa  U 
in  deren  Rühre  A  sich  ein  beweglicher  Kolben  J)  betindet.    Man  fttlK  m 
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das  Geftss,  während  der  Kolben  sich  über  A  befindet,  durch  den  Hahn  B 
mit  Wasser  so  weit,  dass  dasselbe  ans  einer  Oefinung  bei  A  ausfliesst.  Man 
icUiesst  dann  den  Hahn  und  schraubt  den  Kolben  herab.  Sobald  derselbe 
uter  ^  herabgeschranbt  ist,  kann  kein  Wasser  mehr  entweichen,  und  das 
des  GefttAses  wird  zurammengedrückt. 

Der  Drack,  den  man  auf  diese  Weise  ausübt,  trifft  nach  den  Ent- 
wicklungen des  vorigen  §.  in  ganz  gleicher  Weise  die  {lussere  Wand  des 
K^tometers  und  die  in  seinem  Innern  enthaltene  Flilssigkeit.  Man  sieht  nun 
dm  Index  um  eine  gewisse  Anzahl  Theil striche  sinken  und  niisst  dadurch 
ie  Volumverminderung  der  -im  Pil^zometer  enthaltenen  Flüssigkeit.  Zu- 
gleich wird  nun  auch  die  Luft  in  der  Röhre  K  compriinirt.,  und  in  der  Volum- 
rerft&derung  derselben  erhalten  wir,  wie  wir  später  sehen  werden,  ein  Maass 
lilr  den  ausgeübten  Druck. 

Man  hat  auf  diese  Weise  die  Volumverminderung  gemessen  und  anderer- 
leits  den  Druck,  welcher  dieselbe  hervorgebracht  hat.  Dividirt  man  die 
Volumveränderung  durch  das  ursprüngliche  Volumen  imd  diesen  Quotienten 
dum  durch  den  auf  die  Flächeneinheit  wirkenden  Druck,  so  erhält  man  den 
icheinbaren  Compressionscoefficienten  der  Flüssigkeit,  d.  h.  die  Compression 
der  Flüssigkeit  ohne  Rücksicht  auf  diejenige  des  Gefässes. 

Oersted  fand  diesen  Coefficienten  für  Wasser  gleich  4G  Milliontheile, 
venn  man  als  Einheit  des  Druckes  den  einer  Atmosphäre  annimmt,  d.  h. 
vcnn  man  in  einem  rings  geschlossenen  Gefässe  auf  jedes  Quadratcentimeter 
Oberfläche  einen  Druck  von  1,0336  Kilogramm  ausübt,  so  wird  die  Flüssig- 
bit um  46  Milliontbeile  ihres  ursprünglichen  Volumens  comprimirt.  Oersted 
Uelt  dies  für  die  wahre  Compressibilität  des  Wassers;  denn  er  glaubte, 
vdl  der  Druck  in  ganz  gleicher  Weise  auf  die  äussere  und  innere  Wand 
usgeübt  wird,  so  könne  sich  die  Capacität  des  Gefössos  nicht  ändern  ausser 
ginz  unmerklich  dadurch,  dass  die  Wanddicke  des  Gefässes  etwas  geändert 
wird.  Oersted  hatte  jedoch  Unrecht.  Denn  setzen  wir  voraus,  dass  das 
Pi^zometer,  anstatt  mit  Wasser  gefüllt  zu  sein,  ganz  und  gar  von  Glas  sei, 
10  ist  klar,  dass,  wenn  man  dasselbe  von  aussen  drückt,  der  Druck  sich  auf 
den  innem  Kern  fortpflanzt  imd  dessen  Volumen  nach  den  Gesetzen  der 
kubischen  Compression  vermindert.  Die  Capacität  der  Hülle  muss  sich  dem- 
nach um  die  js^leiche  Grösse  ändern.  Ganz  dasselbe  muss  nun  aber  auch 
der  Fall  sein,  wenn  das  Gefäss  mit  Wasser  geftlllt  ist;  denn  so  wie  in  dem 
eben  betrachteten  Falle  der  Kern  von  der  Hülle  einen  Druck  erfährt  und 
nach  seiner  Zusammenpressung  einen  ganz  gleichen  Gegendruck  ausübt,  die 
HfiUe  also  ganz  genau  so  stark  nach  innen  wie  nach  aussen  gedrückt  wird, 
10  auch  hier,  wo  der  feste  Kern  durch  Wasser  ersetzt  ist;  die  Hülle  erfährt 
Reiche  Drucke;  sowie  also  in  dem  Falle  des  festen  Kernes  eine  Volumver- 
iBderong  einträte,  so  muss  sie  es  in  diesem  Falle  auch. 

Nennen  wir  demnach  die  Capacität  des  Pife*zometers  F,  P  den  ausge- 
ttt^  Druck,  X  den  Compressionscoefficienten  des  Wassers,  so  würde  bei 
finzimverändertem  Gefässe  die  Volumvermindenmg,  welche  man  beobachtet, 
«r.p  sein.  Da  aber  das  Geföss  comprimirt  wird,  so  beobachtet  man  eine 
Heinere.  Ist  nämlich  C  der  kubische  Compressionscoefficient  des  Gefösses, 
•0  Tormindert  sich  dessen  Volum  um  C  ,  P  ,  F,  und  dadurch  muss  die 
Flflggi^eit  im  GefUsse  steigen.  Die  beobachtete  Contraction  w  ist  die 
Kfferenz  beider: 
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Man  beobachtet  alHO  die  Differenz  zwischen  dem  CompreeBionscoef- 
ficienten   de»  Wassers   und    dem   kubischen   CompressionscoefGcienten  des 


Colladon  tmd  Sturm  wiesen  diesen  Irrthum  in  Oersted's  Versuchen  naeb 
und  untemabiuen  es,  ihn  zu  corri^ren').    Sie  stellten  eine  grosse  Bedhe  vob  i 
Vemucken  mit  einem  dem  Oersted 'sehen  sehr'  ähnlichen  Apparate  (Fig.  72)  - 


an.  Ein  PiC/zonieter  A  wurde  wie  das  Oersted'schc  hci^eeteUt  und  gradoirt 
und  dann  in  ein  weites  Geföss  C  mit  starken  Wänden,  welches  mit  Vfaettt 
gefüllt  war,  eingenchlüsrien.  Letuterea  diente  als  Compressionsapparat.  D* 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  sie  das  Pit-zometer  horizontal  legta 
lind  den  ausgeübten  Druck  mit  einem  fein  getheiltcn,  langen  und  deshalb 
sehr  empfindlichen  Quecksilbeimanometei'  KJ  maassen.  Dieser  Druck  wurd« 
mit  Hülfe  eines  Kolbens  ausgeübt,  dessen  IStlel  J  durch  ein  Seil  ge»^ 
wurde,  welches  um  eine,  durch  eine  Schraube  ohne  Ende  H,  beweglicbt 
Walze  gerollt  war. 

Colladon  und  Sturm  bemerkten  nun  bald  auch  einige  Fehlerquelloi. 
welche  an  sich  zwav  sehr  klein,  auf  das  endliche  Resultat  wegen  der  Kleia- 
heit  der  zu  messenden  Grössen  Jedoch  von  bedeutendem  EinÜuss  wuiden. 
Der  Index  von  Quecksilber  in  der  Itöhre  des  PiUzometers  bot  manche  Un- 
be^juemlichkeit,  er  adhorirtc  am  Olase,    bewegte    sich  nicht  regelmBsaig, 

')  Colladon  nnd&turffl,  Annalea  de  chiui.  et  de  phyB.  T.XXX\ap.  113.  Aacb 
Poggetid.  Annalen  XU,  39. 
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Eondem  spmngweiEe  bei  Vermehnmg  des  DruckeB.  Sie  wandten  deahalli 
einen  Tropfen  Schwefelkohlenstoff  oder  auch  eine  kleine  LuftsSule  an  iind 
erhielten  ao  regelm^sig  verlaufende  Versuche. 

Anderarseits  ist  das  PiSzometer  ein  wahres  Thermometer  und  wegen 
des  groBnen  GefKdaes  und  der  engen  Rühre  äogar  ein  sehr  empRndliches. 
Jede  Temperalnrandening  veranlasst  daher  eine  Bewegung  des  Index;  tind 
lU  jede  Zuaanunendrileliung  das  Wasser  erwärmt,  jede  Ausdehnung  wieder 
abkühll,  en  waren  die  beobachteten  Variationen  Reaiütate  sehr  verwickelter 
I  Natur.  Man  schaffte  diese  Störung  fort,  indem  man  das  Compreasionage- 
Kss  in  (<in  grosses  GefUsa  mit  Wasser  einschloss,  welches  dazu  diente,  die 
Temperatur  conatant  ?n  halten.  Die  Vorsuche  waren  daher  sehr  genan. 
Die  Messungen  mussten  indess  wegen  der  CompreaaifailitUt  des  Glases  coi-rigirt 
I  werden;  dazu  verfuhren  die  Physiker  folgendermaassen.  Sie  nahmen  einen 
UlftAKtal)  von  1  Meter  Lttage  und  13.3  Quadratmillimeter  Querscbnjtt, 
DioiMir  wurde  durch  ein  Gewicht  von  8  Kilogramm  gezogen  und  eine  Ver- 
llngernng  von  0"",06  beobachtet.  Er  würde  durch  das  gleiche  Gewicht  um 
üiaoviel  comprimirt  worden  sein.  Der  Druck  der  Atmoaphüre  ist  nun 
■nf  den  ijuadratcentimeter  l,03Dti  Kilogramm,  auf  jede  Endfläche  des  Stabes 
13,S  Quadratmilligr.,  somit  138*',3,  und  da  die  Verkürzung  des  Stabes  dem 
pressenden  Gewichte  proportional  ist,  so  folgt,  daaa  sich  der  St.ab  durch 
den  Druck  einer  AtmospliBre  um  O"",«!»!  verkürzt.  Dies  ist  die  lineare 
Onnjireasibilität  für  ein  Meter  LRnge  und  den  Druck  einer  Atmosphäre. 

(^olladon  und  Sturm  nahmen  nun  an,  dass  ein  Druck  auf  die  End- 
lllclien  nur  eine  Verkürzung  des  Stabes  imd  keine  andere  VerUndenmg  der 
Gestalt  oder  des  Querschnittes  bewirke.  Wenn  mm  nach  dieser  Hypothese 
ein  Druck  auf  die  ganze  Oberflftche  ausgeübt  wird,  so  muas  sich  der  Stab 
ih  allen  Sicbttmgen  hin  gleiebniüssig  verkürzen.  Die  Ltoge  /  wird 
(  (! — 0,iH)«M)u),  der  Radius  der  Basis  wird  r  (1—0,00(10011),  und  das  nr. 
,  iqirangliche  Volumen  rn^l  geht  sonadi  über  in  ar'l  (1—0,0000011)*  oder 
■uBlierad  mit  VemachlSssignng  der  zweiten  und  dritten  Potenzen  in 
»f^  (1—0,0000083).  Die  kubische  Compression  wäre  sonaob  die  dreifache 
Tcn  der  linearen. 

Wir  sahen  jedoch  vorhin,  dass  ein  Stab,  der  in  seiner  einen  Richtung 

aminengedrllckt  wird,  zugleich  eine  Vergrflsaenmg  des  Querschnittes  cr- 

t;  deshalb  ist  die  vorstehende  Entwicklung  nicht  exakt  imd  die  Correction 

Kowia  die  von  (.'olladnn  und  8t\irm  gegebenen  Zahlen  für  die  Compressilii- 

i  der  Flüssigkeiten  zu  ^oss. 

Verauolie  von  Begnault').    Hegnault  wurde  durch  andere  Fragen 

danuf  geführt,  sich  eingehend  mit  diesem  Gegenstände  zu  beschäftigen,  und 

',   wiiui  naiib    einer  ganz  neuen  Methode  unternommenen  Versuche  gestatten 

'   M,  Iwüdn  C.Vimpresslbilitaten,  die  der  FlDsaigkeit  und  die  des  GefUases  m- 

'   l^ticb  XU  iiii-saen.    Er  gibt  dem  Pii'zometer  A  eine  genau  bestimmbare  geo- 

BMtmche  Gentalt,  einer  Metallkugel  von  bokannt«m  innem  und  Ituasum 

I    Ettdias  oder  einea  Cylinders  mit  ebenen  oder  halbkugel  formigen  EndtUchen, 

,    wie  in  i'ig.  13.    An  ilaa  GefOss  ist  eine  gut  calibrirte  GlaarOhre  CD  ange- 
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eetzt,  die  ihrer  ganzen  LSnge  nach  getheilt  iat,  und  deren  Votnmi 
nisee  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  bestimmt  sind. 

j,,^  j,  Man  schtiesst  nim  das  GefSes  dee 

meters  in  einen  mit  Wasser  angefüllten] 
cylinder  B ,  der  durch  einen  mittels  Seh 
befestigten  Deckel  verschlossen  ist. 
eine  Oeffnung  des  Deckels  reicht  de 
des  PiSzometera  aus  dem  Geßlsse  herV' 
mit  Kitt  in  der  Oefiaong  befestigt  isi 
Innere  der  Röhre  kann  an  ihrem  oben 
durch  einen  Hahn  i)  mit  der  freien  '. 
Verbindung  gebracht  und  dem  Druc 
Atmosphäre  ausgesetzt  werden.  Dor 
Hahn  E  und  die  Röhre  EF  kann  das 
der  Röhre  CD  aber  auch  mit  einem  mit  i 
■  mirter  Luft  gefUllten  Geffisse  in  Verb 
gebracht  and  bo  beliebig  einem  t 
Drucke  ausgesetzt  werden  oder  nicht, 
die  Rühre  FG  kann  nun  dasselbe 
mit  comprimirter  Luft,  wenn  der  B 
geöffiiet  und  H  geachloBsen  ist,  auct 
Druck  auf  das  Wasser  des  GetVsses  £ 
Üben. 

Man  kann  somit  1}  auf  das  Pi?i 
einen  ftussem  Druck  auBDben,  indem 
schliesst,  G  und  D  öfinet  und  H  schliesst;  2)  einen  innem  und  I 
Druck  ausüben,  wenn  man  H  und  D  schliesst,  G  und  E  öfhet;  '. 
kann  einen  innem  Druck  allein  Üben,  wenn  man  D  und  G  schliesst, 
E  öffnet. 

Man  vollführt  nach  und  nach  alle  drei  Compressionen. 
L  Man  comprimirt  das  Wasser  im  Gefltss  SB.  Diesen  Versuch 
wir  schon  §.  52  beschrieben  bei  Betrachtung  der  kubischen  Comp 
litBt.  Die  Flüssigkeit  im  PiC'zometer  unterliegt  keiner  Einwirkung;  i 
Oef^s  ist  comprimirt,  sein  Volumen  verkleinert,  die  Flüssigkeit  stei 
Bezeichnen  wir  die  eingetretene  Volum  Verminderung  mit  jJV,  so  i.' 
§.  52  für  den  Fall  der  Kugel 

dV        »  1  — 11  S,'         _ 


Die  Beobachtung  liefert  uns  den  Wertb  von  n  und  daraus  an 
des  kubischen  Comp  res  Bions^coefhcionten  des  Geftisses 

lt.  Man  übt  innen  und  aussen  den  gleichen  Druck  P  aus;  da 
obachtet  man  die  Volumverminderung  der  Flüssigkeit,  weniger  d 
Gel^ses.  Bezeichnen  wir  den  CompressionscoefÜcienten  der  Flui 
mit  x,  BO  erhalten  wir  ftlr  die  Volum vermindening  der  Flüssigkeit  s 
Gleichungen  des  §.52  ^  v  =  x    P    V- 

denn  die  Flüssigkeit  ist  eine  massive  Kugel,  somit  der  Radius  B^  de 
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giebfa  NnlL    Darnach  ist  auch  die  Constante  &  =  0,  und  der  Werth  von 
^fj  redncirt  sich  auf  das  oben  hingeschriebene  Glied. 

Um  die  Volumverminderung  des  Gefösses  zu  erhalten,  haben  wir  in  den 
Hrichangen  des  §.  52  P^  =  Pq  zu  setzen.    Damit  wird 

•nit  die  Volumverminderung 

Jv^=  3^-^?^P.  V=  C^P  ,V. 

Die  in  diesem  Falle  überhaupt  beobachtete  Verminderung  des  Volumens 
nr  ist  die  Differenz  zwischen  der  Verminderung  des  Volumens  der 
Ihogkeit  und  jener  des  Gefässes, 

jV  =  Jv,  —  J  i.  =  x  pv—apv, 

p^y  —  *        ^i>  *  —  P.  F    '    ^' 

Da  der  erste  Versuch  C^  geliefert  hat,  können  wir  aus  diesem  den 
von  X  berechnen. 

in.  Der  dritte  Versuch  liefert  eine  Controle  der  beiden  erstem;  man 
den  Druck  P  nur  im  Innern  aus.    Die  beobachtete  Volumänderung  JV 
her  von  der  Compression  der  Flüssigkeit  und  der  Ausdehnimg  des 
,  erstere  ist  wie  oben 

Joi  =  kPV. 

Die  Ausdehnung  des  Gefösses  erhalten  wir  aus  den  Gleichimgen  des 
S2,  indem  vnr  P^  gleich  Null  setzen;  damit  wird  dieselbe 

I  ^v  —  ir.v  X^j^^f,  •  ij^s_jj^8-t-  2k  P/-Ä/)' 

I»  auch  9  wenn  wir  K  und  k  durch  /i  und  E  ausdrücken, 

^K  — i'Kjx-t-d  i'(2?,»-U„»)  I 

Da  nun  die  bei  dem  ersten  Versuch  beobachtete  Volumänderung  war 

femer  bei  dem  zweiten  Versuche  die  VolumUnderung  sich  ergab 

folgt 

Es  niuss  somit  die  VolumUnderung  bei  dem  dritten  Versuch  gleich 
r  Sanune  der  Volimi&nderungen  bei  dem  ersten  und  zweiten  Versuche 
B,  riwa  Relation,  welche  Regnault  bei  allen  seinen  Versuchen  auf  das  ge- 
mte  bestätigt  fand.  Für  die  Compressibilität  des  Wassers  erhält  man 
I  den  Versuchen  Regnault's  mit  der  Kupferkugel 

X  =  0,0000477, 
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aus  den  Versuchen  mit  der  Mossingkugel 

X  =  0,0000479, 
wobei  als  Einheit  des  Druckes  derjenige  einer  Atmosphäre  vorausgesetzt  ist 
Nehmen  wir  auch  hier  als  Einheit  des  Druckes  den  eines  Kilogramms 
auf  das  Quadratmillimeter,  so  haben  wir  diese  Zahl  durch  0,010336  zu  divi- 
diren,  dann  wird 

X  =  0,004624;  E=-  =  216,2. 

w 

Später  hat  Grassi  ^)  mit  den  Regnault'schen  Apparaten  eine  Anzahl  von 
Flüssigkeiten  untersucht;  in  der  folgenden  Tabelle  sind  die  von  ihm  ge- 
fundenen Werthe  zusammengestellt.  Die  Werthe  von  x  beziehen  sich  auf 
den  Druck  einer  Atmosphäre. 


Name  der  Flüssigkeit 


Zusammen- 
Temperatur  ]  drückbarkeit 
!  %  für  Atm. 


Quecksilber  .    .    . 

Wasser 

id 

id 

id 

id 

id 

id 

id 

id 

id 

id 

Aethylathcr  .    .    . 
id.  .    . 

id.  .    . 

id.  .    . 

Aethvlalkohol  .    . 
'id.  .    . 

id.  .    . 

id.  .    . 

Methylalkohol  .    . 
Chloroform    .    .    . 
Chlorcalcium  Lösung 
id.  id. 

id.  id. 

Kochsal/.  id. 

id.  id. 

id.  id. 

.lodkaliuin  id. 

Natronsalpeter  id. 


'  1 

2 
o 

Art 

1 
•> 


So<lii 
Meerwasser  . 
S<)^+  2110. 
SO»  4-  ;{HO. 
S03  +  IllO. 
S03  4.  5if(). 

SO^  +  fillO. 
Sü^  +  i^dio 


id. 


14,ß 


Druck  io  Atmo- 
sphären, aus  denen 

die  Zusammcn- 
drUckbarkeit  her- 
geleitet. 


0> 

0,00000295 

0,0 

0,0000503 

1,5 

515 

4,8 

4syj 

10,1 

48(» 

KM 

477        i 

18,0 

•i«3     i 

-16' 1 

25,0 

458 

34,5 

4.13 

43,0 

4Lf 

53,0 

4U 

0,0 

0,0<X»111 

0,0 

131        i 

14,0 

140 

13,8 

1.53 

7,:i 

0,0<NK)82M 

7,3 

8,53 

13,1 

!N»4 

13,1 

!KH        ; 

13,5 

0,0(NN>i»i3 

8,5 

0,(MNNI«25 

17,5 

U,0(MI03(»« 

15,H 

»H> 

41,25 

221» 

18,5 

321 

1H,1 

257 

30,« 

2«n 

1 5,5 

2«o 

18,1 

205 

1«,« 

207 

17.5 

43« 

13,« 

242 

11,« 

2.V» 

ir»,5 

271 

14,7 

270 

14,s 

2»«3 

315 


3,4i« 
7,820 
l,5«t) 
8,362 
2,302 
0,4»Ä 
1,570 
8,y7 
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Als  Elasticitätscoefficienten,  bezogen  wie  bei  den  festen  Körpern  auf 
Silpgramm  und  Quadratmillimeter, 

-,          0,010336 
J*j  = ) 

X 

Hürden  sich  hieraus  ergeben 

für  Quecksüber      bei    0"    C.      E  =  3508 


„    Wasser  „      0®     „     ...    205 

-|  qo  i 

ROO 


„    Aethyläther       „      0^    „ 

140 

«  «  V        •'■^  11 

„    Aethylalkohol  „       7^    „ 

1^  1 


217 
234 
93 
74 
124 
114 
113 
165. 


„    Methylalkohol   „    13,5  „ 
„    Chloroform        „      8,5  „ 

Bei  Wasser  nehmen  die  Compressionscoefficienten  mit  steigender  Tempe- 
itur  ab,  die  Elasticitätscoefficienten  wachsen,  bei  den  übrigen  Flüssig- 
eiten  wachsen  die  Compressionscoefficienten,  es  nehmen  also,  wie  bei  den 
*sten  Körpern,  die  Elasticitätscoefficienten  ab. 

Aus  den  Beobachtungen  am  Aethylalkohol  und  Aethyläther  würde  sich 
as  merkwürdige  Resultat  ergeben,  dass  die  Compressibilität  mit  wachsendem 
irucke  zunähme,  ein  Resultat,  welches  die  elastischen  Eigenschaften  dieser 
lüssigkeiten  wesentlich  von  dem  der  festen  Körper  imterscheiden  würde. 

Diese«  Resultat  scheint  durch  die  Versuche  von  Amaury  und  Descamps  ^) 
)wie  Cailletet*)  nicht  bestätigt  zu  werden.  Die  beiden  ersten  Physiker 
iben  bei  Drucken,  die  zwischen  1  und  10  Atmosphären  varürten,  gleiche 
id  nahe  dieselben  Compressionscoefficienten  erhalten  wie  Grassi  bei  ge- 
ngem  Drucken,  so 

für  Alkohol         bei    0®  x  =  0,0000835 
„        „  „    15^  .    .    0,0000911 

„    Aethyläther  „      0^  .    .    0,000109 
„  „  „    14"  .     .     0,000128. 

Cailletet  hat  die  Compressionen  einiger  Flüssigkeiten  bis  zu  mehreren 
ndert  Atmosphärendrucken  verfolgt.  Das  Verfahren  Cailletets  war  dem 
a  Oersted  ähnlich;  er  comprimirte  die  Flüssigkeiten  in  einem  Piö'zometer, 
Iches  sich  im  Innern  eines  mit  Wasser  gefüllten  GefUsses  befand.  Die 
mpression  wurde  dadurch  gemessen,  dass  die  Innenfläche  der  engen  Röhre 
rgoldet  wurde,  und  nun  der  in  die  Röhre  eindringende  Quecksilberfaden 
3  Gold  so  weit  auflöste,  als  er  in  der  Röhre  vordrang.  Nach  Beendigung 
9  Versuches  konnte  dann  die  während  der  Wirkung  des  Druckes  einge- 
itene  Volumverminderung  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  das  Piözo- 
»ter  mit  Flüssigkeit  einmal  bis  zu  der  Stelle  füllte,  bis  zu  welcher 
5  Vergoldung  erhalten  war,  das  Gewicht  dieser  Flüssigkeit  bestimmte, 
mn  das  Pi^zometer  bis  zum  Ende  der  Röhre  füllte  und  nun  das  Gewicht 


')  Amaury  und  Descamps,  Comptes  Rcndu«.   T.  LXVllI.  p.  1664. 
>)  Caületety  Comptes  Rendua.   T.  LXXV.  p.  77. 


der  »o  lUs  ganxe  PiüKometer  füllenden  FlUHHigkeit  lietiUmmie.  Der  Quotienl 
aiis  der  Differenz  dieser  beiden  imd  dem  zuletzt  gefundenen  Gewichte  gibt 
dann,  wie  bei  den  Vert^ucfaen  vonOersted,  die  scheinbare  Compression.  Dm 
ans  dieser  den  waliren  C'ompressionscoefKcienten  zu  erhalten,  hat  man  ed 
dem  Quotienten  aus  dei'  gefundenen  Compresxion  und  dem  Drucke,  der  sie 
hervorbrachte ,  den  kubischen  t'ompreüsionscoeffidenten  des  Glase»  zu  addiren. 
Die  Drucke  wurden  mit  einem  Druckmesser  bestimmt,  den  wir  im  §.  61 
bes4.'hreiben  werden.  CaiUetet  begnügt  sich  damit,  die  scheinbaren  Compree- 
i;ionscoeflicicnten  tHlr  1  Atmosphäre  anz\igeben;  dieselben  sind  in  folgender 
Tabelle  unter  k,  EusainjuengesteUt;  die  in  der  letzten  Colimine  der  Tabelle 
verzeichneten  Werthe  des  wahren  Uompreusirinflcoefficienten  k  habe  ich  daraus 
abgeleitet,  indem  ich  den  aas  Ke^naults  Beobacbtnngen  {%.  b'2)  berechneten 
kubischen  ComprosaionBCoefficienten  des  Glases 
C  =  0,00000185 


fUr  eine  AtiuosphUre  Druck  i 


,  bimnaddirt  habe. 


Name  der  FlQwigkeit 

■lemi.t.- 
ratur 

"l 

Mt  tat. 

• 

WitMcr 

Schwcri.|kohI..n»t<)ir  .    .    . 
Authjlalkohol 

Aethjläther     !       '    !    .   ! 

8"C. 

10    ,. 

g.O.KN)l.M 

0,U1K«US.P 
O.UUD.>«S 
0,00U«7U1 

0,«io<Kn»i 

O.UOUtMU 

70ft 
(507 

nt 

305 
680 
630 

0,<inni>4iv» 

0,«>.l«.B« 
O.VOUMMft 
O.IMtWIlM 

O.iMugitM 

ti.OUVUM 

Der  filr  Wasser  und  Aethyl&tber  erhaltene  Werth  stimmt  sehr  gai 
mit  dem  von  Grassi  gefundenen;  der  fUr  Alkohol  gefundene  ist  betrSrJitlick 
kleiner,  wais  ohne  Zweifel  darin  seinen  Grund  hat,  dass  der  von  Caillatet 
benutzte  Alkohol  sehr  wasserhaltig  gewesen  ist;  er  gibt  dessen  specifische« 
Gewicht  KU  0,858  an,  was  einem  ziemlich  wasserhaltigen  Alkohnl  entxprichL 
Die  drei  filr  den  Alkohol  gefundenen  Werthe,  von  denen  der  letzte  noch 
dazu  einer  um  2"  hohem  Temperatnr  entspricht,  wodurch  die  ganze  Zu- 
nahme des  dritten  Werthes  gegen  den  zweiten  erkifirt  wird,  zeigen  keines- 
wegs ein  derartige))  Wachsen  der  Compres«ion  mit  steigendem  Druck,  wie 
man  es  aus  den  Beobachtimgen  von  Grausi  schliesisen  mUsste.  Man  wird 
daher  zunächst  noch  dieses  eigen thitmlicbo  Verhalten  der  FlUtisijjkeiteB  in 
Zweifel  riehen  mÜBsen. 

§.  fi:i. 

EydroBts  tisch  er  Druck.  Die  im  §.  61  abgeleitete  Gleichung  Ober 
die  im  Innern  einer  Flltssigkoit  vorhandenen  Drucke  setzen  un^i  in  den  ätand, 
das  Verhalten  einer  Flüssigkeit  in  einem  offenen  GefStise  und  die  in  der- 
selben vorhandene  Vertbelliing  der  Drucke  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  zunächst  an ,  dass  die  Flüssigkeit  nur  der  Schwor»  ubIat- 
worfen  sei,  so  ergibt  sich  als  erste  Folge  jener  Gleichung,  ilasa  die  Obwr- 
flKche  der  Flüssigkeit  eben  und  horizontal  sein  muss.  Als  Bedingung;,  daiw 
die  Oberditche  einer  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  ist,  ergibt  sit^  Bfimljcb 


f  ». 


Hydrostatii^cher  Dnick. 
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nmittelbar,  dass   die  auf  irgend  einen  Punkt  der  Oberfläche  wirksamen^ 
der  OberflSche  parallelen  Krilfte,  sich  gegenseitig  aufheben  müssen.    Denn 
wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  so  wird  die  Flüssigkeit  sich  nach  der  Richtung 
der  grossem  Kraft  bewegen  müssen.    Dieses  Aufheben  der  der  Flüssigkeit s- 
lliche  [parallelen  Drucke  findet  aber  nur  dann  statt,  wenn  die  vorhandenen 
Dmcke  normal  sind  zur  Oberfläche  und  an  allen  Stellen  derselben  gleiche 
GrSsse  haben.    Denn,  sind  die  Drucke  nicht  normal,  so  haben  sie  eine  der 
FlSehe  parallele  (Komponente,  welche  demnach   das  Gleichgewicht   stören 
wflrde;  sind  die  Drucke  aber  an  verschiedenen  Stellen  verschieden,  so  tritt 
ebenfalls,  wegen  der  nach  allen   Richtungen  gleichmässigen  Fortpflanzung 
des  Druckes,  eine  der  Oberflache  parallele  Kraft  auf,  welche  nicht  durch 
einen  Gegendruck  aufgehoben  wird.    Diese  zwei  Bedingungen  fallen  also 
streng  genommen  in  eine  zusammen,  da  bei  Flüssigkeiten  immer,  wenn  die 
Dmcke  an  allen  Stellen  einer  Fläche  dieselben  sind,  die  Drucke  normal  zur 
Oberfläche  sind.    Derartige  Flächen,  in  welchen  der  normale  Dnick  an  allen 
Stellen  derselbe  ist,  nennt  man  Niveauflächen.   Damit  können  wir  also  als  die 
Gleichgewichtsbedingung  einer  freien  Flüssigkeitsoberfläche   den  Satz  auf- 
stellen, dass  dieselbe  eine  Niveaufläche  sein  muss. 

Wir  erhielten  nun  §.61  ganz  allgemein  für  den  auf  die  Flächeneinheit 
im  Innern  einer  Flüssigkeit  wirkenden  Druck,  wenn  in  derselben  irgend 
eine  andere  Fläche  einen  Druck  erhält,  der  für  die  Flächeneinheit  p^  ist, 

venn  d  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  und  h  der  verticale  Abstand  des 
Flichenelementes,  auf  welchem  der  Druck  für  die  Flächeneinheit  j)  ist,  von 
jenem  bedeutet,  auf  welchem  der  Druck  2>o  ^»f^* 

Es  gehören  nun  alle  diejenigen  Flächenelemente  zu  einer  Niveaufläche, 
fÄr  welche  p  einen  und  denselben  Werth  hat,  für  welche  also 

|)  =  j>Q  -f-  ri .  /<  =  const. 

In  einer  gegebenen  Flüssigkeitsmasse  ist  deomach  für  alle  Elemente  p 
eoBstant,  für  welche 

h  =  const., 

deren  rerticale  Abstände  von  einem  gegebenen  Punkte  alle  gleich  sind; 
da«  ist  aber  eine  horizontale  Ebene.  Da  somit  die  Niveauflächen  die  hori- 
nmtalen  Ebenen  sind,  so  muss  auch  die  freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit 
eine  horizontale  Ebene  sein. 

Ganz  dasselbe,  was  von  der  freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  gilt, 
das  gilt  auch  für  die  Grenzfläche  zweier  nicht  mischbaren  Flüssigkeiten  ver- 
seluedenen  speciflschen  Gewichtes,  welche  über  einander  geschichtet  sind; 
^  diese  muss  eine  horizontale  Ebene  sein.  Es  ergibt  sich  das  so  unmittel- 
^  aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze,  dass  die  Niveauflächen  in  einer 
'tosgigkeit  horizontale  Ebenen  sein  müssen,  dass  es  überflüssig  sein  wird 
^Beweis  besonders  zu  führen. 

Den  letztem  Fall  finden  wir  in  der  Regel  in  der  Natur  realisirt,  in- 

•ö  auf  den  in  unsem  GefUssen  vorhandenen  Flüssigkeiten  die  Luft  liegt 

"^1  wie  wir  ini  nächsten  Kapitel  nachweisen  werden,   auf  die  Oberfläche 

leicht  mesabaren,  in  jedem  Flächenelement  gleichen  Druck  ausübt. 

Aiu  dem  sieben  bewiesenen  Satze,  dass  die  Niveauflächen  im  Innern 
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einer  PlUsnigkeit  horizontale  Ebenen  sind,  er^bt  sich  feiner,  dasti  in  äner 
horizontalen,  Ourch  die  Flüssigkeit  gelegten  Ebene  der  Druck  auf  jedes 
FlSchenelement  derselbe  und  zwar  gleich  dem  Drucke  der  Flübsigkeits- 
sKule  sein  mnsa,  welche  «ich  über  diesem  Piachenelement  befindet.  Sehen 
wir  nSmlich  von  dem  Dnieko  der  Luft  ab,  m  gibt  uns  unsere  Gleichung, 
dass  der  auf  die  Flilchoneinheit  einer  Ebene,  welche  in  dem  Terticalen  Ab- 
stände b  unter  der  Oberflilche  der  Flüssigkeit  sich  belmdet,  wirkeama 
Druck  p  gegeben  iet  durch  den  Ausdmck 
P  =  ä.h. 

Hat  die  FlKche  im  Innern  der  FlUasigkeit  die  (^ir^isse  s,  so  hat  der 
auf  ihr  lastende  Druck  den  Werth 

p  .s  =  8 .d .h; 

er  iet  also  gleich   dem  Dnicke  einer  FlUssigkeitsaltnle,  deren  Querschnitt 
in  ihrer  ganzen  Höhe  Rleich  s  ist,  und  deren  HShe  gleich  h  ist-. 

HicrauR  folgt,  ein  merkwürdiger  unter  dem  Namen  des  hydrostatischen 
Paradoxons  schon  von  Paecal  aiisgesii rochener  Satz,  der  Satz  ntlmlich,  dasB 
der  Druck,  welcher  auf  dem  Boden  eines  Geffisaes  wirkt,  nur  abhSngig 
ist  von  der  Grösse  der  BodenflKche  und  von  der  Hübe  der  Flüssigkeit  im 
GetUsse,  nicht  aber  von  der  Menge  der  im  GeKsse  enthaltenen  FlttseigkeiL  , 
Dieser  Satii  i^t  in  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  unmilteibar  erbalten, 
welche  zeigt,  Hasa  der  Dnick  auf  eine  FJUche  «,  in  einer  gegebenen  Flüssig* 
keit  nur  abhUngig  ist  von  der  Grßsse  der  Flache  und  der  Höhe  h  der 
Flflssigkeit  über  der  Fläche.  Haben  wir  denmach  Gefiis»ie  verschiedener 
Form,  wie  etwa  Fig.  74,  aber  dtets  gleicher  BodenfiKche.  so  ist  der  Drack 
auf  die  BodenflSche  immer  dernelhe,  wenn  die  Geflli'ue  bin  zur  gleichen  Hflhs 
h  mit  derselben  Flüssigkeit  geflllll  sind,  einerlei  ob  die  Geflteae  sich  oben 
j.,     ,^  erweitern    oder    ver- 

I  a  M  V       engem,  ob  sie  senk- 

'r  rechte  oder  geneigt« 
'  Wunde  haben;  der 
^  Druck  tsiimmergloich 


Gewichte     dar 
:sigkeit«iiBule, 
*  ■»  SA  BA  ■       welche     tiberall     dea 

Querschnitt  .<  der  BodenflKche  und  die  Höhe  h  bat. 

Man  kann  diesen  ßat«;  leicht  mit  dem  Ap[>arate  Fig.  75  navhweJMa 
and  so  gleichzeitig  den  ex perim enteilen  Beweis  des  allgemeinem  Snbw* 
liefern,  dass  auf  die  Flliuheneinheit  einer  in  der  Tiefe  h  unter  der  Ober- 
flilche liegenden  Ebene  ein  vertical  abwHrls  gerichteter  Druck  wirkt,  der 
gleich  ist  dem  Gewichte  eines  FlilssigkeitscyUnders.  dessen  Quonicbiütt 
gleich  der  Flltcheneinheit  und  dessen  Höhe  gleich  h  ist. 

Auf  einem  hohlen  metallischen  Oylinüer  A  (Fig.  15)  können  GftfIteM  ^ 
verschiedener  Form  Q,  (/.  Q"  wasserdicht  au  fgei^cb raubt  werden.  Di«  Ob- 
l&ise  Bind  unt«n  offen;  in  dem  Cylinder  A  befindet  sich  aber  ein©  Platt«, 
auf  welcher  die  Messingfa-^simgen  der  Gefllsae  unl'>n  aufgepasst  sind.  Das 
Boden  der  GetXsse  bildet  dann  ein  in  diese  Plntle  genau  eingeschliffenM 
koniacbes  Ventil  k,  welchem  sich  von  unten  nach  oben  öflhen  kann.    Wenn 
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nnn  in  das  Get&aa  Q  Flüssigkeit  bis  zu  einer  bestimmten  Marke  eingefllllt 
ißt,  80  wird  das  Ventil  durch  das  Gewicht  der  FlüS()igkeit  fest  in  die  Platte 
räigedrllckt  und  wasserdicht  geschlossen.  Das  Ventil  kann  dann  geiiffnet 
werden  durch  einen  an  dem  gleicharmigen  Hebel  //  befestigten  Stift  s,  der 
das  Ventil  berührt.  Wird  in  die  Wagschale  ein  Gewicht^  gelegt,  so  treibt 
der  Stift  dM  Ventil  mit  einem  dem  Gewichte  p  gleichen  Drucke  in  die 
Hohe;  ist  nun  dieser  Druck  etwas  grösser  als  der  von  oben  nach  unten  ge- 
richtete Druck  der  Flttssigkeü  auf  das  Ventil,  so  öffnet  sich  dasselbe,  und 
die  FIOBsigkeit  fliesst  in  das  den  hohlen  Cylinder  A  umgebende  Geffiss. 


Eh  bedarf  nun,  welcheH  der  (iefilsse  Q,  (/,  Qf'  man  auch  anwendet, 
et«ts  desselben  Gewichtes  j7,  um  das  Ventil  /.ii  heben,  wenn  man  nur  in 
allen  dreien  dieselbe  FlUsKigkcit  büs  zu  der  in  gleicher  KAhe  über  dein  Boden 
iKfindlichen  Marke  elnfUUt,  und  »war  ist  immer  das  Gewicht  p  Jenes  des 
Flitosigkeitscylinders  vom  Querschnitte  der  Bodenflllche  und  der  Hilhe  der 
Vurke  über  dem  Boden. 

Wie  wir  nun  schon  im  §.61  zeigten,  mlis^-en  imGleichgewiclitszuHtande 
die  auf  ein  Flächeneleraent  im  Innern  einer  PlilSHigkeit  wirkenden  Drucke 
Jieialben  sein,  welche  Richtung  auch  die  Normale  des  FlUchenelementes  be- 
sitat,  Ebenso  wie  demnach  auf  eine  hnrizontalo  Fläche  von  der  GriJsse  s 
M  verücal  abwärts  gerichteter  Druck  von  der  GrönNe  »tlh  wirkt,  ebenso 
Kn»  auch  ein  vertical  aufwärts  gerichteter  Druck  von  derselben  Grßsse 
»f  diese  FlSche  wirken.  Es  lüsst  sich  auch  dieser  Druck  leicht  durch  den 
^nsncb  uacbweiBen.  Wenn  man  nümlich  gegen  da»  untere  gut  abge- 
«UiBene  Ende  einer  Glasröhre  (Fig.  7I>)  eine  >Iest>ingi>latte  miltel.s  eines 
^k  die  Bohre  hindurchgehenden  Fadens   fest  anlegt  und   dann  dieses 
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Bohr  mit  äei  Platte  nacb  unten  in  ein  mit  WaBBer  gefülltes  GefSse  tancht, 
so  Bieht  man,  daes  die  Platte  fest  an  das  Glas  gedrückt  wird,  es  dringt 
y.^  ,^  keine  FlUgBigkeit  in  die  Röhre,  imd  die  Platt«  fBUt 

nicht  hinab,  wenn  man  den  Faden  losUset;  ein  Be- 
is,  dasB  im  Innern  der  Flüaaigkeit  ein  von  nuten 
1  nach  oben  gerichteter  Druck  vorbaadfoi  ist  Uan  kann 
tQ]  diesen  Druck  durch  einen  gleichen  in  entf^egengeBetzter 
Richtung  angebrachten  messen,  indem  man  in  die 
Bohre  uo  lange  Waaser  »chUttet,  bis  die  Platt«  herab- 
Mlt.  Dhs  geschieht,  wemi  die  Flttssigkeit  in  der  Röhre 
taut  genau  die  Höbe  hat,  welche  die  Flüssigkeit  im 
GefiiniHo  hat,  um  so  genauer.  Je  leichter  die  Platte  isL 
Es  folgt  weiter,  da»»  auch  ein  FlSchenelemeni 
der  Seiteowand  eines  Gefässes,  sei  sie  vertical  oder 
geneigt,  einen  Druck  erfahren  musa,  der  gleich  dem 
Gewichte  des  FlÜKsigkeitscylinders  ist,  der  das  FlScbenelement  Eur  Basis 
nnd  den  vertjcalen  Abstand  des  Elementeii  von  der  freien  OberflEUshe  zur 
Höhe  hat.  Diesem  Di'ucke  hült  der  durch  die  Festigkeit  der  Wand  be- 
wirkte Gegendruck  das  Gleichgewicht.  Dass  ein  solcher  Seitendnick  vor- 
handen iat,  kann  man  leicht  durch  den  Verbuch  nachweisen,  indem  man  an 
der  einen  SeitenwanJ  den  Gegendruck  durch  eine  Durchbohrung  der  Wand 
fortnimmt.  Dann  tritt  nicht  nur  eine  dem  innem  Drucke  folgende  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  ein,  sondern,  wenn  das  Geföss  wie  in  Fig.  77  be- 


weglich aufgestellt  ist,  tritt  eine  <lcm  noch  übrigen  Seitendruck  folgende 
Bewegung  ein.  Man  stellt  auf  einen  hinlänglich  starken  Schwimmer  von 
Kork  ein  mit  Wasser  gerilltes  Geftls»,  das  an  einer  Stelle  seiner  Seiten- 
wand eine  vorschliessbare  Oefl'nung  hat.  Tat  die  Oefhung  geschlossen,  so 
drückt  das  Wasser  gegen  Ä  eben  ko  stark  wie  gegen  Ä'.  Wird  nun  aber 
die  Äusflussöffnung  bei  A  geö&et,  so  kann  das  Wasser  an  dieser  Stelle 
dem  Druck  folgen  und  ausfliessen;  an  der  gegenüberliegenden  Stelle  bei  A' 
dauert  aber  der  Druck  fort,  und  diesem  Drucke  folgend  bewegt  sich  der 
Schwimmer  mit  dem  Gefässe  in  der  Richtung  AA'. 

Die   sogenannten  Reactionsräder   beruhen   auf   dieser  Wirkung  dea 
Seitendrucks;  sie  besteben  (Fig.  78)  aus  einer  weitem  mit  Wasser  gefttUten 
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Rohre  Ä^  welche  tun  eine  mit  ihrer  Axe  zusammenfallende  verticale  Axe 
sich  drehen  kann.  An  dem  untern  Ende  befinden  sich  zwei  oder  mehrere 
horiiontale  Ausflussröhren,  welche  in  demselben  Sinne  gekrümmt  sind. 
Beim  Ausfliessen  des  Wassers  aus  den  Oeffnungen  dieser  llöhren  treibt  der 
gegen  die  den  Ausfiussöflhungen  gegenüberliegenden  Wunde  gerichtete 
Druck  das  Bad  herum. 

Es  ist  naeh  Besprechung  der  einzelnen  Drucke  nicht  schwierig  den 
Druck  zu  bestimmen,  welcher  auf  irgend  ein  Flächenstück,  sei  es  im  Innern, 
sei  es  an  der  Wand  einer  Flüssigkeit  ausgeübt  wird;  es  ist  das  nur  eine 
Aufgabe  der  Bechnung.  Haben  wir,  um  das  an  einem  einfachen  Beispiel 
zu  zeigen,  ^ne  ebene  Wandfläche  von  rechteckigem  Querschnitt,  die  wir 
uns  vertical  von  der  Höhe  h  und  der  Breite  h  denken  wollen,  so  erhalten 
wir  den  Druck,  den  die  ganze  Wandfläche  erfährt,  in  folgender  Weise. 
Denken  wir  uns  in  der  Tiefe  x  unter  der  Flüssigkeit  einen  horizontalen 
Streifen  der  Wandfläche,  dessen  Höhe  dx  eine  so  kleine  ist,  dass  wir  ihn 
als  ganz  in  der  in  der  Tiefe  x  durch  die  Flüssigkeit  gelegten  Niveaufläche 
liegend  ansehen  können,  so  ist  der  Druck,  welcher  auf  diesen  Streifen  wirkt, 
gleich  dem  Produkte  des  auf  die  Flächeneinheit  der  Niveaufläche  wirkenden 
Druckes  und  des  Flächeninhaltes  des  Streifens.  Ersterer  ist ,  wenn  wir  an- 
nehmen, dass  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  kein  Druck  lastet,  gleich 
s  .  Xy  wenn  s  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  ist;  letzterer  laih  ,  dx. 

Der  auf  den  Flächenstreifen  wirkende  Druck  ist  somit 

s  ,  h  ,  X  .  dx. 

Der  auf  die  ganze  Fläche  wirkende  Druck  ist  die  Suumie  der  auf  alle 
einzelnen  Streifen  wirkenden,  welche  die  ganze  Fläche  zusammensetzen. 
Wir  erhalten  alle  diese  einzelnen  Drucke,  wenn  wir  x  nach  und  nach  alle 
Werthe  annehmen  lassen,  von  x  =  0  hm  x  =  h,  so  dass  der  ganze  Druck 

wird 

h 

P  =fs  h  ,  X  dx. 


Da  nun 
so  wird 


X  dx  =  }[  (x  -{-  dxy  —  ^  a:^, 


wenn  wir  mit  f  die  Grösse  der  Fläche  f=h.h  bezeichnen.     Der  Druck 
ist  also  gleich  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich 
der  Fläche  /"ist,  und  deren  Höhe  gleich  ist  der  halben  Höhe  der  Flüssigkeit, 
Zu  ganz  demselben  Satze  gelangt  man,   wenn  man   eine   Fläche  be- 
trachtet, welche  gegen  die  Verticale  geneigt  ist;  es  ist  immer  der  Druck 
glmch  einer  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich  ist  der  Wandfläche, 
^  deren  Höhe  gleich  ist  der  halben  verticalen  Entfernung  des    untern 
Bandes  der  Wandfläche  von  dem  Nrveau  der  Flüssigkeit. 

Ebenso  wie  den  resultirenden  normal  gegen  die  Wandfläche  gerichteten 
wrack,  können  wir  auch  leicht  den  Angriffspunkt  dieser  Resultirenden  be- 
'^en.  Die  auf  die  einzelnen  Flächenelemente  wirkenden  Drucke  sind 
*»nxtlich  parallel,  wir  haben  also  nur  den  Mittelpunkt  dieser  parallelen 
^'Äfc  aufzusuchen.  Zunächst  ist  klar,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  in  der 
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Halbirungslinie  der  rechteckigen  Fläche  liegt,  welche  wir  erhalten,  wenn 
wir  die  Fläche  durch  einen  verticalen  Schnitt  in  zwei  gleiche  Theile  tbeüen. 
Es  liege  der  Angriffspunkt  in  dieser  Linie  im  Abstand  X  von  der  obem 
Grenzfläche  der  Flüssigkeit;  bringen  wir  dann  dort  eine  der  Resultirenden 
gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  an,  so  ist  die  Fläche,  dieselbe 
als  frei  beweglich  gedacht  im  Gleichgewicht,  sie  nimmt  weder  eine  fort- 
schreitende noch  um  irgend  eine  Axe  eine  drehende  Bewegung  an«  Denken 
wir  uns  deshalb  etwa  durch  die  obere  Grenze  der  Flüssigkeit  eine  in  der 
Fläche  liegende  horizontale  Drehungsaxe  gelegt,  so  muss  in  Bezug  auf  diese 
die  Summe  der  Drehungsmomente  gleich  0  sein.  Die  der  resultirenden 
gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  liefert  nun  das  Drebungs- 
moment 

—  P.X 

worin  das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dass  das  von  dieser  Kraft  her- 
rührende Moment  die  Fläche  entgegengesetzt  dreht  als  die  vorhandenen 
Kräfte. 

Der  in  der  Tiefe  x  auf  ein  Flächenelement  von  der  Höhe  c/o"  wirkende 
Druck  ist 

s  ,h  .  X  dx-, 

das  von  diesem  hen'übrende  Drehimgsmoment  ist  somit 

X  .  s  .h  .  X  dx  =  s  .h  .  x^  (Ix. 

Die  Summe  aller  Drehungsmomente  erhalten  wir,  wenn  wir  in  diesem 
Ausdrucke  nach  und  nach  für  x  alle  Werthe  von  0  bis  Ji  einsetzen  und 
dann  alle  die  für  die  einzelnen  Elemente  erhaltenen  Werthe  summiren,  also 
in  der  Summe 

Js  h  0-^  dx. 


0 


Da  nun 


.3 


x^  dx  =  ^  { (x  +  (f-^f  —  ^ 
HO  ist  diese  Summe 

und  somit  wird  die  Gleichung  für  X 

P.  X  =  ^sh.h^ 

oder,  wenn  wir  nach  X  auflösen  und  gleichzeitig  für  P  seinen  Werth  ein- 
setzen , 

Der  Angriffspunkt  liegt  also  um  %  der  Höhe  der  Flüssigkeit  unter 
dem  obem  Niveau  derselben. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  für  alle  Flächen,  ebene  oder  gekrümmt«, 
den  resultirenden  Dmck  und  dessen  Angriffspunkt  berechnen,  wenn  auch 
die  Rechnungen  zuweilen  nicht  so  einfach  sind. 

§.  G4. 

Communicirende  Bohren.  Unsere  Ausfühnmgen  über  das  Gleich- 
gewicht der  Flüssigkeiten  waren  durchaus  unabhängig  von  der  Gestalt  der 
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Gefksse,  in  denea  die  Flüssigkeit  eathalten  ist.  Sie  haben  daher  auch 
GtÜtägkeit,  vemt  wir  dieselbe  in  zwei  GelUsae  vertheilen  und  diese  GefSase 
so  durch  eine  BShre  mit  einander  verbinden,  daaa  die  Flüssigkeit  in  beiden 
glädisam  nnr  eine  Masse  bildet.  Man  nennt  solche  Geß»»e,  weil  nie  meist 
in  RShrenform  angewandt  werden,  communicirende  Rühren.  Wenn  deni- 
BKb  in  beidtoi  Bohren  AS,  CD  (Fig.  79)  dieaelbe  FlUsaigkeit  enthalten 


.| 


st,  so  mnas,  da  die  Geftase  conimuniciren,  die  FltlaKigkeiten  also  eine  Maaae 
lüden,  die  Oberfläche  denselben  horisiontal  oder  in  beiden  Röhren  genau 
gleicher  Höhe  sein,  wenn  nicht  anf  eine  derselben  etwa  noch  ein  be- 
Raderer  Süsserer  Druck  ausgeübt  wird. 

Enthält  jedoch  die  eine  Rühre,  z.  li.  AB,  ehie  andere  Flüssigkeit  von 
ttt  Dichtigkeit  tt,  während  die  Flüssigkeit  in  der  ßöUre  CD  tUe  Dichtigkeit 
'hat,  so  mQsaen  die  OberflSchen  verschiedene  Hüben  haben.  Sei  z.  B.  in 
m  (Fig.  80)  zuerst  Quecksilber  gegossen  und  dann  in  die  Röhre  CDE 
Wasser,  üo  muss  das  Wasser  höher  stdben  als  das  Quecksilber  und  zwar 
Mviel  mal  höher,  als  es  »pecifisch  leichter  ist  wie  letzteres. 

Denken  wir  ans  eine  Scheidewand  in  mn  und  in  derselben  ein  £^e- 
.,  dessen  Grösse  wir  mit  o  bezeichnen  wollen.  Von  B  erhält  dasselbe 
i  Dnick,  der  gleich  ist  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule  von  der 
Bt^  o  lind  der  Höhe  II",  die  gleich  ist  dem  senkrechten  Abstände,  der 
durch  o  gelegten  Horizontalebene,  von  der  durch  Ä^  gelegten  Ebene,  also 
0eich  o  .  H"  .i(,  wenn  wir  mit  if  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbera  bezeichnen. 
Ton  der  andern  Seite  her  erhält  das  Flächenelement  o  einen  Druck  zunächst 
vcn  einer  Quecksilbersäule  von  der  Höhe  h,  welche  vom  Niveau  des  Flächen- 
itäckes  o  bis  CD  reicht,  und  von  einer  Waüaersäule  von  ebenderselben  Bauls 
mtd  der  Höhe  CE.  Nennen  wir  nun  die  Dichtigkeit  des  Wassers  d  und  die 
Höhe  CK,!!,  ao  ist  der  Druck,  den  das  Flächenstück  von  dieaer  Seite  her 
«Ohrt,  gleich  0  A  (f -|~  c -'^  t^  Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  luUssen 
Cese  Drucke  gleich  sein,  oder  es  muss 

oH'<r  =  olur  +  olld, 
oder 

(/r  —  h)a  =  Hd; 

■ennen  wir  nun  die  Differenz 

ir  —  A  =  NB  =  //", 
•0  masa 
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oder  die  beiden  Hdhen  H"  und  H  der  FlüsBigkeitea  aber  ihrer  Tren 
flitcbe  mtlssen  sich  verhalten  umgekehrt  wie  die  Dichtigkeiten  der 
Flüssigkeiten. 

In  Fig.  79  hält,  wie  wir  sehen,  die  kleine  Wassermuse  in  der 
CD  der  grossen  Wassermenge  in  AB  das  Gleichgewicht  Würde 
die  Waesermenge  AB  fortgenommen  und  anstatt  deren  ein  Kolben 
auf  die  dann  entstehende  Flüsaigkeitsoberflttche  gelegt,  so  müsste 
ein  der  Waaaersäule  AB  gleiches  Gewicht  haben,  um  den  in  der  Fl 
nach  oben  gerichteten  Druck  zu  aequilibriren.  Das  Gewicht  dieses  i 
zu  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  in  CD  verhält  sich  wie  die  Quere 
der  Bohren,  da  sich  so  das  Gewicht  der  FlUasigkeitasfiule  AB  zu  d 
ihi'  das  Gleichgewicht  haltenden  FlüssigkeitssUule  CD  verhält.  W( 
nun  auf  die  FlUasigkeit  in  der  engen  llöUve  einen  Druck  p  ausül 
müjjsen  wir,  wenn  der  Kolben  in  der  weiten  Röhre  diesem  Druc 
Oleichgewicht  halten  soll,  diesen  mit  einem  Gewichte  P  belasten,  < 
ebensoviel  mal  gTSsser  ist  wie^,  als  der  Querschnitt  von  AB  grO 
als  der  von  CD. 

In  Bramah's  hydraulischer  Presse  (Fig.  8l)  ist  dieser  Umst^ 
nutzt,  um  mit  kleinen  Kräften  grosse  mechanische  Effecte  zu  erzielet 
selbe  besteht  im  WeBcntlichen  aus  einer  kleinen  Druckpumpe  AB 
welche  man  Wasser  durch  die  Röhre  EF  in  die  weite,  durch  EF  i 
conununicirende  Rühre  C  pumpt.  In  diese  passt  wasserdicht  der  KoU 
Das  in  die  Rühre  C  gepumpte  Wasser  hebt  nun  den  Kolben,  der 
comprunirenden  GegenstÄnde  gegen  einen  festen  Widerhalt  drück 
kann  mit  einem  Drucke  von  1  Kilogramm  einem  Gewichte  von  IOC 
grammen,  wenn  der  Querschnitt  der  Röhre  C  zu  dem  der  Pnmpenrö 
im  Verhöltniss  von  1000  :  1  steht,  das  Gleichgewicht  halten.  Dadur 
zugleich  unser  Satz  bewiesen,  den  wir  anfänglich  ableiteten,  dass  be 
fiuasem  Drucke  auf  die  Flüssigkeit  eines  Gefösses  der  Druck  auf 
ein  Flächenstück  der  WandflSche  der  Grösse  desselben  proportional 


Bemerken  wollen  wir  hier,  dass  b 
mit  kleinen  KrSften   doch  auch  nur 


liesen  äusserst  grossei 
Uebertragung  der    Arbe 


Manometer  - 


n  Desgoffe. 
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I  an  solcber  eintritt;  denn  auch  hier  gilt  der  Satz  wieder,  was  an 
Wonnen  wird,  geht  an  Zeit  verloren.  Denn  soll  der  Kolben  D  um 
iinet«r  gehoben  werden,  m  '\si  eine  tausendmal  grössere  Bewegung 
ens  der  Pumpe  nöthig,  da  aus  dem  engen  Pumpenrohr  die  Waseer- 
das  weite  Bohr  geschafft  werden  muss.  Auch  hier  besteht  die  Olei- 
ass  das  Produkt  der  Kraft  in  den  Weg,  durch  welchen  aie  gewirkt 
h  ist  dem  Produkte  der  Last  in  den  Weg,  um  welchen  sie  gehoben  ist. 
Prinzip  der  hydraulischen  Fresse  ist  in  sehr  sinnreicher  Weise  von 
an^wandt,  um  grosse  Drucke,  etwa  die  in  der  hydraulischen 
irekt  zu  messen;  das  Manometer  ist  gewiss ennaassen  die  Umkehr 
anlischen  Presse.   Dasselbe  besteht,  wie  Fig.  82  in  perspectivischer 
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membran  ausgespannt,  welche  durch  den  aufgeschraubten  Ereifiring  f^ai 
gehalten  wird,  der  mit  Hülfe  der  Schrauben  so  fest  angezogen  ist,  dass  die 
Membran  das  Gefäss  V  nach  oben  hin  vollkommen  wasserdicht  absperrt  Auf 
der  Mitte  des  Stempels  D  steht  ein  Stahlcylinder  T,  welcher  dorch  eine  Stopt 
büchse  in  den  Hohlraum  des  Messingcy linders  C  eintritt,  der  mit  dem  die 
Kautschukmembran  befestigenden,  auf  das  Gefäss  aufgeschraubten  Hinge  toi 
einem  Stücke  gearbeitet  ist.  Der  Hohlraum  des  Cjlinders  C  steht  andererseÜB 
durch  die  Bohre  t,  welche,  wie  Fig.  83  zeigt,  durch  die  den  Hohlraum  dei 
Cjlinders  C  oben  abschliessende  Platte  hindurchgeführt  ist,  mit  dem  Raune 
in  Verbindung,  in  welchem  der  Druck  ausgeübt  wird,  also  etwa  mit  dem 
Hohlraum  C  der  hydraulischen  Presse  Fig.  81;  man  gibt  zu  dem  E^ 
wenn  man  den  Druck  in  der  hydraulischen  Presse  messen  will,  der  Wand 
derselben  eine  zweite  Durchbohrung,  an  der  man  das  Ende  der  Röhre  t 
gerade  so  ansetzt,  wie  bei  E  die  zur  Pumpe  führende  Röhre  angesetzt  ist 
Das  Geföss  V  communicirt  mit  seinem  untern  Theile  mit  der  seitlich  an- 
gebrachten Glasröhre  ÄB^  welche  vor  einer  Theilung  an  dem  an  dem  6e- 
fasse  V  befestigten  verticalen  Ständer  fest  angebracht  ist. 

Die  Methode  der  Messung  des  Druckes  ist  hiemach  leicht  zu  übersehet; , 
denken  wir  uns  die  Röhre  i  sei  mit  der  hydraulischen  Presse  verbunden,  ml, 
man  beginne  durch  Handhaben  der  Pumpe  die  Presse  in  Thätigkeit  zu  ve^j 
setzen.    Das  in  C  Fig.  81  eingepumpte  Wasser  fliesst  dann  gleichzeitig  durdil 
in  den  Hohlraum  des  Cylinders  C  (Fig.  82),  füllt  denselben  und  die  Röhre  1 
so  dass  die  Presse  und  die  Röhre  von  einer  zusammenhängenden  Wassei 
gefüllt  sind.   Die  obere  Basis  des  Stahlcylinders  2'  erhält  deshalb  einen  geDU.j 
ebenso  grossen,  vertical  abwärts  gerichteten  Druck,  wie  ein  ebenso  groeNl^ 
Stück  in  der  Wandfläche  des  Cylinders  der  Pumpe.    Ist  der  Druck  auf  dio 
Flächeneinheit  in  der  Presse  gleich  p  imd  die  obere  Basis  des  Cylinde»' 
T  gleich  5,  so  erhält  der  Stahlcylinder  den  vertical  abwärts  gehenden  DniA 
p  .  s    Dieser  Druck  wirkt  nun  durch  die  untere  Fläche  des  Cylinders  auf  dil 
im  Gefässe  V  enthaltene  Flüssigkeit;  bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der 
untern  auf  die  Flüssigkeit  drückenden  Fläche  des  Stempels  D  mit  S,  so  tf- 
gibt  sich  für  den  auf  die  Flächeneinheit  wirkenden  Druck  P  aus  der  Gleichungj 

p.s  =  P.S, 

Ist  also  der  Durchmesser  des  Stempels  D  etwa  lOmal  so  gross  als  der 
des  Cylinders  T,  so  würde  P  =  0,01  p  sein.  Durch  diesen  Druck  wird  der 
Stempel  J)  hinabgedrückt  und  dadurch  in  der  Röhre  AB  das  Quecksilbtt 
so  hoch  gehoben,  dass  der  Druck  der  gehobenen  Quecksilbersäule  auf  die 
Flächeneinheit  gleich  P  wird.  Ist  also  z.  B.  der  Druck  ^  gleich  100  Atmo- 
sphären, also  gleich  ICK)  .  1,033  Kilo  auf  das  Quadratcentimet^r ,  so  wird 
das  Quecksilber  in  AB  um  0,76  Meter  steigen,  da  der  Druck  einer  Queck- 
silbersäule von  dieser  Höhe  auf  das  Quadratcentimeter  1,033  Kilogramm 
beträgt.  Beobachtet  man  also  in  AB  eine  Erhöhung  des  Quecksilbers  um 
][  Atmosphären,  jede  gleich  dem  Drucke  einer  Quecksilbersäule  von  0,71 
Meter,  so  ist  in  der  Presse  der  Druck  in  Atmosphären 
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Durch  das  Herabdi'ückcn  des  Stempels  D  wird  die  Kautschukmombran 
iiBler  ilemselbeD  gesipannt,  und  auf  dJeae  mit  stärkerer  Ausdehnung  wachsende 
Bpaanung  wird  ein  Theit  des  Druckes  p  verwandt,  m  doss  strenge  ge- 
nommen an  den  soeben  berechneten  Druck  eine  kleine  Correction  angebracht 
werden  muse.  Indess  kann  man  den  Querschnitt  der  Köhre  AB  gegenüber 
dem  des  OefUaees  V  so  klein  wählen,  dass  fUr  eine  beträchtliche  Erhebung 
des  Quecksilbers  in  AB  der  Stempel  D  nur  um  eine  verschwindende  GrSsge 
hinabsinkt.  Das  von  Cülletet  bei  seinen  §.  63  erwähnten  Versuchen  be- 
nntete  Manometer  von  Desgoffe  hatte  ein  derartiges  Terhältniss  der  Quer- 
itclinitte,  dass,  wenn  in  AB  das  Quecksilber  um  4,3  Meterstieg,  der  Stempel 
D  nur  tun  '/^  Miliiueter  sank ,  sodass  man  den  Einfluss  der  Spannung  des 
Kautschuks  ganz  vemachläi^sigen  konnte. 

§.  65. 
Oleiohgewfcht  einer  Flüssigkeit,  auf  welche  beliebige  Kräfte 
wirken.  Wir  haben  biaher  bei  der  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Fliissig- 
keilen  vnrausyesetit,  dass  nur  die  Schwere  auf  dieselben  einwirke;  die  im 
S.  U1  üurcbgefQhrten  Betrachtungen  lassen  sich  aber  auch  sofort  anwenden 
um  die  Bedingungen  des  Gleichgewicht»  za  erhalten,  wenn  noch  andere 
Krttfle  auf  die  Flüssigkeiten  einwirken,  wenn  z.  B.  die  Flllsaigkeit  sich  in 
rinctn  rotirenden  Cylinder  befindet,  dessen  Rotations aie  die  Aie  des  Cy- 
finders  ist.  Wir  denken  uns,  um  die  an  den  verschiedenen  Stellen  der 
PlOsngkeit  wirksamen  Drucke  zu  berechnen,  gerade  wie  §.  61  einen  kleinen 
C/Under  mit  »chiefen  Endflächen  s  und  s'  von  so  kleinem  Querschnitte  a 
und  Bo  klnner  Länge  l,  dass  wir  überalt  in  diesem  Cylinder  die  auf  die 
Voinmeinheit  wirkenden  Kräfte  als  gleich  nnd  gleich  gerichtet  ansehen 
kennen.  Nennen  wir  die  auf  die  Volumeinheit  wirkenden  Krüfte  k,  so  treten 
diese  jetzt  ganz  einfach  an  die  Stelle  des  Gewichtes  d  der  Votumeinlieit, 
welches  wir  g.  61  als  allein  wirksam  voraussetzten.  Ganz  dieselben  Be- 
tnchtungen,  welche  wir  §.  til  anstellten,  liefern  uns  dann  ftlr  den  Druck 
p'  auf  der  Fläche  *'  des  CyHnders 

?  =■  7  +  ft  ■  I  .  cos  ^, 

Wenn  ß  den  Winkel  bedeutet,  welcher  die  Axe  unseres  Cylinders  mit  der 
Ricbtung  der  resnltirenden  Kraft,  und  p  den  Dnick  auf  die  schiefe  End- 
fläche S  bc<leut«t. 

Die  Uetlingung  der  Niveauilächen  ist  auch  jetzt  wieder,  dass  in  ihnen 
Qbenill  der  Druck  fllr  die  Flächeneinheit  derselbe  sein  muss;  somit  muss, 
irenn  die  beiden  Endflächen  des  kleinen  Cylinders  ein  und  derselben  Nivean- 
Qfiche  angebfiren  snllen. 


I,  eine  Bedingung,  welche  erfüllt  wird,  wenn 
k.l  .  i-.i(i  ß  =  n. 
LeUtcre  Bedingung  wird  aber,  da  k  und  l  von  0  verschieden  sind,  nur 

coB  ^  =  0,      ß-=  90". 
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Ist  also  die  Axe  unseres  kleinen  Cylinders  senkrecht  zur  Bicbtung  da 
resultirenden  Kräfte,  so  liegt  derselbe  ganz  in  einer  NiveauflSche,  oder  die 
Niveaufiäcben  sind  solche,  welche  an  allen  Stellen  normal  zu  den  resultirenden 
Kräften  sind. 

Können  wir  die  Richtung  der  resultirenden  Kräfte  bestimmen,  so 
können  wir  hieraus  die  Gleichung  der  Niveauflächen  ableiten;  wir  wollen 
diese  Ableitung  fdr  den  vorhin  schon  erwähnten  Fall  einer  Flüssigkeit  in 
einem  rotirenden  Cylinder  durchführen.  Die  Kräfte  welche  dort  auf  die 
Flüssigkeit  einwirken,  sind  die  Schwere  und  die  Centrifugalkraft;  da  letzten 
nur  abhängig  ist  von  dem  Abstand  der  betrachteten  Flüssigkeitsmasse  ?oi 
der  Rotationsaxe  und  in  gleichen  Abständen  von  der  Axe  dieselbe  ist,  ao 
folgt,  dass  die  Niveauflächen  Rotationsflächen  sind,  deren  Axe  die  Rotations- 
axe  des  Cylinders  ist.  Wir  erhalten  denmach  die  Flächen  schon  vollständig 
bestimmt,  wenn  wir  einen  Schnitt  derselben,  der  durch  die  Rotationsaxe 
gelegt  ist,  untersuchen.  Sei  ÄCB  Fig.  84  ein  solcher  Schnitt  und  zwar,  dl 
wir  wissen,  dass  die  Oberfläche  eine  Niveaufläche  ist,  durch  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit,  und  OC  die  Rotationsaxe.  Sei  femer  DB  die  Richhmg 
der  aus  der  Wirkung  der  Schwere  und  der  Centrifugalkraft  im  Punkte  H 

resultirenden  Kraft,  welche  mit  der  Yerticala 
den  Winkel  o  bilde.  An  dem  Punkte  D  dei 
Schnittes  der  Niveaufläche  legen  wir  dann  eine 
Tangente  DF,  welche  bekanntlich  in  dem  Punkte 
D  die  Richtung  der  Curve  angibt;  dieselbe 
schneide  die  Verticale  unter  dem  Winkel  / 
Da  FD  senkrecht  zu  ED  sein  muss,  so  folgl 
weiter,  dass  die  Winkel  y  und  o  sich  zu  einen 
Rechten  ergänzen  müssen,  oder  dass 

tang  of  =  cot  y 
sein  muss. 

Wir  beziehen  nun  unsere  Gurve  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  dessen  Axe  der  X  horizontal,  und  dessen 
Axe  der  Y  vertical  sei  und  mit  Rotationsaxe  zusammenfalle.  Der  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  sei  der  Punkt  0,  in  welchem  die  Rotationsaxe  den 
Boden  des  Cylinders  schneidet.  Die  Coordinaten  des  Punktes  D  seien  i 
und  y.  Da  die  Tangente  DF  mit  der  Cui-ve  auf  ein  imendlich  kleines  Stück 
zusammenfällt,  so  verbindet  sie  zwei  unendlich  nahe  Punkte  D  imd  (/j  dei 
Curve,  deren  letzterer  die  Coordinaten  x  -\-  dx  und  y  -]-  dy  hat.  Ziehet 
wir  deshalb  die  dem  Punkte  d^  entsprechende  Ordinate  d^  Oj  imd  verlangen 
die  X  Coordinate  GD^  bis  sie  erster  e  in  d  schneidet,  so  erb  alten  wir  da: 
rechtwinklige  Dreieck  DrfcZ, ,  dessen  Winkel  Dd^  d  =  y  ist.    Demnach  ist 


cot  y 


=  — ^-  =  ^'^. 


J)d 


dx 


P 


Um  den  Winkel  a  zu  erhalten,  sei  p  das  Gewicht,  somit  —  die  Mass 

der  im  Punkte  D  vorhandenen  Flüssigkeit.     Auf  diese  Masse  wirkt   dan 
gleichzeitig  die  Centrifugalkraft,  welche,  wenn  wir  die  Rotationsgeschwindii 

keit  mit  v  bezeichnen,  gleich  — ^  ist.     Bezeichnen  wir  die  llotationsdau< 
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des  Cylinders  mit  <,  so  ist 


demnach  die  Centrifugalki*aft 


2«  X 


47t*  « 

X 


t'    ^   g 

Da  die  Schwere  vertical  abwärts,  die  Centrifugalkraft  horizontal  von 
der  Drehungsaxe  fort  wirkt,  so  erhalten  wir  die  Tangente  des  Winkels, 
welchen  die  Resultirende  mit  der  Verticalen  bildet,  wenn  wir  die  Centri- 
fugalkraft, die  horizontale  Componente  der  Resultirenden  durch  die  Schwere, 
also  das  Gewicht  p  der  Flüssigkeit  dividiren.    Damit  wird 

4»«  *     . 

Zur  Bestimmung  der  Niveaufläche  erhalten  wir  somit  die  Gleichung 

(ly 4n^ 

dx        g  .t* 

Die  Gleichung  liefert  ims  also  direkt  den  Quotienten  aus  den  beiden 
Zanahmen  der  Coordinaten,  wenn  wir  von  einem  Punkte  der  Curve  zum 
nächstfolgenden  übergehen,  oder  den  Zuwachs 

47r* 

welchen  die  Ordinate  y  erfährt,  wenn  die  Abscisse  x  um  dx  zunimmt. 
Daraus  ergibt  sich  aber  auch  eine  ganz  bestimmte  Beziehung  zwischen  y 
und  Xy  es  muss  y  eine  solche  Funktion  von  x  sein,  dass 

f{x-{-dx)  —  f{x)  =  -^^'xdx 
ist.    Das  ist  nur  dann  der  Fall,  wenn 

3/  =  i  ^  •  a;2  +  const.; 

denn  berechnen  wir  hieraus  dy^  so  erhält  es  obigen  Werth.  Der  Werth 
<ier  Con.stanten  ergibt  sich,  wenn  wir  x  gleich  Null  setzen,  es  ist  jener 
Werth  von  y,  in  welchem  die  Curve  die  Rotationsaxe  schneidet,  es  ist  das 
<ler  tiefste  Punkt  der  Flüssigkeitsoberfläche.  Nennen  wir  die  Höhe  der 
^üssigkeit  dort  Ä,  so  erhalten  wir 

^      ff  .t^       ' 

Diese  Gleichung  ist  die  bekannte  Gleichimg  einer  Parabel,  deren  Axe 
^^ie  Rotationsaxe  des  Cylinders  ist.  Es  ergibt  sich  somit,  dass  die  Ober- 
^^he  einer  rotirenden  Flüssigkeit  ein  Rotationsparaboloid  ist,  dessen  Rota- 
tionsaxe die  Rotationsaxe  des  Cylinders  ist.  Die  Flüssigkeit  steht  am 
"ochsten  dort,  wo  x  seinen  grössten  Werth  hat,  also  an  der  Wand  des 
^efässes;  die  Höhe  //  ist  dort,  wenn  wir  mit  r  den  Radius  des  Gewisses 
^zeichnen, 

gt' 
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Die  Erhebung  der  Flüssigkeit  an  der  Wand  über  dem  tiefsten  Fnokt 
ist  also  um  so  grösser,  je  kleiner  die  ümlaufszeit  t  ist,  je  grösser  somit 
die  Rotationsgeschwindigkeit  ist,  eine  Folgerung,  die  man  leicht  mit  der 
Centrifugalmaschine  bestätigen  kann. 

Da  die  Niveauflächen  einander  parallele  Flächen  sind,  so  folgt,  da» 
auch  im  Innern  der  Flüssigkeiten  dieselben  Paraboloide  sind,  welche  der 
Oberfläche  parallel  sind;  der  auf  den  verschiedenen  Niveanflächen  wirkende 
Druck  nimmt  zu,  je  tiefer  dieselben  xmter  der  Oberfläche  liegen.  Da  aaf 
jeder  Niveaufläche  der  Druck  an  allen  Stellen  derselbe  ist,  so  haben  wir, 
um  ihn  zu  bestimmen,  nur  den  Druck  aufzusuchen,  welchen  dieselben  doit 
erhalten,  wo  die  Niveauflächen  die  Rotationsaxe  schneiden;  man  erkeoBt 
dann,  dass  der  Druck  dort  gleich  ist  dem  Gewichte  der  Flüssigkeitssäule, 
deren  Höhe  gleich  ist  dem  Abstände  der  betrachteten  Niveaufläche  von  der 
Oberfläche  der  Flüssigkeit. 

§.  66. 

Arohimedisohes  Prinzip.    Wenn  ein  Körper  in  eine  Flüssigkeit  ge- 
taucht wird,  so  wird  die  Oberfläche  desselben  von  der  Flüssigkeit  ringsan* 
her  einen  Druck  erfahren,  welcher  an  allen  Punkten  senkrecht  gegen  jedei^ 
Element  der  Oberfläche  gerichtet  ist,  und  dessen  Grösse  gleich  ist  dem  6^; 
wichte  der  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich  ist  dem  Element«  der  < 
Oberfläche  des  Körpers,  und  deren  Höhe  gleich  ist  der  Höhe  der  Flflsflff- ^ 
keit  über  diesem  Elemente.    Wenn  wir  nun  diese  rings  auf  alle  Punkte  der 
Körperoberfläche   senkrecht  wirkenden  Druckkräfte  in  zwei  auf  einander 
senkrechte  Componcnten  zerlegen,  eine  horizontale   und  eine  vexücale,  so 
ist  klar,  dass  erstere  als  von  Flüssigkeitsschichten  herrührend,  welche  gleich 
tief  unter  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegen,  an  den  entgegengesetzten 
Seiten  des  Körpers  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind;  sie  werdet 
daher  den  Köii}er  nur  mehr  oder  weniger  zusammendrücken.    Anders  jcdodi 
mit  den  veiiicalen  Componenten,  auch  diese  werden  zwar  auf  den  nach  oben 
den  Körper  begrenzenden  Elementen  der  Oberfläche  vertical  nach  unten, 
auf  den  untern  nach  oben,  also  gerade  entgegengesetzt  gerichtet  sein;  aber 
sie  sind  sich  nicht  gleich,  weil  die  obem  Elemente  den  Druck  einer  weniger 
hohen  Flüssigkeitssäule  erfahren  als  die  unteren.    Mit  der  Diff'erenz  dieser 
Drucke  wird  deshalb  der  Körper  in  der  Flüssigkeit  nach  oben  getrieben 
werden. 

Um  die  Grösse  dieser  Diff'erenz  zu  erhalten,  denken  wir  uns  den  Körper 
durch  eine  Schaar  sehr  naher  veiiicaler  Ebenen  in 'eine  Reihe  sehr  schmaler 
Scheiben  zerlegt,  und  diese  nochmals  durch  eine  Schaar  paralleler,  eben- 
falls verticaler,  aber  zu  den  erstem  senkrechter  Ebenen  zerschnitten.  Da- 
durch haben  wir  den  ganzen  Köq)er  in  ein  Aggregat  elementarer  Priüineii 
zerlegt,  deren  Endflächen  ebenfalls  sehr  kleine  Flächenstücke  sind,  die  wir 
überdies  als  einander  gleich  betrachten  können.  Der  Druck  nun,  den  die 
obere  Endfläche  dieses  Prismas  vertical  abwärts  erfilhrt,  ist  gleich  dem 
Drucke  eines  Flttssigkeitsprismas,  dessen  Basis  gleich  ist  einem  Flächenele- 
ment ,  und  dessen  Höhe  der  senkrechte  Abstand  desselben  von  der  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  ist.  Auf  die  untere  Endfläche  wirkt  ein  nach  obei 
gerichteter  Druck,  dessen  Grösse  gleich  ist  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeit»' 
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dole  mit  einer  der  Grösse  des  Elementes  gleichen  Basis,  und  mit  einer 
löhe  gleich  dem  senkrechten  Abstände  dieses  Elementes  von  der  Ober- 
l&he.  Die  Differenz  beider  Drucke  ist  also  das  Gewicht  eines  Flüssigkeits- 
liämas  mit  einer  jenen  beiden  gleichen  Grundfläche  und  einer  der  Differenz 
mer  beiden  Abstände  gleichen  Höhe  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Gewicht 
Ines  jenem  betrachteten  Prisma  an  Grosse  gleichen  Prismas.  Es  wird  also 
in  solches  Prisma  mit  einem  Drucke  aufwärts  getrieben,  welcher  dem  Ge- 
ichte  einer  ihm  an  Grösse  gleichen  Plüssigkeitsmenge  gleich  ist.  Was  von 
an  einzelnen  Prisma  gilt,  gilt  in  gleicher  Weise  auch  von  allen  zusammen; 
Ir  gelangen  daher  zu  dem  Resultate,  dass  jeder  in  eine  Flüssigkeit  ge- 
uchte  Körper  einen  von  unten  nach  oben  gerichteten  Druck,  einen  Auf- 
ieb,  erföhrt,  der  dem  Gewichte  einer  ihm  an  Volumen  gleichen  Pltissig- 
iitsmenge  gleich  ist. 

Man  spricht  diesen  Satz  auch  wohl  so  aus:  Jeder  in  eine  Flüssigkeit 
tauchte  Körper  verliert  ein  Gewicht,  welches  gleich  ist  dem  Gewichte  der 
8  der  Stelle  gedrängten  Flüssigkeit. 

Es  lässt  sich  dieser  Satz  noch  auf  eine  andere  Weise  ableiten.  Denken 
r  ims  im  Innern  der  Flüssigkeit  eine  irgendwie  begrenzte  Menge  von  der 
igebenden  Flüssigkeit  isolirt,  so  wird  diese  von  der  umge1)enden  Flüssig- 
it  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  vollkommen  getragen,  ihrer  Schwere 
nl  durch  den  Druck  im  Innern  der  Flüssigkeit  das  Gleichgewicht  ge- 
lten. Da  nun  aber  dieser  Druck  unabhängig  ist  von  der  Natur  und  Be- 
enznng  des  eingetauchten  Körpers,  so  ist  klar,  dass,  wenn  wir  anstatt 
eser  Flüssigkeitsmenge  einen  andern  Körper  eintauchen,  der  der  ver- 
"Ingten  Flüssigkeitsmenge  gleiche  Theil  seines  Gewichtes  von  der  Flüssig- 
st getragen  wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  er  einen  so  grossen  Theil 
lines  Gewichtes  verliert. 

Um  diesen  Satz,  welcher  nach 
mem  Entdecker  Archimedes  das  Archi- 
«dische  Prinzip  genannt  wird,  expori- 
tentell  zu  beweisen,  hängt  man  unter 
ine  mit  einem  Haken  versehene  Wag- 
ihale  (Fig.  85)  einen  hohlen  Kupfer- 
f linder  C  und  unter  diesen  einen  mas- 
iven  Kupfercylinder  if,  der  genau  in  , 
im  Cylinder  C  hineinpasst.  Nachdem  ( 
um  nun  mittels  auf  die  andere  Wug- 
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chale  gelegter  Gewichte  die  Wage  ins 
(leirhge wicht  gebracht  hat,  lässt  man 
ien  massiven  Kupfercylinder  in  ein  mit 
Nasser  gefülltes  Gefäss  hinul),  indem 
»an  mittels  des  Zahngetriebes  im  Stän- 
fer  der  Wage  den  Wagbalken  herablässt. 
Wie  der  Kupfercylinder  einzutiiuchen 
beginnt,  ist  das  vorliin  hergestellte 
Ctlddigewicht  gestört,  die  luit  den  Ge- 
richten belastete  Schale  sinkt  herab. 
Es  folgt  daraus,  dass  der  eingetauchte  Körper  an  Gewicht  verliert,  dass  er 
oaoi  Aofixieb  erf&hrt.    Dass   derselbe  nun  genau  gleich  ist  dem  Gewichte 
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der  verdrängten  FlUs«igkeit,  folfft  daraus,  dass  wir  den  hohlen  Knplei- 
cylinder  ganz  mit  Woj^ser  »nfUUen  mÜHsen,  um  das  Gleichgewicht  hem- 
stellen,  wenn  der  Eupfercy linder  ganz  in  daa  Wasser  getaucht  ist 

Wenn  wir  umgekehrt,  wie  in  Fig.  86,  das  mit  Wasser  gefUltt«  Gtfibi 

auf  die  Wagachale  stellen,  es  durch  Gewichte  holanciren  und  nun  warnt 

an  einem  festen  Gestell  aufgeh&ngteuKapfn- 

cyliuder  in  das  Gef^ss  hembla.4sen,  so  wiii 

I  das  Gleichgewicht  wieder  gestört;  die  mft  ! 

dem  Getllss  belastete  Wagschale  sinkt  henb; 

sie  ist  also  schwerer  geworden  and  nn^ 

wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  gerade  m 

so  viel  schwerer,  als  der  eingetauchte  Klr- 

lier   leichter  wiid.     Nehmen    wir  nKmM 

Walser  aus  tleni  GefUsse  fort  und  füllen  « , 

in   den    hohlen    Kupfercy linder  C  ein,  u' 

ist  das  Gleichgewicht  wieder    hergestellt 

sobald  wir   den  Cylinder  C  voUgeBchOpft 

haben. 

Diese  Thatsache  erkISrt  sich  sofort  au 
dem  Prinzip  der  Gleichheit  von  Action  aai 
Reaction;  denn  es  ist  klar,  dass  wenn  im 
eingetauchte  Körper  einen  von  unten  nack 
oben  gerichteten  Druck  erführt,  das  Wasser  entgegen  einen  ebenso  gross« 
Druck  von  oben  niich  unten  erfahren  iiius.s.  Man  kann  diesen  Versuch  aber 
auch  auf  folgendo  Ai-t  erklären.  Wir  sahen,  die  Flüssigkeit  tr!(gt  einen  «■• 
getauchten  Körper  gerade  so  weit,  als  wenn  ein  gleich  grosses  VoliunM 
Flüssigkeit  in  ihr  Inneres  gebracht  wäre.  Das  Eintauchen  des  KOrpers  b»- 
wirkt  also  ganz  dasselbe,  als  wenn  wir  die  Flüssigkeit  um  eine  dem  K^per 
an  Volumen  gleiche  Menge  vermehrt  hätten;  es  muss  sich  daher  das  0»- 
wicht  der  Flüssigkeit  lun  das  diesem  Volumen  gleiche  Gewicht  vergriSssera. 
Da  nun  ein  eingetjiiichter  Körper  /.wei  Gruppen  von  Parallelkrflft« 
oder  den  an  seinem  Schwerpimkte  angreifenden  Resultirenden  imterworf« 
ist,  welche  sich  gerade  entgegengesetzt  sind,  so  folgt,  dass  er,  wenn  er  frei 
ist,  entweder  der  einen  oder  der  andern  Kraft  folgen,  aufsteigen  odernied«^ 
sinken  kann.  Sei  e  das  Volumen  des  Körpers,  d  seine  Dichtigkeit,  (f  & 
der  Flüssigkeit,  so  ist  vd  das  Gewicht  des  Körpers,  v^  das  Gewicht  der 
verdrängten  Flüssigkeit,  nlso  die  Kraft,  welche  ihn  in  die  Höhe  treibt; 
V  (d  —  <t)  die  Resiiltunte  aus  l)ciden.  Ist  mm  rf  >  (f,  so  föllt  der  Körpert 
ist  d  ^  it,  so  fällt  er  nicht  und  steigt  nicht,  er  ist  im  Gleichgewicht;  i* 
aber  endlich  d  <^  d",  so  folgt  der  Körper  dem  Auftrieb,  er  steigt  in  to 
Flüssigkeit  auf. 

§.67. 

Sahwimmende  Körper.  Wenn  der  eingetauchte  Körper  mit  der 
Flüssigkeit  die  gleiche  Dichtigkeit  besitzt,  so  ist  er,  wie  wir  sahen,  ■n' 
Innern  der  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht.  Man  kann  dieses  leicht  durch 
den  Versuch  zeigen.  Ein  Ei  ist  dichter  als  Wasser,  weniger  dicht  als  ein^ 
gesättigte  Kochsaklusung;  in  ersterom  sinkt  es  unter,  in  letztere  taucht  ^ 


nur  zum  Theü  ein;  m  einer  passenden  Misehiin)^  beider  Ui  es  an  allen 
Stellen  im  Gleichgewicht.  Aehnliches  zeigt  ein  Gemiocb  aus  1  Theil  Zin- 
nnWr  iind  225  Tbeilen  weissem  Wachs;  inWassci-  getaucht,  ist  es  an  allen 
Stollen  im  Gleichgewicht.  Dasselbe  zeigen  Oeltrojifen  in  einem  passenden 
fJcmische  von  Wasser  iind  Alkohol. 

Ist  die  Dichtigkeit  des  eingetanchtcn  Rürpers  kleiner  als  die  der  Flüs- 
sigkeit, so  flt«igt  er  in  dereelben  auf;  ist  er  vollatitndig  untergetan  cht,  ao 
treibt  ihn  die  Kraft  v  {d —  (f)  in  die  Hübe,  er  steigt  deshalb  mit  bewi^hleu- 
nigt«r  neech windig keit,  jedoch  nur  so  lange,  bis  ein  Theil  des  Körpers  ans 
iler  Pllläsigkeit  hervorragt.  Von  dem  Augenblick  an  vermindert  sich  {las 
Volumen  der  aus  der  Stelle  gedrängten  Flüssigkeit  und  damit  der  Auftrieb. 
Ist  das  eingetauchte  Volum  nur  mebr  c',  so  ist  der  Auftrieb  v  i". 

Da  nun  d&si  (Jowicht  des  Körpers  vd  dasselbe  bleibt,  so  wird  in  einem 
lietitimmten  Zeitpunkt  vil  =  t>'  if.  Auftrieb  und  Schwere  halten  sich  das 
Olficligewicht.  Wegen  der  bei  der  aufsteigenden  Bewegung  erhaltenen  Ge- 
xchwindigkett  wird  jedoch  der  Köriier  Uher  diese  Lage  emporsteigen,  dann 
wiwler.  weil  rrf  >  v  it  winl,  herabfalten  und  so  erat  nach  einigen  Oscilla- 
tionen  nur  Buhe  kommen.  KöiTier,  welche  leichter  sind  als  tlie  PlüHeigkeit, 
in  «reiche  sie  eingetaucht  sind,  sind  also  im  Gleichgewicht,  wenn  sie  zum 
Theil  und  zwar  so  weit  eingetaucht  sind,  dass  das  aus  der  Stelle  gedrSngte 
Wasser  ihrem  Gewichte  gleich  ist. 

Dil"  Kiirper  können  dann  zwar  keine  fortschreitende,  wohl  aber  noch 
einn  dr<>hende  Bewegung  machen.  Soll  auch  diese  nicht  stattfinden,  so 
masg«in  die  beiden  auf  den  Körper  einwirkenden  Krttfte  sich  auch  gerailo 
nilgegengesetzt  sein.  Das  Gewicht  des  Körpers  greift  an  seinem  Schwer- 
punkte an,  der  Auftrieb  am  Schwei-pimkte  des  aus  der  Stelle  gedrängten 
Wusers.  Ks  müssen  <lemnach  diese  beiden  l'imkte  in  einer  Verticalebene 
liegni,  wenn  der  Körper  uu  Gleichgewicht  sein  soll.  Eine  schwimmende 
tuviogene  Kugel  iot  demnach  in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht,  ein  BUipsoid, 
wwm  eine  seiner  Axen  vertical  ist,  ein  Parallelepiped ,  wenn  i^eine  Kanten 
»rtical  sind. 

Unter  diesen  Bedingungen  braucht  aber  das  Gleichgewicht  noch  kein 
«tabilcs  zu  sein;  damit  das  der  Fall  int,  d.  h.  damit  der  Körper  bei  kleinen 
Verllnderungen  seiner  Lage  immer  wieder  in  seine  frühere  Stellung  lurlick- 
•elirr,  dazu  muss  noch  eine  dritte  Bedingung  erfüllt  sein.  Es  muss  n^- 
"cli  das  MetBoentrum  des  schwinmienden  Köipers  tlber  dem  Schwerpunkte 
'legen,  indem  dann  die  auf  den  schwimmenden  Köqier  wirkenden  Krilfte 
^"»mer.  bei  Schwankungen,  denselben  in  seine,  frühere  Lage  zurllckdrehen. 
•Jt»  die  Bedeutung  dieses  Punktos  zu  erkennen,  sei  in  Fig.  87  der  schwim- 


••»♦iide  Körper  S  aus  seiner  Lage 
ff^bracbl,  so  dass  die  frllhero  Verti- 
'==*Ue  W,  welche  durch  den  Schwer- 
f»»>nkt  de«  Körpers  und  den  Mitt«l- 
^«»nkt  des  Auftriebs  P  geht,  die 
'-^e  P  G'  erhalten  habe. 

Her  Schwerpunkt  de.t  Kör- 
t*«r»  liegt  dann  in  G',  der  Mittel- 
l"unkl  des  Auftriebs  ist  dann  aber 
"^cht  mehr  r",  sondern  /•",    weil 
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die  Geütalt  des  eingetauchten  Körpers  sich  geSndert  hat.  Bei  f  gnüt 
nun  der  Auftrieb  an,  von  unten  nach  oben  gerichtet,  bei  G'  die  Schv««^ 
von  oben  nach  unten.  Beide  Kraft«  suchen  also  dem  Körper  eine  Drabmg 
zu  geben,  welche  ihn  von  seiner  frühem  Lage  entfernt;  er  kehrt  also  nickt 
dahin  üiirück,  er  war  im  labilen  deich  gewicht.  Die  Verticallinie,  die  wir 
durch  P"  legen,  schneidet  die  Linie  P'G',  welche  durch  die  beiden  Sehiw- 
punkte  in  der  ersten  Lage  ging,  ii 
dem  «nterhalb  ff'  liegenden  Fnnktt 
M.  Dieser  Punkt  beisat  da«  Mgt»> 
centrum.  W&re  dagegen  die  Idgi 
-'^=  des  Körpers  die  in  Fig.  88,  und  li«|l 
nach  der  Drehung  der  MittelpmiU 
des  Auftriebs  in  P",so  ist  das  Mdi- 
centrum  M  über  dem  Schwerpunldl 
G,  beide  Kraft«  bringen  an  demKIr 
per  eine  Drehung  hervor,  welche  äi 
seiner  frühem  Lage  nfthert;  te 
Körper  schwimmt  im  wtubilen  Gleichgewicht.  Die  durch  P"  gelegte  V» 
ticale  schneidet  die  Linie  ff'P*  um  so  leichter  oberhalb  G,  das  Metacentm 
liegt  lim  so  eher  Über  dem  Schwerpunkt,  je  tiefer  dieser  liegt.  Es  ist  dt 
her  ftlr  einen  Körper,  der  im  i^tabilen  Gleiehge wicht  schwimmen  soll,  i.^ 
Schiffe,  das  Beste,  wenn  ihr  Schweipunkt  uiÖglichBt  tief  liegt. 

§.  68. 

BeBtimtnung  dea  speciflsohen  Gewichtes  feater  Eörp^r.  Vb 
sahen  in  §.  ß6,  dass,  wenn  die  Dichtigkeit  d  dee  eingetauchten  KSrpcn 
grösser  ist  als  die  Dichtigkeit  (T  der  Flüssigkeit,  der  Körper  dann  nit«^ 
flinkt,  dass  er  aber  soviel  an  Tiewicht  verliert,  als  die  FlUsuigkeit  witg^ 
welche  er  aus  der  Stelle  drüngt.  Wir  haben  nun  in  §.  24  das  specifiichl 
Gewicht  eines  Körpern  daliin  dcFinirt,  das»  es  das  Gewicht  der  Volumeinbol 
sei,  wobei  als  Einheit  das  Gewicht  der  Voliiraeinheit  Wasser  zu  Grunde  gH 
legt  wird.  Nennen  wir  mm  das  Volumen  eines  Körpers  V,  sein  epedÜHM 
Gewicht  s,  so  ist  sein  Gewicht  P=  V  .s.  Das  Gewicht  eines  gleicbfll 
Volumens  Waasor  ist  dann  in  der  obigen  Einheit  ausgedruckt  F,  m  i* 
demnach 


Kennen  wir  demnach  das  Gewicht  eines  Körpers  und  das  Gewicht  «M 
gleichen  Volumens  Wasser,  so  ist  der  Quotient  beider  -p  das  specifisAi 
Gewicht  des  Körpers.  Da  nun  ein  in  Wasser  untergetauchter  Körper  geiidl 
soviel  an  Gewicht  verliert,  als  das  Volumen  Wasser  wiegt,  welches  er  Ul 
der  Stelle  drSngt.,  so  haben  wir  hier  ein  vortreffliches  Mittel,  um  das  Ge- 
wicht eines  dem  Körper  gleichen  Volumens  Wasser  zu  bestimmen  und  MBU 
sein  spcciflsches  Gewicht  zu  erhalten. 

Das  einfachste  Verfahren,  um  da.s  specifische  Gewicht  fester  Körpt 
zu  bestdumien,  ist  die  Anwendung  der  hydrostatischen  Wage,  welche  sc 
von  der  gewöhnlichen  Wage  nm-  darin  unterscheidet,  dass  die  eine  Wi( 
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[cht  so  tief  herabhBngt  und  in  der  Hitte  ihrer  untern  Fläche  mit 

Decken  versehen  ist.     Man  hfingt  an  daseelbe  (Fig.  89)  mittels 

br  feinen  Drahtes  den  zn   imtersuchenden 

bestimmt  sein  Gewicht  in  der  Luft,  iKast   , 

.  in  ein  nut  Wasser  gefülltes  GeiHss  hinab 

immt   sein   Gewicht   neuerdings.     Der   Ge- 

■lost  ist  geoaa  das  Gewicht  eines  dem  Kör- 

:hea  Wasserrolumens ,   der  Quotient  beider 

fische  Gewicht  des  Körpers. 

sind  hierbei  jedoch  einige  Vorsieh temaaes- 

1  beachten.     ZunKchst  haben  wir  schon  be- 

asB  der  Draht  mOglichst  fein  sein  muss,  da 

:h  das  TOD  diesem  aus  der  Stelle  gedrängte 

nf  den  Gewichtsverlust  von  merklichem  Ein< 

wir  also  nicht  das  Gewicht  einer  dem  Körper 

Volumen  gleichen  Wassermenge  erbalten. 
ler  ist  nothwendig,  dass  man  reines  destil- 
laser  anwende,  und  dass  dieses  die  Tem- 
l"  C.  habe.  Wir  werden  später  sehen,  dass 
$er  bei  dieser  Temperatur  seine  grtisste 
■it  besitzt,  und  das  Gewicht  der  Volura- 
Tasser  bei  dieser  Temperatur  die  gewählte 

einheit  ist.  Hat  das  Wasser  eine  andere  Temperatur,  so  be- 
einer  Correctur,  welche  aus  der  gemessenen  Ausdehnung  des 
bestimmt  werden  kann.  Einer  Ähnlichen  Correctur  bedarf  es  wegen 
leratur  der  Körper,  da  auch  diese  heim  Erwär-  ^.^  ^^ 

ausdehnen.  Man  ist  nun  Hherein  gekommen, 
t  für  verschiedene  Temperaturen  verschiedene 
e  Gewicht  der  Körper  stets  auf  die  Temperatur 
jlzenden  Eises,  auf  0"  zu  reduciren.  In  der  Lehre 
Ausdehnung  durch  die  Wärme  werden  wir  die 
nnen  lernen,  diese  Reduktionen  vonunehmen '). 
!  zweit«  auf  demselben  Prinzip  beruhende  Mc- 

Be.stiramiing  des  specifischen  Gewichtes  ist  die 
ng  des  Nicholson' sehen  Artlometers.  Dasselbe 
■US  einem  hohlen  unten  und  oben  koninch  zugc- 
'ylinder  von  Messingblech  A  (Fig.  90).  Von  der 
^  obem  Kegels  steigt  als  Verlängerung  der  Axe 
ders  ein  feines  Stäbchen  B  auf,  an  dessen  obenn 
)  Schale  C  angebracht  ist,  auf  welche  man,  wie 
Wagschale,  den  zu  unt«rsuchenden  Körper  und 

legen  kann.     An  dem  Stäbchen  ist  durch  einen 

eine  feine  Marke  bei  B  angebracht. 

der  Spitze  des  untern  Kegels  hängt,  mittels 
eiförmigen  Drahtes  daran  befefttigt,  ein  Gewicht 

das  nach  oben  hin  eine  horizontale  Fläche  hat,    , 
e  man  den  zu  untersuchenden  Köqiei  legen  kann. 

n  sehe  im  III.  Band  g.  8  und  g.  16. 
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Da  durch  das  Gewicht  J)  der  Schwerpunkt  des  Apparates  möglichst  tief 
liegt,  so  schwiinmt  derselbe  aufrecht  und  zwar  im  stabilen  Gleichgewicht  , 
Das  Gewicht  des  Apparates  ist  so  bestimmt,  dass  ein  Theil  desselben,  warn 
er  in  Wasser  getaucht  wird,  aus  dem  Wasser  hervorragt,  und  dass  eranr 
durch  Auflegimg  von  Gewichten  auf  die  Schale  C  bis  zu  der  Marke  J 
einsinkt. 

um  nun  mittels  dieses  Apparates  das  spedfische- Gewicht  eines  Kfir-  i 
pers  zu  bestimmen,  verflihrt  man  folgendermaassen.  Zunächst  legt  man  da  I 
zu  untersuchenden  Körper  auf  die  obere  Schale  C  und  bewirkt  durch  ausser-  \ 
dem  aufgelegte  Gewichte,  dass  das  Aräometer  genau  bis  zur  Marke  ein-  % 
taucht.  Darauf  nimmt  man  den  Körper  fort  und  bewirkt  durch  zugelegte 
Gewichte,  dass  der  Apparat  wieder  bis  B  eintaucht.  Da  derselbe  in  beidfli 
Fällen  dann  genau  dasselbe  Volumen  Wasser  aus  seiner  Stelle  drängt,  so 
ist  in  beiden  Fällen  das  Gewicht  dasselbe;  die  statt  des  Körjjers  aufgelegten 
Gewichte  geben  uns  also  das  absolute  Gewicht  des  Köri)er8  P.  Darauf  legt 
man  dann  den  Küq>er  in  die  untere  Schale  D  und  nimmt  die  vorhin  «- 
gelegten  Gewichte  wieder  fort..  Da  jetzt  der  Körper  aber  in  Wasser  taucfa^ 
so  verliert  er  an  Gewicht,  imd  deshalb  sinkt  der  Apparat  nicht  wieder  Ä: 
B  ein.  Um  das  zu  bewirken,  müssen  wir  ein  Gewicht  P'  auf  die  o' 
Schale  logen,  welches  uns  den  Gewichl^^verlust  des  Körpers  im  Wasser, 
das  Gewicht  einer  ihm  an  Volumen  gleichen  Wassermenge  gibt.    Der  Q 

tient    p>  gibt  uns    also    nach   dem  Vorigen   das   specifische   Gewicht 

Köri^ers. 

Dass  wir  hier  dieselben  CoiTectionen  anbringen  müssen  wie  bei  dem 
vorigen  Verfahren,  ist  klar;  aber  selbst  dann  ist  es  äusserst  schwierig, 
genau  richtiges  Resultat  zu  erhalten,  besonders  weil  es  wegen  der  WirkoBg 
der  demnächst  zu  betrachtenden  Capillarität  schwer  ist  zu  bestimmen,  want 
der  Apparat  genau  bis  zur  Marke  B  eintaucht.  Um  genaue  Resultate  ä 
erhalten,  ist  daher  die  vorige  Methode  vorzuziehen.  < 

Die  beiden  bisherigen  Methoden  beruhen  auf  der  Erfahrung,  dass  emi 
eingetauchter  Kör])er  im  Wasser  an  Gewicht  verliert.    Man  kann  als  drittal 
Methode  noch  die  Umkehr  der  ersten  hinzufügen,  den  Satz  benutzend,  dasn 
das  Gewicht  des  mit  Wasser  gefüllten  Gefösses  durch  das  Eintauchen  eine! 
Körpers  gerade  soviel  an  Gewicht  zunimmt,  als  der  Körper  verliert.. 

Man  wiegt  ein  Gefass  mit  Wasser  ab  und  bestimmt  dann  die  Gewichte- 
zunahme, welche  es  erhält,  wenn  der  neben  der  Wage  aufgehängte  Körper 
von  bekanntem  Gewichte  in  das  Wasser  hinabgesenkt  wird.  Der  Quotient 
des  bekannten  Gewichts  des  Köipers  und  dieser  Gewichtszunahme  ist  daaft 
das  gesuchte  spocifische  Gewicht  des  Köqiers.  Dieses  Verfahren  ist  beson- 
ders bei  der  Untersuchung  grosser  und  schwerer  Körper  anzuwenden,  indem 
es  keine  besondem,  an  grossen  Wagen  schwer  anzubringenden  Vorrid»- 
tungen  erfordert. 

Alle  diese  Methoden  können  jedoch  nur  benutzt  werden,  wenn  es  sw» 
darum  handelt,  das  specifische  Gewicht  von  Körpern  zu  bestimmen,  welch» 
nicht  porös,  nicht  in  Wasser  löslich  und  schwerer  als  Wasser  sind.  Snä 
die  Körper  porös,  so  muss  man  sie  mit  einem  sehr  feinen  Lack  überstreichea, 
so  dass  sowohl  das  Gewicht  als  auch  das  Volumen  der  Körper  möglichst 
wenig  geändert  wird,  und  da  man  dadurch  das  Eindringen  des  Wassers  lA 


den  Körper  gehindert  liat,  verfahren  wie  vorhin;  sind  die  Korper  in  Wasser 
KleUoh  oder  leichter  als  Wasser,  so  wendet  man  statt  deB  Wassers  PlUssig- 
krät«n  an,  in  denen  sich  der  Körper  nicht  löst,  oder  die  ein  geringeres  spe- 
cilisclies  Gewicht  hüben.  Das  Verfahren  bleibt  dann  ungeündert  dasselbe. 
Ist  dann  das  Gewicht  des  Körpers  P,  sein  Gewichtsverlust  in  der  betreffen- 
den Flüssigkeit  gleich  F",  sein  specifiBcheB  Gewicht,  gleich  s,  das  der  Filla 
ei^kdt  gleich  s"  und  das  Volumen  des  Körpers  gleich  v,  so  ist 
^^  P=vs,F"  =  vs; 

^^L  JL  =  '     ^  " .  ^ 

^^*     Kennt  man  also  s",  das  specifische  Gewicht  der  Plüsaigkeit.,  so  lässt 
äich  s  berechnen. 

Sind  die  in  untersuchenden  Körper  pulveriörmig,  so  lassen  sich  die 
beschriebenen  Methoden  zur  Bestimmung  ihres  specifischen  Gewichtes  nicht 
anwenden;  in  einem  solchen  Falle  ver-  pig.  n. 

fuhrt  man  am  besten  so,  dass  man  di- 
rekt die  von  einer  gewogenen  Quan- 
tität des  Pulvers  aus  einem  GefBss  ver- 
drftngte  Menge  Wassers,  oder  im  Falle 
das  Pulver  in  Wasser  löslieh  oder  leich- 
ter als  Wasser  ist,  einer  andern  Pltls- 
sigkeit  bestinmit.  Man  benutzt  dazu 
«vgenaniite  Pyknometer,    wie  Fig.  91 

I  «in  solches  darstellt.  Es  sind  kleine 
FUschchen,  welche  einen  ziemlich  wei- 
ten Hals  haben,  in  welchen  ein  Glas- 
stöpsel eingeschliffen  ist,  so  dasB,  wenn 
•r  eingesetzt  ist,  ein  ganz  bestimmter 
ImiHBr  gleicher  Raum  im  Gefösse  ab- 
gtschlossen  ist.  Da  man.  wie  vorbin 
•nrähnt,  bei  diesen  Versuchen  immer 

I        Ji»  Temperatur  der  Flüssigkeit  kennen 

I        tnuss,  HU  wendet  man  als  Glasstöpsel, 

I       »i«  Fig.   91    zeigt,    sehr    bequem  ein 

I  Thermometer  an.  An  dem  (iefUss  ist 
ferner  eine  capiilarc  Bohre  c  ange- 
'v^ht,  welche  oben  ausgeweitet  ist 
llhl  dort  ebenfalls  mit  einem  eingerie- 
"*ii«ii  ülasstüpsol  verschlossen  werden 
*a«m.  Au  der  papillären  Köhre  ist  bei 
***    ein«  Marke. 

Man  füllt  das  GefÜss  zunächst  mit 
"^»iuior,  aohiiesst  es,  wShrend  das  ca- 

fillRre  Rohr  offen  ist,  durch  Einsetzen      H^^ 

'**•    Stöpsels    bei  h    und    tupft    dann,         '  -     .    mm      i      iii 

^tthrend  man  es  auf  eonstanter  Temperatur  hJÜt,  das  Wasser  bis  stur  Marke 

1     ^  ab.     Man  sehliesst  die  capillare   Rfilire   und  wiegt  das  Gei^s  ab.     Es 

■^•^  du»  Gewicht  P.    Darauf  Ilffnet  man  das  Gelttsn  und  schultet  eine  ge- 


B^stiiaiiiaiig  de»  jipec-ifiechen  Gewicht«^  der  FlüMigkeiten. 

wogene  Qnäotit&t  p  des  zu  nntersucbenden  PnJvera  hinein.  Man  echliessk 
wieder,  tupft  das  Wasser  büt  m  ab  nnd  wiegt  wieder.  Man  finde  jetzt 
Gewicht  P*.  Das  Gewicht  P"  ist  dann  ((leich  dem  zuerst  gefundenen  Ge- 
wicht P,  vermehrt  nta  daa  Gewicht  p  ded  eingeschütteten  Pnlvera, 
vermindert  um  das  Ocwtclit  w  des  von  dem  Pulver  verdrSngl^i  Wa«!«era, 
(•der 

somit 

,r  =  P  +  p  — P". 

Demnach  iät  das  sneeifische  Gewicht  des  Pulrers 


^-P+P^P- 

Bei  diesem  Verfahren  muss  man  dafür  sorgen,  da.is  das  Pulver  keine 
Luft  eingeschlossen  hält;  am  besten  ist  es,  dass  man  vor  dem  Icii^n  Wagen 
das  Wasser  Ins  nahe  zum  Sieden  erhil'7,t  nnd  dann  er^,  nach  eingetretener 
AhlcUhlnng,  schliesst  und  nach  dem  Abtupfen  Wfigt. 


§.  69. 

Beatimmmie  dea  spdoiflschen  Oewicbta  der  Flüaaigbeiten.  Znr 
Be^tiiiiinung  de.-  niieoili.-fhen  OewicliteK  von  Flil-ssigkeiten  kiinn  man  eben- 
falls eine  IC«ihe  von  Metlioden  anwenden,  von  denui  mi-hrt^re  nuf  iler 
Bestimmung  des  tiewichtsve Hartes  eingetaticliter  Körper  beruhen,  anders 
nicht 

Von  letKtem  machen  wir  zwei  namhaft.  Die  genaueste  ist  die, 
man  die  im  vorigen  Pai-sgraphen  heschriebenen  Pyknometer  bis  zur  Marka 
einmal  mit  Wasser  flillt,  abwiegt  und  durch  Abziehen  des  vorher  bestimm- 
ten Gewichtes  dos  Gläschens  das  Gewicht  des  im  Geffisse  enthaltenen  Was- 
sers bestimmt.  Darauf  füllt  man  dasselbe  Qef^  wieder  bin  nur  Marke  nril 
der  zu  unt^tr« Hebenden  Flüssigkeit  und  besUinmt.  auf  gleiche  Wrise  daa  G» 
wicht  derselben.  Man  liat  auf  diese  WeiKK  direkt  das  Gewiiht  gleicher  Vo- 
lumina Wasser  und  der  zu  imtei'suchenden  Klüssigkeit ,  der  Quotient  bcndei 
gibt  das  specifische  Gewicht  der  FlünsigkeiU 

Eine  zweite  Methode  beruht  auf  dem  Satze,  dass  in  zwm  coniiniiiii< 
cirenden  Rubren  die  Höhen  verschiedener  Flüssigkeiten  sich  timgffkebrt  Wli 
ihre  specifischen  Gewichte  verhalten.  Vor  einem  Maaäsxtabe  (Fig.  93)  iiiad 
xwei  Glasröhren  befestigt,  welche  vertieal  herabsteigen  und  iuit«in  so  nm* 
gebogen  sind,  dass  zwei  klli-zere  aufsteigende  Arme  entatchen.  welche  bd 
A  so  vereinigt  sind,  dass  die  beiden  KC'hren  gleichsam  nur  eine  in«bri'ai!li 
gekrOmmto  Röhre  bilden.  Man  gierst  nun  in  die  eine  Wasser  und  zugleich 
in  die  andere  die  xu  untersuchende  Flüssigkeit.  Auf  diese  Arl  arhiUt 
zwei  durch  eine  Lufl^i^hicht  getrennte  FlUssigkeitssSulen,  Wenn  man  nun 
die  Flüssig keitsmengen  so  regulirl,  da.«  das  Ifiveau  derselben  in  den  um 
gebogenen  B^brenschenkeln  gleich  hoch  nnd  das  des  Nullpunktes  der  Thei- 
Inng  ist,  SU  sind  die  Höhen  der  Flüssigkeilen  in  den  senkrei^bten  RJlbren 
ihrem    speciflKcbcn  Gewichte    umgekehrt  pi'ü|K>rtl<>iinl.     Ist   dit-    Hnhc 
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laenSule  k,  die  der  Flüssigkeit  gleich  A',  die  Dichtigkeit  der  FlÜBBigkeit 
ch  if,  die  des  Wassers  gleich  1,  so  ist 

7,  :  Ä'  =  <r  :  1, 

Eine  etwas  andere  Anordnung  des  Apparates  zeigt  Fig.  93.    Die  ver- 
len  Bohren  tauchen  unten  in  zwei  abgesonderte  GefSaae,  welche  mit  den 


I  vergleichenden  Flüssigkeiten  gefüllt  »ind.  Oben  commumciren  sie  mit- 
dl  eines  gebogenen  Rohres  mit  einander  und  durch  einen  verschliessbaren 
Um  mit  einer  kleinen  Luftpumpe.  Pumpt  man  bei  geöffnetem  Hahn  durch 
'nafziehen  des  Kolbens  etwas  Luft  aus,  so  Hteigen  die  Flüssigkeiten  durch 
a  lossom  Luftdruck  zu  H5hen,  welche  ihren  specifischen  Gewi(;hten  uni- 
Unt  proportional  fnnd.  Schliesst  man  also  den  Hahn  oben  und  misst 
»HSben,  ao  erhfilt  man  daraus  gerade  wie  vorhin  das  specitische  tiewicht 
t  dnea  Flüssigkeit,  wenn  das  der  andern  bekannt  ist. 
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Die  andern  Methoden  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  von  Flüssig- 
keiten beruhen  auf  dem  Gewichtsverlust  eingetauchter  Körper.  Die  ein- 
fachste und  genaueste  dieser  Methoden  ist  die,  dass  man  einen  passend  ge- 
formten Körper,  etwa  ein  kleines  Glasröhrchen,  welches  unten  und  obe& 
zugeschmolzen  ist,  nachdem  man  etwas  Quecksilber  hineingebracht  hat,  u 
einem  sehr  feinen  Drahte,  wie  in  Fig.  94,  befestigt.  Man  wiegt  denselben 
genau  und  bestimmt  dann  seinen  Gewichtsverlust  einmal,  wenn  er  in  Wasser 
getaucht  ist,  und  dann,  wenn  er  sich  in  der  zu  imtersuchendtt 
***  ■  Flüssigkeit  befindet.  Diese  Gewichtsverluste  geben  dann  die  Ge- 
wichte von  Flüssigkeitsmengen,  deren  Volumen  gleich  ist  dem  dei 
eingetauchten  Körpers,  die  Quotienten  der  Gewichtsverluste  alM 
das  specifische  Gewicht  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit 

Auch  das  Nicholson'sche  Aräometer  kann  man,  wie  leicht  er- 
sichtlich ist,  zu  demselben  Zwecke  anwenden.  Man  bestimmt  zu- 
nächst das  Gewicht  des  Apparates;  dasselbe  sei  Ä'^  man  taucht  ei 
dann  in  Wasser,  und  damit  es  lys  zur  Marke  einsinke,  sei  ein  6a> 
wicht  p  erforderlich.  Da  das  Aräometer  schwimmt,  so  ist  das  Ge- 
wicht des  dem  eingetauchten  Theile  an  Volumen  gleichen  Wassen. 
gleich  A  -{'  p.  Darauf  taucht  man  es  in  die  zu  unter suchesdl: 
Flüssigkeit,  und  ist  p'  das  jetzt  aufzulegende  Gewicht,  damit  es 
zur  Marke  einsinkt,  so  ist  A  -\-  p'  das  Gewicht  einer  der  vorij 
Wassermenge  an  Volumen  gleichen  Fltissigkeitsmenge.    Der  Quotient  bei-^ 

der  oder 

Ä+p  _ 


A+p 


s 


ist  gleich  dem  specifischen  Gewichte  der  Flüssigkeit. 

Da  es  im  praktischen  Leben  sehr  häufig  noth wendig  ist,  das  specifische 
Gewicht  von  Flüssigkeiten  zu  bestimmen,  ohne  dass  eine  möglichst  grosse 
Genauigkeit  erfordert  wird,  so  hat  man  noch  ein  anderes  Verfahren  erson- 
nen, um  leicht  und  schnell  das  Geforderte  zu  leisten;  man  bestimmt  nfim- 
lieh  die  Dichtigkeit  von  Flüssigkeiten  mittels  Aräometer  von  veränderlichem 
Volumen.  Während  man  mittels  des  Nicholson'schen  Aräometers  die  Dich- 
tigkeit der  Flüssigkeiten  ans  den  verschiedenen  Gewichten  gleicher  Vola- 
mina  ableitet  und  dann,  wenn  J*  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  von  der  Dich- 
tigkeit 1>,  p  das  der  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  d  ist,  die  gesuchte 
Dichtigkeit  aus  der  Proportion  erhält, 

I):d  =  P:p, 

verföhrt  man  bei  den  jetzt  zu  betrachtenden  Apparaten  so,  dass  man  ein 
constantes  Gewicht  P  in  verschiedene  Flüssigkeiten  eintaucht  und  das  Vo- 
lumen beobachtet,  welches  dieses  aus  der  Stelle  drängt.  Der  Kör|)er  sinkt 
st^ts  so  tief  ein,  dass  die  verdrängte  Flüssigkeit  seinem  Gewichte  P  gleich 
ist.  Sinkt  er  nun  in  die  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  J)  so  tief  ein,  das» 
er  ein  Volumen  V  aus  der  Stelle  drängt,  so  ist 

P=V,  1), 


Drängt  er  in  einer  andern  Flüssigkeit  das  Volumen  r  aus  der  Stelle, 


so  ist 


P=r  ,d 


.<]  = 


Y.Ii:,l:D  = 


men  wir  alao  z.  B.  eine  cylicdnuclie  GlasrJSlire,  welche  iinten  und 
hdem  etwas  Qiiecksilber  hineinj^eb rächt,  zuKCSchraob.en  int,  um  7.u 
,  daes  sie  xtet»  aufrecht  achwinimt,  und  dasB  sie  biR  ku  einem  be- 
,  etwa  in  der  Mitte  der  Rohre  liegenden  Punkte  in  WasMer  einsinkt, 
leicht,  aus  dieser  ein  Aräometer  zu  machen,  bei  welchem  eine  ein- 
isung  genügt,  imt  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  in  die  es  getaucht 
alten.  Man  bezeichnet  die  Stelle,  bis  ku  welcher  die  Röhre  (Fig.  95) 
r  einsinkt,  durch  eine  Marke,   setzt  daneben       _  ^._  ,^ 

100  und  theilt  nun  die  Lange  der  Rühre  von 
leiltttriche  aus  nach  unten  hin  in  100  gleiche 
nd  trügt  ebenso  die  Theilung  auch  noch  nach  ,, 
fort.     Der  Hauminhalt  zwischen  zwei  TheiU 
mt^prieht  dann,  da  wir  die  Rühre  als  cylin- 
rau.'^aetzieD,  '/loo  "^^^  Rauminhaltes  der  Rühre   ' 
i  bis  Zorn  TheiiHtriche  100.    Tauchen  wir  nun  > 
ire  in  eine  Fltl^Kigkeit,   in  welche  sie  bin  zu  , 
Istriche  80  einsinkt,  so  schliessen  wir  daraus,  ^ 
le  ihrem  Gewichte  gleiche  FlüMHigkeitsmengc 

Stelle   drängt,   dass   KU    Volumtheile   <1ic!ter  ' 
I  wiegen  als  10<t  Vohimtheile  Wasser.     Wir 
iinach  (Ur  Jas  s]>ecifische  Ocwitht  <lieser  VIüh- 


i  Rühre  dagegen  bis  zum  Theilstriche  120  ein, 

s  =  ""/i^  =  0,833; 
erhaiipt  die  Röhre  in  irgend  eine  Flüssigkeit 
riieilstrich  n  ein,  so  haben  wir  für  ihr  speei- 

...    100  — 

rwicht I 

e  Aräometer  bestimmen  deumjich  dafl  speci- 
ivicht  einer  Flüssigkeit  ans  der  Vergloiuhung 
iiens  derselben  mit  dem  Vohimen  einer  glei- 
ichtsmenge  W^asser.  Sie  führen  daher  den 
olumeter. 

gibt  ihnen  meist  eine  andere  Form  (Fi^.  96).  Es  ist  klar,  dass 
ate  eine  um  so  grübsere  Genauigkeit  liefern,  je  weiter  zwei  Theil- 
<n  einander  entfernt  sind.  Zu  dem  Ende  wKhlt  man  sehr  dUnne 
nd  damit  sie  dann  nicht  zu  lang  un<l  fiomit  zu  unbeholfen  werden, 
unten  ein  Stück  einer  weitem  R<)hre  daran.  Die  Theilung  kann 
empirisch  aufgetragen  werden;  man  vert^hi-t  folgende miaassen. 
ft  in  die  Rühre  etwas  Quecksilber,  so  dass  das  Gewicht  des  Ap- 
eich  p  wird,  taucht  ihn  in  Wasser  und  bezeichnet  die  Stelle,  bis 
r  er  einsinkt,  mit  50.  Darauf  vennehrt  man  durch  Hinzufügen 
Silber  sein  Gewicht  auf  2  j>,  Sjj  und  taucht  ihn  wieder  in  Wasser. 

«.  Pbjllk.  I,     S.  Aufl.  17 
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Das  doppelte  und  dreifache  Gewicht  verdrängt  die  doppelte  und  drei&dM 
Wassermenge,  der  Apparat  sinkt  also  tiefer  ein.  Die  Stelle,  bis  zu  der  er 
bei  doppeltem  Gewichte  einsinkt,  bezeichnet  man  mit  100,  die  bei  dreifachem 
Gewicht«  mit  1.50  und  theilt  nun  den  Raum  zwischen  50  und  100,  sowohl  i 
als  zwischen  100  und  150,  in  50  gleiche  Theile.  Der  Raum  zwischen  50  j 
und  100  ist  die  Hälfte  von  dem  Raum,  den  das  Instrument  ausfüllt,  wem  * 
es  bis  zu  100  einsinkt;  der  Raum  zwischen  zwei  Theilstrichen  also  Yjqq  die- 
ses Raumes.  Man  gibt  nun  schliesslich  dem  Apparate  das  Gewicht  2p  und 
schliesst  ihn  dann  oben.  Im  Wasser  taucht  dann  derselbe  bis  zum  Theil- 
striche  100  ein;  wir  können  ihn  daher  jetzt  gerade  so  benutzen  wie  das 
einfachere  Aräometer;  taucht  er  in  eine  Flüssigkeit  bis  zum  Theilstriche  N, 

so  ist  —  ihr  specifisches  Gewicht. 

Aber  auch  so  erhält  der  Apparat  immer  noch  eine  bedeutende  LiSnge 
und  wird  dadurch  zum  praktischen  Gebrauche  unbequem.  Man  verfertigt 
daher  selten  Apparate,  welche  zugleich  dazu  dienen,  das  specifische  Gewicht 
von  Flüssigkeiten  zu  bestimmen,  welche  schwerer  odÄr  leichter  sind  ab 
Wasser,  sondern  meist  solche,  welche  nur  für  die  eine  oder  andere  Art  von 
Flüssigkeiten  bestimmt  sind. 

Ist  das  Instrument  für  schwerere  Flüssigkeiten  bestimmt,  so  bezeich- 
net man  den  Punkt  ol)en  an  der  Röhre,  bis  zu  welchem  sie  beim  Gewicht« 
2p  in  Wasser  einsinkt,  mit  100,  und  ganz  unten  über  der  weitem  Röhre 
beim  Gewicht  jp  mit  50,  gibt  dem  Apparate  das  Gewicht  2j>  und  graduiit 
wie  vorhin.  Ist  es  für  «lie  Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes  leich- 
terer Flüssigkeiten  bestimmt,  so  richtet  uum  das  Gewicht  p  des  Apparates 
so  ein,  dass  er  in  Wasser  getaucht  bis  gerade  über  die  weite  Röhre  ein- 
taucht, und  bei  dem  Gewichte  2p  bis  oben.  Der  Apparat  erhält  dann  dad 
Gewicht  |),  und  der  untere  Punkt  wird  mit  100,  der  obere  mit  20<)  be- 
zeichnet; das  specifische  Gewicht  ergibt  sich  dann  wie  vorhin. 

Häufig  findet  man  auch  auf  den  Aräometerskalen  anstatt  oder  neben 
der  der  Theilung  entsprechenden  Zahl  die  Angabe  des  specifischen  Gewich- 
tes verzeichnet,  welche  dem  nebenstehenden  Theilstriche  entspricht;  also 
neben  dem  Theilstriche  100 — 1,  neben  dem  120  dann  0,83:^,  150 —  0,666, 
200  —  0,5;  eine  einfache  Ablesung  ergibt  dann  das  gesuchte  specifische 
Gewicht. 

Aräometer  für  besondere  Flüssigkeiten.  Wenn  zwei  Flüssigkeiten 
verschiedenen  specifischen  Gewicht<js,  die  sich  mit  einander  mischen^  zu- 
sammen gegossen  werden,  so  hängt  das  specifische  Gewicht  des  Geuiiscbes 
von  den  Mengenverhältnissen  der  einztilnen  Flüssigkeiten  ab.  Kennt  man 
daher  für  alle  Mischungen  ihre  specifischen  Gewichte,  so  kann  man  mittele 
der  Aräometer  die  Bestandtheile  des  Gemisches  kennen  lernen.  Für  ein- 
zelne  Flüssigkeiten  sind  nun  diese  Untersuchungen  durchgeführt  und  am 
genauesten  für  Alkohol,  da  es  im  praktischen  Leben  vielfach  von  Wichtig- 
keit ist,  den  Procentgehalt  eines  Weingeistgemisches  mit  Schnelligkeit  be- 
stimmen zu  können.  Auf  den  ersten  Blick  sollte  man  glauben,  dass  nicbti« 
einfacher  sei,  als  aus  dem  specifischen  (lewichte  eine»  Flüssigkeitsgemische« 
den  Gehalt  desselben  an  der  einen  oder  andern  zu  bestimmen,  indem  man 
das  specifische  Gewicht  aus  den  Mengenverhältnissen  berechnet.  Darnach 
würde  z.  B.  ein  Gemisch  aus  50  Volumen  Wasser  und  50  Volumen  Alkohol 


§.69. 


Alkoholometer. 
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ein  Qemisch  von  100  Volumen  geben,  dessen  specifisches  Gewicht  gerade 
in  der  Mitte  dessen  des  Alkohols  oder  des  Wassers  läge,  also,  da  das  des 
Alkohols  gleich  0,794,  das  des  Wassers  bei  15^  C.  gleich  0,9991  ist,  gleich 
0,8866  sein  würde. 

Dem  ist  jedoch  nicht  so,  und  zwar  deshalb  nicht,  weil  bei  der  Mischung 
iweier  Flüssigkeiten  meist  eine  Aenderung  des  Volumens  eintritt. 

Giesst  man  z.  B.  Alkohol  und  Wasser  zu  gleichen  Theilen  zusammen, 
80  ist  das  Volumen  des  Gemisches  nicht  gleich  der  Summe  der  Volumina, 
sondern  kleiner.  Es  tritt  eine  Contraction  der  Flüssigkeiten  ein;  das  spe- 
cifische  Gewicht  ist  demnach  grösser  als  das  vorhin  berechnete. 

Nach  den  neuesten  Versuchen  von  Baumhauer  ^)  geben  nim: 
Volume  Wasser.  Weingeist.   Mischung.    \  Volume  Wasser.   Weingeist.   Mischung. 

100 
90 
80 
70 
CO 
50 


0              100 

40 

10                99,4 

30 

20                98,2 

20 

30                97,2 

10 

40                96,4 

0 

50                96,0 

t  sich  das  specifiscfa 

le  Gewicht  s  be 

Mischung  aus  Volumen 

Wasser.         Weinj 

(eint.                 « 

100                    0 

)                   0,9991 

90                  10 

)                   0,9857 

80                 20 

)                   0,9760 

70                 30 

)                   0,9645 

60                 40 

)                   0,9511 

50                 50 

)                   0,9338 

40                 60 

)                   0,9131 

:5()                 70 

1                   0,8897 

20                 80 

1                   0,8635 

10                 90 

)                   0,8338 

0               lOO 

)                   0,7941 

60 

94,8 

70 

96,2 

80 

96,7 

90 

97,7 

100 

100 

Wenn  man  nun  ein  Volumeter  so  einrichtet,  dass  es  in  Wasser  ge- 
^^cht  bis  zu  einem  mit  0  bezeichneten  Punkte  eintaucht,  so  wird  es  in 
^^»tiischen  aus  Alkohol  und  Wasser  tiefer  eintauchen.  Bezeichnet  man  nun 
*^*^  Punkte,  bis  zu  denen  es  in  Flüssigkeiten  vom  specifischen  Gewichte 
^N^H67,  0,9750  etc.  einsinkt,  mit  10,  20..,  so  erhält  man  ein  Alkoholometer, 
^  Elches  in  ein  Weingeistgemisch  eingetaucht  durch  eine  einfache  Ablesung 

"^|?ibt,  wie  viel  Volumprocente  das  Gemisch  an  reinem  Alkohol  enthält 

So  sind  die  Alkoholometer  von  Tralles  *)  eingerichtet,  welche  in  Deutsch- 

^••Ud  meist  gebraucht  werden,  um  den  Afkoholgehalt  des  käuflichen  Spiritus 

*^   bestimmen. 

'j  ron  BaunJiauer,  Memoire  nur  la  donsit<3  etc.  des  m^langes  d'alcool  et  d'eau 
^Uuterdam,  1860.  Etwas  von  diest^n  verschiedene  Werthe  ergeben  sich  aus  den 
^  ^rauchen  von  Mendelejeffy  Poggend.  Ann.  Bd.  CX XXVI II. 

*)  TraZ/M ,  Gilbert  Annalen  XXX VUI.  349—431. 
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Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  die  Zahlen  für  das  specifische  Oewi 
des  Alkohols,  wie  schon  erwUhnt,  und  so  auch  die  der  Gemische  nur 
eine  bestimmte  Temperatur  gelten,  nämlich  für  15^  C.  Deshalb  gd 
auch  die  Angaben  der  Alkoholometer  nur  ftlr  diese  oder  eine  andere  T 
peratur,  bei  der  sie  graduirt  sind.  Um  jedoch  den  Apparat  auch  fttr 
dere  Temperaturen  bi-auchbar  zu  machen,  hat  Tralles  eine  Tabelle  au 
stellt*),  aus  welcher  man  für  jede  Temperatur  den  Alkoholgehalt  c 
Gemisches  entnehmen  kann,  wenn  man  beobachtet  hat,  bis  zu  weld 
Punkte  bei  dieser  Temperatur  der  Apparat  in  das  Gemische  eintaa 
Deshalb  ist  an  den  meisten  Alkoholometern  auch  ein  Thermometer 
gebracht. 

Vielfach  ist  auch  an  den  Alkoholometern  selbst  die  Correction  bemc 
welche  man  für  die  verscliiedenen  Temperaturen  anzubringen  hat.  In 
weitem  Röhre  am  untem  Theile  des  Apparates  ist  neben  dem  Tbermom 
eine  Skala  befestigt,  auf  der  dann  neben  dem  normalen  Thermometerst 
für  welchen  das  Instrument  graduirt  ist,  0  verzeichnet  ist  und  darf 
oder  darunter,  wieviel  Procento  man  von  der  Angabe  des  Alkoholome 
abziehen  oder  derselben  liinzufügen  muss,  wenn  das  Thermometer  ei 
höhern  oder  tiefem  Stand  hat. 

Ausser  den  Alkoliolometem  müssen  wir  noch  die  Aräometer  von  Bea 
erwähnen,  welche  vielfach  in  Gebrauch  sind,  obwohl  sie  direkt  weder  et 
über  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten,  noch  über  ilire  Zusammenseb 
aussagen.  Beaume  construirte  zwei  Aräometer,  das  erste  gnvduirt^  ei 
dass  er  den  Punkt,  bis  zu  dem  es  in  Wasser  eintauchte,  mit  0,  und 
bis  zu  welchem  es  in  einer  Lösung  von  15  Theilen  Kochsalz  auf  85  Wa 
eintauchte,  mit  15  bezeichnete.  Die  Theilung  wurde  dann  weiter  nach 
ten  fortgesetzt.  Der  Apparat  gibt  in  Schwefelsäure -Hydrat  GO  (irade 
und  in  concentrirter  Salpetersäure  30. 

Für  Flüssigkeiten,  welche  leichter  sind  als  Wasser,  wurde  der  Pu 
bis  zu  welchem  der  Apparat  in  eine  Lösung  vcm  10  Theilen  Kochsalz 
90  Wasser  taucht,  mit  0,  in  Wasser  mit  10  bezeichnet  und  die  Theil 
nach  oben  hin  fortgesetzt,  in  käuflichem,  meist  80 — 90procentigem  S 
tus  zeigt  der  Apparat  34  —  38  Grade  ^j. 

§.  70. 

Molekularwirkungen  zwischen  flüssigen  und  festen  Körp* 

In  unseren  bisherigen  Entwickelungen  über  die  Gesetze  des  Gleichgewic 
der  flüssigen  Köri)er  haben  wir  keine  Rücksicht  genommen  auf  die  Wirl 
von  Kräften,  welche  an  den  Gefdsswänden  zwischen  den  Molekülen  der  fe 
Wand  und  denen  des  flüssigen  Körpers  thätig  sind,  also  gemäss  uns 
Benennung  in  §.  59  und  48  auf  die  Wirkung  der  Adhäsion  der  flüss 
an  die  festen  Körper  und  die  Cohäsion  der  Flüssigkeiten. 

Von  dem  Dasein  beider  Kräfte  kann  man  sich  leicht  überzeugen.  Ta 
man  ein  reines  Glasstäl)chen  in  Wasser  und  zieht  es  dann  heraus,  so  g 

')  Tralles  a.  a.  0. 

')  Weiteres  Meissner ,  Die  Aräomotrie  in  ihrer  Anwendung  auf  Chemie 
Technik.    Wien,  1810. 
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man,  daes  eine  Wasserschicht  an  demselben  haftet.  Hält  man  es  vertical, 
so  sammelt  sich  an  seinem  untern  Ende  ein  Tropfen  an,  der  nicht  herab- 
falli,  sondern  der  Wirkimg  der  Schwere  entgegen  an  dem  StUbclien  haften 
bleibt.  Diese  einzige  Thatsache  beweist  das  Dasein  der  Adhäsion  des  flüs- 
sigen Körpers  an  den  festen  sowohl  als  auch  das  der  Cohäsion  der  einzel- 
nen Theile  der  Flüssigkeit.  Denn  die  zunächst  um  Glase  anhängende  Wasser- 
sehicht  wird  durch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Glase  getragen  und  der 
übrige  Theil  des  Tropfens  durch  die  Kraft,  mit  welcher  die  einzelnen  Wasser- 
theilehen  an  einander  haften. 

Aus  diesem  Versuche  geht  zugleich  hervor,  dass  in  diesem  Falle  so- 
wohl die  Cohäsion  der  Flüssigkeit  als  auch  die  Adhäsion  derselben  am  Glase 
grösser  ist  als  die  Wirkung  der  Schwere;  denn  nur  dann  ist  es  möglich, 
dass  der  Tropfen,  der  Schwere  entgegen,  getragen  wird.  Der  Versuch  zeigt 
aber  weiter,  dass  hier  auch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Glase  grösser  ist 
al«  die  Cohäsion  der  Wassertheile  \mter  einander;  denn  beim  Herausziehen 
des  Stabes  wurden  die  an  dem  Stabe  haftenden  Wassertheile  von  ihrer  Um- 
gebung losgerissen,  mit  welcher  sie  durcli  die  Cohäsion  zusammenhängen. 

Nicht  immer  ist  das  jedoch  der  Fall;  denn  wenn  wir  den  Glasstab  in 
Quecksilber  tauchen,  so  bleibt  kein  Quecksilber  daran  haften,  er  wird  von 
demselben  nicht  benetzt.     Dass  aber  auch  hier  eine  Adhäsion  des  Queck- 
jJÜbers  am  Glase  vorhanden  ist,  lässt  sich  durch  einen  andern  Versuch  zei- 
gen.   Hängt  man  nämlich  eine  Platte  mittels  dreier  Fäden  an  dem  einen 
Ann  einer  Wage  horizontal  auf  und  äquilibrirt  sie  durch  Gewichte,  welche 
auf  die  andere  Wagschale  gelegt  werden,  so  bringt  das  geringste  Ueber- 
firewicht,  auf  die  Wagschale  gelegt,  eine  Erhebung  der  Glasplatte  hervor, 
^toert  man  aber  der  Platte  von  unten  ein  weites  mit  Quecksilber  gefülltes 
^eftsö  so  weit,  dass  die  untere  Fläche  der  Glasplatte  die  Oberfläche  des 
Quecksilbers  gerade  berührt,  so  bedarf  es  auf  der  andern  Wagschale  be- 
•»eutender  Zulage,  um  die  Platte  von  dem  Quecksilber  loszureissen,  ein  Be- 
weis, dass  sie  mit  einer  gewissen  Kraft  am  Quecksilber  haftet,  dass  also 
*nch  das  Quecksilber  am  Glase  adhärirt. 

Die  Cohäsion  der  verschiedenen  Flüssigkeiten  sowohl  als  die  Adhäsion 
^■<>r8elben  Flüssigkeit  an  verschiedene  feste  Körper  ist  verschieden.  Wäh- 
""^nd  Quecksilber  Glas  nicht  benetzt,  also  an  Glas  nicht  so  stark  adhärirt, 
'■^ö«j  die  Cohäsion  der  Quecksil bertheile  überwunden  werden  kann,  wird 
^pld  vom  Quecksilber  benetzt.  Während  reines  Glas  vom  Wasser  benetzt 
^^*"d,  vermag  eine  fettige  Glasscheibe  die  Cohäsion  der  Wassertheile  nicht 
*^    überwinden. 

Bei  denjenigen  Substanzen,  bei  welchen  die  Adhäsion  an  loste  Körper 
'^^>8ser  ist  als  die  Cohäsion  der  flüssigen  Tlieile,  kann  obiges  Verfahren, 
^^Iches  wir  anwandten,  um  die  Adhäsion  des  Quecksilbers  am  Glase  nach- 
•^'^^eisen,  dazu  dienen,  die  Cohäsion  der  Flüssigkeit  zu  messen.  Gay-Lnssac*) 
^^1  für  einige  Flüssigkeiten,  welche  am  Glase  adhäriren,  dieses  Verfahren 
^^fjewandt  und  mit  einer  Scheibe  von  118,366  Millim.  Durchmesser  folgende 
■^**'snltate  erhalten: 

*»  Gay-LuHRfics  Versuche  in  La  Place  Su]>pU*nient  a  la  Theorie  <le  Taction 
**l>illÄire.    II.  Supplement  zum  10.  Buche  der  Mecanique  celdste.    Darauu  Gilbert, 
-^-^xnalen  Bd.  XXXIII.  p.  320  ff. 


Normal  (Im  t-fc  drr  FIfiKffl'gVpitni 


WaBB« bei  S^iS  C.  1 

Alkohol  .   .   .    . „      ,.     "   I  O,810R 

Alkohol >    .    .     „   10"    „  n,Bsu5 

Alk-.hol  .........     „     8     ,.  0,0115 

Terpentin -Oel „      8      „  "I.8604 
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Die  angegehenen  Gewicht«  sind  di^enigen,  welche  bei  langsuiiein  Ant 
legen  der  Gewichts  gerade  die  benetzte  Platte  loszureissen  iju  Stande  wan 
Ganz  dieselben  Eesultat«  erhielt  Gay-Lussac,  als  er  die  (ilaaschetb«  il 
vorigen  Versuche  durch  eine  Knpferücheibe  ersetzte,  w&a  einen  neuen  Bt- 
weis  dafür  Uelert,  da^s  durch  diette  Versucbe  wirklich  die  C'ohSÄon  H 
Flüssigkeiten  gemessen  wird. 

Bei  Pitlasigkeiten,  welche  nicht  benetzen,  kann  man  dieses  Vflrbhra 
benutzen,  uro  die  AdhOsion  zu  messen.  Gay-Lussac  stellte  derartige  V 
»ucbe  an,  um  die  AdbSsion  dea  Quecksilbers  am  Glase  zn  erhultim;  dieZi 
len  jedoch,  welche  er  erhielt,  schwankten  um  ein  Bedeutenden,  zwiffibd 
158  *■■  lind  20fi  ^;  je  nachdem  er  die  üebergewichte  rasch  rtder  lau 
auflegte.  Der  Grund  dieser  Schwankung  liegt  zum  Theil  in  der  BeiboDj 
des  Queckäilbers  am  Glase,  wie  wir  spSter  nachweisen  werden. 

§.  71. 

Nonnaldruck  in  der  Oberfläohe  der  Flüesigkeitea.     Au«  desiB 
vorigen  Paragraphen  mitgetheilten  ThatBachen  folgt  erstens,  'las*  ilie  Iw 
naohbarten  Moleküle  einer  FlUstiigkeit  sich  anziehen,   und  xw«i(«nii, 
die  Molek(iIe  eines  in  eine  Flüssigkeit  getauchten  festen  Keirpers  ebnfiOl 
die  benachbarten  Theile  der  Flüssigkeit  anziehen.    Bei  der  Besümniui^ 
GleicbgewichtszuBtandes  einer  FlUBsigkeit  mUssen  wir  daher  auf  dieM  bli- 
den  Krilfte  Rücksicht  nehmen;  es  wird  daher  zunächst  unsere  Aufgabe 
zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sie  iVenderungen  des  von  uns  biaher  bfr 
trachteten  Zuntandee   hervorbringen  können.     Deginnen  wir  mit  dw  > 
Ziehung  der  FlOssigkeitst heile  auf  einander,   und  setzen  wir  bei  diiHCC 
bei  der  zweiten  Art  von  Kräften  voraus,  dass  die  KrSfle  sich  nur  ut 
messbare  Entfernungen  erstrecken,  dass  sie  unmerklich  werden,  sobaU 
Entfernungen  messbar  sind'). 

Betrachten  wir  tu  dem  Ende  eine  flUssige  Masse,  welche  durcJi  ixg 
eine  OberflSche  Mff  (Fig.  97)  begrenzt  ist,  und  untersuchen  die  B« 
tirende  aller  auf  die  Moleküle  m,  m\  m"  von  den  l>enachbKrt«n  MwlekOM 
ausgeübten  Anziehungen.    Seien  zu  dem  Ende  die  mit  den  Rndi«n  r,  wiUM 
als  unendlich  klein  vorausgesetzt  werden,  um  die  betreffenden  MoIrkOls  ^ 
schriebenen  Kugeln  die  Anziehungssphären  derselben,  sii  da«s  nUo  BDnk 
die  in  dieser  Kugel  befindlichen  MelekUle  anziehend  nuf  m,  m',  m"  wirk* 


c&Me,  darau«  Gilbrrl,  Aniui 
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Auf  das  Molekül  m  wirken  die  ringsum  ganz  gleichmäsäig  veriheilien 
Moleküle  der  Flüssigkeit  anziehend  ein;  dasselbe  wird  also  nach  allen  Rich- 


iimgen  des  Raiimeä  mit  gleicher  Stjirke  angezogen,  die  auf  m  wirkenden 
Kräfte  halten  eich  daher  das  Gleichgewir.hi,  <las  Molekül  verhüll  sich  gerade 
8o,  als  wenn  keine  Kräfte  auf  dasselbe  einwirkten. 

Das  Molekül  m",  welches  gerade  in  der  OberHäclie  der  Flüssigkeit 
liegt,  wird  jedoch  nicht  nach  allen  Richtungen  mit  gleicher  Stjlrke  ange- 
zogen. Nur  die  untere  Hälfte  seiner  Anzieh ungssphilre  ist  mit  Flüssigkeits- 
molekttlen  angefüllt,  die  obere  nicht.  Die  anziehenden  Kräfte  der  die  un- 
tere Halbkugel  ausfüllenden  Moleküle  haben  nun,  wie  unmittelbar  klar  ist., 
öne  zur  Oberfläche  MX  senkrechte  Resultirende  ii*,  da  in  den  der  Ober- 
fliche  parallelen  Schichten  die  Moleküle  rings  um  W  ganz  gleichmässig 
?ertheilt  sind.  Das  Molekül  m"  und  somit  alle  in  dtT  OberlUiche  befind- 
lichen Flüsöigkeitsmoleküle  werden  <lurch  eine  gegen  die  (Jberflilche  senk- 
rechte Kraft  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  gedrückt. 

Aehnliches  gilt  für  das  Molekül  m\  welches  um  weniger  als  r  unter 
4er  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt.  Auch  dessen  Anzieh ungssphHre  ist 
nicht  ganz  mit  Flüssigkeit  angefüllt,  und  unterhalb  sf  wirkt  eine  Quantität 
Flüssigkeit  auf  dass«*lbe  ein,  den'n  Anziehung  nirlit  durch  eine  nach  oben 
gerichtete  Anziehung  das  Gleichgewicht  gehalten  wird;  auch  an  tn  greift 
dther  eine  zur  ()berfläche  der  FUissigkeit.  senkrechte,  gegen  das  Innere  der- 
selben gerichtete  Kraft.  1^  an,  die  jedoch  kleiner  ist  als  7i*. 

Dasselbe  ist  nun  der  Fall  mit   allen  Molekülen,   welche   um   weniger 

ali<  r  unter  der  Oberfläche  liegen,  deren  Anziehimgssphären  also  zum  Theil 

I  licht  mit  FUissigkeit  angefüllt  sind.    Legen  wir  daher  psirallel  der  Ober- 

fifiche  im  Innern  der  Flüssigkeit   eine  Fläche,   welche  v<»n  der  Oberfläche 

;   nm  r  absteht,  so  werdey  alle  in  dieser  Schicht  liegenden  Moleküle  nach 

I   innen  frezogen.     Diese  Schicht  wird   also  z.  IJ.  auf  eine  Flüssigkeilskugel 

»wirken  wie  ein  elastisches  Haut  eben,  welches  sich  zusammen  zu  ziehen 
ßucht,  o<ler  auf  jede  FUissigkeit,  die  in  einem  Octasse  steht,  einen  rings 
gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  gerichteten  Druck  ausüben,  da  sie  auch 
in  «len  von  den  Wänden  begrenzten  Fläcrhen  vorhan^len  sein  muss.  Man 
Bennt  daher  diese  Schicht  das  Flüssigkeit shäut<'hen  und  diesen  Druck  den 
Xormaldmck. 

Dieser  Normaldruck  der  Flüssigkeiten  muss  verschieden  sein  je  nach 
der  Gestalt  der  Oberfläche.  Während  nämlich  in  ebenen  Oberflächen  die 
Flflssigkeit  nur  durch  <lie  betrachteten  Midekularwirkimgen  nach  innen  ge- 
sogen wird,  tritt  in  gekrümmten  Obei-flächen  durcli  die  in  der  Oberfläche 
Torhandenen  Moleküle  noch  eine  eigenth  um  liehe  Spannung  hinzu,  welche 
den  Normaldruck  vermehrt  oder  vermindert.    Eine  Vermehrung  tritt  dann 
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ein,  wenn  die  Oberflüche  nach  aussen  convex,  eine  Yermindening  ( 
wenn  die  Oberfläche  nach  aussen  concav  ist.  Denn  ist  AB  Fig.  9( 
Durchschnitt  durch  eine  convexe,  Ä^  B^   ein  solcher  durch  eine  coi 

j'ig.  98.  Oberfläche,  so  erkennt  man  l 

p»       p  dass  die  gegenseitigen  Anziehi 

^ .  ^^^^     *"    ""    R  V^  ^®^  ^  ^^^  OberflÄchenschich 

j  /  genden  Flüssigkeitstheilchen 

der  Normale  parallele  Compo 
liefern,  welche  bei  den  con 
Flächen  nach  aussen,  bei  dei 
vexen  Flächen  nach  innen  ger 
p'     I       ^„     ^    ist.  Man  nennt  diese  von  der 

der  Oberfläche  abhängige  C 
^  nente  die  Oberfläch enspannu 

Um  die  Grösse  dieser  Oberflächenspannung  und  ihre  Abhängigke 
der  Gestalt  der  Oberfläche  zu  bestimmen*),  sei  Fig.  98  P  ein  Punl 
Oberflächenschicht,  welche  in  dem  Schnitt  AB  derselben  liege,  imd 
das  im  Punkte  P  vorhandene  Massentheilchen  der  Flüssigkeit.  E 
Punkte  p'  vorhandenes  Massentheilchen  m\  welches  von  m  die  äi; 
kleine  Strecke  r  entfernt  ist,  wird  dann  auf  das  Massentheilchen  i 
einer  Kraft  wirken,  welche  wir  dem  Produkte  der  Massen  w» .  tn  und  : 
einer  Function  der  Entfernung  f  (r)  proportional,  also  gleich  m  .  m 
setzen  können;  von  der  Function  /*  (r)  wissen  wir  nur,  dass  sie  verschv 
sobald  r  grösser  als  der  Radius  der  Wirkungssphäre  wird.  Ein  in 
selben  Schnitt  in  derselben  Entfernung  r  bei  y  gelegenes  Massenthc 
m  wird  dann  auf  das  Massentheilchen  m  genau  dieselbe  Wirkung  mn 
ausüben.  Diese  Wirkungen  sind  nach  den  Verbindungslinien  1^/  res; 
gerichtet. 

Zerlegen  wir  diese  Wirkungen  jede  in  zwei  Componenten,  di 
senkrecht,  die  andere  parallel  der  im  Punkte  P  errichteten  Norma 
Oberfläche,  so  heben  sich  die  senkrecht  zur  Normale  wirkenden  C 
nenten  als  einander  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  auf.  Die  de 
male  parallel  gerichteten  Componenten  dagegen  summiren  sich,  sie 
also  eine  auf  das  bei  P  liegende  Massentheilchen  m  wirkende  Kraft 

2  .  w  ,  ni  ,  f  (r) .  cos  p'  PC, 

In  der  Nähe  des  Punktes  P,  und  soweit  die  Wirkungssphäre  der 
küle  reicht,  fällt  nun,  welches  auch  die  Gestalt  der  Oberfläche  i^ 
Schnitt  AB  mit  einem  Kreisbogen  zusammen,  dessen  Mittelpunkt  in  C 
dessen  Radius  q  der  Krümmungsradius  des  Schnittes  AB  im  Punkt« 
Daraus  folgt,  da  das  über  dem  Durchmesser  eines  Kreises  beschi 
Dreieck,  dessen  dritte  Ecke  in  der  Peripherie  liegt,  an  dieser  drittel 
rechtwinklig  ist,  dass 

,      ,       p  P  r 

somit  dass  die  aus  der  Wirkung  von  }/  und  y  auf  P  resultirende  de 


*)  Man  sehe  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXV.  p.  622. 
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Ottle  parallele  Componente  f^leich  ist 


2mm  f(r)  •  -—  ==  nnn  f(r)  — 

Die  Wirkung  aller  Flüssigkeitstheilehen  in  dorn  Normalsrhnitt  Ali  auf 

du  Massentheilchen  m  bei  P  erhalten  wir,  wenn  wir  für  alle  je   /.wei  in 

jacher  Entfernung  liegenden  MaHsentheihihen,  <h*r<'n  Abstan«!  von  P  zwi- 

•ckn  0  und  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  enthalten  ist,  denselben  Aus- 

dnck  bilden  und  alle  diese  Ausdrücke  sumiiiiren,  also  in  der  Siiiiimo 

Smni  f(r]  •   -  • 

Da  jedes  Glied  dieser  Summe  den  Factor  --  hat,  so  k/innen  wir  diesen 
Acior  herausschreiben  und  erhalten  dann 

—  £mm  f  (r)  .r  =  -, 
9  Q 

wir  die  Summe  mit  dem  Zeichen  h  bezeichnen. 

Denken  wir  uns  jetzt  einen  zweiten  Nornialschuiii  dnnth  den  Punkt  P 

Oberflftche  gelegt,  welcher  senkrecht  zu  dem  Noruialschnitt  Ali  ist  und 

Krtlmmungsradius  q'  hat,  so  gilt  tiir  diesen  ^ranz  dieselbe  Entwicklung. 

erhalten  deshalb  fttr  die  Wirkung  der  in  dies«'m  Schnitt  der  Oberiläche 

den  Flüssigkeitstheilehen  auf  das  Th eilchen  bei  P 


«ad  für  die  Wirkung  beider  Schnitte 

Denken  wir  uns  jetzt  die  ganze  Oberfiäche  um  den  P«mkl  P  durch  un- 
dhHg  "viele  Paare  von  je  zwei  zu  einander  senkrechten  durch  den  Punkt  P 
'gtißgter  Normal  schnitte  gegeben,  so  wird  die  gesammte  durdi  die  Gestalt 
der  Oberfläche  bewirkte  Spannung  gleich  sein  der  Summe  aller  der  Span- 
Bongen,  die  wir  für  jedes  Schnittpaar  erhalten.  Für  irgend  ein  b(^liebiges 
Behnittpaar,  deren  Krümmimgsradien  Qu  un<l  /„  sind,  wird  die  Spannung 
dajm  sein 

\Qn       '       Qu  / 

und  die  ganze  Summe  können  wir  dann  ])ezeichnen  mit 


\Qn  Qu  / 


Bezeichnen  wir  nun  mit  JR  den  Radius  der  stärksten  Krümmung,  also 
den  kleinsten  Krümmungsradius,  mit  //^  den  Radius  der  srhwiluhsten  Krüm- 
mung, also  den  grössten  bei  den  Schnitttm  vorkcunmendcm  Krümmungs- 
radias,  so  ist  nach  einem  von  Euler  bewiesenen  Satze  immer 

1.1  1.1 


+ 


7i'  +  Ji, ' 


Qn  Q  n 

oder  die  Summe  der  reciproken  Werthc  der  Krümmungsradien  zweier  zu 
einander  senkrechter  Schnitte  hat  bei  einer  gegebenen  Olterfläche  immer 
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denselben  Werth  und  ist  gleich  der  Summe  der  reeiproken  Werthe 
grössten  und  kleinsten  Krümmimgsradius.  Wir  können  demnach  ans  obige^c^ 
die  OberflUchenspannung  darstellenden  Summe  den  constanton  Factor  her*^ 
ausschreiben  und  erhalten  dann  ftlr  dieselbe 


a+i)-^"- 


Die  in  diesoni  Au.«sdrnck«^  vorkommende  Summe  2  h  können  wir  noe-  li 
in  folgender  Weise  niilier  dcfiniren.  Wir  bezeichnen  den  auf  die  Flßche: 
einheit  einer  Kugeloberflilche  vom  Radius  1  in  Folge  der  Oberfläch eni<pa' 
nung  resultirenden  Druck  mit  //.  Indem  wir  dann  den  eben  abgeleitet^=rz?n 
Ausdruck  fllr  die  OberfliSr-henspannung  auf  die  Einheit  der  Oberfläche 
ziehen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Flüche  tiberail  dieselbe  KrÜi 
mung  hat  als  im  Punkte  P,  erhalten  wir  aus  demselben  die  Oberfläche  n- 
Spannung  der  Kugel  vom  Hadius  1 ,  indem  wir  B  =  11^  =  \  setjsen,  son — =iil 

Damit  wird  dann  die  Oberflächenspannung  für  eine  irgendwie  gekrUmn^=~  ^^ 
Fläche 


-  \R  +  KJ 


In  einer  Ebene  ist  eine  solche  r)]»erflächenspannung  ni«-ht  vorhand^^  -^^ 
da  dort  die  zur  Normale  parallelen  Komponenten  gleich  Null  werden.  D^^— '** 
gibt  auch  unser  Ausdruck  zu  erkennen;  denn  bei  einer  Ebene  werden  ^s— «  '^^^ 
wohl  B  als  /?!  unendlich  gross,  ihre  reeiproken  Werthe  also  gleich  Null -K  ^ 

Bei  einer  nach  aussen  convexen  Oberfläche  tritt  diese  Oberflächenspa -^^  **'^* 
nung  zu  dem  in  einer  ebenen  ( )bi»rHä<h»»  <lerselben  Flüssigkeit  vorhandene ^^90»^ 
Normaldruck  hinzu,  indem  der  aus  dieser  Oberflächenspannung  resultirenc»  *^* 
Druck,  der  in  jedem  Normalschnitt  gegen  «len  Mittelpunkt  der  Krümmuc^  ^  ^"^^ 
gerichtet  ist,  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  wirkt. 

Bei  einer  nach  aussen  c<mcaven  Fläche  .1,  B^  Fig.  08  ist  der  No^:'^^*  *^^ 
maldruck  um  diese  (t rosse  kleiner  als  in  der  Ebene,  da  die  auch  hier  geg<=»'5^^^ 
C,  gerichtete  Oborflächenspannung  na<'li  aussen  wirkt.  Nennen  wir  ni»-^  .ät»ui 
den  auf  die  Flärlieneinheil  bozojrenen  Normaldruck  in  einer  ebenen  Ober-'^^"''^ 
fläche  der^elben  FHUsigkeit  A",  so  erlialten  wir  für  den  in  einer  gekrünin«*  *^"' 
ten  Oberfläche  vnrhandenen  Nunnaldnick  ^ ) 


''-^''  ra+/'> 


worin  das  positive  Vorzeichen  für  ronvexe,  das  negative  Vor/eichen  für  coir:^ ^'"^ 
cave  Fläi'hen  gilt.     Unterscheiilen  wir  die  Krümmung  der  Oberflache,  ol  ^^ 
convex  oder  roni-av,  datbirch,  dass  wir  ilie  Vorzeichen  der  Radien  positiv  ^ 

')  Der  {^atz  wurde  zm-rst  abgeleitet  von  Thottins  Younff.    Philosophical  Traiu«-  ^  -j 
actions  of  London  Itoval  Soriety  for  iso."»  p.  r.:i:  von  La  Plncr:  Sur  Taction  rapil—    *    ^ 
laire.    Su)ipl»'ni»'nt  au  X  livn'  ilu  trait«'*  de  nirciinirpio  cclcste;  von  Paissom:  Xoii —        - 
velle  tln'orie  de  Taction  capi Ilaire.    Taris   ISSI :  von  (raus*:  I Vincipia  generaÜHi "  ^ 
theoriae  figurae  flnidonini  in  statu  aeqnililtrii.    roniniontat.  Bociet.  reg.  Göttingen 
T.  VII.  183ä  p.  4:i  tf.    .Man  M>he  auch  Mom^sou  Toggend.  Ann.  Bd.  CXLII.  p.  405  ff. 
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llircMivexe,  negativ  für  concave  Radien  wählen,  so  können  wii*  in  iinserm 
Aasdracke  dem  zweiten  Gliede  allgemein  das  positive  Vorzeichen  geben, 
also  setzen 

Dass  ein  solcher  Unterschied  des  Normaldruckes  in  nach  aussen  con- 

rexen  und  nach  aussen  concaven  Flächen  in  der  That  vorhanden  ist,  zeigt 

eine  bekannte  Erscheinung  an  Seifenblasen.    Die  Wände  einer  kugelförmigen 

isit  Luft  gefüllten  Seifenblase  sind  auf  der  äussern  Seite  convex,  auf  der 

imem  coneav  gekrümmt.    Auf  der  äussern  Seite  ist  daher,  wenn  wir  den 

.Radius  der  Seifenblase  mit  B  bezeichnen,  der  gegen  den  Mittelpunkt  der 

Kugel  gerichtete  Druck 

auf  der  innem  Seite  der  von  dem  Mittelpunkt  fortgerichtete  Druck 

wenn  wir  den  Radius  der  innem  Kugelfläche  wegen  der  sehr  geringen 
Dicke  der  flüssigen  Hülle  gleich  dem  der  äussern  Kugelfläche  setzen.  Die 
beiden  Drucke  liefern  als  Resultirende  einen  gegen  den  Mittelpimkt  gerich- 
iet-en  Druck 

P    -/•,=2//l. 

Man  kann  diesen  Druck  leicht  wahrnehmen.  Denn  schliesst  man  das 
Rohr,  durch  welches  man  die  Blasen  dargestellt  hat,  mit  dem  Finger,  so 
beb&lt  die  Blase  ihre  ursprüngliche  Grösse;  wenn  man  das  Rohr  aber  öff- 
net, so  sieht  man,  wie  die  Kugel  allmählig  kleiner  wird,  indem  jetzt  die 
in  der  Blase  vorhandene  Luft  jenem  Drucke  folgen  und  aus  dem  Rohr  ent- 
weichen kann. 

§.  72. 

Einflnss  der  Wände.  Auch  die  festen  Körper  üben,  wie  wir  sahen, 
wf  die  Flüssigkeitstheilchen  eine  anziehende  Wirkimg  aus;  es  muss  also 
weh  an  den  Wänden  eines  mit  Flüssigkeit  gefüllten  GefHsses  zwischen  den 
Theilen  der  festen  Wand  und  den  Flüssigkeitstheilchen  eine  Wechselwir- 
kung stattfinden,  wodurch  dann  eine  Veränderung  der  freien  Oberfläche 
fcr  Flüssigkeit  eintreten  muss  ^). 

Sei,  um  dieses  nachzuweisen,  MN  (Fig.  99)  die  Endfläche  eines  in 
eine  Flüssigkeit  getauchten  festen  Körpers  und  nin  die  Oberfläche  der 
Rttssigkeit.  Das  gerade  an  der  Wandfläche  anliegende  Flüssigkeitsmolekül 
wird  nun  von  der  gesammten  Flüssigkeit  angezogen,  welche  in  dem  vierten 
llieile  einer  mit  dem  Radius  r  beschriebenen  Kugel  liegt,  da  nur  dieser 
Theü  der  Anziehungssphäre  des  Moleküls  m  mit  Flüssigkeit  angeftlllt  ist. 
Ke  Resultirende  dieser  Anziehungen  ist  nach  p,  nach  der  ITalbirungslinie 


*)  La  Place,  Theorie  capillaire  im  Supplement  ziun  10.  Buche  der  Mecaniquc 
^ste,  damns  Gilbert,  Annalen  Bd.  XXXUl. 
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des  Winkeln  Nmn  goriuhiet.  Sie  sei  gleich  P.  Dau  Molekdl  m  wird  nu 
aber  auch  von  den  Theilen  dev  feuten  Wand  angezogen  und  zwar  Ton  den 
unl«rhalb  ms  gelegenen  Theilen  eo,  diu 
eine  nach  q,  der  HalbirungHlinie  des 
Winkfln  amX  gerichtete  Kraft  Q  resol- 
'\  tirt,   und   von   den   Über   ms  gelegenen 

Theilen  der  festen  Wand  so,  dass  ebca- 
falls  eine  Kraft  von  der  Grösse  Q  rexnl- 
tirt,  welche  nach  </,  der  Halbirungelii» 
des  Winkels  sm2U  gerichtet  ist 

Das  Theilchen  m  wird  also  aoBB« 

von    der    vortical    abwärts    wirkende! 

Schwere    von   drei   Kräften   ang^riffen, 

=_        _r  —  von  P  nach  p  gerichtet,   von  Q  nach  9 

~  nnd  von  1^  nach  1/  gerichtet. 

Die  Horizontal      nl  Veriicalcomponenten  sind 


F    cos  2  HM  ■■ 
F    coBjtnA: 


=  2* ,  cos  45"  hoiizontal  nach  n 

=  I' .  cos  15"  vertical  abwärts, 


feiner  senkre  ht  na  h  ol  e 
«  .  W)8  qmN  -Q.i. 
und  horizontal  nach  £ 


„  ,j  inM  =  y  .  LOS  i5"  —  Q  .  COM  45"  =  0, 


Q  .  cos  'pns  -j-  Q  .  cos  '/ms  '^  2(3  .  cos  45". 

Die  Componente  P.  cos  45",  welche  in  der  Richtung  der  Schwere  wirict, 
vei-mehrt  den  verticalen  Druck  der  Flüssigkeitsthoilchen.  Die  drei  Hori- 
zontalcomponenten  setzen  sieb  zu  einer  einzigen  zusammen 

(2Q  —  P) .  coB  45". 

Je  nach  der  Grösse  der  Adliäsion  der  Flüssigkeit  an  dem  festen  Kflr- 
per  und  der  Cohilsion  der  Flüssigkeitiitheilo  unter  einander,  kann  nun  diese 
C'omponente  einen  ganz  verschiedenen  Werth  baben,  sie  kann  gleich  Null, 
oder  gegen  die  feste  Wand  der  Flüssigkeit,  oder  von  ihr  fort  gerichtet  sein. 
Denn  es  kann 

2^_p=0,  2Q  —  P>0,  -Jfl  — P<0  sein. 

Betrachten  wir  diese  drei  Fülle  nither  und  untersuchen  wir  den  Ein- 
fluss  der  verschiedenen  Werthe  auf  die  Gestalt  der  Oberfläche. 

1)  Ist  zunächst  2^  —  P  ^  0,  so  ist  die  aus  sämmtlichen  Kräften, 
welche  auf  die  Oberfläche  der  Flilsuigkeit  einwirken,  resnltirende  Kraft  ver- 
tical gerichtet.  Da  nun  im  Gleich  gewicht«  zustande  die  Oberfläche  einer 
Flüssigkeit  zu  den  wirkenden  Kräften  normal  i^t,  so  folgt,  dass  in  diesem 
Falle  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  auch  an  den  Wänden  der  (lefusse  hori- 
zontal bleibt,  daas  nomit  durch  das  Eintauchen  des  festen  KCrper»  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  nicht  geändert  wird, 

2)  Ist  2Q  —  P  >  0,  »0  wirken  auf  das  Molekül  m  zwei  Kräfte  ein. 
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deren  eine  gegen  ä,  die  andere  vertical  gerichtet  ist.    Diese  beiden  Kräfte 

baben  (Fig.  100)  eine  nach  R  gerichtete  Resultante.     Die  Oberfläche  der 

Flfisidgkeit  ist  im  Gleichgewichtszustande  zur  Kich- 

tnngder  auf  sie  wirkenden  Kraft  normal,  es  niuss 

daher  die  Richtung  mn  J_  mR  mit  der  Oberfläche 

der  Flüssigkeit   in  m   zusammenfallen,   oder  mn 

BinjM  an  der  Oberfläche  im  Punkte  m  Tangente    «. 

seiiL    Die  Oberfläche  kann  also  in  diesem  Falle 

10  der  festen  Wandfläche  nicht  mehr  horizontal      * 

»in,  sie  niuss  dieselbe  unter  einem  Winkel  tnm  »" 

idmeiden.    Da  dieser  Winkel,  den  wir  mit  S  be- 

leicfanen  wollen,  nur  von  der  Grösse  der  resul-  *"* 

ürenden  Horizontalcomponente  (2Q  —  P) .  cos  45" 

and  dem  um  die  Verticalcomponente  der  Oberflächenspannung  vermehrten 

Gewichte  des  Moleküls  m  abhängt,  so  muss  itlr  ein  und  dieselbe  Flüssigkeit 

and  denselben  festen  Körjier 

ö  =  const. 

sein,    d.  h.  dieselbe  Flüssigkeit  muss  Wände  gleicher  Substanz  an   allen 
Stellen  unter  demselben  Winkel  S  schneiden. 

Die  Anziehung  der  festen  Wand  wirkt  nun  nur  auf  die  unendlich  nahen 
Moleküle  der  Flüssigkeit.  Indess  dass  durch  Anwesenheit  der  festen  Wand  der 
Gleich gewichiszustand  auch  der  weiter  von  der  Wand  entfernten  Flüssigkeitj^- 
schicht-en  geändert  werden  muss,   ist  nicht  schwer  einzusehen*);  denn  die 
an  d<^r  Wandfläche  anliegende  Flüssigkeitsschicht  muss  auch  eine  Aende- 
Txing  ihrer  Dichtigkeit  erfahren.     Wenn  die  Lage  der  einzelnen  Moleküle 
im  Innern  der  Flüssigkeit  von  den  Anziehungen  der   umgebendem  Moleküle 
abhängt,  so  ist  auch  klar,  dass  weun  an  der  Wandfläche  eine  vergrösserte 
Anziehung  gegen  die  Wand  hin  auf  die  Flüssigkeit  stattflndet,  in  der  der 
Wandfiäche  nächsten  Schicht  mehr  Flüssigkeitsmoleküle    sich    ansanmieln 
als  in  andern  vertical  durch  die  Flüssigkeit  gelegten  Schichten.     Die  der 
Wand  zunächst  anliegende  Schicht  muss  deshalb  eine  grössere  Dichtigkeit 
haben  al«  die  folgenden  Schichten.    Diese  Schicht  muss  daher  auf  die  fol- 
gende wirken,  wie  die  Wandfläche  auf  die  erste  Flüssigkeitsschicht.     Da- 
durch muss  also  auch  die  zweite  Schicht  eine  gogon  die  Horizontale  geneigte 
Oberfläche  erhalten,  zugleich  aber  auch  dichter  werden  als  die  übrigen  Flüs- 
Rigkeitsschichten.    Die  zweite  Schicht  muss  demnach  weiter  auf  eine  dritte, 
diese  auf  eine  vierte  wirken  u.  s.  f.    Die  gegen  die  Wand  gerichtete  hori- 
zontale Componente  der  Anziehung  muss  aber  um  so  schwächer  werden,  je 
weiter  eine    Schicht   gegen  die  Mitte  der  Flüssigkeit  liegt,   da  die   erste 
Flü.ssigkeitsscbicht  von  der  Wand  eine  stärkere  Anziehung  erführt,  als  sie 
anf  die  zweite  Schicht  ausübt,  und  so  jede  Schicht  von  der  der  Wand  näher- 
liegenden stärker  angezogen  wird,  als  die  folgende  anzieht.    Deshalb  muss 
die  Resultante  JJ",  da  die  vertical  herabziehende  Kraft  constant  bleibt,  sich 
immer  mehr  der  verticalen  nähern,  bis  sie  schliesslich  in  einer  gewissen 
Entfernung  von  der  Wand,  wo  die  Horizontxilcompouente  gleich  Null  wird, 


2JPoi88(my  Nouvelle  theorie  de  l'action  capillairo.    Paris  1831.    Im  Auszuge 
inky  Poggend.  Ann.  XXV  u.  XX VfL 
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mit  der  verticalen  Richtung  zusammenfiillt.  Die  Oberfläche  der  Fltb 
muss  daher  eine  stetig  gekrümmte,  nach  oben  concave  Flftche  bilden, 
erst  in  einiger  Entfernung  von  der  Wand  in  eine  horizontale  überge 

Der  Versuch  bestätigt  diese  Folgenmgen;  denn  in  einem  GefUsf 
sen  WUnde  von  der  Flüssigkeit  benetzt  werden,  sehen  wir  immer,  da 
die  Flüssigkeit  an  der  Wand  hinaufzieht,  dass  die  Oberflöche  in  de 
der  Wand  gekrümmt  ist. 

Wenn  der  ersten  festen  Wand  eine  andere  sehr  nahe  gegenüb« 
wenn  wir  die  Flüssigkeit  z.  B.  in  eine  sehr  enge  Röhre,  eine  sogi 
Capillarröhre  einschliessen,  so  muss  sich  dieselbe  rings  an  den  \ 
emporziehen,  und  die  ganze  Oberfläche  muss  dann,  wenn  die  Röhre  h 
lieh  enge  ist,  gekrümmt  sein.  In  cylindiischon  Röhren  muss  diese  < 
Oberfläche  eine  Rotationsfläche  sein,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  den 
schnitt  mm  (Fig.  100)  um  die  Axe  der  Röhre  rotiren  lassen.  Diese 
ist  nahezu  eine  Kugelfläche,  wir  wollen  sie  als  das  Segment  einer  i 
betrachten  ^). 

3)  Wenn  2Q  —  P  kleiner  als  Null  ist,  so  L<»t  di 
Yi}t.  101.       zontale  Componente  der  aus  den  vereinigten  Wirkung 

I,    Moleküle  der  Flüssigkeit  \md  der  festen  Wandfläche 
gehenden   Resultirenden   von   der   Wand   fortgerichtel 
Kraft,  welche  nun  aus  der  Wirkung  der  Schwere  und 
Horizontalcomponente    hervorgeht,    imd    auf  das   der 
"  nächste  Theilchen  m  wirkt,  ist  deshalb  nach  J{  (Fij. 
gerichtet.    Die  auf  der  Kraft  mR  senkrechte  Oberflä( 
Flüssigkeit  muss  daher  jetzt  die  Wandflächo  imter  eint» 
kel  tmn  schneiden,  welcher  kleiner  als   90^  ist.     An 
<"  ähnlichen  Betrachtungen   wie   vorhin    folgt    dann,    w 
Schichten  in  der  Nähe  der  Wand  weniger  dicht  wenle 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  der  Nähe  der  Wandflächen  eine  nat 
convexe  Gestalt  erhalten,  \md  dass  dieselbe  in  engen  cylindrischen 
ein  nach  oben  convexes  Segment  einer  Kugelfläche  bilden  muss. 

Die  Grösse  2Q  —  P  ist  die  Diff'erenz  zwischen  der  Adhäsion  df 
sigkeiten  an  die  feste  Wand  \md  der  Coliäsion  der  Flüssigkeit^the 
01)erfläche  der  Flüssigkeit  muss  daher  in  Gefussen,  deren  W^äntle  ni 
netzt  werden,  eine  convexe  Gestallt  anuehiuen.  Dass  dieses  <ler  Fall 
bekannt.  Man  weiss  z.  B.,  dass  das  Quecksilber  in  Glasröhren  stet 
Meniskus  eine  Kuppe  bildet. 

§.  73. 

Niveauverändeningen   in   capillaren  Röhren.     Da,    wie 
§.71  sahen,  der  molekulare  Druck,  den  eine  Flüssigkeitsoberflädi< 
die  Wirkung  der  Flüssigkeitsmoleküle  auf  sich  selbst  erfitliH,  vcrs 
ist  je  nach  der  Gestalt  der  Oberfläche,  so  folgt,  dass  durch  die  Verän 
der  Oberfläche  das  Niveau  einer  Flüssigkeit  in  engen  Röhren  ein  ; 

*;  Diene  Annahme  ist  «treuge  pfeuoiiiincii  nur  für  sehr  enge  Höhrfii 
Man  sehe  darüber  ansHer  Foisson  a.  a.  O.  J lagen,  Poggend.  Aunal.  Hd. 
p.  1.  E.  Desaifut,  Auuales  de  chim.  <*t  de  pbys.  3.  Ser.  T.  LI.  Wertha 
ualeu  de  chim.  et  de  phya.  3.  S^r.  T.  LXllI. 
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•eil  mnsH  als  in  damit  communiciremien  weiten  Röhren  oder  ala  in  einem 
wüiWtt  mit  Flüssigki-it  gefällten  Get^ss,  in  welches  die  enge  Bohre  einge- 
tnuiJil.  int. 

Br^tnnen  wir  mÜ  dem  Falle,  wo  die  Rfihie  benetzt  wird,  die  FlUßsig- 
hitsoberflBtihe  als»  concav  idt. 

Wenn  die  ÖbertlIi(.'ho  einer  Flüssigkeit  concav  ist,  so  ist,  wie  wir  saben, 
Jffl  Drnck,  den  die  FlUseigkeitshaut  nacli  dem  Innern  der  FlUsaigkeit  »ub- 
BM,  kleiner  als  bei  ebenen  Flüchen.  Wird  daher  in  eine  FlüssigkeitBrnasMe 
mit  ebener  Oberflftehe  ^^V  (Fig.  10-2),  ?..  ü.  Wasser,  eine  enge  Köhre  ge- 
stdlt,  deren  Wilnde  benetzt  wer-  ^f^g  „|^ 

Ja,  80  ist  ausserhalb  der  Röhre 
ia  Tcrtitul  herabgehende  Druck, 
der  ms  der  Schwere  der  Flüsaig- 
kut  und  dem  Normaldmck  zii- 
nmmenge setzt  ist,  grösüer  als  im 
limeni  der  Röhre.  ÄiiswUrts  ist, 
tva  wir  mit  g  den  ans  der  Wir- 
bag  der  Schwere  hervorgehen- 
iai  Druck  bezeichnen,  der  ver- 
^cai  &bwSrl9  gehende  Dnick  in 
jnlem  der  Einheit  gleiclien  StUcke 
ia  Oberfläche  gleich  ff  -\-  K,  mi  - 
Inami  der  Rßlire  aber  gleiuh 
J  +  JC —  (/,  wenn  wir  die  Überflüchenspannnng  mit  q  bezeichnen.  Legen 
*ir  daruh  die  Flüssigkeit  eine  mit  der  Oberfläche  parallele  Ebene  M'N',  no 
WM»  Über  dioser  in  der  Rühre  die  FlUsaigkeit  soviel  höher  stehen  als 
itunerhaib,  dass  das  Oewicht  der  über  dem  Susseren  Niveau  gehobenen 
•TUwiigkeit  gleich  int  der  Differenn  zwischen  dem  verticai  abwSrta  gerich- 
'«tH»  Dnake  in  einem  dem  Querschnitt  der  Röhre  gleichen  Flacben^tUcke 
ita  liu<nert;n  ebenen  Niveaus  und  demselben  in  der  Oberfläche  der  FlUssig- 
»eil  im  Innern  der  IWlire,  Denn  wir  wissen,  dass  eine  der  Schwere  unter- 
worfene FlIl^Fitgkeit  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein  kann,  wenn  der  Druuk 
■o  ftlbm  i'iinkten  einer  tiorizontnlon  Schicht  derselbe  iat.  JJenken  wir  uns 
'■n  in  c  ein  dem  Querscimitt  f  der  KJfhre  gleiches  FlltchenstUck,  so  ist  der 
^*rt  wirksame  Druck,  wenn  wir  gleichzeitig  mit  s  die  Dichtigkeit  der  FlUs- 
"gkeit  bezeiclmen, 

s.f.M  +  r.K. 

Im  Punkte  h  senkrecht  unter  der  IWhre  wirkt  das  Gewicht  der  FlUa- 
"■KiteitsBaLib'  Im  vom  Querai'hnitt.  /",  da»  Gewicht  des  Meniskus,  welcher  über 
~"'  «liirch  «  gelegti'n  Rbene  gehoben  ist,  das  mit  m  bezeichnet  werde,  nnd 
**  Vürticalcomponente  der  in  tler  gekrümmten  Flüche  wirkenden  Ober- 
™*''enspiuinnng.  Um  zunächst  die  letalere  zu  bestimmen,  denken  wir  uns 
^O  PlAchenclement  d  f\a  der  UberflAche,  welches  mit  der  MorizonUl  ebene 
■"•  Winkel  ip  bildet.  Der  Normaldruck  in  diesem  Kleioente  {K  —  q)  J  f 
^ot  dann  mit  der  Vnrlicalen  denselben  Winkel  y,  mid  die  voiücale  Coiu- 
f""«!!!«  Lit  iwjnit 

A{  ist  nun  aber  die  horizonlale  Frojection  dea  FlUchenetemen- 
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tes  A  /■;  somit  ist  die  verticale  Componente  der  in  dem  FlSchenelemoi 
kenden  Oherflltchenftitantiutig  gleich  dem  Produkte  aus  dieser  Spamm: 
die  horiznnlale  Projektion  des  Flilchcnelements.  Was  fflr  dieses  Eti 
gilt,  gilt  für  alle;  somit  i^t  die  Terticale  Componente  der  OberflSch« 
niinfit  einfach  gletih  iK  —  q)  .f,  Aa.  der  Querselmitt  der  RShre  die  ht 
tale  Projection  der  Oberflüclie  in  der  Kiibre  iat. 
Der  in  h  wirksame  Druck  iat  sjomit 

nnd  die  Bedingung  des  Uleichgewichtä  wird 

s  .  f.  ab  f  m+  (K-q).f=s.  f.  a1  +  f.  K 


s .  r  {«b -^  ci) -i- „ 


=  q.f. 


Flu.  KS. 


Wird  die  Rülire  von  der  Flüssigkeit  nicht  benetzt,  tauchen  wi 
9  Glasrfihre  in  Quecksilber,  so  ist  die  Oberfläche  der  FlOsnigkeit 
Röhre  convex  (Fig.  1031 
durch  ist  noch  dem  FrQlie 
vertical  abwärts  gebende 
im  Innern  der  Kühre  gr!S>. 

^^^_ ausserhalb,  imd  es  ist  klai 

AT   "  I     «Ic^lialb  die  Hübe  der  FlUs 

iS^^^^^^^^^^      ^^^^B^^^^MÄ     '"  ''^"^  Röhre  kleiner  si'in 

^^^^^^■JI^^^^^^K  In  ganz 

^^^^^^^^^HI^^^^^^^^^H  folgt  dann 

^^^^^^^^^"^^^^^^^^M      nb  ..«  .  f-^  m  der  Differei 
verticalen  Drucke  bei  a  und  iJ  glekh  «ein  muas;  es  niuss 
s  ,  f  {(•<!  —  ah)  -\-  m  ^  q  .  f 

Diese  Folgeningen  lassen  sich  leicht  durch  den  Versuch  besti 
Tauchen  wir  eine  enge  Ijilasrfihre  in  eine  FlllMsigkeit,  welche  die  It 
wtinde  benet/l,  so  wird  im  Innern  derselben  die  Oberfläche  der  FlQs: 
concav,  und  die  Flüssigkeit  erhebt  sich  bedeutend  Über  dos  Niveu 
äussern  Flüssigkeit.  Umgekehrt  zeigt  sich  eine  Depression  bei  co; 
1,-iu  uu.  Kitf-  11)1.      Oberfläthe   beim  Eintauchen  einer  It«ihre 

^■i  I  sie  nicht  benetzende  Quecksilber.    Man  kiuit 

H  I  Thatsache  sehr  iinscbaulicb  machen  bei  A 

^^J  düng  U-formig  gebogener  Glasröhren  (Flg. 

^^H  deren  einer  Schenkel  sehr  weit,  der  ander 

^^H  sehr  eng  ist.    Füllt  man  ein  solches  Itobr  mi' 

^^H  flcr,  HO  sieht  man,  wie  in  Fig.  104,  dass  dai 

^^H  ser  in  dem  engen  Schenkel  um  vieles  hOhei 

^^H  als  im  weiten,  withrend  die  Oberflüche  der  F. 

^^r  keit    in   dem    weiten    Rohre   eine    viel  ger 

^kj       Krümmung  besitzt  als  in  dem  engen  Rohre 
^^^^      Umgekehrt«  zeigt  sich,    wenn   man  in  da 
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olir  Quecksilber  giexttt.  Das  Quecksilber  Htebt  ilaun,  wie  Fig.  lOß,  im 
.  Bohre -viel  tiefer  als  im  weiten  Rohre. 

Durch  einen  andern  Versuch  kann  man  es  sehr  deutlich  bestätigen, 
wie  wir  soeben  nachwiesen,  die  Erhebung  der  Flliüsif^keiten  bei  be- 
iden, die  Depression  bei  nicht  benet^tenden,  nur  von  der  KrUmmung 
berfläcfae  abhängig  ist.  Versieht  man  ein  weiteres  Gefitss  (Fig.  lOti) 
ner  engen  RShre  a,  und  taucht  dieselbe  so  weit  in  Wasser,  dass  das 


:  Ende  der  engen  Rühre  unter  die  Oberfläche  des  Wassers  reicht,  so 
das  Wa-sser  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  /(  Über  dem  äussern  Niveau; 
man  nun  dos  Gef^s  aus  der  Flüssigkeit  allmählig  heraus,  so  muss 
r  engen  Röhre  das  Wasser  immerfort  die  Hilhe  k  Über  dem  Niveau 
jsäem  Wassers  besitzen,  weil,  wie  wir  sahen,  die  Höhe,  bis  zu  der 
Qssigkeit  ansteigt,  pro|Kirtional  ist  der  durch  die  Krümmung  der  Ober- 
entäiehenden  Druckdifferenz,  Und  das  muss  selbst  der  Fall  sein, 
ein  Theil  des  weiten  Gefässes  aus  der  Flüssigkeit  hervorragt.  Denn 
Tuck  in  b  hängt,  wie  wir  früher  sahen,  nicht  ab  von  der  Form  des 
«es,  sondern  nur  von  der  Höhe  ha  der  Flüssigkeit  über  b.  Wie  der 
ich  zeigt,  kann  mau  auf  diese  Weise  ziemlich  grosse  Flüssigkeitssäulen 

Tancht  man  dieses  Geföss  umgekehrt,  wie  in  Fig.  107,  in  Quecksilber, 
.  die  Depression  ab  des  Quecksilbers  dieselbe,  als  wenn  man  eine  Gia.H- 
Ton  der  Weite  der  engen  angesetzten  Rühre  in  Quecksilber  eintauchen 
e,  wie  es  nach  dem  Vorigen  die  Theorie  verlangt. 
Einen  noch  evidenteren  Versuch  führt.  La  Place  in  seiner  „Thiorie  ca- 


rsucht  man  ein  heberfürmiges  Glaarohr- 
wie  ABC  (Fig,  108),  senkrecht  so  tief 
aaser.  dass  der  kitrzere  Schenkel  ganz 
getaucht  ist,  so  steigt  das  Wasser  in  dem 
rn  Schenkel  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  n 
daa  Niveau  der  Süssem  Flüssigkeit  ÄJ. 
loan  nun  das  Böhrchen  heraus,  so  bildet 
Mi  ^  ein  conveier  Tropfen,  und  sofort 
man,  wie  die  Flüssigkeit  in  dem  l&ngeru 
kel  hoher  si«igt  bis  b,  weil  jetzt  in  der 
len  Oberfläche  bei  A  der  vertical  abwärts 

unB,  »Tille.  1.    a.  Anfl. 
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gerichtete  Druck  grösser  ist  als  vorher  in  der  ebenen  Oberfläche  der  Sosseni 
Flüssigkeit.    Nimmt  man  nun  den  Tropfen  vorsichtig  fort,  so  wird  die  Coi- 
vexität  bei  Ä  kleiner,  und  man  sieht  dann,   dass  dem  entsprechend  dk^ 
Flüssigkeit  in  BC  sinkt;  hat  man  schliesslich  die  Begrenzungsfläche  derj 
Flüssigkeit  in  A  durch  fortgesetzte  Wegnalime  des  Tropfens  eben  gemacU^ 


so  ist  die  Höhe  der  Flüssigkeit  in  BC  wieder  ebenso,  wie  sie  war,  als  dd 
Röhrchen  in  das  Wasser  eingetaucht  war.  Wenn  man  dann  durch  vorsick< 
tiges  Zulegen  von  Tröpfchen  in  Ä  die  frühere  Convexität  wieder  hersteD^ 
so  steigt  auch  das  Wasser  in  B(^  wieder  zu  seiner  frühem  Höbe  an. 

Einen  ähnlichen  Versuch  gibt  La  Place  an,  um  zu  zeigen,  dass  diS 
Depression  und  Erhebung  der  Flüssigkeit  der  gleichen  Ursache  angehönb 

Giesst  man  in  eine  Glasröhre  (Fig.  109 },  bei  welcher  der  weitere  Scheite 
kel  länger  ist  als  der  enge,  Alkohol,  so  wird  zunächt  der  Alkohol  in  d^ 
engen  Schenkel  höher  stehen  als  im  weiten.  Durch  langsames  und  voräick 
tiges  Nachtröpfeln  von  Alkohol  bewirkt  man  nun,  dass  die  Flüssigkeit  ii 
dem  engen  Schenkel  gerade  das  Ende  erreicht;  zimächst  bleibt  die  Obo^ 
fläche  concav,  und  der  Alkohol  steht  im  weitern  Schenkel  gerade  sovid 
tiefer  als  vorher.  Durch  weiteres  vorsichtiges  Nachtröpfeln  kann  man 
bewirken,  dass  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  bei  h  erst  eben,  dann  wie 
dem  vorigen  Versuche  ein  convexer  Tropfen  wird.  Man  beobachtet 
auch,  dass  bei  ebener  Begrenzung  in  h  die  Flüssigkeit  im  weiten  Seh 
nahezu  die  gleiche  Höhe  hat  als  im  engen,  und  bei  convexer,  dass  die 
sigkeit  in  dem  weiten  viel  höher  steht;  ein  Beweis,  dass  die  Erhebung 
Depression  in  einer  Röhre  nur  von  der  Gestalt  der  Oberfläche  und  somÜ 
von  der  Oberflächenspannung  abhängt-. 

§.  74. 

Steighöhen  in  verschiedenen  Bäumen.  Wir  gelangten  vorhin  ii 
dem  Resultat,  dass  in  einer  capillaren  Röhre  das  Gewicht  der  gehobenA 
oder  deprimirten  Flüssigkeit  gleich  sein  muss  der  Druckdifferenz  in  der  ge- 
krümmten Oberfläche  der  Flüssigkeit  im  Innern  der  Röhre  imd  in  einen 
dem  Querschnitt  der  Röhre  gleichen  Flächenstücke  der  ebenen  Oberfläehi< 

Behalten  w^ir  die  vorhin  gebrauchte  Bezeichnung  bei  und  setzen  did 
Differenz  ab  —  a/,  die  Steighöhe  der  Flüssigkeit  gleich  /i,  so  erhalten  wif 
zur  Bestimmung  derselben 

s  f  h  -\-  in  =  q  ,  f^ 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  q  die  mittlere  Oberflächenspannung  der  flüssigen 
Oberfläche  in  der  Röhre  ist,  das  heisst  die  Oberflächenspannung  itlr  die  Ein- 
heit <ler  Fläche,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  an  allen  Punkten  der  Ober 
fläche  die  gleiche  ist. 

Nehmen  wir  cylinderfürmige  Röhren  von  solchem  Querschnitt,  dass  die 
Oberfläche  im  Innern  derselben  ein  Kugelsegment  ist,  so  erhalten  wir  aoA 
der  allgemeinen  Gleich\mg  der  Oberflächenspannung 


7/  /  1     ,      1  V 


da  in  einer  Ivugel  alle  Krümmungsradien  und  an  allen  Stellen  gleich  und 
gleich  dem  Radius  q  der  Kugel  sind 

H 
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t  fOr  dos  Gewicht  der  ii 


r  solchen  Röhre  gehobenen  Flüssigkeit 


srii  +  m=       .f 


■    (1)- 


Das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  hängt  somit  ab  von  dem  Krüm- 
isngnadiiis  der  Flüssigkeits Oberfläche  und  dem  Querschnitt  der  Rühre, 
ieser  Krümmungsradius  der  FlUssigkeitsoberfläcbe  ISäflt  sich  direkt  aus 
im  Radiua  der  Röhre  bestimmen.  Ist  ab  (Fig.  110)  die  Röhre  und  ust 
e  OberflSche  der  Flüssigkeit,  o  der  Mittelpunkt  der 
tgelfOnnigen  Oberfläche  und  der  Radius  der  Röhre  gleich  ^'*-  "*■ 

so  ist 

Legen  wir  nun  im  Punkte  u  an  die  OberflSche  der 
flssigkeit  eine  Tangente,  so  bildet  diese  mit  der  Röh- 
Dwand  den  Winkel  Ö,  welcher  für  dieselbe  Flüssigkeit 
d  für  dasselbe  Material  der  Röhrenwand  constant  ist, 

S  der,  wie  wir  sahen,  unter  dieser  Voraussetzung  con- 
mte  Winkel  ist,  unter  welchem  die  OberflSche  der  FlUs- 
[keit  die  Wand  der  Röhre  schneidet  Da  nun  ou  senk- 
:ht  zur  Tangent«  und  itv  senkrecht  zur  Köhrenwand  ua 

K  ist,  so  folgt 


Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  die  oben  erhaltene  Gleichung  fUr  < 
:wicbt  der  gehobenen  Flüssigkeit  ein,  so  wird 

afh  +  m  =  n.coH»  .^_    .    .    .    (-2). 

Da  nnn  der  Querschnitt  der  Röhre 


sfh  +  m  =  H.coa». 


'f'L.+  "'. 


se. 


(M 


Der  Nenner  auf  der  linken  Seite  ist  der  innere  Umfang  der  Röhre; 
n  Quotienten  ans  dem  Gewichte  der  gehobenen  Flüssigkeit  und  dem  Röh- 
lomfange  kSnnen  wir  somit  bezeichnen  als  das  von  der  Längeneinheit  der 
rübningelinie  zwischen  Flüssigkeit  und  fester  Wand  gehobene  FlUsHig- 
it^gewidit,  und  gelangen  dauu  zu  dem  Hatze,  da^.i  dieses  Gewicht  unab- 
Dgig  ist  von  der  Weite  der  Röhre  und  nur  abhängt  von  der  Beschaff'en- 
t  der  Flüssigkeit  und  derjenigen  der  festen  Wand,  da  die  Constauten  H 
i  t 


I  das  Gewicht  des 


1  dies 
Dtvidiren  wir  die  Gleichung  (2)  durch  f,  so  wird 


den   TOraoagesetzte 


s  A  +  -  =  //.  cos  e  - 
1  engen  Röhreu  können  ^ 
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MeniskuB  vemachlässigeu  und  erhalten  dann 

s  h  =  H,  cos  %  — 

r 


// 


==      •  cos  ©  •  —  =  ar  cos  ö  — , 


weuu  wir,  nach  der  von  Poisson  eingeführten  Bezeichnung,  —  ^  cf  setsA 

Es  folgt  also,  dass  bei  him*eicheud  engen  cylindrischen  Röhren  dai^ 
selben  Materials  die  Steighöhen  oder  Depressionen  einer  Flüssigkeit  d» 
Halbmesser  der  Röhren  umgekehrt  proportional  sind. 

Dieser  Satz,  den  schon  ältere  Physiker  aus  ihren  Beobachtungen  ab- 
leiteten, so  der  Jesuit  Honoi-atius  Fabry*)  um  die  Mitte  des  17.  Jahrho]»' 
derts,  ist  in  neuerer  Zeit  durch  sehr  genaue  Beobachtungen  bestätigt  wordei, 
zuuttchst  von  Gay-Lussac,  welcher  auf  Anregung  von  La  Place  Yertmdie 
zur  Prüfung  der  Theorie  anstellte^).  Die  Röhren,  welche  Gay-Lussac  an- 
wandte, waren  sorgfältig  calibrirt  und  ihr  Durchmesser  aus  dem  Gewidito 
eines  Quecksilberfadeus  von  gemessener  Länge  folgendermaassen  besümmi 
Ist  die  Länge  des  Quecksilberfadens  in  der  Röhre  gemessen  gleich  7,  dai 
Gewicht  desselben  gleich  g^  das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  gleich, 
s  und  der  Radius  der  Röhre  gleich  r,  so  ist 

g  =  r^  nl  s 
r  =  T/-  V- 

f     TT  .  f  .« 

Die  Röhren,  in  welchen  die  Steighöhen  verglichen  wurden,  waren  nun 
zugleich  in  einer  durchbohi*t.en  Metallplatte  befestigt,  welche  auf  den  eben 
abgeschliflfeuen  Rand  eines  grossen  GlasgefUsses  gelegt  wurde.  Das  Geflss 
konnte  durch  Stellschrauben  so  gerichtet  werden,  dass  die  Ebene,  auf  der 
die  Metallplatte  lag,  genau  horizontal  und  somit  die  Röhren  genau  vertical 
waren.  Nun  wurde  das  Gefäss  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  ge- 
füllt, die  Röhren  im  Innern  durch  mehrmaliges  Aufsaugen  der  Flüssigkeit 
vorsichtig  benetzt  und  dann  die  Höhen  der  Flüssigkeitssäulen  in  den  Röh- 
ren gemessen. 

Die  von  Gay-Lussac  erhaltenen  ReHultate  sind  folgende:  ] 

1^1"    -1  «'A  Durchmesser  der 

Massigkeit  Röhre  2  .  r 

Wasser !  l'^»^  Millim. 


1 1,294  MiUi 
11,903        „ 


Steighöhe  h 

2rA 

23,379  Millim. 

30,2C2 

15,903        „ 

30,263 

l/,398        „ 

12,1G4 

6,389         „ 

12,1&8 

Alkohol  vom  specif.    f  1,294       „ 
Gew.  0,8196  1 1,903       „ 

Mau  sieht,  dass  die  Werthe  für  2rh  bei  den  verschiedenen  Beobach- 
tungen fast  genau  dieselben  sind,  dass  also  wirklich  die  Steighöhen  der 
Flüssigkeit  in  verschiedenen  Röhren  desselben  Materials  dem  Durcbmeaser 
der  Röhren  umgekehrt  i)roportional  sind. 


*)  Gehler  8  physikalisches  Wörterbuch.     Artikel  Capillarii&t. 
*)  Gay-Lussac^  Versuche  in  La  Place  Theorie  capilhure.    Supplem.  zum  10. 
Buche  der  M«5canique  Celeste.     Gilberfs  Anualen  Bd.  XXXUI.  p.  316  ff. 
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Dasselbe  Resultat  bestätigen  die  Versuche  von  Bruuner'),  Desains^, 
B^de')  n.  a.  fUr  Röhren,  deren  Querschnitte  hinreiebeud  klein  sind,  go  daas 
die  Voraussetzung  einer  kugelfärmigen  OberflSche  erfüllt  ist. 

Die  fUr  das  Geviricht  der  gehobenen  Flüssigkeit  erhaltene  Gleichung 

können  wir  immer  unmittelbar  anwenden,  wenn  in  capillaren  RSumen  die 
Krflininung  der  Oberfläche  und  damit  die  Oberflächenspannung  an  allen 
Stellen  dieselbe  ist;  es  ist  das  z.  6.  auch  der  Fall  zwischen  zwei  einander 
sehr  nahe  gegenüber  gestellten  parallelen  Platten.  Dort  ist  die  Flüssig- 
keitsoberflKche  ein  Theil  einer  CyliuderflSche,  indem  nach  der  einen  Rjoh- 
tong  bin  die  Flüssigkeit  gar  keine  Begrenzung  hat  Ein  durch  die  Flüssig- 
keitsoberflSche  parallel  den  Platten  gelegter  Schnitt  schneidet  die  OberflSche 
demnach  in  einer  geraden  Linie,  der  Krümmungsradius  dieses  Schnittes  ist 
anendlich  gross.  Ein  senkrecht  zu  den  Platten  gelegter  Schnitt  schneidet 
die  Oberfläche  dagegen  in  einem  Kreisbogen,  dessen  ßadins  p  sei.  Die 
Oleichnng  für  die  Oberflächenspannung 


H  ,1     .     1^ 


1  diesen  Fällen  über  i: 


Ist  nun  (Fig.  111)  ab  ein  Durchschnitt  senkrecht  zur  Ebene  der  Plat- 
ten .,  OS  =  ou^  Q  der  Krümmungsradins  des  Schnittes, 
**    der  Abstand  der  Platten,  so  erhalten  wir  auch  hier  '" 


q  =  H .  coaB  .  j 

****<!  das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  wird 

s  li  f-{-  m  ^  H  coB  &  -y  -f. 

Nehmen  wir  mm  ein  Stück  von  der  Länge  l, 

•    *i  ^  f  gleich   dem  Querschnitt  des  auf  dieser  Läng«. 

^^^-iiwhen  den  Platten  eingeschlossenen  Raumes,  und  es 


^U 


Da  die  OberflOchc  der  Flüssigkeit  jede  der  beiden  Platten  in  der  L&nge 

'^«rUhrt,  bedeutet  die  linke  Seite  der  Gleichung  wieder  das  Gewicht  der 

^*    der  Längeneinheit  der  Berühningslinie  gehobenen  Flüssigkeit;  es  ergibt 

^'ila  für  diese  somit  derselbe  Werth  wie  in  capillareu  RShren,  der  nur  von 

^^r  Beschaffenheit  der  Flüssigkeit  und  der  festen  Wand  abhängt. 

')  Brunfwr,  PoRgendorifH  Annalen  Bd.  LXX. 

^  E.  Dtsaitu,  AnnalcB  de  cUini.  et  de  iihjK.  lU.  Sir.  i.  LI. 

•)  Bide,  Memoire«  couronnü»  de  rAcad^niie  de  Bmxellea.  T.  XXX.  1861. 


rKchieilenen  Rfinmen. 


Für  Oie  Steighöhe  k  erhalten  wir 
/,  -I-  ^-  =  "^-  •  cos  ©  ■ 


=  a^  eo3  e  -. 


worin  für  hinreichend  kleine  Wertlie  von  d  Ana  Gewicht  m  rlea  MeniHk« 
ausser  Acht  gelassen  werden  kann. 

Die  Steighöhe  zwischen  /.wci  parallelen  Platten  ist  sonach  iiingekehit 
proportional  dem  Abstände  <ler  beiden  Platten;  oder  die  Steighöhe  zwi-^chra 
parallelen  Platten  ist  halb  so  gross  als  in  Itühren  gleichen  Durchmessers. 
Der  Versuch  bestätigt  dies;  denn  tiay-Liissac  fand  bei  den  schon  vorhin 
erwähnten  Messungen  fUr  einen  Abstand  der  Platten  von  1,0G9  Millimetei 
die  Steighöhe  des  Wassers  gleich  1.^,674  Müliinet«r,  woraus  das  Prodnki 
rf/i  =  14,521  sich  ergibt,  welches  nur  wenig  von  der  HSlfte  des  Werthei 
von  2rft  =  30,262  abweicht, 

Ist  die  Krtlmmimg  der  Obei-fliiche  in  einem  Haiuue  nicht  an  allen  Sti-llea 
dieselbe,  so  IKt^st  sich  das  Gewicht  der  ganzen  gehobenen  Flüssigkeit  nicht 
so  einfach  berechnen,  wohl  aber  die  Steighöhe  an  irgend  einer  Stelle  diese« 
Baumes.  Demi  ist  fllr  irgend  eiu  Flächenelement  df  der  grösste  Krfts- 
mungaradius  7f,  der  kleinste  ßi,  so  gilt  für  dieses  unmittelbar  die  §.  7S 
abgeleitete  Gleichung 


""■'r-Un+i)"'' 


da,  wenn  wir  das  Plflcheneleuient  uns  unendUch  klein  denken,  das  GewicU 
des  Meniscus  gleich  Null  ist;  es  ci'gibt  sich  daraus 

Man  kann  hiernach  z.  H.  sehr  leicht  die  Steighöhen  an  den  verschie- 
denen Stellen  des  Zwischenraumes  zwischen  zwei  Platten  erhalten,   welche 
wie  Fig.  112   so   aufgestellt  sind,    da»s  sie  sich  in  einer  verliralen  Linn 
schneiden,   so  dass  also  ihre  einander  zugewandteu  Plilchen  mit  einander 
einen  sehr  kleinen  Winkel  bilden.  B»-, 
zeichnen  wir   den   Abstaml    n    eines 
l'unktes  in  der  Halbirungseben«  des  ' 
Winkels  von  dem  Scheitel  des  Win- 
kels mit  j-,  so  ist  der  Abstand  d  dtf 
Platten  in  diesem  Punkte 


ine  C'onstante  bedeutet,  de- 
ren Wei-th  von  der  Neigung  der  Plat- 
ten gegen  einander  abhOngt.  Da  wir 
den  Winkel,  den  die  Platten  bilden, 

als  klein  voraussetzen,  so  ist  der  Absland  der  Platten  überall  so  klein,  dus 
'  wir  den  senkrecht  zur  Halbiriingsebene  des  Winkels  durch  die  OberHache 
geführten  Schnitt  als  einen  Kreisbogen  ansehen  dürfen,  dessen  Badius  dann 
gei-ade  wie  bei  parallel  gestellten  Platten  gegeben  ist  durch 
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Dieser  Krümmungäradiiiä  i^t  überall  der  kleinste;  die  Halbirungsebene 
w  Winkels  schneidet  die  OberflÄche  nach  der  schwUchsten  Krihnmung, 
eren  Radius  ein  überall  so  grosser  ist,  dass  wir  seinen  reciproken  Werth 
egenüber  dem  reciproken  Werth  des  eben  bestimmten  kleinsten  Krüm- 
inngsradius  vernachlässigen  düifen.  Dann  ergibt  sich  für  die  Höhe  h  in 
inem  Abstände  x  von  der  Schnittlinie  der  Platten 

,        a*  coH  f> 
Jt  = 

ex 

Es  ergibt  sich  somit,  dass  die  Steighöhen  der  Entfernung  des  l)etrach- 
ten  Punkten  a  von  dem  Scheitel  des  Winkels  umgekehrt  proportional  sind, 
1er  dass  die  Halbirungsebene  des  Winkels  die  Oberfläche  in  einer  gleich- 
itigen  Hyperbel  schneidet,  deren  Avsyraptoten  die  Vei*ticale,  in  welcher 
B  Innenseiten  der  Platten  sich  schneiden,  und  die  Horizontale  sind,  welche 
der  Halbirungsebene  der  Winkel  liegt.    Denn  es  werden 

für  ar  =  0         h  =  <x>         imd  für  h  =  0         x  =  oo. 

Eine  Messung  der  zusammengehörigen  Wert  he  von  h  und  x  bei  der 
gf.  112  dargestellten  Zusammenstellung  bestätigt,  diese  Folgerung. 

In  ähnlicher  Weise  können  wir  die  Steighöhe  an  einer  verticalen  ebenen 
and,  die  Gestalt  der  Oberfläche  der  an  der  Wand  emporgehobenen  Flüs- 
(keit  und  das  Gewicht  dieser  Flüssigkeit  erhalten.  Sei  Fig.  113  AB 
1  Durchschnitt  der  verticalen  ebenen  Wand,  und  CD  ein  Durchschnitt 
rch  die  Oberfläche  der  an  der  Wand  em- 
rgezogenen  Flüssigkeit.  Die  Steighöhe  h 
r  Flüssigkeit  in  einem  Pimkte  P  ist 
nn 

1.1 


"-id+T) 


Ist  die  Wand  eben,  so  schneidet  ein   ^' 
r  Wand   parallel    geführter   Schnitt   die 
>erilSche  in  einer  geraden  Linie,  der  Kriim- 
nngsradius  dieses  Schnittes   ist  also   un- 

dlieh  gross,  sein  reciproker  Werth  somit  ^  i~i»^  i:"\  '~  d~ 
eich  Null.  Wir  erhalten  somit  für  die 
eighnhe  im  Punkte  P,  wenn  wir  den  Krüni-  ; 
ingsradius  des  Schnittes  CD  im  Pimkte  P  ' 
t  g  bezeichnen 

//  =  - 

Beziehen  wir  nun  die  Schnittcurve  auf  ein  rechtwinkliges  (/oordinaten- 
stem,  dessen  Anfangspunkt  im  Punkte  0  liegt,  wo  die  passend  verlängerte 
rizontale  Fltissigkeitsfläche  die  Wand  schneiden  würde,  und  dessen  Axen 
\  horizontale  OD  und  die  verticale  OA  ist,  so  würden  wir  die  Gestalt 
I  Schnittes  CD  und  damit  die  der  flüssigen  Oberfläclie  erhalten,  wenn 
•  den  Krümmungsradius  der  Schnittcur\'e  im  Punkte  P  durch  die  Co- 
inaten  dieses  Punktes  Pj)  =  h  und  pO  =  .r  ausdrücken  würden.  Die 
rchführung  dieser  Rechnung  ist  aber  ohne  ausgedehnte  Anwendung  der 
lem  Analjöiß  nicht  möglich;  wir  begnügen  uns  deshalb  damit,  die  Steig- 
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höhe  in  einer  etwas  andern  Weise  auszudrücken,  welche  uns  gestattet,  AS 
Steighöhe  im  Punkte  C,  wo  die  Schnittcurve  die  Wand  schneidet,  und  d 
Gewicht  der  gehobenen  Fltts.sigkeit  zu  berechnen. 

Wir  drücken  zu  dem  Ende  den  Krümmungsradius  q  aus  durch  A 
Winkel  x^  welchen  die  im  Punkte  P  an  die  Schnittcurve  gelegte  Tang< 
ST  mit  der  obem  Seite  der  Axe  OÄ  bildet,  also  durch  den  Winkel  ISL^. 
Für  ein  unendlich  kleines  zwischen  den  Punkten  P  und  P,  gelegenes  StUok 
ds  der  Schnittcurve  fTillt  dieselbe  mit  dem  an  P  gelegten  KrOmmungskr&ife»« 
zusammen.  Ist  also  3f  der  Mittelpunkt  des  Krümmimgskreises,  und  bezei  Coli- 
nen wir  den  Winkel  PMP^ ,  den  die  beiden  von  3/  nach  P  nnd  P^  gesoge- 
nen Radien  mit  einander  bilden,  mit  (fr,  so  ist 

ds  =  Q  .  dt 
ds 
^  =  S- 

Legen  w^ir  nun  in  dem  Punkte  P,  die  Tangente  S^T^  an  die  Schill t-t- 
curve,  so  ist,  da  die  Tangenten  eines  Kreises  zu  den  Radien  senkrecht  sizm^ 
der  Winkel  r/r,  den  die  beiden  Radien  mit  einander  bilden,  gleich  d 
welchen  die  beiden  Tangenten  mit  einander  bilden.  Dieser  Winkel  ist 
gleich  der  Abnahme,  welche  der  Winkel  %  erfährt,  welchen  die  TtLng^WM^tt 
ST  mit  OÄ  bildet,  wenn  dieselbe  anstatt  an  den  Punkt  P  an  den  folgeiad^ 
Punkt  Pi  gelegt  wird.  Denn  bildet  die  Tangente  ST  mit  OA  den  Winkel  t 
die  Tangente  >9i  7\  den  Winkel  /,  so  ist  %  der  Aussenwinkel  des  von 
Tangenten  xmd  dem  Stücke  ^^S^  gebildeten  Dreiecks,  dessen  einer  dl 
Aussenwinkel  gegenüberliegende  Winkel  %,  dessen  anderer  Gegenwiia*^^*' 
der  von  den  Tangenten  gebildete  Winkel  ist.  Bezeichnen  wir  demnach 
Aen<lenmg  des  Winkels,  wenn  wir  auf  der  Curve  fortschreiten,  mit  rfj^ 
dass  %  =  X  —  ^Z?  so  folgt 

dr  =  x  —  (x  —  dx)  =  dx, 

somit 

ds 
o  =  -i— 

dz 

Ziehen  wir  nun  von  dem  Punkte  P,  die  Senkrechte  P,^  auf  die  Ordin. 
Pj)^  80  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  PPi^/  der  Winkel  <yPPi  =  180** 
somit 

-j—  =  cos  (180^  —  X)  =  —  cotix- 

Ptf  ist  nun  die  Aendenmg  der  Steighfihe  /*,  wenn  wir  in  der  Seh 
curve  von  einem  Punkte  zu  dem  nflrhst folgenden  übergehen.  Setzen 
diese  Aenderung  gleich  (?//,  so  wird,  <la  PP^  =  ds^ 


A< 


dh 
Damit  wird  dann 


dh 


cos  y:       d.<  = 

'*'  cos  X 


II 


ti.l 


ilh 
tos  X  dx 
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oder 

2  k  .  dh  =^  —  a*  cos  %  dx. 

Da  sich  nan  h  um  dh  ändert,  wenn  sich  %  um  d^  ändert,  so  folgt  aas 
dieser  Gleichong 

h^  :=:  C  —  a*  .  sin  X, 
vorin  C  irgend  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bedeutet.    Denn  nach 
•ifieser  letasten  Gleichung  ist 

(h  +  dhy—h^=C—  a*  sin  (%  +  ^z)  —  {C  —  a^  sin  %) 

2hdh  =  —  a*  cos  %  ^Xt 

wenn  wir  dh^  vernachlässigen,  cos  dx  =  1^  sin  dx  =  dx  setzen. 

Die  Constante  C  bestimmt  sich,  wenn  wir  beachten,  dass  dort,  wo  die 
Flüssigkeit  horizontal,  somit  x  =  90^  ist,  die  Steighöhe  h  =  0  ist,  somit 

0  =  C  —  a^  C  =  a\ 
Damit  wird 

h^  =  a*  (1  —  sin  x)- 

In  dem  Punkte  C,  in  welchem  die  Schnittcurve  die  Wand  schneidet, 
bt  der  Winkel  x  gleich  dem  Winkel  0;  dort  wird  somit  die  Steighöhe  h© 

ho  =  a.  yi  —  sin  e  =  y^  (1  —  sin  S). 

Die  Steighöhe  hängt  also  nur  ab  von  der  Beschaffenheit  der  Flüssig- 
keit und  der  festen  Wand. 
I  Das  Volumen  der  an  einer  Wandstrecke  von  der  Länge  l  gehobenen 

^  FltUsigkeit  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Fläche  CBO  mit  der  Länge  l  mul- 
tqyliciren.  Die  Fläche  CBO  ist  mm  gleich  der  Summe  aller  der  unendlich 
Ueiiien  Vierecke  PppjPj,  in  welche  wir  die  Fläche  zerlegen,  wenn  wir 
uns  von  allen  Punkten  P  der  Curve  die  Ordinaten  Pp  gezogen  denken. 
Nennen  wir  die  Abstände  dieser  Ordinaten  dx^  so  ist  h  ,  dx  der  Flächen- 
inhalt eines  jeden  solchen  Vierecks,  und  die  Summe  aller  Produkte  hdx, 
wenn  h  von  ^o  <lem  Werthe  an  der  Wand  bis  zu  0  abnimmt,  liefert  uns 
dann  die  ganze  Fläche.  Ersetzen  wir  in  dem  Produkte  hdx^  h  durch  den 
los  der  Gleichung 

n  =  —  IT  •  cos  y  37 
2  *  dh 

«ich  ergebenden  Werth,  so  wird 

(i^  dv 

h,dx  =  —  —  'i^osx'  dx'  ^^■^• 

In  diesem  Ausdrucke  ist  nun 

^  =  "l^  =  tang  (180  —  x)  =  —  tang  x; 
«omit  wird 

hdx  =  ^'  cos  X  •  tang  x  .  ^Z  =  y  ^in  jr  dx, 

ond  die  Fläche  CDO  wird 

n 


CDO  =  J  ^  sm  z  dx, 


z  =  e 
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da  dem  Werthe  x  =  0  oder  h  =  Äq  der  Werth  %  =^  S  iind  dem 
Werthe  h  =  0  der  Werth  ^  =  --  =  90*'  entspricht.  Der  Ausdruck  unter 
dem  Summenzeichen  ist  nun 

Y  ^^  X^X==—   { Y  cos  (x  +  dl)  —  cos  x], 

wie  man  unmittelbar  erhält,  wenn  man  den  Cosinus  der  Summe  entwickelt 
und  cos  djf  =  1 ,  sin  dx  =  dx  setzt.    Deshalb  wird 

CDO  =  —  ~  {cos  00^  —  cos  e}  =  Y  •  cos  e. 

Das  für  die  Länge  l  gehobene  Volumen  erhalten  wir,  wenn  wir  die«« 
Fläche  mit  l  multipliciren,  und  das  Gewicht,  wenn  wir  das  Volumen  mit 
dor  Dichtigkeit  s  der  Flüssigkeit  multipliciren.  Das  für  die  Längeneinheit 
gehobene  Flüssigkeitsgewicht  wird  demnach 


G  = 


a'^  8 


cos  ©  =  -^  •  cos  ö. 


Wir  gelangen  also  auch  hier  zu  demselben  Resultat,  dass  flas  Gewicht 
der  an  der  Längeneinheit  gehobenen  Flüssigkeit  nur  von  den  beiden  Con- 
stanten  //  und  S  abhängig  ist,  ein  Satz,  der  ganz  allgemein  gilt,  weichet 
auch  die  Gestalt  des  Raumes  ist,  in  welchem  die  Flüssigkeit  emporsteigt 


§.  75. 

Bildung  von  Tropfen  auf  horisontaler  Ebene.  Wenn  man  auf 
eine  horizontale  Ebene  eine  Flüssigkeit  möglichst  langsam  aufüiessen  lÄsst, 
so  sammelt  sich  dieselbe  auf  der  Ebene  in  Form  von  Tropfen  an,  deren 
Gestalt  ebenfalls  durch  die  Cohäsion  der  Flüssigkeit  und  ihre  Adhäsion  an 
der  Substanz  der  Unterlage  bedingt  ist  Zimächst  erkennt  man  leicht,  dass 
ein  solcher  Tropfen  durch  der  Ebene  parallele  Schnitte  in  Kreisen  geschnit- 
ten werden  muss,  dass  also  seine  Oberfläche  eine  Rotationsfläche  sein  muss^ 
denn  auch  bei  dem  Tropfen  ist  die  Bedingung  des  Gleichgewichts,  dass  in 

.,..,  ,,.  allen     Punkten     der 

Oberfläche  die  normal 
zu  derselben  nach  in- 
nen und  nach  aussen 
gerichteten  Kräfte  ein- 
ander das  Gleichge- 
wicht halten  müssen. 
Denken  wir  uns  nun 
durch  einen  Tropfen 
(Fig.  114)  eine  mit 
der  Unterlage  AB  |»a- 
rallele  Ebene  MX  g<y 
legt,  so  ist  in  den 
Punkten  der  Ober- 
fläche, welche  von  dem  Schnitte  getroff'en  werden,  der  von  innen  nach  aussien 
gerichtete  Druck  überall  derselbe  imd  zwar  gleich   dem  Gewichte  einer 
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Flfcsigkeitssäide,  deren  Hohe  gleich  ist.  dem  Abstände  des  höchsten  Punk- 
tes C  des  Tropfens  von  der  £bene  MN.  Es  muss  deshalb  auch  in  allen 
Punkten  des  Schnittes  der  normal  nach  innen  gehende  Druck  derselbe,  oder 
e©  muss  die  Oberfläche  in  allen  Punkten  des  Schnittes  MN  gleich  gekrümmt 
»«in.  Das  ist  aber  nur  der  Fall,  wenn  die  Flache  eine  Rotationsfläche  ist, 
deren  Axe  durch  den  Scheitel  C  des  Tropfens  geht. 

Zur  Untersuchung  der  Gestalt  des  Tropfens  genügt  es  deshalb,  die 
Gestalt  einer  durch  die  Axe  CD  des  Tropfens  gelegten  Schnittcurve  zu  be- 
stimmen. 

Wir  gelangen  dazu  in  folgender  Weise.  Der  im  Punkte  M  gegen  das 
Innere  des  Tropfens  gerichtete  Normaldruck  ist  bezogen  auf  die  Flächen- 
einheit 


^-'f+i'(i+-;7> 


Diesem  Drucke  hält  der  an  derselben  Stelle  von  innen  nach  aussen 
gericbt^t^  Druck  das  Gleichgewicht,  der  sich  zusammensetzt  aus  dem  Nor- 
maldruck in  dem  höchsten  Pimkte  des  Tropfens  und  dem  Gewichte  einer 
Flüssig'keitssäule,  deren  Querschnitt  der  Flächeneinheit  gleich  ist,  und  de- 
m  H5he  gleich  ist  dem  verticalen  Abstände  h  des  höchsten  Punktes  des 
Tropfens  von  dem  Punkte  M, 

Ist  der  Tropfen  nicht  zu  klein,  so  ist  im  Punkte  C  die  Oberfläche  des 
Tropfens  eine  horizontale  Ebene;  der  Normaldruck  ist  somit  gleich  K,  Ist 
£e  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  gleich  s^  so  ist  der  von  innen  nach  aussen 
gerichtete  Druck 

P  =  X  +  //  .  *•. 

Damit  wird  die  die  Gestalt  der  Oberfläche  liefernde  Gleichgewichts- 
bedingung 

Ist  die  Tropfengrösse  ziemlich  beträchtlich,  so  kann  man  den  recipro- 

|.  ken  Werth  des  Krümmungsradius  jenes  Schnittes,  den  wir  in  M  senkrecht 

m  dem  Schnitte  MCND  legen,  vernachlässigen;  l»ezeichnen  wir  dann  den 

Krümmungsradius  des  Schnittes  MCND  im  Punkte  M  mit  ^,  so  wird  die 

Gleichgewichtsbedingimg 

7i .  s  =  —  '  — 

2  Q 

Wir  können  nun,  gerade  so  wie  im  vorigen  Paragraphen,  den  Werth 
Ton  Q  durch  ä,  den  Winkel  <jp,  welchen  die  in  M  an  den  Schnitt  gelegte 
Tangente  mit  der  Horizontalen  bildet,  und  den  Zuwachs,  welchen  dieser 
Winkel  ^  erfährt,  wenn  wir  vom  Punkte  M  zu  dem  nachfolgenden  Punkte 
m  des  Schnitts  übergehen,  dessen  Tiefe  unterhalb  der  an  C  gelegten  Tan- 
gente Ä  -f-  dÄ  ist,  ausdrücken.  Ist  nämlich  die  Länge  des  Elementes  Mm 
gkncb  dSj  und  der  Winkel,  den  die  beiden  nach  31  und  m  gezogenen  Krüm- 
Bnrngsradien  im  Krümmungsmittelpunkte  mit  einander  bilden,  dt^  so  ist 
lonftchst  wieder 

ds  =  gdt. 

Nun  i«t  dt  gleich  dem  Winkel,  den  die  beiden  Tangenten  AT  und  Ä/T^ 
mit  einander  bilden,  von  denen  die  erste  im  Punkte  itf,   die  zweite  iux 
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dh 
~ds 

—  sin  g); 

1  _ 
0 

xin  qp  dqp 
"        dh 

Punkte  m  an  den  Schnitt  gelegt  ist.     Dieser  Winkel  ist  aber  gleich 
Zuwachs  dq>  des  Winkels  9),  den  die  Tangente  mit  der  Horizontalen  bild^l 
Demnach  ist 

ds  =  Q  d(p. 
Andererseits  ist  aber 


somit  ist 

und 

2h  dh  =  —  •  sin  q>  dq>. 

Daraus  ergibt  sich  aber 

IT 

h^  = •  cos  q>  +  const. 

Denn  da  h  um  dh  wächst,  wenn  (p  um  dtp  zimimmt,  so  folgt  aus  der 
letzten  Gleichung 

(h  +  dhf  —  Ä*  =  —  { —  •  cos  (g)  +  dq>) cos  ^j, 

da  die  hinzugefügte  Constante  durch  die  Aenderung  von  q>  sich  nicht    i^ 
dert.    Entwickeln  wir  die  letzte  Gleichung,  so  wird 

2Ä  dh  = sia  q>  dq> 

gleich  der  von  uns  abgeleiteten  Gleichung. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  erhalten  wir,  da  für  den  obers*-*** 
Punkt  des  Tropfens,  für  welchen  /*  =  0  ist,  auch  der  Winkel  tp  gleirf»  ^ 
wird,  da  die  in  C  an  den  Schnitt  gelegte  Tangente  horizontal  ist, 

0  =  —       +  const. 
8     ' 

—  =  const., 
s 

somit 

Ä*  =  —  (1  —  cos  cp\ 
8  ^' 

Um  die  Höhe  des  ganzen  Tropfens  zu  erhalten,  mtlssen  wir  für  9  ^^^ 
Winkel  einsetzen,  unter  welchem  der  Schnitt  des  Tropfens  die  horizont*^* 
Fläche  schneidet.    Ein  genaueres  Eingehen  auf  die  Theorie  der  CapiDafi^J 
beweist  nun  *),  dass  nicht  nur,  wie  wir  §.72  zeigten,  eine  verticale  W»^ 
von  einer  Flüssigkeit  unter  immer  demselben  constanten  Winkel  geschnitt^*' 
wird,  sondern  dass  der  Schnittwinkel  oder  Randwinkel,  wie  wir  ihn  n**'^' 
ten,  immer  denselben  Werth  hat,  welches  auch  die  Neigung  der  Wand  i^^ 
vorausgesetzt  nur,  dass  wir  dieselbe  Flüssigkeit  und  dieselbe  Wand  hab^*^ 
Der  Winkel,  unter  dem  die  Schnittcurve  des  Tropfens  die  Unterlage  schf»*** 
det,  ist  somit  der  für  diese  Flüssigkeit  und  die  Substanz  der  Unterl^^ 
constante  Randwinkel.     Als  Randwinkel  S  bezeichneten  wir  im   ▼origT^^ 
Paragraphen  den  Winkel,  welchen  die  OberflSche  mit  der  Wand  ausserh^* 
der  Flüssigkeit  bildet,  für  den  tiefsten  Punkt  des  Tropfens  ist  also 
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lit  wird  die  Höhe  T  des  Tropfens  gegeben  durch 


H 


T'  =  T  (1  +  cos  e). 

Für  Flüssigkeiten,  welche  die  Wand  benetzen,  ist  der  Winkel  0  immer 
Mäser  als  90**,  da  diese  Flüssigkeiten  an  einer  verticalen  Wand  eine  con- 
re  Oberfläche  bilden;  es  ist  deshalb  cos  %  negativ,  somit 


r<|/|. 


Bei  Flüssigkeiten,  welche  die  Unterlage  nicht  benetzen,  die  also  an 
ler  verticalen  Wand  eine  nach  oben  convexe  Oberfläche  bilden,  ist  S 
einer  als  90^',  somit  cos  S  positiv  und 


T> 


1/|- 


Da  nun  bei  solchen  TropfeÄ  der  Winkel  g),  welcher  an  der  Kuppe  des 
ropfens  gleich  Null  ist,  stetig,  wenn  man  auf  die  Schnittcurve  bis  zur 
ftsis  des  Tropfens  fortschreitet,  bis  zudemWerthe  q>  =  180  —  6  >  90" 
ichst,  so  mnss  an  einer  Stelle  der  Schnittcurve  q>  =  90"  werden,  also 
ie  Tangente  senkrecht  stehen.  An  dieser  Stelle  hat  somit  der  Tropfen 
Bnen  grössten  Durchmesser.  Nennen  wir  den  verticalen  Abstand  dieser 
teile  von  der  Tropfenkuppe  f,  so  ist  dort 

,-1/2  =  . 

Aus  den  Werthen  von  T  und  t  erhält  man  somit 

2^  =  /«  (1  +  cos  S) 

cos  0  =  -Tj-  —   1 . 

Die  Beobachtung  der  Höhen  T  des  ganzen  Tropfens  und  /  des  Abstandes 
kr  Stelle,  an  welcher  der  Tropfen  den  grössten  Durchmesser  hat,  von  der 
tuppe  des  Tropfens,  liefert  also  direct  und  getrennt  von  einander  die 
Verthe  der  Grösse  a  und  des  Winkels  0,  wenn  die  Flüssigkeiten  die  Wand 

■dd  benetzen. 

Fig.  iir>. 

A     A,  D 


Dasselbe,  was  Tropfen  für 
benetzende  Flüssigkeiten 
liefern  uns  Luftblasen, 
wir  unter  einer  ebenen 
italen  Fläche  in  einer  be- 
ten Flüssigkeit  bilden.  Ist 
'^Kg.  115  etwa  eine  Glasfläche, 
^iUie  auf  Wasser  sich  befindet, 
W  bringen  wir  eine  Luftblase 
Mar  die  Fläche,  so  muss  diese 
iisiUblase  dieselbe  Gestalt  anneh- 
ieo,  welche  ein  die  Unterlage 
idit  benetzender  Tropfen  au- 
mmt,  wie  eine  der  im  Beginne 


B 
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dieses  Paragraphen  gemachten  ganz  gleiche  Ueberlegung  ergibt.    Die  Qleicr^b* 
ge Wichtsbedingung  fUr  die  Oberfläche  ergibt  sich  in  ganz  fthnlicher  WeL^^ 
Im  Punkte  M  ist  der  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  gerichtete  Nom^iJ- 
druck 


i/  /  1     .     1  \ 


In  dem  tiefsten  Pimkte  C  der  Blase  ist  der  Normaldruck,  wenn  di* 
Blase  nicht  zu  klein  ist,  gleich  A";  bezeichnen  wir  die  verticale  Erhebnng 
Punktes  M  über  C  mit  h  und  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  mit  s, 
können  wir  diesen  Druck  K  gleich  setzen 

K  =  P  +  h  ,  s, 

da   der   Druck    in   C    um    das    Gewicht    der    FltissigkeitssSule   von   de 
Höhe  //  grösser  sein  muss  als  in  dem  um  //  höher  liegenden  Pnnkte 
Diese  beiden  Gleich imgen  liefern  dann,  genau  wie  bei  dem  Tropfen, 


h  .  s 


2  \M^  H,)' 


Drücken  wir  nun  den  Krümmungsradius  p  wieder  durch  den  Wink< 
TAD=  q>  aus,  so  wird  ganz  in  derselben  Weise  wie  vorhin 

h^  = •  cos  q>  4"  Const. 

Dort  wo  die  Grenzfläche  der  Blase  die  Platte  AB  schneidet,  wird 
gleich  dem  Ilandwinkel  6,  also  in  diesem  Falle  nicht  wie  vorhin  gleich  de 
Supplement  von  0.    Für  den  tiefsten  Punkt  C  der  Blase  wird  /i  =  0 
gleichzeitig  <p  =  0  cos  q)  =  1. 

Demnach  ist  auch  jetzt 

1-  const  =  0, 

const.  =  —  • 

8 

Daraus  ergibt  sich 

Ji^  =  —  (1  —  cos  <p). 

Da  die  Wand  der  Blase  die  Fläche  AB  unter  dem  Winkel  S  schnei «^A 
so  wird  die  Höhe  T  der  Blase 


7"  =  -(1  —  cos  e). 

An  der  Stelle  des  grössten  Durchmessers  wird  fp  =  90^;  cos  ^ 
Nennen  wir  dtui  verticalen  Abstand  dieser  Stelle  von  der  Kuppe  der  Bl** 
so  ist 

somit 

■  ;,    =  1  —  COS  Ö  =  2  sin  ^-r 

.     ^  T\\ 

»m  -    =  • 

2  t 


0. 
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Wie  demnach  aus  der  Beobachtung  von  Tropfen  der  Flüssigkeiten, 
welche  die  Unterlage  nicht  benetzen,  kann  aus  der  Beobachtung  von  Luft- 
Uasen  zwischen  einer  Ebene  und  einer  dieselbe  benetzenden  Flüssigkeit,  jede 
der  Grössen  H  und  S  gesondert  bestimmt  werden. 

§.  76. 

Oapillaritätsconstanten.     Die  in  den  letzten  §§.  dargelegte  Theorie 
der  Capillarerscheinungen  zeigt,  dass  dieselben  wesentlich  von  den  Grossen 
«'und  6  abhängig  sind,  von  denen  die  erstere,  oder  genalier  das  Produkt 
derselben  in  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  die  Grösse  //,  ein  Maass  für 
die  Cohil:iion  dieser  Flüssigkeit  ist,  da  sie  uns  die  Oberflächenspannung  in 
der  Flächeneinheit  einer  KugelflUche  gibt,  deren  Radius  der  Einheit  gleich 
ist;  während  die  andere  Grösse,  der  Winkel  0,  von  dem  Verhältnisse  der 
Adhäsion  der  Flüsnif^keit  an  die  feste  Wand  und  der  Cohäsion  der  Flüssig- 
keiten abhängig   ist.     Die  Bestimmung    dieser   Constanten   aus    den   ver- 
schiedenen   capillaren  Erscheinungen  ist  deshalb  gleichzeitig  eine  experi- 
mentelle Bestätigung  dieser  Theorie,  da  die  verschiedenen  Erscheinungen 
h  denselben  Werthen  von  a^  oder  H  imd  S  führen  müssen. 
Für  solche  Flüssigkeiten,  welche  die  Körper  vollkommen  benetzen,  ist 
der  Winkel  S  sofort  gegeben,  er  ist  gleich  180^    Denn  bei  einer  Flüssig- 
köt,  welche  einen  festen  Körper  vollkommen  benetzt,    haftet  die    letzte 
Fhisdigkeit  einfach  an  der  Wand  wie  eine  Haut,  das  letzte  Flüssigkeits- 
element ist  somit  der  Wand  parallel.    Da  wir  nun  den  Winkel  S  von   der 
obem,  aus  der  Flüssigkeit  hervorragenden  Seite  der  Wand  gerechnet  haben, 
10  wird  demnach  0  =  180®. 

Für  Flüssigkeiten,  welche  eine  feste  Wand  vollkommen  benetzen, 
k5imen  wir  deshalb  zunächst  aus  den  Steighöhen  in  Röhren  oder  an  einer 
festen  Wand  die  Constante  a^  oder  i/,  welche  die  Cohäsion  der  Flüssig- 
keiten misst,  ableiten. 

Im  §.  74  erhielten  wir  für  das  Gewicht  der  in  einer  Röhre  vom  Ra- 
dius r  gehobenen  Flüssigkeit  den  Ausdruck, 

f 
h  ,  s  ,  f  -\-  m  =  H ,  cos  S  .  -- , 

rorin  m  das  Gewicht  des  Flüssigkeitsmeniskus  ist,  welcher  über  dem  tiefsten 
^unkte  der  nach  aussen  concaven  Fltissigkeitsoberfläche  erhoben  ist.  Für 
en  Fall,  dass  der  Randwinkel  180^  ist,  lässt  sich  das  Gewicht  dieses  Menis- 
M  in  solchen  cylindrischen  Röhren,  in  welchen  die  Obei*fläche  ein  Kugel- 
gment  ist,  leicht  bestimmen.  Wenn  nämlich  die  kugeltVirmige  Oberfläche 
e  Kohrenwand  unter  einem  Winkel  von  180"  schneidet,  so  ist  dieselbe 
le  Halbkugel,  deren  Radius  gleich  dem  Radius  der  Röhre  ist.  Das  Volumen 
B  Meniskus  ist  somit  gleich  demjenigen  eines  Cylinders,  dessen  Querschnitt 
»ich  itft  dem  Querschnitt  fder  Röhre,  dessen  Höhe  gleich  ist  dem  Radius  r 
r  Röhre  weniger  dem  Volumen  der  Halbkugel  vom  Radius  r.    Es  ist  somit 

fn  =  (f  ,r  —  i  r^  7^)  '^  =  f(^  —  l  ^')  -  s  =  l  fr  ,  s. 
Damit  wird  die  Gleichung  für  das  gehobene  Gewicht 

/i.5./'-f-^r.5./'=//.cos6. 
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oder,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  diircb  .<? .  f  dividiren,  S  =  180**  setzevi  ^ 

oder  die  C'a|>iUarit[it8con.stante  (v^  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  um  ein 
Drittel  des  liadius  vermehrten  Steighöhe  in  den  Radius  der  Röhre,  wenn 
die  Röhre  so  enge  ist,  dass  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  Kugelfläohe 
ist.  Darin,  dass  die  Constante  hier  als  das  Produkt  zweier  Dimensionen 
auftritt,  liegt  am;h  der  Grund,  dass  sie  als  a^  bezeichnet  ist.  Das  negative 
Vorzeichen  bedeutet,  dass  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre  höher  steht  als 
ausserhalb.     Wird  <ler  Radius  r  =  1°*",  so  wird 

oder  die  C*onstante  n^  kann  auch  als  die  um  \^^  vermehrt-e  Steighöhe  in  einem 
Ri)hre  von  2""*  Durchmesser  definirt  werden,  vorausgesetzt,  dass  dort,  die 
rapillare  Olierfläche  eine  KugelflUche  wäre. 

Für  tue  Steighiibe  an  einer  verticalen  Wand  erhielten  wir  in  §-  74 
den  Aus«lruck 

K  =  Y^[  (1  —  »in  6)  =  fi  .  yr—  sin  iö- 

Ist  <ler  Winkel  S  =  180*^,  so  ist  sin  8  =  0;  somit  wird  fttr  voll- 
kommen benetzende  Flüssigkeiten 

//y  =  a;  //  -  =  ^1^, 

oder  die  ( Japillaritätsconstante  a^  ist  ebenfalls  gleich  dem  Quadrate  *l*f 
Steighöhe  der  Flüssigkeit  an  einer  verticalen  ebenen  Wand. 

Zur  Bestimmung  der  Ccmstanten  n^  genügt  es  deshalb  die  Steigh«»^* 
einer  Flüssigkeit  in  einem  cylindrischen  \UA\r  von  bekanntem,  aber  z^ehx 
khunem  Radius  r  oder  an  einer  ebenen  Wand,  welche  vollkommen  von  der 
Flüssigk«^it  benetzt  werden,  zu  messen,  und  in  dieser  Weise  ist  dieselbe  ^' 
eine  nicht  unbeträchtliche  Anzahl  von  Flüssigkeiten  unter  Benutzung  v*>o 
(ilasröhren  und  Glaswänden  von  Fmnkenheim^),  MendeleefF*),  Betlc  ,)' 
Quincke*)  u.  a.  bestunmt  worden. 

Für  das  (Jewicht  der  von  der  Längeneinheit  der  Berührungsli****^ 
zwischen  Flüssigkeit  und  fester  Wand  getragenen  Flüssigkeit  erhielten  ^'*'' 
im  §.  74  ganz  allgemein 

G  =.       .  cos  0  =  a  .  cos  6. 
•> 


Ist  8  gleich  IHO"»,  so  wird 


// 


(i  =       ,  =  —  «  =  —  i  a*  s. 

oder  die  Hälfte  der  die  Oberflächenspannung   messenden  Constante  If     *^ 
bei  vollkommen  die  Wand  benetzenden  Flüssigkeiten  gleich  dem  Gewic"»* 
tler  von  der  Längentfinlieit  der  Berühnmgslinie  über  das  Niveau  der  Fl 

')  Franknüteim,  CohäHiunsU^hre.  Brenlau  lA'Mt.  j>.  79  tt*. 
y  Mnideleeff,  Coiiiptt's  rendiiH.  T.  L.  p.  52.  T.  LI.  p.  »»7. 
•^  Jude,  Mt'inoireH  conroniios  d»»  Bnixi'lleH.  T.  XXX. 
r»  (Quincke,  l'oggeiid.  Ami.  Bd.  (XXXV.  Bd.  CXXXIX. 
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%keiten  erhobenen  Flüssigkeit.     Das  negative  Vorzeichen  bedeutet  auch 
hier,  dass  die  Flüssigkeit  gehoben  ist. 

Man  kann  ebenso  die  Constante  er  =  —  als  die  Constante  der  Capil- 

laritSt  einer  Flüssigkeit  bezeichnen,  wie  es  in  neuerer  Zeit  besonders  von 
Wilhelniy  und  Quincke  geschehen  ist. 

Wilhelmy^)  hat  diese  Constante  a  nach  einer  sehr  einfachen  und  ge- 
nnen  Methode  bestimmt,  auf  welche  wir  etwas  näher  eingehen  müssen,  da 
ne  aacb  ausserdem  zu  einer  Reihe  sehr  interessanter  Resultiite  geführt  hat. 
Wilhehny  hing  feste  Köqjer,  planparallele  Platten  oder  Cy linder,    deren 
Dimensionen  vorher  genau  gemessen  waren,  an  den  einen  Arm  einer  feinen 
Wage  und  bestimmte  ihr  Gewicht.    Er  Hess  diese  Kiirper  dann  bis  zu  einer 
bestimmten  Tiefe,  so  dass  ein  genau  bekanntes  Volumen    derselben  ein- 
Uachte,  in  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  hinab.     Wegen  der  Ali;  und 
Weise,  durch  die  Wilhelmy  dieses  Vol innen  bestimmte,  muss  auf  die  Ab- 
lundlung  selbst  verwiesen  werden.    Es  wurde  dann  das  Gewicht  des  einge- 
tauchten Körpers  beobachtet.    Dieses  Gewicht  ist  gleich  dem  Gewicht  des 
Körpers  in  der  Luft,  P,  weniger  dem  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit, 
plus  dem  Gewichte  der  capillar  gehobenen  Flüssigkeit.   Denn  diese  Flüssig- 
bit wird  von  dem  Körper  getragen,  das  Gewicht   des  Körpers  also  um 
fcsies  Gewicht  vergrössert.    Ist  demnach  Jl  das  Gewicht  des  eingetauchten 
Körpers,  G  das  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit  und  A  der  Umfang  des 
lesten  Küri)ers  im  Niveau  der  Flüssigkeit,  also  die  Länge  der  Berührungs- 
inie,  .so  ist 

n=  P—  G  -{-  a  .X 

ad  dai'aus  die  Constante  a 

n  —  r  +  G 

An  diesem  Wertbe  von  «  nuiss  indess  noch  eine  Correction  angebracht 
»rden.  Wie  wir  nämlich  §.72  erwähnten,  hat  Poisson  hervorgehoben, 
SS  an  der  Oberfläche  der  festen  Köq>er  eine  Verdichtung  der  Flüssigkeit 
litfinclen  müsse,  da  sonst  die  Gesüiltsänderung  in  der  Oberfläche  nur  in 
endlich  kleinem  Abstände  von  der  Wand  süitthaben  krmne.  Wenn  nun 
er  eine  solche  Flüssigkeitsverdichtung  stattfindet,  und  dieselbe  messbar 
,  dann  muss  dadurch  das  Gewicht  II  des  eingetauchten  Köri)ers  noch 
'gjoüHert  werden,  da  der  feste  Körper  diese  verdichtete  Flüssigkeit  trägt. 
zeichnen  wir  die  Oberfläche  des  eingetauchten  Kin-pertheiles  mit  0  und 
ß  die  an  der  Einheit  der  Oberfläche  verdichtete  FUissigkeitsmenge,  so 
d  hierdurch  71  um  0  .  ß  vergnissei-t ,  und  es  wird 


«lainit 

n—p  +  G—o  ,ß 


a 


X 


(1). 


Ob    Her  Werth  von  ß  messbar  ist,  und  welchen  Weiih  dasselbe  hat, 
ergibt   sich   aus  den  Beobachtungen   selbst,  indem   mau  ein  imd  den- 


I)   Wilhchny,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIX,  CXXl,  CXXIT. 
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selben   Ktirper  bis   za  verscbiedenen   Tiefen   eintaucht.    Taucht  man  den 
Kör])er  so  weit  ein,  dass  die  untergetauchte  OberflSche  0|  und  dadurch  das 
Gewicht  des  eingetauchten  Körpers  /J, ,  das  der  verdriingten  Flüssigkeit  G-i 
wird,  so  erhält  man 

■~—  —  -  —         —        •     •     *     •     • 

X 


a 


i.O 


irad  aus  den  beiden  Gleichungen  fUr  a  wird 

n—  n,  +  (i 


ß  = 


(', 


0—<\ 


■   (3 


Als  erstes  Resultat  aus  den  Versuchen  Wilhelmy's  heben  wir  herroi 
dass   sich  in   der  That  bei  einer  Reihe  von  Flüssigkeiten  für  ß  messbar  ■ 
Wert  he  ergaben,  und  dass  die  Werthe  je  nach  der  Natur  der  Flüssigkei 
und  des  festen  Köq)ers   verschieden  sind.    Die  von  Wilhelmy  bestimmt« 
Werthe  von  ß  sind  in  Milligrammen  und  Quadrat millimetem  folgende: 


Werthe 

von  ß  an 

Flüssigkeiten. 

— 

— 

1 

i"              1    ~ 

/ 

1 

Glas 

Platin 
0,00641 

,    Silber 
0,01512 

Messing  .      Zink 

1 

Aluminium        ff 

1 
Aethylalkohol : 

0,01259 

0,02326     0,O0709 

0,00716          1 

Amylalkohol . 

0,01242 

0,00449 

0,01160 

0,00497      0,00786 

0.4)0657          f 

Aether 

0,01 18C 

0,01180 

1 

1 

Aceton ! 

0,01290 

0,00220 

— 

Essigsäure   .  . 

0,00875 

0,00169 



—               — 

— 

Essigäther   .  . 

0,00051 

.  0,00521 

— 

— 

Es  zeigt  sich  hier  keineswegs,  was  man  zunächst  hätte  veirnnth^i» 
sollen,  dass  die  Verdichtung  mit  der  Dichtigkeit  des  festen  Körpers  i"»-^- 
nimmt,  im  Gegeutheil  sind  die  Verdichtungscoefficienten  für  den  dichteste^n 
K^hljer,  das  Platin,  im  allgemeinen  am  kleinsten. 

Für  die  Grösse  a  selbst  ergibt  sich  dann  weiter  aus  den  Versuche^ *V 
dass  dieselbe  nicht,  wie  es  aus  der  vorgetragenen  Theorie  folgen  sollte,  Ä^ 
eine  Flüssigkeit  dur(;haus  constant  ist,  es  nahm  dieselbe  füi  verschiede'^»* 
feste  Körper,  ja  selbst  für  verschie<l«'ne  Formen  ein  und  desselben  KörpC"*^ 
merklich  verschiedene  Werthe  an.  Auch  div  Werthe  von  ß  zeigen  je 
der  Form  des  festen  Körpers  sich  unzweideutig  verschieden.  Besonders 
führlich  hat  Wilhelmy  nach  dieser  Richtung  hin  den  Aethylalkohol  und 
Amylalkohol  untersucht,  indem  er  deren  ('a[ullaritiitsconstanten  ftlr  «lie 
obiger  Tabelle  erwähnten  festen  Körper  und  für  einige  derselben  in  F* 
von  Platten  und  Cylindem  bestimmte.  Die  von  Wilhelmy  erhaltenen 
sultate*)  enthält  fnfgende  Tabelle: 


tV 
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Name  der  festen  Körper 


berplatte  .  . 
pferplatte  .  , 
ktinplatte  .  . 
ksplatte  .  .  . 
ssingplatte 
asingcylinder: 


mm 


Durchmesser  14,945 

hohl  14,918 

5,009    . 

1,529     . 

ikplatte 

ikcjlinder: 


»1 


n 


n 


mm 


n 


n 


Durehmesser  15,037  . 

5,0115  . 

0,996  . 

iminiumplatte  .  .  .  . 
irainiumcy  linder : 

mm 

Durchmesser  2,521  .  . 

1,3305  . 

0,7205  . 


Capillaritfits- 
Coefficienten  a 


Aethyl- 
Alkohol 


19 


2,444 

2,410 
2,395 
2,325 

2,448 


2,983 
2,867 
2,358 
2,301 
2,326 


3,327 
2,443 
2,175 
2,307 


2,403 
2,288 
2,215 


Amyl- 
Alkohol 


2,542 
2,396 
2,401 
2,407 
2,551 


3,098 
2,931 
2,477 
2,299 
2,354 


2,475 
2,355 
2,171 
2,401 


2,453 
2,371 
2,308 


Verdichtungs- 
Coef&cienten  ß 


Aethyl- 
Alkohol 


Amyl- 
Alkohol 


0,01512 
0,00467 
0,00641 
0,01259 
0,02826 


0,02495 
0,06833 
0,02005 
0,00900 
0,00709 


0,02164 
0,01651 
0,00716 


0,01339 
0,01336 
0,01000 


0,01160 
0,00405 
0,00449 
0,01242 
0,00497 


0,02827 
0,05070 
0,01623 
0,00675 
0,00786 


0,04152     0,09819 


0,02443 
0,01780 
0,00675 


0,01431 
0,01068 
0,00392 


.ebnliche  Resultate  betrefifs  des  Einflusses  des  festen  Körpers  auf  den 
tritatscoefficienten  a  lassen  sich,  wie  Quincke^)  gezeigt  hat,  auch  aus 
:hen  von  Guthrie*)  über  die  Bildung  von  Tropfen  ableiten.  Lässtman 
h  von  einem  festen  Körper  Trojifen  einer  Flüssigkeit,  die  denselben 
nmen  benetzt,  abfliessen,  so  liefert  uns  das  Gewicht  des  abfallenden 
HS  das  Gewicht,  welches  an  einer  dem  Umfange  des  Tropfens  an  der 
Tingsstelle  gleichen  Contactlinie  zwischen  festem  und  flüssigem  Kör- 
en nicht  mehr  getragen  werden  kann.  Der  Quotient  aus  dem  Tropfen- 
te und  dem  ei*wähnten  Umfange  muss  deshalb  der  von  uns  mit  a  be- 
ten Grösse  sehr  nahe  gleich  sein.  Kennt  man  den  Umfang,  so  kann 
IS  dem  Tropfengewichte  den  Werth  a  berechnen.  Man  kann  das  er- 
I,  indem  man  von  kleinen  vollkommen  benetzten  Scheiben  Tropfen 
1  ISsst;  der  Umfang  der  Scheiben  ist  dann  gleich  dem  obem  Umfange 
opfens.    Handelt  es  sich  nur  um  eine  Vergleichung  der  Capillaritäts- 


uincke,  Berliner  Berichte  über  die  Fortschritte  der  Physik  für  1865.    Bd.  XXI. 

ttthriej  On  drops.     Proceeding  of  Royal  aociety  of  London.     T.  Xlll. 
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coefficienlpii ,  so  braucht  laan  den  Tropfennmlang  nicht  zu  kennen,  wi 
man  die  Tropfen  ver.schiedener  FlUsisig'keiten  von  einem  und  dem(«ll 
festen  Kurper  abfliessen  ISsst,  oder  indem  man  bei  Bennbfung  verschiede 
Fester  Körper  dieselben  in  Fomi  von  Kugeln  gleicher  Rudien  benuUt.  J^ 
die  Dnifänga  der  Tropfen  bei  benetzenden  FIfl«sit{keit«n  dünn  gleich  sioit 
110  sind  die  Gewichte  der  Tropfen  den  Oa[iillaritiIt.Hcoefficieuten  proitortioml 
In  dieser  Weiae  hat  Guthrie  Aas  Gewicht  von  Wnssertropfen  bestimmt 
welche  von  Kugeln  verschiedener  flubstanzen  abfielen,  deren  Radien  gleich  7" 
waren.  Die  von  Guthrie  erhaltenen  Zahlen  enthalt  folgende  klein«  Tsbdit, 
das  Gewicht  der  Tropfen  ist  in  Milligruminen  gegeben. 

Antimon    .     .     119.S  Blei 122,8 

Schwefel  .  .  120.2  Phosphor  .  .  .  132,7 
Cadmium  .  .  121,8  Wismuth  .  .  .  122,8 
Zink.    .    .    .     123,5  Zinn 124,4. 

Von  einei'  Glaskugel,  deren  Radius  7™",l  betrug,  fielen  diu  Tropfc« 
im  Gewicht  129,7  und  von  einer  gleichen  Afesaingkugel  13ä,2. 

Die  Unterschiede  sind  Shnlich  wie  bei  den  Versuchen  von  WilliKlnff 
auch  hier  zeigt  sich  wie  dort  der  Werth  von  o  hei  Messing  grüf^tt  il» 
bei  GlaH. 

Die  Zahlen  von  Wilhelniy  sowohl  als  von  Guthrie  teigen  im/weidtntiß 
diws  die  Werthe  von  a  einer  und  derselben  riUasigkeit  Je  nuch  der  FoT» 
und  Nutur  des  fesiien  KGq)ei-n  verschieden  ausfallen,  somit  ilasa  di«  Sf 
fuhrung  der  bisherigen  Theorie  nicht  vollständig  enl^ipricht.  Wilhelmf  tK 
der  Ansicht*),  daits  der  Fehler  der  Theorie  darin  liegt,  dass  »ie  tH 
benetzenden  Flüaaigkeiten  den  Winkel  9  gleich  180"  »etxL  Kr  gbabt,  W 
ea  schon  Poisson  annahm,  das«  man  als  die  CapillarrlShre,  in  weluber  dh 
FlUsügkeit  aufsteigt,  die  letzte  an  der  Wand  hafl^unde  FlUsüigkeitaM 
onaehen  niUsH»,  welche  jo  naidi  der  Natur  oder  Gestult  de»  festen  Kfirprii 
mehr  oder  weniger  verdichtet  .sei,  wie  das  auch  die  Werthe  von  ß  MigA' 
Der  Winkel  9,  der  dann  maasgebend  ist,  ist  jener,  unter  welchem  Muh  w 
capillare  OberfDiche  der  Wandschicht  anschÜesat,  und  dieser  ist  diun  jl 
nach  der  Verdichtung  der  Wandscliicht  vcrsihieden.  Damit  muss  dann lod 
der  beobachtete  Wertb  von  a  verschieden  nein,  da  wir  aus  der  St«igbfihl 
oder  dem  gehobenen  Gewicht  die  wahre  ('upillaritäbcomitanle  nur  erbtlUi^ 
wenn  »  gleich  1  »0°  ist. 

Diese  Ansicht  von  Wilhelmy  ist  durch  die  Beobachtungen  von  (Jnili^ 
besttttigt,  indem  er  zuuOcb st  zeigt«' ),  das»  die  Steighöhe  des  Wassers  an  «i  ~ 
Glaswand  verschieden  ist,  je  nachdem  man  dieselbe  gleich  uucb  Hn« 
luug  des  Meniscus  oder  längere  Zeit  nachher  unteraucht.  Au»  fi  Vervw 
reihen,  bei  denen  er  die  Höhe,  bis  r.u  welcher  da-i  Wa^Her  au  dnr  vertifl 
Wand  einer  vorher  luftfrei  geuiiuliteu  Flanthc  empori-tieg,  bcHtiuunte,  w' 
er  im  Mittel 

/,"  =  „=   l,,y,. 


')  WüMmj,.  Püggend.  Ann.  Bd.  CXIX. 
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er  Temperatur  von  17^  Bei  Wiederholung  desselben  Versuches, 
tt  das  Wasser  mehrere  Wochen  mit  Abschluss  der  Luft  gestanden 
iigab  sich  bei  derselben  Temperatur 

/>o  =  a  =  3,867, 

merklich  kleinerer  Werth,  der  beweist,  dass  der  Winkel  S  kleiner 
^  geworden  war. 
Ster  hat  Quincke  ^)  dann  direkt  die  Steighöhen  in  capillaren  Bohren 

aus  der  Messung  von  Luftblasen  sich  ergebenden  Werthen  der  Con- 
verglichen,  und  nach  den  im  vorigen  §.  abgeleiteten  Gleichungen 
rthe  von  H  und  S  direkt  bestimmt.  Nach  diesen  Gleichungen  ist 
e  T  der  ganzen  Luftblase 


^  =  ]/y(l  — cose)  =  tt.>/l  —  cose. 


Abstand  der  Blasenkuppe  von  dem  Schnitte,  in  welchem  die  Blase 
ssien  Durchmesser  hat, 

LT  den  Winkel  S  ergab  sich  schliesslich 

8inie=  ?^. 

^  t 

Igende  kleine  Tabelle  enthält  die  von  Quincke  aus  den  Steighöhen 
Laren  Röhren  abgeleiteten  Constanten  a,  sowie  die  aus  Beobachtungen 
»fen  sich  ergebenden  Werthe  von  a  und  S. 

e  Beobachtung  der  Steighöhen  geschah  bei  einer  Temperatur  von 
le  an  Tropfen  bei  etwa  25  Grad  Celsius. 


Substanzen 


Capillaritätsconstanten  a  und  S  aus 


Steighöhen 
a  =8  yh .  r 


Beobachtungen  an  Blasen 
a  =  t    I    TyT    '  ^ 


g  von  unterschweflgs. 
atron  in  Wasser  .    . 

r 

felkohlenstoff  .    .    . 

öl 

ttdnöl 

form 


3,684 
3,804 
2,296 
2,675 
2,497 
1,916 
2,536 
2,.379 


1     3,748 

3,670 

3,062 

3,834 

4,270 

2,185 

2,868 

2,817 

2,615 

2,475 

2,850 

2,705 

2,564 

2,503 

156^0' 
154^28' 
147U4' 
158^0' 
142^6' 

143*^40' 
154^48' 


r  die  Capillaritätsconstanten  a  =  ^  a^  .  s  ergeben   sich  daraus  fol- 
Terthe: 
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Capillaritätdcont^tanten. 


Substanzen 


auH 

Steighöhen 

of,  Milligr. 


Unterschwefligs.  Natron 

Wasser 

Schwefelkohlenstoff  .    . 

Olivenöl 

Terpentinöl 

Chloroform 

Steinöl 


1,1248 
1 

1,2678 
0,9136 
0,8867 
1,4878 
0,7977 
Alkohol !     0,7906 


7,636 
7,235 
3,343 
3,271 
2,766 
2,733 
2,566 
2,273 


ans  Blasen 
«Milligr. 


ff.< 


7,903 
8,253 
3,274 
3,760 
3,033 

3,233 
2,599 


7,2fi 
7,44 
2,7C 
3,45 
2,31 

2,6« 
2,3; 


Wie  man  sieht  stimmen  ausser  für  Schwefelkohlenstoff  und  T 
tinöl  die  Zahlen  der  zweiten  und  letzten  Columne  ziemlich  gut  überei 
Beweis,  dass  man  aus   der  Beobachtung  capillarer   Steighöhen   und 
Voraussäetzung  S  =  180^  im  allgemeinen  zu  kleine  Werthe  der  Cons 
a  oder  a  erhalt. 

Die  Abweichungen    bei    Schwefelkohlenstoff  und   Teri>entinöl 
Quincke  einer  chemischen  Veränderung   dieser   Flüssigkeiten  währen 
Verlaufs  der  Versuche  zuschreiben  zu  müssen. 

In  folgender  Tabelle  sind  eine  Anzahl  von  Capillaritäisconstiii 
oder  vielmehr  a  .  cos  S  zusammengestellt;  die  Beobachtungen  von  Br 
Hagen,  Frankenhoim,  Mendeleefif  imd  Böde  sind  mit  Capillarröhren 
stellt,  und  in  der  vorhin  angegebenen  Weise  aus  der  Steighöhe   ben 

Tabelle  von  CupillaritAtgconstanten  er. 


FliiBsigkeit 

-  •=■ 

Si)ecif.  Oew. 

a  in  Milligr. 

Temp. 

Beobai" 

Wasser 

1 ,000 

7,666 

(V 

Brunnor 

?' 

" 

7,558 

Hagen  ^ 

Schwefelsäure     .    .    . 

1 ,849 

6,333 

14",5      , 

Franken 

„                    ... 

1 ,522 

7,610 

IT",» 

,. 

>i 

1,127 

7,556 

»^ 

« 

Salzsäure 

1,153 

7,149 

11 

•1 

Salpetersäure     .    .    . 

1 ,500 

4,275 

16'\o 

»^ 

„                    ... 

1,271 

6,768 

19",o 

^' 

„                    ... 

1,117 

7,098 

11 

«^ 

Lösung  V.  Kochsalz 

1 ,200 

8,400 

11 

i< 

„         „  Kalisalpeter     . 

1,137 

7,276 

11 

«« 

„         „  Natronsalpeter 

1,373 

8,512 

11 

1« 

Aethylalkohol     .    .    .    . 

:        0,7933 

2,325 

18*— 24" 

Wilheln 

Wässrig.  Weingeist 

0,810 

2,361 

17" 

Franken 

1»                                 V 

'       0,895 

2,775 

11 

11 

»»                         »» 

0,967 

3,727 

11 

11 

Amylalkohol  .    .    . 

0,8181 

2,427 

18»     24" 

Wilheln 

,,             ... 

1 

2,445 

11 

Mendel! 

„              ... 

V 

2,426 

n 

iBede 

')  Hagen ,  Abhandl.  der  Berl.  Academie  1845. 
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FlüHffigkoit 


Specif. 


Gew. 


^^B" 


ffiuMilligr. 


Temp.     I    Beobachter 


Aether 


Aceton 


0,725 


»» 


n 


^% 


!        (),K124 

EssigsSure '      1,0511 

Bsütigs. AethjL    .    .    .    .i      0,8814 


1,815 
1,737 
1,796 
1,892 
2,581 
2,973 
2,564 


18^-24^ 
20'» 


18"^  24" 

7» 


Wilhelmy 
Brunn er 
Mendeleeflf 
Bi^de 
Wilhelmy 


» 
« 


Die  angegebenen  Constanten  gelten  nur  für  die  neben  jeder  angegebenen 
Temperaturen,  indem  dieselben  mit  steigender  Temperatur  beträchtlich  ab- 
lelunen.  Die  Abhängigkeit  der  Capillaritätnconstanten  von  der  Temperatur 
iei  besonderä  von  Brunner*)  untersucht  und  für  Wasser,  Aether  und  Oli- 
«BÖl  bestimmt  worden.  Für  die  Steighöhen  in  einer  Köhrevou  1™"*  Radius 
findet  Brunner 

Wasser    15,33215  --0,0286396  u 

Aether       5,3536  —  0,028102  u 

Olivenöl     7,4640  —  0,010486  u 

u    die   Temperatur   in    Graden   des   hundertth eiligen  Thermometers 
jutet. 

Quincke  hat  ferner  durch  Messung  von  Tropfen  die   CapillaritUtscon- 

50  des  Quecksilbers  untersucht*).    Dabei  ergab  sich,  wie  schon  aus  den 

[Miem  sehwankenden  Angaben  zu  schliessen  war,  dass  der  Winkel,  den 

sksilber  mit  einer  reinen  Glasflache  bildet,  mit  der  Zeit  sehr  variabel 

t;  an   einem   und   demselben  Trojifen  erhielt  er   gleich   nach   dem   Auf- 

37^17',  nach  8,5  Stunden  42^22'  und  nach  21  Stunden  47^    Später 

[lilielt  er'^)    für    flache    Quecksilbertropfen    auf    reinen    Spiegelglasplatten 

fliehst  rasch  nachdem  Autlegen  im  Mittel  aus  8  Beobachtungen  bei 20" C. 

T  ==  ;r'",629       t  =  2"™,850 

lad  daraus,  die  Dichte  s  des  Quecksilbers  gleich  13,5432  gesetzt, 

e  =  5l"8'        a  =  5ö"^,03. 

In  sehr  ausgedehnter  Weise  hat  schliesslich  Quincke  die  Capillaritäts- 
DDstani^n  geschmolzener  Substanzen,  geschmolzener  Salze  und  Metalle 
ntersucht*).  Er  bestimmte  zu  dem  Zwecke  entweder  das  Gewicht  von 
ropfen,  welche  von  den  Drähten  der  betreffenden  Metalle,  deren  Enden 
i  der  P^nune  eines  Löthrohrs  geschmolzen  wurden ,  oder  welche  aus  engen 
Uuf röhren,  in  denen  die  Substanzen  geschmolzen  wiu'den,  herab tielen,  oder 
'goäs  die  geschmolzenen  Substanzen  auf  horizontalen  Unterlagen  aus,  welche 
»den  Substanzen  nicht  benetzt  wurden.  In  letzterem  Falle  bildeten  die  Sub- 
anzen  Tropfen,  welche  auch  nach  dem  Erstarren  dieselbe  Gestalt  behielten, 
e  sie  flüssig  im  Momente  des  Erstarreus  besessen  hatten.  Die  Gestalt  dieser 


')  JBruHner^  Poggend.  Ann.  Bd.  LXX. 

«)  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CV. 

•)  Quindte,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIX. 

*)  Oi^ndte,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIV.   Bd.  CXXXV.   Bd.  CXXXVlll. 
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Tropfen  war  somit  bedingt  durch  die  Oberflächenspannung  bei  der  SchnMl^ 

teniperatur ,    und   der  Abstand   der   Tropfenkuppe    von   dem  Schnitte,  wo 

der  Tropfen  seinen  grossten  Durchmesser  hatte,  lieferte  bei  grossen Tropfea 

sofort  die  Constante  a. 

■ff 

Für  das  Quadrat  dieser  Constanten  a*  = — ,  also  den  Quotienten  «u 

s 
der  Oberflächenspannung  und  der  Dichte  der  betreifenden  Substanz,  welches 
Quincke  den  Namen  der  specifischen  Cohäsion  beilegt,  ergibt  sich  aus  dieeoi 
Versuchen  das  interessante  Resultat,  dass  dieselbe  für  alle  nntersuchi 
Körper  sich  als  ein  einfaches  Vielfaches  der  Zahl  4,3  darstellen  liess,  nut 
Abweichungen  nur,  welche  innerhalb  der  Grenze  der  bei  diesen  VersadiM 
unvermeidlichen  Beobachtimgsfehler  liegen.  Die  specifische  GohSsion  dei 
Wassers  bei  0^  ist  17,58  =  4  .  4,3  -f-  0,38;  entsprechende  Werthe  habea 
von  den  Metallen  Platin,  Gold,  Silber,  Kadmium,  Zinn,  Kupfer.  Die  specifische 
Cohäsion  des  Quecksilbers  gibt  Quincke  zu  8,65  =  2.  4,  3  an;  fast  genau 
gleiche  Werthe  zeigen  Blei,  Wismuth  und  Antimon;  eine  dreimal  so  grostt 
specifische  Cohäsion  zeigen  Zink  und  wahrscheinlich  auch  Eisen  und  Pal- 
ladium; für  Zink,  ergab  sich  der  Werth  a^  =  25,41,  für  Palladium  25,«, 
für  einen  Gusseisentropfen  25,81,  für  einen  zweiten  Gusseisentropfen  27,11 
Für  Natrium  fand  sich  der  Werth  sechsmal  so  gross  als  für  Quecksil 
nämlich  a*  =  52,97. 

Für  geschmolzene  chemische   Verbindungen  ergab  sich  der  Satz: 
schmolzene  Substanzen  von  ähnlicher  chemischer  Zusammensetzung  habii 
dieselbe  specifische  Cohäsion  bei  einer  Temperatur,  die  ihrem  Schmelzpunkts 
möglichst  nahe  liegt. 

Kohlensaure   und  schwefelsaure  (wahrscheinlich  auch  phosphorsanre) 
Salze  zeigen  im  geschmolzenen  Zustande  dieselbe  specifische  Cohäsion  wia  \ 
das  Wasser. 

Salpetersäure  Salze,  Chlormetalle,  Zuckorarten  und  Fette  zeigen  lUe- 
selbe  specifische  Cohäsion  wie  das  Quecksilber. 

Brom-  imd  Jod-Metalle,  sowie  Selen,  Brom,  Schwefel  und  Phosphor 
zeigen  eine  halb  so  grosse  specifische  Cohäsion  wie  das  Quecksilber« 

In  wie  weit  die  von  Quincke  direkt  beobachteten  Zahlen  mit  diesen 
Sätzen  übereinstimmen,  möge  an  folgender  Reihe  angedeutet  werden,  welche 
die  Werthe  a^  für  die  untersuchten  Nitrate  und  Chloride  angibt. 

Natriumnitrat  a^  =  8,55         Calciumchlorid    a^  =  0,49 


Kaliumnitrat 

8,35 

Strontiumchlorid 

8,18 

— 

— 

Bariumchlorid 

H,29 

Lithiumchlorid 

8,53 

Silberchlorid 

8,18. 

Natriumchlorid 

8,11 

Kaliumchlorid 

8,76 

Wie  man  sieht  weichen  diese  Zahlen  nur  wenig  von  dem  für  Quet-k- 
silber  gefimdenen  Werthe  8,0  ab. 

8.  77. 

Grösse  der  Wirkungssphäre  der  Molekiilarkräfbe.  Wir  habez 
bei  den  Versuchen  von  Wilhclmy  im  vorigen  §.  das  Resultat  erwähnt,  da.sj 
die  gefundenen  Werthe  von  a  nicht  nur  von  der  Substanz  des  eingctauchtei 
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pers,  sondern  auch  bei  einer   und  derselben  Substanz   von  der 
eingetauchten  festen  Küii)ers  abhängig  sei;  die  Werthe  waren 
.achte  Platten  andere  als  fttr  eingetauchte  Cylinder  und  für  diese 
1  je  nach  dem  Durchmesser  des  Cylinders. 
Erfahrung  muss  an  der  ersten  Grundannahme  von  La  Place 
Wirkung  der  Molekularkräfte  eine  Modification  anbringen,  an  der 
ifimlich,  dass  die  molekularen  Kräfte  nur  auf  für  uns  unniessbare 
^en  hin  wirken,   sie  müssen  in   endlichen  Entfemimgen  wirken. 
Smlich    die  Molekularkräfte    nur    auf    unmessbar    kleine    Ent- 
wirken,  so  würde  eine  gekrümmte  Oberfläche  eines  eingetauchten 
pers  an  jedem  Punkte   so  wirken,   wie  die-  an  dieselbe  gelegte 
Ebene,  mit  welcher  sie  auf  unendlich  kleinem  Abstände  zusam- 
üe  Wirkung  einer  gekrümmten  Oberfläche  müsste  also  jener  der 
iz  gleich  sein.'   Es  fragt  sich  daher,  ob  sich  die  Entfernung,  bis 
die   Molekularkräfte  wirken,    oder  der   Radius  der  Wirkungs- 
Moleküle  nicht  messen  lässt. 

rst«,  der  eine  solche  Messung  versuchte,  war  Plateau*).  Er  be- 
liesem  Zwecke  Seifenblasen,  welche  aus  der  von  ihm  angegebenen 
largestellt  eine  sehr  grosse  Dauer  haben.  Zur  Darstellung  dieser 
löst  man  1  Gewichtstheil  Marseiller  Seife,  die  vorher  in  dünne 
geschnitten  ist,  bei  gelinder  Wanne  in  40  Theilen  destillirten 
id  filtrirt  die  Lösimg,  wenn  sie  erkaltet  ist.  Hierauf  mischt  man 
in  einer  Flasche  durch  starkes  imd  anhaltendes  Schütteln  2  Vo- 
;erin  mit  3  Volumen  der  Lösung  und  lässt  stehen.  Das  im 
er  Bildung  klare  Gemenge  trübt  sich  nach  einigen  Stunden;  es 
Q  leichter  weisser  Niederschlag,  welcher  mit  ungemeiner  Lang- 
iigt  und  nach  mehreren  Tagen  eine  im  obern  Theil  der  Flüssig- 
abgeschnittene Schicht  bildet.  Man  zieht  dann  mit  einem  Heber 
'Flüssigkeit  ab,  die  man  zu  den  Versuchen  benutzt, 
a  aus  dieser  Flüssigkeit  gebildet  halten  sich  in  freier  Luft  stunden- 
wenn  man  sie  mit  einer  Glocke  bedeckt,  tagelang.  Im  §.71  er- 
ir  schon,  dass  die  Blase  auf  die  in  ihr  eingeschlossene  Luft  einen 
)ruck  ausübt,  den  man  daran  erkennt,  dass  die  Luft  aus  der 
eicht,  wenn  das  Röhi'chen,  durch  welches  man  die  Blase  gebildet 
verschlossen  wird.  Es  gelang  Plateau  diesen  Druck  zu  messen, 
derartige  Blasen  an  der  Mündung  eines  kleinen  umgekehrten 
erzeugte,  der  mit  einem  Wasserraanometer  communicirte.  Die 
iea  Druckes  haben  wir  damals  abgeleitet.  Ist  B  der  lladius  der 
^en  Blase,  so  ist  der  auf  der  äussern  Fläche  gegen  das  Innere 
2^erichtete  Normaldruck 

e  Haut  der  Blase  gegen  den  Radius  nur  eine  sehr  kleine  Dicke 

nnen  wir  ohne  merklichen  Fehler  auch  den  Radius  der  innem 

Blasenhaut  gleich  E  setzen.    Dann  ist  der  auf  die  Innenfläche 

gegen   da«  Innere  der  Haut,  also  von  dem  Centrum  der  Kugel 

lu,  Memoircö  de  TAcad.  d.  Bruxellca  T.  XXXllI.  Poggend.  Ann.  Bd.  CXI V. 
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fortgerichiete  Norraaldnick 

Der  Druck,  welchen  die  Blasenhaut  auf  die  eingeschlossene  Luft  tu- 
übt,  ist  die  Dififerenz  dieser  beiden  Drucke,  somit  ist  derselbe 

p  .11  =  2  //. 

Es  ist  somit  das  Produkt  aus  dem  Radius  der  Blase  und  dem  auf  die 
Flächeneinheit  wirkenden  Drucke  gleich  der  doppelten  Constante  H,  Be- 
zeichnen wir  nun  mit  /*  die  Steighöhe  der  Blasenfltissigkeit  in  einer  Röhre 
von  1™™  Durchmesser,  deren  Wände  von  der  Flüssigkeit  vollkommen  be- 
netzt werden,  so  ist  nach  §.74 

h.s  =  2  //, 

wenn  s  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  bedeutet;  es  ist  somit 

2)  ,  JR  ^=  h  ,  s^ 

eine  Relation,  welche  Plateau  auch  bei  seinen  Versuchen  bestätigt  fand. 
Nun  macht  Plateau  darauf  aufmerksam,  dass  diese  Relation  nur 
lange  ihre  Gültigkeit  habe,  als  die  Dicke  der  Blasenhaut  wenigstens  gleidl 
ist  dem  doppelten  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle,  indem  Äe 
beiden  für  P  und  P^  abgeleiteten  Ausdrücke  für  die  Oberfläche  einer  flfli- 
sigen  Masse  gelten,  bei  der  also  sämmtliche  innerhalb  des  Radius  der 
Wirkungssphäre  liegenden  Moleküle  auf  die  in  der  Oberfläche  liegendet 
Theilchen  ihre  Wirkung  ausüben.  ■ 

Bei  einer  sich  mehrere  Tage  haltenden  Blase,  welche  durch  Verdunstung 
und  allmähliches  Herabrinnen  der   Flüssigkeit  zur  Ansatzstelle   der  Blase 
nach  und  nach  dünner  wurde ,  Hess  sich  nun  eine  Verminderung  des  Druckes 
bis  zu  dem  Momente,  in  welchem  die  Blase  zersprang,  nicht  erkennen,  so 
dass  die  Dicke  der  Blase  bis  zu  diesem  Momente  nicht  kleiner  war  als  der 
doppelte  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle.    Die  Dicke  der  Blase 
ergab  sich  nach  einer  optischen,  im  2.  Bande  zu  besprechenden  Methode, 
aus  der  Farbe  der  Blase'),  zu  O°*",0()0ll35.    Daraus  folgt  dann,  dass  der 
Radius  der  W^irkimgssphäre  den  Werth  von  0°*",0000567  nicht  überschreitet 
Nimmt  man  an,  dass  die   Blase  nicht  länger  bestehen  kann,  als  die  Dicke 
der  Haut  gleich  ist  tlem  doppelten  Radius  der  Wirkungssphäre,  so  würde 
etwa  dies  der  Radius  der  Wirkungssiihäre  für  die  Molekularkräfle  dieser 
Seifenlösung  sein,   ein  zwar  kleiner,  aber  wie  man  sieht  noch  wohl  mess- 
barer Werth. 

Quincke  hat  den  Radius  der  Wirkungssphäre  in  anderer  Weise  direkt 
zu  messen  gesucht '*).  Bringt  man  auf  eine  Glasplatte  sehr  dünne,  keil- 
förmige Schichten  einer  andern  Substanz,  so  wird  der  Randwinkel  einer 
Flüssigkeit  an  den  verschiedenen  Stellen  verschieden  sein,    wenn  die  Dicke 


')  Man  sehe  im  2.  Band:  „Farbe  dümior  Hlätt<;hon". 
^)  Quincke,  Poggeud.  Ann.  Bd.  CXXXVll. 
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der  keilförmigen  Schicht  nicht  so  gross  ist  als  der  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre, er  wird  constant  erst  von  der  Stelle  der  keilförmigen  Schicht,  von 
der  ab  ihre  Dicke  gleich  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  ist.  Denn  der 
Randwinkel  hängt^  wie  wir  sahen,  ab  von  dem  Verhältniss  der  Adhäsion  der 
Flüssigkeit  an  den  festen  Körper  z.ur  Cohäsion  der  Flüssigkeit.  Ist  dem- 
nach die  Adhäsion  der  Flüssigkeit  an  das  Glas  eine  andere,  als  an  die  auf 
das  Glas  gebrachte  Schicht,  was  immer  dann  der  Fall  sein  wird,  wenn  die 
Flüssigkeit  die  beiden  Substanzen  nicht  vollkommen  benetzt,  so  muss,  so 
lange  die  Schicht  eine  so  kleine  Dicke  hat,  dass  das  Glas  noch  durch  sie 
hindurchwirkt,  der  Randwinkel  ein  anderer  sein  als  dort,  wo  der  Abstand 
der  Flüssigkeit  vom  Glase  gleich  oder  grösser  ist  als  der  Radius  der  Wir- 
kungssphäre. 

Derartige  keilförmige  Schichten  lassen  sich  auf  Glas  sehr  gut  durch 

Silber  erzeugen^),  indem  man  auf  eine  Glasplatte   eine   an  verschiedenen 

Stellen   verschieden   dicke    Schicht    einer    Versilberungsflüssigkeit    bringt. 

Quincke  brachte  zwischen  eine  ebene  Glasplatte  und  darauf  gelegte  Cylinder- 

flJlehe  von  Spiegelglas,  welche  einen  Radius  von  120""  besass,  Martin'sche 

Versilberungsflüssigkeit,  aus  welcher  dann  eine  doppelt  keilförmige  Silber- 

«chicht  sich  absetzte,  welche  in  der  Mitte,  dort  wo  die  Cylinderfläche  die 

Flatte  berührte,  am  dünnsten  war.    Zwei  solcher  Platten  wurden  vorsichtig 

abgeHj)nlt,   dann  durch  dünne  Glasplättchen  getrennt  mit  den  versilberten 

Flächen  einander  gegenübergestellt,   so    dass   etwa  gleich  dicke  Schichten 

Sill>er  einander  gegenüberlagen.       P^ine  schwache  Metallfeder  drückte  die 

^iden  Platten  gegen  einander.    Dieselben  wurden  dann  in  einen  Trog  mit 

destillirtem  Wasser  so  aufgestellt,  dass  die  Schneiden  der  Silberkeile  ver- 

tical  standen.    Das   Wasser  erhob  sich  in  dem   cai)illaren   Raum   zwischen 

*^^n  parallelen  Silberlamellen  bis  zu  einer  Höhe  //,  welche  an  der  dünnsten 

Stelle  des   Silbers  am   hüi^hsten   war,   und  immer  kleiner  wurde,  je  dicker 

das  Silber  wurde.    Da  der  Abstand  d  der  Platten  überall  der  gleiche  war, 

^  folgt  aus  der  Gleichung  für  die  Steighöhe  zwischen  den  Platten 

h  =       •  cos  6  •     .  =  rt' .  cos  0  .     ,  , 

^^i^s  mit  zunehmender  Silberdicke  der  Winkel  S  immer  kleiner  wird. 

Folgende  Tabelle  enthält  eine  lieobacthtungsreihe  von  Quincke;  die 
Dicke  der  Silberschicht  wurde  nach  einer  optischen  Methode,  wie  sie  auch 
^^n  Plateau  benutzt  wurde,  bestimmt.  Die  Winkel  S  sind  aus  obiger 
^»leiehung 

^         hd 

cos  &  =^  — r 

'^Veleitet,  in  der  Quincke  ri^,  die  specitische  Cohäsion  des  Wassers  gleich  1 5 
^isetzte.  Die  mit  .r  überschriebene  Columne  gibt  die  Abstände  der  Stellen, 
^«nen  die  Steighöhe  h  entspricht  von  der  dünnsten  Stelle  der  Silberschicht^ 
*  ist  die  Dicke  der  Silberschicht: 


*)  Man  sehe  darüber  Quincke ^  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXIX.  p.  44  ff. 
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114^22' 

Man  sieht,  wie  h  und  6  mit  wachseniler  Silberachicht  ganz  beirSicht- 
lieh  abnehmen.  Diese  Abnahme  dauerte  .seibat  an  den  dicksten  Stellen  der 
Silberschichten ,  die  noch  durchsichtig  waren,  fort,  Stellen,  welche  eine 
Dicke  bis  zu  0™'",0000542  besassen,  so  dass  der  Riulius  der  WirkungtjssphSre 
bei  Glas-Silber-WasKor  noch  etwas  grösser  anzunehmen  ist. 

Mit  Quecksilber  kann  man  Ührdiche  Beobachtungen  machen,  indem 
man  die  Silberschicht  durch  ] behandeln  mit  Schwefelwa*}ser8toff  in  Schwefel- 
silber überführt,  und  dann  direkt  durch  Spiegelung  die  Stelle  aufsucht,  wo 
der  Winkel,  unier  weichem  <las  Quecksilber  die  vertical  gestellte  Platte 
schneidet,  constant  wird,  oder  wo  die  I)ei)ression  des  Quecksilbers  an  der 
verticalen  Wand  einen  constani  en  Werth  erhält.  Derartige  Versuche  lieferten 
Quincke  für  den  Radius  der  Wirkungssphäre  den  Werth  0™",00O0483.  Nach 
Uebei-führung  des  Silbers  in  Jodsilber  fand  Quincke  den  Winkel  bei  einer 
Schichtdicke  von  0™"*,000050  constant  werden.  Als  die  Glasplatte  mit  einer 
Collodiumschidit  tiberzogen  war,  fand  sich  die  Dicke  der  Schicht,  wo  der 
Handwinkel  des  Quecksilbers  constant  wurde,  kleiner  als  0"*",00(K>8,  eine 
genauere  Bestunmung  war  in  diesem  Falle  wegen  des  optischen  Verhaltens 
der  Collodiumschidit  ni(;ht  miiglich. 

Wenn  man  nach  diesen  Methoden  wegen  der  Schwierigkeit,  die  Ober- 
flächenbeschaftenheit  der  festen  Körper  an  allen  Stollen  genau  gleich  zu 
erhalten,  keine  absolut  genauen  Messungen  des  Radius  der  Wirkungssphäre 
erwarten  kann,  so  beweisen  diese  Versuche  doch,  dass  man  mit  grosser 
Annäherung  diesen  Radius  oO  Millionthcilen  eines  Millimeter  gleich 
setzen  darf,  eine  zwar  kleine,  aber  sehr  wohl  messbare  Grösse.  Wir  müssen 
daher  die  Annahme  füllen  lassen,  dass  die  Molekularkräfte  auf  nur  unmess« 
bar  kleine  Entfernungen  wirken. 


§.  78. 

Bewegungen  in  Folge  von  Capillarwirkting.  Durch  die  bisher  be- 
trachteten Gesetze  der  Oberflächenspannimg  erklären  sich  eine  Anzahl  auf- 
fallender Erscheinungen,  von  denen  wir  einige  Bewegungserscheinungen 
ableiten  wollen. 

Wenn  man  zwischen  zwei  unter  einem  spitzen  Winkel  zusammenstos- 
sende  Platten  oder  in  ein  konisches  Glasröhrchen  einen  Flüssigkeitätropfen 
hr'ingi,  der  die  Röhronwändo  benetzt,  so  sieht  man,  dass  der  Tropfen  sieb 


§.  78. 
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^gen  den  Scheit«!  den  Winkels  liinbewegt;  ein  die  llöliren wände  nicht  be- 
netzender Tropfen  dagegen  bewegt  sich  von  dem  Scheitel  de.s  Winkels  oder 
der  Spitze  der  Röhre  fort.  Diese  Bewegung  erklärt  sich  unmittelbar  aus 
den  vorhin  erkannten  Gesetzen  der  Oberflächenspaununj^f.  Die  Begrenzungs- 
fl2ohen  der  Flüssigkeit  sind  in  dem  ersten  Falle  concav;  an  der  engern 
Seit«  der  Röhre  (Fig.  HC),  oder  ^egan  den  Scheitel  des  Winkels  hin  ist 
-wvgen  des  kleinem  A])stan(les  der  Wände  die  Krümmung  der  Oberfläche 
btarker  als  an  der  entgegengesetzten  Seite.  Deshalb  ist  <ler  Druck  gegen 
das  Innere  der  Flüssigkeit  an  der  weiten  Stelle  der  Röhre  stärker  und 
diesem  Drucke  folgend  muss  sich  der  Tropfen  gegen  das  engere  Knde  der 
B43hre  hin  bewegen. 


Fig.  116. 


Fijf.  117. 


Umgekehrt  ist  es  im  zweiten  Falle  (Fig.  117),  die  Oberfläche  ist  dann 
convex,  die  Krümmung  au  der  engen  Seite,  und  damit  der  gegen  das  Innere 
der  Flüssigkeit  gerichtete  Druck  von  dieser  Seite  her  stärker.  Der  Tropfen 
Bloss  sich  daher  gegen  das  weitere  F^ncle  der  Röhre  liin  ))ewegeu. 

Wenn  man  zwei  parallele  ebene  Platten  mit  ihren  unteren  Enden  in 
ciiie  Flüssigkeit  vertical  eintaucht,  so  bemerkt  man,  «lass  diese  Platten  sich 
in  nähern  streben,  sowohl,  wenn  die  Wände  benetzt  werden,  die  Flüssig- 
keit also  zwischen  den  Platten  steigt  (Fig.  118),  als  auch,  wenn  die  Wände 
licht  benetzt  werden,  die  Flüssigkeit  zwischen  den  Platten  tiefer  steht  als 
ansserhalb  (Fig.  119).  La  Place*)  erklärt  diese  Erscheinung  folgender- 
masäen.  Da  die  Flüssigkeitssäulen  zwischen  den  Platten  imd  ausserhalb 
im  Gleichgewicht  sind,  so  ist  der  Druck  auf  die  Platten  imterhalb  a  von 
allen  Seit-en  gleich,  nicht  aber  so  oberhalb  a  z.  H.  inb.  In  dem  Punkte  h  wird  die 
Platte  nach  innen  gedrückt  durch  den  Druck  der  Luft,  den  wir  mit  P  bezeichnen 
vollen,  nach  aussen  jedoch  durch  den  Seitendruck  der  über/;  liegenden  FlUssig- 


Fig.  IIR. 


Fig.  11!). 


keitsdSiule,  welcher  gleich  ist  dem  senkrechten  Drucke,  den  ein  Punkt  in  der 
durch    b   gelegten  Horizontalebene  erfährt.     Dieser    Druck   setzt  sich   zu- 


»)  ia  JPIace,  Theorie  etc.    Gilbert,  Aniialen  Bd.  XXXIII.  p.  293. 
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sammen  aus  dem  veiücal  abwärtsgehenden  Drucke  der  AtmosphSD 
Gewichte  der  Flüssigkeitssänle  über  b  und  dem  vertical  aufwärts  ge 

ET 

Drucke  der  Differenz  der  Oberflächenspannimg  %  —   zwischen  und 
halb  der  Platten,  welche  das  Steigen  der  Flüssigkeit  zwischen  den  ] 
bewirkte;  er  ist  also  P-{- g  —  — ,  wenn  wir  mit  g  das  Gewicht  dei 

sigkeit  übor  h  bezeichnen.    Nun  ist  aber  —    gleich  dem  Gewichte  d( 

TT  TT 

zengehobenen Flüssigkeitssäule,  demnach  ö~  >  ^  ^^^  g  —  ö""^^" 

wenn  wir. mit  c  eine  Constante  bezeichnen,  welche  kleiner  als  1  iai 
Platt«  wird  somit  durch  einen  Druck  P  nach  innen  und  durch  einen 
P  (l  —  c)  nach  aussen  getrieben,  also  durch  den  Ueberschuss 

P  — P(l  —c)=Pc 

nach  innen  getrieben.  Gleiches  gilt  von  der  zweiten,  der  ersten  gena 
Platte,  so  dass  also  die  Platten  mit  einer  Kraft  2  Pc  gegen  einanc 
trieben  werden. 

Dasselbe  ist  in  der  Anordnung  Fig.  119  der  FalL  Durch  ein» 
ähnliche  Entwickelung  erhält  man,  dass  die  über  a  liegenden  Punkte 
die  ausserhalb  höher  stehende  Flüssigkeit  einen  nach  innen  geric 
Druck  erfahren,  unterhalb  a  sind  die  Drucke  nach  innen  und  aussen 
da  die  Flüssigkeiten  innerhalb  und  ausserhalb  der  Platten  im  Gleichg 
sind;  bei  b  aber  wirkt  nach  auissen  der  Druck  der  Luft,  nach  inn 
Seitendruck  der  Flüssigkeit,  welcher  gleich  ist  dem  Drucke  der  Lufi 
mehrt  um  das  Gewicht  der  über  b  vorhandenen  Flüssigkeitsschich 
letztere  Theil  des  Seitendruckes  muss  denmach  die  Platten  gegen  eb 
drücken. 

Wäre  der  nach  innen  und  aussen  gleich  wirkende  Druck  P  dei 
auch  nicht  vorhanden,  so  bleibt  doch  in  beiden  Fällen  der  nach  inn 
richtete  Druck  übrig,  nur  dass  wir  ihn  im  ersten  Falle  nicht  als  den 

schuss  des  äussern  über  den  Innern 
auffassen  müssten,  sondern  als  di 
Ziehung  zwischen  Wand  imd  FlÜ5.s 
welche  eben  den  von  innen  nach 
wirkenden  Druck  in  unserer  vorig 
t  rächt ungs weise  vermindert- 

Wenn  die  eine  der  Platten  v 
Flüssigkeit  benetzt  wird,  die 
nicht,  so  steigt  sie  an  der  einen  a 
der  andern  nicht,  vrie  in  Fig.  \'2i 
beobachtet  dann  eine  Abstossung. 
lässt  sich  aus  denselben  Prinzipi< 
leiten.  An  der  benetzenden  PI 
muss  dann  die  Flüssigkeit  auss 
höher  ansteigen  als  im  Zwischenräume  der  beiden  Platten,  weil  die 
iiigkeit  hier  jti>  hoch  steigen  muss,  dass  die  durch  die  concave  Krüii 
verminderte  Oberflächeus[>annimg  durch  die  gehobene  Flüssigkeit  aet|u; 
wird.    Im  Innern  dagegen  zwischen  a  und  h  ist  die  Oberfläche  der  F 


Fi«j.   läO. 


AudCBung, 


Vent  doppflt  gekiHmmt,  indem  die  Flüssigkeit  an  a  sieh  concav,  an  b  aber 
conves  uüegt.  Die  OberflSchensiiiuiuung  wird  daher  in  der  einen  Hölfte 
der  FlQssigkeitsächicht  zwar  vemiindert,  in  der  andern  gegen  b  liegenden 
da.gegea  veratürkt,  und  doahiilb  ist  die  Verminderung  an  n  nicht  ao  gros» 
«rie  ausserhalb;  die  Flüssigkeit  kann  also  im  Innern  an  a  nicht  so  hoch 
ät«igen.  Aus  eben  dem  Grunde  muss  sie  an  b  aussen  eine  stärkere  Depression 
erltolten  als  zwischen  den  Platten. 

Aua  dieser  öroppirung  der  Flüssigkeit  ergibt  sich  dann  nach  der  Ent- 
wiclcelung  der  beiden  vorigen  FttUe,  dass  sowohl  a  ala  auch  h  einen  An- 
trieb von  innen  nach  aussen  erfährt;  die  Platten  mUsaen  sich  also  von  ein- 
ander entremen. 

Eine  genauere  Untersuchung  der  gekrüjumten,  zwischen  den  Platten 
voriiandenen  Oberfläche  der  Flüssigkeit  hat  La  Place  zu  dem  Resultate  geführt^ 
daas  bei  sehr  grosser  Annäherung  der  Platten  die  Abstossung  in  eine  An- 
Kiebusg  Übergeht,  ein  Resultat,  das  Versuche  von  Hauy')  bestätigen. 

§.  79. 
AnflÜBung.  Die  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Moleknlar- 
*'irkimgi'n  /.wischen  den  Molekülen  fester  und  flüssiger  Körper  behandelten 
die  zwei  Fälle,  dass  entweder  die  ÄdbSüion  des  flüssigen  am  festen  grösser 
^^t  als  die  CohSsion  des  flüssigen  Körpers,  oder  dass  die  CohUsion  der 
flflanigrn  Körper  grösser  war  als  die  Adhäsion  derselben  bji  die  festen.  In 
^iden  Fällen  blieb  der  feete  Köqier  ungeändert,  die  Wirkung  der  Kräfte 
'*wtand  in  einer  Oberfl&chen-  imd  Niveauänderung  des  flüssigen  Körpers. 
Koch  ein  dritter  Fall  ist  möglich  und  in  der  Natur  vorhanden,  nämlicb 
<Ier,  finae  die  Anziehung  der  Flüssigkeit  auf  die  Moleküle  des  festen  Kör- 
P«r»  stärker  ist  als  die  Kraft,  mit  der  letztere  an  einander  haften,  als  die 
t^hßsion  des  festen  Körpers,  Dies  muits  sich  in  einer  Trennung  der  Mole- 
kWe  des  festen  KSqiers  und  einer  Vermischung  derselben  mit  den  UotekUlen 
^w  flüssigen  Körpers  zu  erkennen  geben.  Wir  beobachten  diese  Erscheinung 
W  der  .\uflrtsung  löslicher  Körper,  Wenn  man  ein  Sah  in  Wasser  bringt, 
's  K^rtbeilt  es  sich,  nnd  seine  Moleküle  mischen  sich  mit  der  Flüssigkeit, 
'Q  ilat»  nach  einiger  Zeit  die  ganze  Flüssigkeit  Salztheilchen  enthält,  welche 
dilrcb  die  Anziehung  des  Wassers  zu  den  Saktheilcben  in  dem  Wasser  der 
^^were  entgegen  gehoben  und  verbreitet  werden. 

Die  AuflSsnng  eines  Körpers  in  einer  Flüssigkeit  wird  vielJach  al« 
^Öie  chemische  Verbindung  angesehen;  von  den  eigentlichen  chemischen 
"*rbindimgen  unterscheidet  sie  sich  jedoch  dadtirch,  dass  sie  nicht  wie 
**««  naj^h  festen  Verhältnissen  vor  sich  gebt.  Im  Gegentheil,  eine  nossig- 
*^i  kann  einen  in  ilir  löslichen  Körper  m  allen  Verhältnissen  bis  2a  einer 
^•Wiweo.  bei  conütonter  Temperatur  festen  Grenze  aulnehmen.  .lene  Qrenne 
*^Uil  man  die  Löslich  keit^grena:e. 

B«  der  LMwag  eines  Sakes  in  Wasser  zeigt  sich   die  Anziehung  der 

"Ma-   lind   Wassertheilchen   überdies  in  der  sogenannten  C'ontraclion   der 

*ls£lö3ungen.     Das   Volumen   der    bergest«llten  Lösung  ist  nämlich  mit 

^^f^Higen  Ausnahmen  kleiner   als    die    Bnmmc   der   Volumina   der  einzelnen 

äo  ergnh  sich    z.  B.   aus    einigen  mit  Halpelerlösungen  von 

a.  0.  Oübert.  Anualeu  K.l.  -XXXIII.  p.  aoti. 
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mir  angestellten  Verduchen  bei  einer  8procentigen  Lösung  eine  Contrae 
von  0,8  Procent;  eine  Lösung  von  21,52*2  Kubikcentimeter  (44,293*'^ 
554,077  Kubikcentimeter  Wasser  von  20^  C.  ergab  nicht  675,099  Ku 
centiraeter  Lösung,  sondern  nur  570,838,  so  dass  also  das  entstandene 
lumeu  der  Lösung  um  4,7G2  Kubikcentimeter  kleiner  war  al«  die  8un 
der  ursprünglichen  Volumina. 

Die  genauem  Gesetze  dieser  ('ontraction  sind  noch  nicht  bekannt 

§.  80. 

Mischung  und  Schichtung  der  Flüssigkeiten;  Plateau*8 Versnc; 

Wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  zusammenschüttet,  so  beobachtet  man,  d 
ebenso,  wie  die  anziehenden  Wirkungen  der  flüssigen  Körper  auf  die  fe:« 
verschieden  sind,  so  auch  die  der  flüssigen  Körper  imter  einander.  \ 
sieht  nämlich  entweder,  dass  die  Flüssigkeiten,  wenn  sie  verschiede 
specifisches  Gewicht  haben,  einfach  sich  über  einander  lagern  ihrer  Schw 
gemäss,  oder  dass  die  Flüssigkeiten  sich  mischen,  dass  die  eine  die  and 
vollständig  durchdiingt,  und  so  die  schwerere  in  der  leichtem  gehoben  i 
verbreitet  und  die  leichtere  in  die  schwerere  hinabgezogen  wird.  So  mist! 
sich  z.  B.  Wasser  und  Weingeist  in  allen  Verhältnissen,  während  Wa» 
und  Gel  sich  nicht  mischen,  sondern  ihrer  Schwere  gemäss  sich  über  ( 
ander  lagern. 

Ein  Flüssigkeitsgemische  ist  eine  ganz  homogene  Flüssigkeit,  d« 
einzelne  Bestandtheile  sich  nicht  durch  mechanische  Mittel,  sondern  i 
durch  eine  Veränderung  des  Aggregatzustandes  von  einander  trennen.  J 
durch  unterscheidet  sich  ein  Gemisch  wesentlich  von  einem  Gemenge,  \ 
man  es  herstellen  kann,  wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  gleichen  s|>ecifi)}cl 
Gewichtes  in  einem  Gefiisse  zusammengiesst  und  stark  schüttelt. 

Bei  der  Mischung  zweier  Flüssigkeiten  zeigt  sich  in  den  meisten  Pill 
auch  eine  C'Ontraction  des  Gemisches,  indem  das  Volumen  der  Miächn 
kleiner  und  somit  seine  Dichtigkeit  grösser  ist  als  die  Summe  der  Voluni 
der  Bestandtheile  und  deren  mittlere  Dichtigkeit.  Am  genauesten  ist  • 
Gontraction  der  Mischungen  bei  den  Gemischen  aus  Alkohol  und  Wa« 
untersucht,  wir  haben  einige  Zahlen  ]>ei  der  Betrachtung  der  Alkobo 
meter  angegeben. 

Wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  gleichen  speciflschen  Gewichtes  zu» 
mengiesst,  die  sich  nicht  mischen,  so  z.  B.  Gel  in  ein  Gemische  auß  Alkol 
und  Wasser  bringt,  so  beobachtet  man,  dass  sich  die  Flüssigkeiten  nicbt 
imregebnässiger  Weise  durch  einander  lagern,  sondern  dass  die  eine  in  d 
andern,  so  das  Oel  in  dem  Gemische  in  der  Gestalt  kngelfonuiger  Tropl 
schwimmt. 

Es  folgt  dieses  mit  Nothwendigkeit  aus  den  in  den  vorigen  §§.  W 
getragenen  Lehren  über  die  Oberflächenspannung.  Denn  dadurch,  dl 
das  Oel  in  dem  Alkohol  schwimmt,  ist  es  ganz  ohne  Schwere;  die  Olcid 
gewichtsgestalt,  in  welcher  es  sich  ansammelt,  wird  daher  nur  durch  di 
wirksamen  Molekularkräfte  bedingt.  Dieselben  sind  die  Anziehung  de«A 
kfdiols  auf  das  Oel  und  die  Wirkung  des  Oeles  auf  sich  selbst,  von  den« 
die  C'ohäsi<m  des  Oeles  die  Anzieliung  des  Alkohols  bedeutend  überwi< 
wie  daraus  hervorgeht,  dass  sich  die   Flüssigkeiten   nickt  mischen.   I^ 
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Oberflächen- 
fUr   dieselbe 


neb  rnnss  das   Oel  eine  Bolche  Gestalt  annehmeii,  «la.tfl  tli 
^BBiiaiig  an   allen  Punkten  dieselbe   kt.     Wir   hatten   nu 

«csn  wir  mit  H"  die  Oberflftchenapannung  des  im  Alkoliol  schwimmenden 
OÜTenGls  bezeichnen,  welclie  eben  wegen  der  Anziehung  dea  Alkohols  auf 

I  iki  Oel  kleiner  ist  als  in  einer  freien  nur  von  Lntt  begrenzten  OberflSche 
desOels.') 

I        Dieser  Ansdnick  ist  nur  dann  coustant,  wean  die  Summe 


+ 


inst., 


ibo  die  Snmme  der  reciproken  Werthe  der  HauptkrUmmnngsradien  fUr  alle 
Fmkle  der  Oberflfiche  dieselbe  ist.  Das  ist  der  Fall,  wenn  die  OberflKche 
me  Kngel  ist 

LSsst  man  nun  auf  den  gewichtlosen  Tropfen  noch  andere  Krlifto 
>irken,  indem  man  ihn  an  feste  Körper  adhüriren  macht,  so  kann  er  noch 
'läe  Keihe  anderer  Gestalten  annehmen,  fUr  deren  freie  Oberflächen  aber 


const. 


b  allgemeine  Bedingung  bestehen  bleiben  muss 

Plateau*)  hat  über  die  Ge- 
iOalten,  welche  Flüssigkeiten 
B  einer  andern  von  gleichem 
^MÖÜBchen  Gewichte  anneh- 
■tsn  können,  vielfache  Ver- 
lache angestellt.  Um  zwei 
Plflssiglceiten  gleichen  speci- 
Suhen  Gewichtes  herzustellen, 
vandt«  er  ein  Gemische  von 
Ukohol  und  Wasser  an,  wel- 
kes das  gleiche  specißsche 
Sewicht  hatte  als  Oel,  so 
ius  also  ein  Oeltropten  an 
leder  Stelle  dieses  Gemische'' 
im  mdifferenten  Gleichgewicht 
tdimmml 

Die  Versuche  wurden 
m  einem  parallelepipedischen 
Gkagef^ts  (Fig  121)  ange 
»teilt,  dessen  Wände  aus  ehe 
Un    Glasscheiben    bestanden, 

tat  mit  ihren  RKndem  zusam- 

gtUttet  waren.    InderBnden- 

pUtte    war    ein    Hahn    ange- 

')  Ceber  die  Oberfläch enspanntintf  einer  FlüssiKkeit  in 
t«mch,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIX. 

*)  Plateau,  in  verschiedenen  .Tahrgilngen  der  Bulletins  de  l'Acailt'mie  de  BmicUea, 
*«M Poggend.  Ann,  Bd.  LV.  LVl.  HrgänzungHband  11.  1848.  LXXXIll. 

Veumi,  Fhrilk.  I.    Ü.  Anfl.  20 


f  andern  sehe  n 


aoc 
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I>racht,  um  die  Flüssigkeiten  abzulast;en,  und  ia  der  Deckel 
scbiedene  OefFniingen,  um  die  Flüssigkeiten  und  einige  bei  den 
benutzte  Apparate  bine inzubringen.  Nachdem  ntm  der  Käst 
Weingeiätgemi»che  angcfilUt  ist,  bringt  man  mittels  einer  kleii 
welche  mit  einem  etwa«  gel^rbten  Oele  angefüllt  ist,  in  dit 
Flüssigkeit  etwas  Oel,  welches  sieb  an  dem  Ende  der  Pi})ette  in 
grossen  Tropfens  ansammelt.  Zieht  man  dann  die  Pipette,  na 
sie  oben  mit  dem  Finger  verschlossen  bat,  vorsichtig  heraus,  si 
Tropfen  in  Form  einer  Kugel  ruhig  au  seinem  Platze  stehen, 
Theorie  verlangt.  Denn  ist  der  Tropfen  sich  selbst  überlassen, 
pj     jjg  die    Obcrftiichenapannung    auf  ihn   e 

niuss  diese  an  allen  Stellen  gleich  si 
ist,  wie  wir  sahen,  der  Fall,  wenn  die 
der  Oberfläche  an  allen  Stellen  dies* 
Wenn  man  nun  den  Tropfen  ü 
Stellen  mittels  vorher  mit  Oel  bestritl 
drahte  fisirt,  wo  adhärirt  der  Troj>fe 

und   dort   wirkt  dann  ausser  der   C 

■r-    -7-:-"     -. '--iT-CÜi    Oeles  die  Adhäsion  am  Eisen.    Die 

OberflUchen  muss  demnuch  eine  and' 

indem  an  gewissen  Stellen  die  Oberflächenspannung  niodificirt  w 

freien  Oberflächen  muss  aber  auch  in  diesem  Falle  -  — j 1  =  1 

Legt  man  den  Tropfen  in  einen  Ring  von  Eiaendrabt,  so  n 

Gestalt  einer  hiconvexen  hinse  an  (Fig.  ISS),  deren  beide  Vliit 

...     .„_  „.     ...  Segmente  von  gleicl 

nind.  Für  die  freien 

ist  dadurch  die  lie 

_.      füllt  —  +  i,  =  cf 


den 


ach  webenden  Tropfe 
herablilsst,  liLs  er  1 
Dralitring  berührt, 
»ich  uucb  an  dies 
wenn  man  dann  <1 
-  --  DreifusH  befestigter 
- —  "  wieder  aufzieht,  wi 
ttel  in  den  Tropfen 
lässt,  MO  bleibt  der  Tropfen  unten  an  dem  I^rahte  haften,  imd  zi 
beiden  DrKhten  bildet  sich  ein  vollkomm eni.'r  Kreiseylinder  I  Fig. 
eher  oben  und  unten  von  Kugelsegmenten  gleichen  Itadius  begr 
Der  eine  KrUmmungsradins  des  Uylinder»  in  einer  diin 
pai-allel  derselben  gefllhrten  I'jhene  ist  unendlich,  da  diese  Ebene  d 
fluche  in  einer  geraden  Linie  schneidet,  deshulli  ist 


Der  andere  KrUmnningsradiiis  iat  der  Radius  des  r'ylind('r. 
die  Ober  fläch  enapannung  an  allen  Punkten  d*^r    freien    Oberfltti 


Plateau'»  Ventncli»'. 


an: 


^ir  mit  p,   ilen  Radius  (tev  Kuffelflitf-Uen  lio 
^  .'.  =  A'+7/-  '  , 


■ie 


;  Pi  ^ 


-  -29; 


u  masE  demnach  der  Radiiiti  der  Kugel sogmenle  doppelt  so  gro»»  gein  als 
dtr  Radius  des  Cylinderd.  Eine  Messung  der  Hülie  der  Kiij;elsegRieiiti!  und 
ihr«  Krflmmung  ergibt  in  der  That  p,  =  2p. 

Mittels  DraLtfiguren  von  verscliiedencr  Gestalt  ist  es  Plateau  gelungen, 
uch  eine  Beifae  FlUssigkeitsfiguren  herznistollou,  so  Würfel,  Octjieder  u.  h.  f. 
nit  coDTexen,  ebenen  imd  concaven  OlicrfliLchen,  je  micli  der  Oelniengc, 
welche  er  zwischen  die  Drahtnetze  brachte. 

Wenn  man  auf  die  Tropfen  noch  andere  als  die  innern  Kräfte  der 
Cniiäion  imd  Adhäfion  wirken  iHsst,  so  wird  auch  dadurch  die  Gcstült  der 
Tropfen  eine  andere.  Plateau  bewirkte  zu  dein  Ende,  dass  der  Tropfen  sich 
u  den  in  Fig,  121  ahgelilldeten,  in  der  Mitte  des  parallelepipedischen 
Kastens  herubgehenden  Mctalldraht  anlegte,  welcher  mittele  der  Kurbel  in 
Hotition  versetzt  worden  konnte.  Die  in  der  Mitt«  de»  Drahtes  befindliche 
Sehribe  war  vorher  mit  Oel  hcytriehen,  und  nun  mittels  eines  Eisendralit*« 
fcOelkugel.  von  6'"  Durclunesser,  so  an  die  Scheibe  geführt,  dass  nie 
wh  synmietrisch  \ua  Scheibe  imd  Draht  lientmlegte  (Fig.  125).  Wenn  man 
imi  die  Handliahe  langsan)  dreht,  so  sieht  man  /.unScbst,  wie  die  Kugel 
lUmählich  an  den  Polen,  durch  weli-he  die  Drehungsaxe  geht,  sich  abplattet 
mil  am  Aeqnator  anschwillt  (Fig.  120),     Dreht  man  i-asfher  und  rascher, 


•»  *ird  die  Kugel  von  imten  und  fiben  hohl  und  dehnt  sieh  immer  mehr  in 
'"''KnDlaler  Richtung  aus;  endlich  verlSsst  sie  die  Scheibe  und  verwandLdt 
■»li  in  einen  vollkommen  regelmässigen  King  (Fig.  VJl). 

üiese  Ers<;heinungen  erklilren  sich  leicht  durch  die  zur  Mohikular- 
Ikung  der  FlüMMigkeit  auf  sich  selbst  hinzutretende  ('cntrifiigal kraft.  Der 
P*w  au  dem  üi-ahte  und  der  Scheibe  adhjlrirende  Tropfen  wird  mit  in 
•*ätion  venietzt,  und  die  einzelnen  Theile  desselben  erhalten  dudundi  ein« 
^  "ler  Drehungsaxe  fortgerichti'te  lentrifugale  H.jsilib-uuigun;;,  welehe  in 
"^  Nihe  des  AeijiiatorM  am  stürkst^in  ist^    Dadurch  siii-ben  die  'l'heile  in 
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der  Nahe  des  Aeqnatiirs  sicli  nm  stärksten  von  der  Axe  ?m  entfernen.  An- 
fangs wird  dieser  centrii'iigalen  Beschleiinigving  durtli  eine  verstürkte  Ober- 
Ullchenspannung  das  Uleldi gewicht  gebalten,  und  es  tritt  nui'  eine  Abjilattiuig 
(lea  Tropfens  an  den  Pt>len,  eine  Aidljäulung  und  verstärkte?  KrHmmnng  am 
Aequ&tor  ein.  üeberwiegt  die  Oentrifugalkraft,  so  reisst  sieb  die  gaaza 
Mass«  von  der  Aze  los  und  umgibt  dieselbe  in  Poriu  eines  Ringes,  der  eine 
Zeit  lang  besteht,  dann  aber,  da  die  Rotationagescb windigkeit  durch  die 
Ileibnjig  am  Alkobol  stetig  vermindert,  wird,  wieder  zusammenflieast  und  sich 
als  kngelfbrmiger  Tropfen  wieder  um  die  Axe  legt- 

Durch  liesondere  KunstgrifTe  gelang  es  Plateau')  es  auch  dahin  zu  brin- 
gen, das»  sich  nur  ein  Theü  des  Tropfens  als  Ring  losISst«,  wällrund  criii' 
linderer  TlieiJ  in  CieBt4ilt  eine»  ubgeplalteten  ÖphJlroidö  an  der  Asc  liiiflen 
Illieb;  also  eine  Erscheinung  bervonrarufen,  welche  mit  der  des  Satnrr 
Weltenranme  die  grösste  AenUchkeit  hat, 

§.  S}. 

Diffusion.  Wenn  man  zwei  mischbare  Flüssigkeiten  vorsichtig  sc 
sammengiesst,  dass  die  leichtere  anl^nglicb  Über  der  schwerem  gelagert  ist, 
so  findet  dennoch  albnfihlich  eine  Mischung  der  FlUäsigkeiten  statt,  indem^ 
wegen  der  atSrkem  Anziehung  der  einen  Flüssigkeit  auf  die  Molekfile  der 
andern  eine  Mischung  zunächst  in  der  Grenzschicht  der  beiden  B'llUsigkeitetL 
«intritt,  und  aus  dieser  dann  die  Molektlle  der  einen  Flüssigkeit  weiter  in 
die  andere  verbreitet  werden.  Man  bezeichnet  dieses  Durchdringen  der  rer> 
schiedenen  Flüssigkeiten  mit  dem  Nuinen  der  Diffusion.  Je  nachdem 
längere  oder  klirzere  Zeit  vergeht,  ehe  die  Mischung  der  Flüssigkeiten  iiof 
diese  Weise  voliständig  wird,  schreibt  miin  ihnen  eine  grössere  oder  kleinere 
Di ffusionsgesch windigkeit  zu. 

Am  genauesten  ist  die  Diffusion  von  SalzlSsungon  in  Wasser  luiter- 
nucbt.  Die  Vorsuche  von  Grahara*j,  Fick'"*)  und  BeUdtein'')  haben  ergeben, 
diisM  die  Diffusion  der  gelösten  Salztheile  in  Wasser  proportional  ist  der 
Dichtigkeit  der  Saktüstingen,  wenn  man  die  Salzlösungen  in  reines  WKSsef' 
diffimdiren  ISsat.  Als  Diohtigkeit  der  Lösung  wird  dann  die  in  lUOUewicbt»- 
theilen  Wasser  gelöste  Gewicht^menge  Sah  betrachtet,  nnd  als  Hinh»it  der 
Diohtigkeit  difyenige,  ftlr  welche  1  Gewicht^theil  Salt  in  KH)  Wusser  ge- 
löst ist  Der  Satz  bedeutet  somit,  ^aan  die  Mengen  des  unter  gleichen' 
sonstigen  Verliflltniiisen  in  gleichen  Zeiten  aus  einer  SolzlQsung  num  Wasstf, 
übergehenden  Salzes  der  Menge  des  gelösten  SaJzes  proportional  sind. 

Beihttein  wandt«  folgende  Methode  an,  um  dieses  nachzuweisi.>n.  Die 
Lösung  wurde  in  eine  beiläufig  ti"""  lange  Obisröhre  (Fig.  !28)  geflltU, 
welche  unt«n  umgebogen  und  nahe  an  ihrer  UitihJegnng  so  abgcscbliffiea 
war,  dasa  das  Niveau  der  Mündung  möglichst  iialie  Ober  dem  tiersttmPimktBi 
der  Umbiegung  war;  am  iibem  Ende  war  das  Gläschen  etwas  ausgetogni'. 
nnd  dnrob  einen  eingeriebenen  Glasstöpsel  verschUessbar.    Um  ilos  Glis^M'i 


')  Poggend.  Aun.  Krf^liizungiibiiud  II. 

')  Urijiam,  Üebcr  PißiiHion  der  Flilnsigki-itPii.     Liebig'*  Aniiuli'ii  bXXVIl  nm 

")  Firk.  IWr-iiilortr»  Aniisloii  XflV. 

*)  ÄnVrtnn,  iVlicr  die  IHmiMon  von  Flii™igk.>il.Mi.    Li.-big'f  Anmüun  XCIX. 
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i,  wurde  es  in  ein  Becherglas  ganz  in  Lösung  untergetaucht,  und 

die  obere  Oeffhung  mit  der  Lösung  bedeckt  war,  mit  dem  Stöpsel 
sen.     Das   geftlllte  Gläschen  wurde 
ttels  eines   durchbohrten  Korkes  in 
chen  gesteckt,  welches  auf  dem  hori- 
Rande   eines   mit  Wasser   gefüllten 

lag,   so  dass   die   untere  Oeffiiung 
ichens   einige   Millimeter   unter   der 
le  des  Wassers  sich  befand. 
Dichtigkeit  der  in  dem  Gläschen  ent- 
Lösung war  bekannt,  dieselbe  wurde 

Stimdon,  48  Stimden  .  .  der  Ver- 
er  neuerdings  bestimmt,  und  daraus 
^es  Gesetz  abgeleitet. 

verschiedene  Salzlösungen  ergaben 
ch  die  unter  sonst  gleichen  ümstän- 
•tretenden  Mengen   verschieden,    so 

verschiedenen  gelösten  Salzen  eine 
ene  Dittusionsgeschwindigkeit  zu- 
Setzt  man  die  Salzmenge,  welche  in  der  Zeiteinheit  aus  der  Lösung 
•?ser  tibergeht,  für  Chlorkalium  =  1  ^  so  sind  die  unter  gleichen 
en  übergehenden  Salzmengen 

Chlorkalium =1 

Kalisalpeter =^-=  0,948 

Kochsalz =■■=  0,833 

Kohlens.  Kali =  0,737 

Kohlens.  Natron   ....==  0,543 
Schwefels.  Kupfer^Oxyd    .    =  0,344. 

ist  klar,   dass   die  Diflfusionsgeschwindigkeit  von    der  Grösse  der 

lg  des  Wassers  auf  das  gelöste  Salz  abhängt,  und  dass  wir  hier  ein 

Maass  für  diese  Anziehung  hätt^en,  wenn  wir  annehmen  dürften, 

it  noch  andere  Umstände  bestimmend  einwirken.    Dazu  sind  wir  je- 

it  berechtigt,  besonders  da  Beilstein  aus  seinen  Versuchen  schliesst, 

Gesetz  der  Proportionalität  der  Diffusionsmengen  und  der  Dichtig- 

Lösungen  nur  ein  angenähertes  i*t;  ein  Schluss,  welchen  Wild^) 

icht  für  zulässig  hält. 


§.82. 

dosmose.  Die  Diffusion  von  Flüssigkeiten  beschränkt  sich  nicht 
soeben  betrachteten  Fall,  wenn  zwei  Flüssigkeiten  sich  direct  be- 
sondern sie  findet  auch  dann  statt,  wenn  die  beiden  Flüssigkeiten 
ne  poröse  Membran  von  einander  getrennt  sind.  Füllt  man  z.  B. 
u-e,  welche  an  ihrem  untern  Ende  durch  eine  thierische  Membran 
jen  ist,  mit  Alkohol,  und  taucht  sie  dann  in  Wasser,  so  dass  das 
lie  Membran  berührt,  so  zeigt  sich  ein  Austausch  der  beiden Flüssig- 


ild  und  Simmler ^  Poggend.  Ann.  C. 
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keitcn,  imlein  durch  die  Membran  hindurch  Wasser  zum  Alkohol  und  uk 
gekehrt  Alkohol  zum  Wasser  übergeht.    Ganz  dasselbe  zeigt  sich,  wenn  m« 
in  die  Rohre  eine  Salzlösung  bringt,  und  sie  dann  in  Wasser  eiiLsenkt, 
geht  Salz  zum  Wasser  und  Wasser  durch  die  Membran  in  die  Röhre, 
lange,  bis  die  Flüssigkeiten  auf  beiden  Seiten  der  Membran  gleichförc^ 
geworden  sind. 

In  den  meisten  Fällen  beobachtet  man  dabei  an  der  einen  Seite  «, 
Membran  eine  Zimahme  der  Flüssigkeitsmenge,  indem  z.B.  bei  dem  Versufi 
mit  Alkohol  und  Wasser  mehr  Wasser  durch  die  Membran  zum  Alkohoii 
die  Röhre  dringt,  als  umgekehrt.  Alkohol  zum  Wasser;  ebenso,  wenn  nuu 
Wasser  und  eine  Salzlösung  durch  eine  poröse  Zwischenwand  trennt,  findel 
man  stets,  dass  eine  grössere  Quantität  Wasser  zur  Salzlösung  wandert,  ali 
umgekehrt.  Enthält  deshalb  die  Röhre  Wasser,  so  sinkt  das  Niveau  in  ihr, 
enthält  sie  die  Salzlösung,  so  steigt  es. 

Dieser  Umstand  deutet  schon  darauf  hin,  dass  die  Scheidewand  von 
wesentlichem  Einlluss  ist,  und  dass  wir  hier  nicht  eine  einfache,. nur  durch 
die  Scheidewand  verzögerte  Diifusion  der  Flüssigkeiten  vor  uns  haben,  dem 
in  dem  Falle  würde  eine  Veränderung  des  Niveau  in  der  Weise  nicht  statt 
finden  können. 

Noch  deutlicher  zeigt  sich  das  bei  Anwendimg  verschi wiener  Mem 
branen,  indem  mit  Aenderung  der  porösen  Zwischenwand  sich  die  Niveau 
Änderungen  oft  geradezu  umkehren.  So  zeigt  sich  z.  B.,  wenn  man  Wassa 
und  Weingeist  durch  eine  thierische  Membran  trennt,  dass  der  stärkere  Strom 
von  dem  specitisch  schwerern  Wasser  zum  leichtem  Weingeist  geht;  dass 
das  Niveau  des  Weingeistes  steigt-,  jenes  des  Wassers  fällt.  Wird  dafregen 
Weingeist  \md  Wasser  durch  Kautschuk  getrennt,  so  zeigt  sich  das  Ent- 
gegengesetzte, das  Niveau  des  Weingeistes  sinkt,  während  das  des  Wassert 
steigt. 

Man  unterscheidet  daher  die  Diffusion  der  Flüssigkeiten  durch  leuchlfl 
Membranen  von  der  vorhin  beti-achteten,  und  bezeichnet  sie  mit  dem  Nauiefl 
der  Endosmose. 

Um  die  Endosmose  messend  zu  verfolgen,  und  die  sie  bedingenden 
Umstände  aufzufinden,  bedarf  es  d6r  Untersuchung,  in  welchem  Verhältnii«! 
der  Austausch  verschiedener  Stoffe  durch  poröse  Scheidewände  geschieht 
und  wie,  bei  Salzlösungen  z.  BT,  der  Austausch  erfolgt,  wenn  man  versthie 
den  dichte  Lösungen  derselben  Substanz  unter  sonst  gleichen  Umständen  dei 
Endosmosc  unterwirft. 

Die  altern  Versuche  beschränkten  sich  darauf,  die  Volumzunahme  «> 
messen,  welche  auf  der  einen  Seite  der  Scheidewand  eintrat,  und  glaubte« 
in  dieser  Volumzunahme  ein  Maass  des  endosmotischen  Vorganges  xn  er* 
kennen.  Darauf  hin  gab  Dutrochet^)  einen  Messaparat,  das  sogenannt« 
Endosmometer  an,  welches  in  weiter  nichts  bestand  als  in  einer  getheilteOi 
unten  tnchterförmig  erweiterten  imd  mit  einer  Membran  geschlossen* 
Röhre.  In  diese  wurde  die  eine  Flüssigkeit,  z.  B.  eine  Salzlösung,  biü  ^ 
einer  bestimmten  Höhe  eingefüllt,  imd  dann  die  trichterl()nmge  ErweiteniD? 
der  Röhre  in  die  zweite  Flüssigkeit,  z.  B.  Wasser  getaucht.    Die  Voliun^' 


*)  JJutrochdf  Annalcä  de  chini.  et  de  i>hys.  T.  XXXV. 


§.  W.  A'ersunhe  von  Jolly.  311 

nähme  wunle  an  der  Theilnng  der  Rfihre  abgelesen.  iMit  diesem  oder  einem 
ähnlichen  Appardt#nnt-ersuelitenJerichauM,  Brücke"),  Vierordt"*)  die  Endes - 
mose  verschiedener  Steife  durch  verschiedene  Mend)ranen. 

Inders  kann  diese  Methode  nicht  zu  genauen  Resultaten  Itlhren,  da  sie 
nur  die  VolumUnderung  der  einen  Flüssigkeit,  also  nur  den  Diflfusionsstrom 
noch  der  einen  Richtung  berücksichtigt.     Diese  Methode  würde  z.  B.  in  dem 
Falle,  wo  die  beiden  ent^egenge^^etzt  gerichteten  Ströme,  welche  den  Aus- 
tansch  der  Flüssigkeiten  vennitteln,  ganz  gleiche  Stjtrke  haben,  also  eine 
Volomänderung  nicht  eintritt,  zu  dem  ^anz  falschen  Schlüsse  führen,  dass 
gar  keine  Diflfu.sion  eingetreten  sei;  in  diesem  Falle  würde  sie  gar  nichts 
meftien  könndb.     Aus   dem   Grunde   waren   auch   die  Resultate  dieser  Be- 
obachter mehr  qualitativer  Natur,  es  ergaben  sich  aus  ihnen  die  Thatsachen, 
welche  wir  vorhin  angeführt  haben. 

Jedoch  folgerten  Dutrochet  und  Vierordt  schon  aus  ihren  Versuchen, 
dtoj»  die  Starke  der  Endosniosc^  liei  Lösungen  unter  sonst  gleichen  Verhält - 
men  der  Dichtigkeit  der  Lösungen  proportional  sei,  d.  h.,  dass  die  Wasser- 
BPDgen,  welche  in  gleichen  Zeiten  dunrh  die  Membran  in  die  R^">hre  dringen, 
in  demselben  Verhältnisse  zu  einander  Hteh(»n,  wie  die  Dichtigkeit  der 
Lfisiingen  in  der  Röhre. 

Jolly*)  wandte  ein  anderes  Verfahren  an;  er  maass  nicht  die  Volum- 
indenmgen,  sondern  die  Gewichtsänderungen  <ler  Kndosuiometer,  denen  er 
dtzu  auch  eine  sehr  einfache  Form  gal).  Eine  cylin<lrische  Glasröhre  von 
Tielleicht  2  Decimet.er  Länge  und  1%  <'entimet<;r  Weite  wurde  einfach  an  ih- 
mn  Ende  mit  einem  Stücke  einer  feuchten  thierischen  Blase  geschlossen,  und 
dann  mit  einer  abgewogenen  Menge  des  zu  untersuchenden  Stoffes  gefüllt, 
und  in  reines  Wasser  getaucht.  Der  leichtern  Uebersichtlichkeit  des  Ver- 
«nchest  wegen  wurde  dann  dafür  gesorgt,  dass  die  äussere  Flüssigkeit  stets 
Wasser  war,  indem  die  Röhre  in  ein  grosses  Gefjiss  mit  Wasser  getaucht 
wnnle,  in  welchem  das  Wasser  von  Zeit  zu  Zeit  erneuert  wurde. 

Zunächst  liess  Jolly  den  endosmotischen  Vorgang  so  lange  dauern,  bis 
n  Innern  der  Röhre  nur  mehr  reines  Wasser  vorhanden  war,  indem  er  so 
Uige  die  R^^hre  in  das  Wasser  tauchen  liess,  bis  sicth  keine  Gewichtsände- 
nmg  der  Röhre  mehr  zeigte.  Da  dann  die  eine  Substanz  ganz  aus  der  Röhre 
▼wschwunden  war,  so  erhielt  er  in  der  Gewichtszunahme  der  Röhre  die 
Henge  Wassers,  welche  den  ausgetauschten  St«tl'  ersetzt  hatte. 

Die  Versuche  ergaben,  dass  liei  gleicher  Membran  und  gleichbleibender 
Temperatur  für  eine  gewisse  Menge  des  der  Endosmose  ausgesetzten  Stoffes 
stets  die  gleicheMenge  Wasser  eintrat,  ob  man  nun  ursprünglich  eine  kleinere 
'^er  grössere  Menge  des  Stoffes  in  die  Röhre  gethan  hatte.  So  fand  ^ich, 
ts8  bei  Anwendung  derselben  Membran  für  1*^*"  Kochsalz  stets  nahezu  4^' 
Wasser  in  die  Röhre  getreten  waren.  Bei  einem  Versuche  zeigten  sich  z.  B. 
folgende  Zahlen,  aus  denen  man  auch  ein  Bild  erhält,  wie  Jolly  die  Ver- 
buche ausführte. 


*)  JerichaUy  Poggend.  Ann.  XXX IV.  r>ia. 

*)  Brücke^  De  Diffusione  humoruni  per  septti.    Berlin.  1841.    Daraus  Poggend. 
Ann.  Bd.  LVIII.  p.  77. 

*)  Viercrdi  in.  Archiv  von  Roser  und  Wunderlich.  Bd.  VI.  1847. 

*)  Jotty,  Zeitschrift  für  die  rationelle  Mcdicin  von  Beule  u.  Pfeufcr  Bd.  VII. 
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ZunächBt  wurde  -.liid  EndoBinometer  leer,  über  uiil  gujus  ilurchfeuoliteter 
Meiabrun  gewogen  und  es  war:  • 

Gewicht  der  IWhre  leer,  feucht Si.Si«' 

Gewicht  des  trocknen  Kochsalzeti *J,ou  „ 

Gewicht  des  Lösungawasaers 6,ä0„ 

Totulgewicht  4G,oi"' 
Gewicht  nach  6  Tagen,  nachdem  alles  Kochsak 

aus  der  Eöhre  getreten  war 53,17»* 

Die  Gewichtszunahme  der  Rühre  Iietnig  also  .    .       7,10  „ 
Da  ferner  2^  Kochsalz  uusgetreten  wuren,  die  ebenfalls  durch  Wasser 
ersetzt  waren,  so  waren  im  ganzen  9,10*'  Wasser  boi  der  KndosmoBie  Rir 
die  2»*  Kochsalz,  oder  filr 

f  Kochsalz  4,68^  Wasser 
eingetreten. 

In  einem  andern  Versuche   wurden  2,4*'   troekenea  Kothsab  auf  iii«as 
Membran  gelegt,  und  es  traten  ein  10,3G  Wasser,  oder  fUr 
18*  Kochsalz  4,31fi  Wasser. 
In  einem  dritten  Versuche  traten  für  0,741*'  Kncbsiil/   '^,•ll^•   Wiibb^^ 
ein,  otler  für 

1«'  Kochsulz  4,33S»'  Wasser. 
Jelly  wandte  zu  »einen  Versuchen  Bchwcinsbhiscn  lui,  aber  selbst 
verBchiedeno  StUcke  derselben   Membran  fanden  sich  tüo  Wertho  der  • 
tretenden  Wassermengen    fUr    denselben  Stoff   verschieden.     Nur   bei  . 
Wendung  desselben  UombranstUckes  waren  sie  constant,  indes»  weichen  ^^ 
von  JoUy  für  verschiedene  Stücke  Sehweinsblaae  bestimmten  Zahlen  so  w» 
von  einander  ab,  dasa  man  wobl  füglich  eine  Mitteluibl  aus  dieaen  als 
Sehweinsblase  Überhaupt  gültig  ableiten  kann. 

Jolly  nennt  die  für  l"*  eines  Stoffes  eintretenden  Wassermengen  • 
endosmotische   Aequivalent    des   Stoffes.     Das    endosuioUscbe    Aequivali 
Ändert  sich  nach  den  neuem  Verbuchen  von  Schmidt 'l  nicht  nierkliek  ■ 
der  Temperatur.    Jolly  findet  auw  »einen  Versuchen  folgende  eadosmotiaeta* 
Ae(]uivalente  fUr  Seh  wein»  blase: 

Kochsah; 1,2a 

Glaul)er«al/,  ....  ll.e.'i 
Schwefels.  Kali.  .  .  12.7« 
SehwefeK.  Magnesia  .  ll,iV6 
Kalihvilntt     ....  L»31,40 

Alkohol 4,l.T 

Zucker  ......      7,ari. 

Für  amlero  Membranen  erhillt  man  andei-e  Zahlen;  «o  fan>l  Eubbu^ 
fUr  den  üerzbeutcl  des  Kindes  das  Aeiiuivatent  fUr  Kochsalz  ^  3,2. 


■)  Srhmidt  in  roggend.  Aan.  Ud.  IU2. 
*)  Erkhard,  Ueitrilgii  nur  i'tijrniolui^u  hvn 
Uiuinen. 


n  C.  Kckhurd.   II. 


}.8i  Endosniose.  313 

Jolly  weisit  dann  in  seiner  Arbeit  femer  nach ,  dass  das  von  Diitrochet 
»«^gesprochene  Gesetz,  dass  die  Stärke  der  Endosmoso  der  Dichtigkeit  der 
Lösung  proportional  sei,  richtig  ist;  ein  Resultat,  welches  Schmidt  bestätigt. 

Gegen  Jolly's  Annahme  endosmotischer  Ae(|uivalentc  trat  bald  darauf 
Lndwi^*)  auf,  indem  er  nachzuweisen  suchte,  dass  dasselbe  von  der  Con- 
fentration  der  Flüssigkeit  abhänge,  welche  man  der  Endosmose  aussetzt. 
So  ergaben  Ludwig's  Versuche  für  Glaubersalz  eine  Schwankung  zwischen 
4  and  42.   Indessen  lassen  sich  gegen  die  Ludwig'schen  Zahlen  manche  Ein- 
wendungen machen,  indem  die  Veränderlichkeit   derselben   mehr   auf  eine 
Aenderung  der  Membran  als  des  Aequivalents  hindeutet.    Es  wurde  z.  K. 
ttch  bei  derselben  Temperatur  ein  und  derselben  Conceutation  der  Lösung 
äo^ial  31,9,  ein  anderesmal  21,o  und  bei  einem  andern  Stück  Schweinsblase 
ftf  nur  8  als  endosmotisches  Aequivalent  des  Glaubersalzes  gefunden.    Die 
Aenderungen   zeigen   sich    hauptsächlich    nach   Anwendung    krystallisirten 
Balze:*.    In  solchen  Fällen  findet  Schmidt  für  Glaubersalz  etwas  ähnliches, 
»ber  viel  unbedeutendere  Schwankimgen   als  Ludwig,   indem  Schmidt  für 
Glaubersalz  und  den  Herzbeutel  eines  Rindes  eine  Zahl  nahe  gleich  8  er- 
blt,  die  bei  Anwendung  krystallisirten  Salzes  etwas  über  10  wird.    Man 
ist  geneigt,  dieses  auf  eine  Aenderung  der  Membnin  zu  schieben. 

Als  durchaus  constant  scheint  man  indes  nach  neuern  Versuchen  von 
[fekhard*)  ilie  endosmotischen  Aequivalente  auch  bei  vollständig  gleich- 
tteibender  Membran  nicht  annehmen  zu  können.  Wie  Eckhard  angibt,  bleibt 
I  fe  frische  Herzbeutel  des  Rindes,  nachdem  derselbe  einige  Stunden  in  kaltem 
fetillirtem  Wasser  ausgewässert  und  dann  zwischen  den  Versuchen  imter 
Wasser  aufljewahrt  ist,  lange  Zeit  ungeändert,  wie  sich  daraus  ergibt,  dass 
löMi  für  das  endosmotische  Aequivalent,  wenn  man  es  von  Zeit  zu  Zeit  imter 
denselben  Umständen  wieder  bestimmt,  immer  denselben  Wei*th  findet. 

Zur  Bestimmung  des  Aequivalentes  des  Kochsalzes  verfuhr  Eckhard 
tunfichst  so,  dass  er  in  die  Röhre  gesättigte  Kochsalzlösung  und  festes  Salz 
bracht«,  und  um  auf  beiden  Seiten  der  Membran  während  der  ganzen  Dauer 
in  Versuches  denselben  Zustand  zu  erhalten,  den  endosmotischen  Process 
inr  80  lange  dauern  Hess,  als  in  der  Röhre  sich  noch  festes  Salz  befand. 
He  Menge  des  eingedrungenen  Wassers  wurde  aus  der  Gewichtszimahme 
er  Rohre  und  die  Menge  des  fortgewanderten  Salzes  aus  einer  Analyse  des 
Öhreninhalts  bestimmt.  Für  Kochsalz  ergab  sich  ao  der  vorhin  angegebene 
>rth  3,2. 

Um  bei  verdünntem  Lösungen  ebenso  auf  beiden  Seiten  der  Membran 
ihrencl  des  Versuches  einen  constanten  Zustand  zu  erhalten,  Hess  Eckhard 
Ihreud  der  Dauer  desselben  durch  die  Röhre  einen  Strom  von  einigen  huu- 
rt  Cubikcentimetem  der  benutzten  Lösung  geheu;  aus  deren  Concentrations- 
deriing,  die  immer  sehr  klein  Wiir,  wurde  dann  die  übergegangene  Salz- 
id  Wassemienge  bestimmt.  Für  eine  Lösung,  die  etwa  22  Theile  Koch- 
Iz  in  100  Wasser  gelöst  hatte,  ergab  sich  so  als  Aequivalent  2,88,  für 
le  von  12,6  Theilen  Salz  auf  100  Wasser  2,3-1,  also  ergab  sich  dasselbe 
it  abnehmender  Concentration  kleiner. 


^)  lAtducig  in  Zeits^rift  für  rationelle  Mcdicin.    B.  VlII. 
*)  Eckhard,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVllI.  p.  61. 
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Mit  dieser  Angabe  Eckhard's  scheint  mir  indess  eine  andere  nicht 
vereinbar,  nach  welcher  sich  immer  dasselbe  Aequivaleut  findet,  wenn 
eine  gesättigte  Lösung  in  andere  Lösungen  desselben  Salzes  difTuufliren 
welches  auch  die  Concentration  der  äussern  Lösung  ist. 

Es  fragt  sich  nun,  nach  Vorführung  der  wichtigsten,  die  endosmotii 
Erscheinungen  betreffenden  Thatsachen,  wie  haben  wir  uns  die  Volurai 
rungen  der  Flüssigkeiten,  den  Aust-ausch  nach  verschiedenen  Mengen  3 
klären.  Wir  lassen  hier  die  von  JoUy  gegebene  Theorie  folgen,  da  si 
einfachste  ist  und  die  wenigsten  Hypothesen  voraussetzt. 

Wird  eine  poröse,  mit  unzählig  vielen  cai)illaren  Zwischenräumen 
sehene  Membran  in  eine  Flüssigkeit  getaucht,  so  beweisen  uns  Vers 
dass  je  nach  der  Molekularanziehung  zwischen  der  Substanz  der  Men; 
und  der  Flüssigkeit  verschiedene  Mengen  Flüssigkeit  von  der  Meni 
resorbirt  werden;  so  nehmen  100  Ge wich tsth eile  trockne  Ochsenbla? 
24  Stunden  auf 

268  Gewichtstheile  Wasser, 

133  „  Kochsalzlösimg  ( 1,214  spec.  Gew.\ 

38  „  Weingeist  (84  Proc). 

Wird  deshalb  eine  Membran  in  ein  Gemische  zweier  Flüssigkeitei 
taucht,  so  wird  sie  von  beiden  niu^h  Maassgabe  ihrer  Anziehung  resorl 
also  auch  aus  einer  Salzlösung  gelöstes  Salz  und  Wasser.  Jolly  nimmt 
au,  dass  die  Menge  des  resorbirten  in  einer  Salzlösung  gelösten  Salze.s  i 
dies  proportional  sei  der  Dichtigkeit  der  Lösung. 

Wenn  nun  eine  Membran  zur  Trennung  zweier  Flüssigkeiten, 
Wasser  und  Kochsalzlösung  dient,  so  wird  die  Membran  durch  Molek 
anziehung  jeden  der  beiden  getrennten  Stoffe  aufnehmen;  die  Quantität 
aufgenommenen  Kochsalzes  ist  aber  verschieden  nach  der  üichtigkeil 
Lösung.  Dieser  nun  so  mit  zwei  Stoffen  imprägnirten  Blase  wird  aul 
einen  Seite  durch  das  daran  liegende  Wasser  Kochsalz,  auf  der  andern 
durch  das  daran  liegende  Kochsalz  Wasser  entzogen;  in  verschiedenen  Me 
jedoch,  weil  die  resorbirten  Stoffe  in  verschiedenen  Mengen  in  der  1 
enthalten  sind,  und  weil  die  Resultireude  aller  Molekidaranzieh imgei 
gelösten  Salztheile  auf  das  Wasser  vorschieden  ist,  je  nach  der  Dichti 
der  Lösung.  Nimmt  man  an,  dass  die  Resultireude  proportional  sei 
Dichtigkeit  der  Lösung,  so  folgt  hieraus,  dass  das  Verhältuiss  der  sich 
tauschenden  Stoffe  für  alle  Dichtigkeitsgrade  der  Lösimg  constant  b 
Denn  wird  die  Dichtigkeit  der  Lösung  z.  B.  die  Hälfte,  so  wird  auc 
resorbirte  Salzmenge  die  Hälfte,  das  Wasser  entzieht  also  der  Blas« 
die  halbe  Menge  Salz;  ebenso  entzieht  aber  auch  die  Lösung,  deren  I 
die  Hälfte  ist,  der  Blase  nur  die  halbe  Menge  Wasser.  Sind  die  € 
motischen  Aequivalente  nicht  cOnstant,  50  muss  man  schliessen,  dass  d 
sultirende  Molekulai-anziehung  der  Lösungsdichtigkeit  nicht  einfach 
portional  zu  setzen  ist,  sondern  mit  derselben  in  complicirterer  Beiti< 
steht. 

§.  83. 

Ausfluss  der  FlÜBsigkeiten.    Torioelli  b  Theorem.    Wenn  n: 

den  Boden  oder  die  Seiten  wand  eines  mit  einer  Flüssigkeit  genUlten  Gc 
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hang  macht,  so  fliegst  ilio  Flüsaigkeit  mit  einer  gewissen  de- 
;keit  daraus  hervor,  welche  nm  so  grfisHCr  ist,  je  grösser  das  Niveau 
sigkeit  über  der  AiisfliissiSIFiiiinp  ist>  Um  diese  Geschwindiglieit  zu 
m,  wollen  wir  uus  ein  Geras»  denken,  in  welchem  trotz  des  Ans- 
irch  regelmässiges  Naihtlicssen  die  FlUsnigkeit  auf  demselben  Niveau 

wird.  Da  (Ke  unten  in  der  Oeffmmg  ans  fliessende  Flüssigkeit  so- 
h  nacbsinkende  Flüssigkeit  wieder  ersetzt  wird,  so  muss  die  ganze 
ä  über  der  AusflussJiffuung  befindlicbe  Flüssigkeit  in  Bewegung  ge- 
nd  sich  mit  einer  gewissen  tiesch windigkeit  gegen  die  Ausfluss- 
lin  bewegen.  Dabei  muss  sich  dann  femer  sofort  nach  Beginn  des 
aens  in  dem  ganzen  Gerasse  ein  stationärer  Zustnnd  einstollen,  das 
ä  muss  durch  jeden  Querschnitt  des  GofSsses  in  gleichen  Zeiten  die 
ienge  von  Flüssigkeit  hindurchgehen.  Denn  ist  AB  Fig.  129  ein 
litt  durch  die  Flüssigkeit  des  GefBsses  MNOP  und  CD  irgend  ein 
Querschnitt,  so  ist  die  zwischen  diesen  beiden  Querschnitten  vor- 
FlÜssigkeitsmengo  immer  dieselbe;  es  muss  daher  in  gleichen  Zeiten 
wischen  den  Querschnitten  gelegenen  Raum  durch  Ali  ebensoviel 
?it  eintreten,  wie  ihn  durch  den  Querschnitt  CD  wieder  verlässt 
wir  nun  die  mittlere  senkrecht  gegen  AB  gerichtete  Componente 
hwindigkeit  der  FlUssigkeitstheiU-heu  im 
■,  wo  sie  AB  passiren,  m,  und  die  firfisse  .  *''8'  '**- 

Schnitts  Q,  so  ist  die  Menge  FtU.ssigkeit,  yj  — 
n  der  Zeiteinheit  den    Querschnitt  AB 
ijleich  ^M.    Wir  bezeichneten  ti  als  die 

senkrecht  gegen  AB  gerichtete  Ge- 
gkeit»componente ,  denn  in  Wirklichkeit 
ich  weder  alle  Theilchen  senkrecht  gegen 
1  alle  mit  derselben  Geschwindigkeit  bc- 
Aber  welches  auch  die  Richtung  und 
idigkeit  der  einzelnen  Theilchen  sei,  wir 
mraer  die  in  der  Zeiteinheit  durch  AB 
tretende  Flüssigkeit  durch  einen  senk- 
CyUnder  darstellen,  dessen  Basis  der 
litt  AB  und  dessen  Hßhe  «  ist;  diese  Hiihe  u  ist  dann  die  mittlere 

B  senkrechte  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit,  denn  wenn  alle 
eitstheilehen  mit  dieser  Geschwinthgkeit  ileu  Qucrs(;hnitt  AB  durch- 
würde genau  soviel  Flllssigkeit  durch  AB  hindurchgehen,  als  wirk- 
lurchgeht 

;  »'  dieselbe  Bedeutung   für   den   Querschnitt  CD,   dessen    Griiase 
sei,   so  ist  die  in  der  Zeiteinheit  durch  diesen  hindurchgehende 
eit  gleich  <jf  .  u.    Es  ergibt  sich  somit 

«.«-«■■.»-  ....  (I), 

mittlem  Oesch windigkeiten,  mit  welchen  die  Fl üssigk eitstheilehen 
:hiedenen  Querschnitte  passiren,  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
ter  Querschnitte. 

-  stationäre  Zustand  ist  ferner  dadurch  charakterisirt,  dass  während 
auer  durch  irgend  ein  beliebiges  Element  eines  Querschnittes  die 
eit  immer  mit  derselben  Geschwindigkeit  und  nach  derselben  Rieh- 
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Uiag  hindiirihgelit,  duait  aUo  die  FlUäsigkeit^theilchen  Kich  immer  in  4ei 
Mellicii  Buhnen  bewegen;  wird  also  da^  Element  m  einmal  von  der  FlQssig 
keit  mit  einer  gewiMüen  Gesteh  windigkeit  nach  der  Richtung  mn  darchxetil 
HO  bcwejft  sifh  während  der  ganzen  Daner  des  stationären  Zustanden  die 
Flüssigkeit  in  der  gleichen  Weiue  hindurch.  £s  folgt  das  einfach  daraiu, 
inaa  es  immer  genau  dieselbeu  Kräfte  uind,  welche  dit^  FlUiisigkeit  bewq^ 
und  dasM  die  Bewegung  immer  unter  demtelben  ümatAnden  stattfidet 
Dieser  Satz  geslattet  uns  das  tiesetz  zu  bestimmen,  nach  welchem  Kicli& 
(iesch windigkeit  der  FlUnwigkoit  im  Innern  des  Geffisses  ändert  und  iim 
mit  Hülfe  von  Gleichung  (I)  die  (ieijch windigkeit  in  der  Ausfiussöffnm^Bi 
Fio.  ISO.  berechnen, 

Ii^t  nämlich  OA  der  Weg,  den  ein  FlUKsigkeiUefc- 
ment  von  der  Oberfläche  bis  zur  Aiisflussliffnung  zurück- 
^^  legt,  HO  werden  alle  bei  0  die  Oberfläche  verlaäs» 
den  Fldssigkeitselemente  denselben  Weg  mit  derselba 
Geschwindigkeit  zurücklegen,  es  wird  also  der  Kaai 
stetig  mit  Flüssigkeit  erfüllt  sein,  die  sich  in  <ler  lUrt 
tung  dieses  Kanals  bewegt.  Sei  mm  bei  im  in  der  Titfe 
h  unter  der  Oberfläche  ein  Querschnitt  des  Ktuials  gleid 
(/,  und  sei  v  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  & 
■^  Flüssigkeit  den  Querschnitt  durchsetzt,  so  wird  in  dtr 

Zeit  dt  ein  Flüssigkeit  svo] um en  t/  .v  .  tU  durch  diesen  Querschnitt  ilurd- 
fliessen.  Dabei,  während  also  jedes  Flüssigkeitstheilchen  den  Weg  v.dl  n- 
rücktegt  oder  von  dem  Querschnitt  ni  zu  dem  um  v.di  entfernten  Quenjchnitt 
n  gelangt,  nimmt  die  Geschwindigkeit  um  dv  zu,  so  daas  der  Querschnitt ii 
mit  der  Geschwindigkeit  v  ~\~  de  pasbJrt  wird.  Diesen  Geschwindigkeit»- 
Zuwachs,  den  das  Flüssigkeitsvolumeu  q.v.dt  in  der  Zeit  d(  erhELlt,  könnti 
wir  nun  mit  Hüife  der  die  Flüssigkeit  bewegenden  Kräfte  bestimmen.  Iil 
.■*  das  speciflsche  Gewicht  <ler  Flüssigkeit,  g  die  Beschleunigung  beim  freiei 
Fall,  so  dass  ~   die  Masse    der  Volumeinheit   der  Flüssigkeit   itit,   so  i*l 

q  .v.diiWa  in  der  Zeit  dt  durch  m  passiren<Ie  Flüssigkeitsiuasse,  weUb 

auf  dem  Wege  mn  in  der  Zeit  dl  den  Geschwindigkeitszu wachs  dv  erhlll 
Die  in  der  Zeit  dt  dieser  Kasse  durch  die  wirksamen  Kräfte  ertheilte  B< 
wegungsgröase  ist  somit 

*  -fl.v.di.  dv. 

Diese  Bewegiingsgrösse  muws  nun  gleich  dem  Produkte  aus  der  die.*« 
Oeschwindigkeitszu wachs  bewirkenden  Kraft  in  die  Zeit  dt  sein.  Diese  b 
wegende  Kraft  ist  zunächst  die  der  Bewegungsrichtung  parallele  Comp 
nente  der  Schwere  der  herabsinkenden  Masse.  Das  Gewicht  dieser  SLiä 
\iit  »  .q  .  i>.  dl;  ist  nun  a  der  Winkel,  den  die  Verbindungslinie  d«r  Imdi 
Schnitte  m  und  n  mit  der  verticulen  bildet,  so  ist  die  der  Bewegungaric 
tung  parallele  Componente  des  Gewichtes 

,  .q.v.dt.  COS  «. 

Dav.dt  der  Abstand  der  beiden  Schnitte  m  und  n  ist,  so  ist  v . (f / . coa 
der  verticale  Abstand  des  Schnittes  n  von  wi,  oder  der  Zuwachs,  den  d 
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von  der  Oberfläche  gerechnete  Tiefe  h  erfährt,  wenn  die  Flüssigkeit  von 
dem  Schnitte  m  zu  dem  Schnitte  n  herabsinkt;  setzen  wir  diese  gleich  dh^ 
80  wird  die  der  Bewegungsrichtung  parallele  Componente  der  Schwere 

s  ,  q  .  dh. 

In  der  Schicht  m  wirkt  nun  ferner  auf  die  Flüssigkeit  ein  gewisser 
Druck,  der  für  die  Flächeneinheit  gleich  p  sei;  in  der  tiefer  liegenden 
Schicht  p  ist  dieser  Druck  ein  grösserer,  setzen  wir  ihn  p  -f-  dp.  Da  nun 
die  Flüssigkeit  sich  von  einer  Stelle  geringeren  zu  einer  solchen  grossem 
Druckes  bewegt,  so  wirkt  diese  Vergrösserung  des  Druckes  der  Bewegung 
entgegen,  und  dieser  auf  die  Fläche  q  wirkende  Gegendruck  ist  q  .  dp.  Die 
während  der  Zeit  dt  auf  die  Flüssigkeit  wirkende  Kraft  ist  somit 

s  ,  q  .  cOi  —  q,dp. 

Da  nun  die  durch  diese  Kraft  der  Flüssigkeit  ertheilte  Bewegungs- 
grösse  dem  Producte  aus  der  Kraft  in  die  Zeit,  in  welcher  sie  der  Flüssig- 
keit die  Bewegungsgrösse  ertheilt  hat,  gleich  sein  muss,  so  folgt 

—  '  q .v.dv.dt  =  (s,q.dJi  —  q, dj))  df^ 

oder  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  durch  qdt  dividiren, 

—  'V.dv=s.dh  —  dp, 
9 

Diese  Gleichung  liefert  uns  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit,  wenn 
die  Flüssigkeit  um  die  Höhe  dh  herabsinkt.  Bezeichnen  wir  nun  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  die  Flüssigkeit  die  Oberfläche,  in  welcher /*  =  0, 
der  Druck  |>=^;o  etwa  gleich  dem  Drucke  der  Atmosphäre  ist,  verlässt, 
®it  t?o,  so  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit  v  in  der  Tiefe  // ,  wo  der  Druck 
gleich  p  ist,  wenn  wir  für  alle  zwischen  der  Oberfläche  und  der  Tiefe  /* 
liegenden  Schichten  den  Werth  dv  bestimmen  und  dann  alle  diese  Ausdrücke 
'^Uöaiiiiren,  also  in  der  Summe 

9  h  p 

j  —  V  dv  =    I  s  dh  —    I  dp, 

r„  /.  i=  0  Po 

In  schon  mehrfach  gezeigter  Weise  sind  diese  Summen 

i  f  («''- V)  =s.h-ip^P,) (11), 

^^e  Gleichung,  welche  uns,  wenn  wir  Vq^  p  und  p^^  kennen,  die  Geschwin- 
^^*?keit  V  in  der  Tiefe  //  zu  berechnen  gestiittet. 

Wir  haben  bei  dieser  Entwicklung  einen  Flüssigkeitsfaden  vom  Quer- 
Jj^knitt  q  von  übrigens  belie})iger  Lage  vorausgesetzt  und  für  ihn  nur  die 
^^ingung  gemacht,  dass  er  die  Bahn  eines  Elementes  der  Flüssigkeit  von 
r^i*  Oberfläche  bis  zur  Ausflussöffhung  sei.  Da  wir  über  die  Lage  dieses 
r*ÜsHigkeit«fadens  keine  weitere  Voraussetzung  gemacht  haben,  so  gilt  diese 
^*^ichung  für  alle  Flüssigkeiisfiiden,  oder  für  die  ganze  ausströmende  Flüs- 
.^keit,  80  dass  uns  obige  Gleichung  ganz  allgemein  die  (Jeschwindigkeit  r 
**^  der  Tiefe  h  unter  der  Oberfläche  liefert. 
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Ist  nun  //  die  Tiefe  der  Ausflussöffnung  unter  dem  Niveau,  p^  der 
Druck  in  derselben,  welcher  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  entgegenwirkt, 
»o  erhalten  wir  die  Ausflussgeschwindigkeit  v^  aus  der  Gleichung 

"  rr  (l  -  'ih)  =  2-7//-  2  f  0,  -  j>o). 


»•  11 


Um  in  dieser  Gleichung  noch  den  Quotienten  -%  zu  bestimmen,  dient 

die  Gleichung  ( I).  Ist  die  Oberfläche  horizontal,  somit  in  ihr  ein  überall  glei- 
cher verticaler  Druck  vorhanden,  so  ist  die  Bewegung  dort  in  allen  Punkten 
<*ine  vortical  abwürts  gerichtete,  es  ist  also  Vq  gleichzeitig  die  mittlere  senk- 
recht gegen  den  Querschnitt  der  Flüssigkeit  gerichtete  GeschwindigkeiL 
Setzen  wir  dann  weiter  eine  Ausflussöffnuifg  voraus,  deren  Querschnitt 
gegen  den  des  Gelasses  nur  klein  ist,  so  werden  wir  auch  in  dieser  die 
Geschwindigkeit  als  senkrecht  gegen  die  Ausflussöffnimg  gerichtet  und  al* 
überall  gleich  ansehen  dürfen,  einerlei  ob  die  Oeffnung  im  Boden  oder  in 
derselben  Tiefe  Jl  unter  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  in  einer  Seitenwand 
sich  befindet.  Ist  dann  Q^^  der  Querschnitt  des  Gefasses  in  der  OberflScbe 
der  Flüssigkeit,  tji  der  der  Ausfliissöffnung,  so  ist  nach  Gleichung  (l) 

somit 

*V  (l  -  J_^  =  -i'ßt-  2  J  (V,  -Pj. 

Findet  nun  der  Ausfluss  in  freier  Luft  statt,  und  wirkt  auf  die  OU^r 
fläche  ebenfalls  nur  der  Druck  der  Atmosphäre,  so  ist  j>,  =l?y,  da  der  Un»^'^ 
der  Atmosphäre  auf  <lie  Flüssigkeitsoberfläche  und  die  Ausflussöffnung  dj&0> 
derselbe  ist,  und  es  wird 


Vu  •  *U  ^1   •  *'n     «  s  /j  :{> 


0-ao 


Ist,  wie  wir  voraussetzten,  fj^  gegen  ^^  sehr  klein,  so  ist  der  Nenn^'" 
unter  dt;m  \Vurz«*lzeichen  nicht  merklich  von  1  verschieden,  und  dann  ^* 
langten  wir  zu  dnu  Ausdruck 

Die  AusÜiissgeschwindigkeit  ist  der  Quadratwurzel  aus  der  Dnickhoh** 
d«'r  Flüssigkeit  direkt  j>rn|Mn-tiopal,  odf^r  gleich  der  (Geschwindigkeit,  welfbe 
ein  frei  die  Höhe  d<'r  Flüssigkeit  durchfallender  Köq>er  im  Niveau  Jff 
Ausfliissöffnung  fdangt  hat,  ein  Satz,  der  schon  von  ToricelH  erkannt 
wurde,  uu«l  der  drn  Namen  des  Tnricelli'schen  Theorems  fühi-t, 

Kine  wichtige  Folgerung  dieses  Satzes  ist  die,  dass  die  AusflussK** 
sthwindigkeit  einer  Flüssigkeit  «lurchaus  unabhängig  ist  von  der  Natur 
derselben,  gerade  so  wie  alle  Köri»er  gleich  schnell  fallen,  dass  dieselbe 
nur  abhängig  i>t  von  der  Druckliöhe  iju  (ietasse.  Dii»se  Folgerung  b** 
niehts  auffallendes,  wenn  man  ]»edenkt,  dass  bei  gb*ichen  Druck  hohen  bei 
seliwerern  riüssigkeiten  auch  in  demselljen  Verhältniss  die  Masse  der  « 
bewi-geuden  b'lüssigkeit  zunimmt .  wie  wegen  des  Gewirhtes  der  drückenden 
Säub'  der  Dnnk  zunimmt. 
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diMea  Qesetz  experimentell  zw  beBtUtigen,  genügt  es,  die  FlUesig- 
Dostanter  Drnckhöhe  ans  einer  seitlichen  Oeffnung  eines  Oef^ses 
1  zu  lassen.    Da  jedes  PlUsBigkeitHtheil<:hen  dann  die  Oeffniing  mit 
kanten  horizontalen 
tigkeit  verlässt,  so 
I  sich  gerade  wie 
ontal     geworfener 
Ei)    gelte u    daher 

Gesetze,  welche 
1  fUr  geworfene 
at  wickelten.  Der 
[de  Strahl  muss  da- 
ätatt  einer  Parabel 
?.  131),  deren  ein- 
kte  man  fUr  jede 
,  bestimmen  kann. 

von  dem  Punkte  a 
!,  und  nennen  den 
ea  Alit;tand  des  Wassertheilcbens  von  der  WandflSche  zur  Zeit  f,  y, 
verticalen  Abstand  von  a  oder  b,  r,  so  miiss  zugleich  fllr  jedes 
li  leben 


t,  =  V-2{,JI.t, 


..  -"  y 


heiflst,  in  einem  horizontalen  Abstand 
—  t'  unter  der  Oeffnung  liegen, 
vir  dadurch,  dass  wir  t  eliminire 


2t/ll .  t  muss  das  Theil- 
gehörigen  x  und  y 


,,_2. 


igllx 


=  AJIt 


kann  sich  bei  Unterhaltung  eines  continuirllchen  WasseratraUles 
'ritengen,  dass  die  Gestalt  desselben  der  Theorie  ente^iricbt. 
jleichung  (II)  lUsst  noch  eine  bemerkenswerthe  Folgerung  zu  Über 
?ilung  des  Druckes  im  Innern  einer  fiiessenden  Flüssigkeit,  sie 
»  der  Druck  in  derselben  ein  ganz  anderer  ist,  als  er  in  einer 
Flüssigkeit  sich  nach  den  (iesetzen  der  Hydrostatik  ergibt.  Lösen 
eh  die  Gleichung  (II)  nach  y  auf,  so  erhalten  wir  fUr  den  in  der 
irliandenen  Druck  }) 


j,  =A +  ,;,-!-(.  • 


.■•■)■ 


meiden  ersten  Cllieder  anf  der  rechten  Seite  geben  den  im  Niveau 
nder  Flüssigkeit  vorhandenen  hydrostatischen  Druck,  man  siebt 
ctelbar,  dass  der  Druck  in  der  fliessenden  Flüssigkeit  kleiner  ist, 
ir^JBse,  die  dem  Quadrate  der  Strömungsgeschwindigkeit  propor- 

Man  bezeichnet  diesen  Druck  p  als  den  hydraulischen  Druck. 
Itritüse  dieses  Druckes   lässt  sich  leicht  auswerthen  in  Uemssen 
rr  Form,  dass  die  Geschwindigkeit  r  gleichzeitig  die  gegen  die 
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Querschnitte  senkrechte  Geschwindigkeit  ist,  also  in  nicht  zu  engen  R(Jh^ 
etwa,  welche  aus  einem  grossem  Reservoir  vertical  absteigen.  Ist  ^3 
Querschnitt  des  Reservoirs  gegen  jenen  der  Röhren  hinreichend  gross, 
können  wir  zunächst  Vq  =  i)  setzen.  Ist  dann  //  die  Tiefe  der  Ausflug 
Öffnung,  <7i  der  Querschnitt  der  Ausflussöffnung  und  q  der  Querschnitt  di 
Röhre  in  der  Tiefe  //  unter  der  Oberfläche,  so  ist 

somit 

und  wenn  die  Röhren  nicht  zu  enge  sind  und  der  Ausfluss  in  freier  Lofl 
erfolgt, 

t>,«  =  2ffII 

P  =  Po  +  •"  /'  -  s  (^)*  7/ 

p  =!»«  +  «(>  -QpO- 

Je  nach  dem  Verhältniss  der  Querschnitte  q^  und  q  kann  das  iwatl 
Glied  auf  der  rechten  Seite  positiv,  Null  oder  negativ  werden.  l8ti.Bi 
h  =  0,25  H  und  q  =  ^q^^  so  wird  das  zweite  Glied  Null,  der  dort  vorliaij 
dene  Druck  ist  also  einfach  gleich  dem  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigini 
lastenden  Drucke.  Fliesst  also  die  Flüssigkeit  in  freier  Luft  aus,  so  wttÄ 
man  an  einer  solchen  Stelle  die  GefUsswand  durchbohren  können,  ohne  dafl 
dort  Flüssigkeit  austräte,  oder  dass  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  im  gt 
ringsten  gestört  wird. 

Ist  <7i  =  <?,  fliesst  also  die  Flüssigkeit  durch  hinreichend  weÜi 
cylindrische  Röhren,  deren  unterster  Querschnitt  die  Ausflussöffnimg  iA 
aus  einem  grossem  Reservoir  aus,  so  wird 

es  ist  also  in  allen  Punkten  dieser  Röhren  der  Druck  kleiner  als  der  m 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wirkende  Druck,  der  Druck  wird  um  i 
kleiner,  je  grösser  H  —  /*  ist.  Anwendimgen  dieses  Satzes  werden  wir  ii 
nächsten  Kapitel  in  der  Sprengel'schen  Luftpumpe  imd  den  dieser  ähnlic 
construirten  Apparaten  kennen  lernen. 

§.84. 

Ausfliissmenge.  Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten,  Ui 
sich  das  Toricelli'sche  Theorem  durch  Beobachtung  der  parabolischen  Ba) 
eines  horizontal  ausfliessenden  Wasserstrahls  experimentell  nachweise 
Man  kann  indess  dieses  Theorem  noch  in  anderer  Weise  prüfen,  indem  mi 
die  Menge  der  aus  einer  kleinen  Oeffnung  von  bekanntem  Querschnitt  an 
fliessenden  Flüssigkeit  misst,  und  diese  mit  der  durch  das  Toricelii'ad 
Theorem    gegebenen    vergleicht.     Ist    die   Ausflussgeschwindigkeit   glei 

y2gl{  und  der  Querschnitt  der  Oeffnung  gleich  q^^  so  tritt  in  der  Zeil 
aus  der  Oefiiiung  ein  Cylinder  hervor,  dessen  Volumen,  die  in  der  Zeil 
austretende  Flüssigkeitsmenge,  m  gleich  ist 

m  =  q^  .  f ,  y^gH. 


I.U. 


Ausfiiissmongo. 
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Bezeichnen  wir  mit  s  das  speeifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  so  ist 
das  Gewicht  p  der  ausgeflossenen  Flüssigkeit 


Fig.  132. 


p  =  s  .  m  =  s  .  g^  .  t .  y^glL 

"Sammelt  man  nun  aber  die  ausgeflossene  Flüssigkeitsmenge  in  einem 
Gelasö  von  bekanntem  Gewicht,  und  bestimmt  man  die  wirklich  ausgeflos- 
sene Menge  durch  Wägung,  so  findet  man  dieselbe  stets  kleiner,  und  zwar 
»,  (lass  das  Gewicht  derselben  p' 

die  ausgeflossene  Menge  also  nicht  ganz  %  der   theoretisch   berechneten 

I>etrilgt. 

Dieses  Resultat,  welches  sich  unmittelbar  aus  den  Beo1>achtungen  er- 
gibt, steht  demnach  mit  der  Theorie  in  Widersi)ruch.  Jedoch  ist  dieser 
Vidersjiruch  nur  scheinbar,  denn  die  Voraussetzungen,  unter  denen  wir  die 
Aofiflussmengen  theoretisch  entwickelten,  sind  nicht  vollständig;  wir  haben 
einige  störende  Umstände  vernachlässigt,  welche  uns  eine  genauere  Be- 
tnehtung  des  ausfliessenden  Strahles  kennen  lehrt 

Wenn  man  nämlich  den  aus  einer  Bodenöffhung  ausfliessenden  Strahl 
Infmerksam  betrachtet,  so  findet  mau,  dass  er  nicht,  wie  wir  es  voraus- 
ietzten,  cylindrisch  ist,  sondern  dass  er  sich  sehr  rasch  unter  der  Oeffnuug 
!  iBsammenzieht  und  eine  kegelförmige  Gestalt  annimmt  (Fig.  132)  und  erst 
vm  CD  ab  mit  nahezu  cylindrischer  Form  wei- 
ter herabfällt.     Diese  Contraction   haben  wir 
biiiher  ausser  Acht  gelassen.     Denn  nach  un- 
seren bisherigen  Betrachtungen  dürfte  nur  eine 
geringe  und  während  des  ganzen  Strahles,  so- 
weit er  zusammenhängt,  regelmässige  Zusam- 
fflenziehimg  des  Strahles  stattfinden,  die  sich 
leicht  näher  bestimmen  lässt.    Nach  dem  Ver- 
lassen der  AusflussÖfinung  wird   nämlich   die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  durch  die  Wirkung 
der  Schwere  eine  gleichmässig  beschleunigte. 

Eine  Schicht,  welche  die  Oetfnung  mit 
ler  Geschwindigkeit  v^  verlassen  hat,  durch- 
läuft demnach  in  der  Zeit  T  die  Strecke  S 

Nach  der  Zeit  T  verlässt  nun  eine  zweite  Schicht  die  Oeftnung,  welche 
ron  der  ersten  um  S  entfernt  ist.  Dieser  Abstand  .muss  sich  aber  ver- 
frGssem;  denn  betrachten  wir  ihn  nach  der  Zeit  /,  so  ist  der  Abstand  der 
TBten  Schicht  von  der  Oeflhung  zur  Zeit  T  +  ^  gleich  *S'  +  ^' 

Icr  AbjrtÄnd  der  zweiten  Schicht  Ä"  aber 


(J 


S''=r,,t  +  ^^,t\ 
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Contmctioii  (1<»k  StrahleK. 
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Der  Abstand  beider  Schichten  daher 

,s'  +  .s"  -  .s"  =  V,  (T  +  0  -  .V  +  f  [{T  +  ff  -  r-], 


Der  Abstand  der  Schichten  wächst  demnach  proportional  T;  soll  t 
Strahl  zusammenhängend  sein,  so  mnss  er  in  eben  dem  Verhältniss  en^ 
werden,  also  regelmässig  und  nahezu  in  demselben  VerhältnLss,  als  er  »h 
von  der  Oetfnung  entfernt.  Statt  dessen  beobachtet  man  sehr  nahe  nnt< 
der  Oetfnung  eine  sehr  rasche  Znsammenzichung  des  Strahles,  so  zwar,  da: 
der  Querschnitt  desselben  in  einem  Abstände  von  der  Oeffnung,  der  ui 
gefähr  dem  Halbmesser  der  Oeffnung  gleich  ist,  nur  mehr  gleich  '/j  vo 
dem  Querschnitte  der  Oeffnung  ist.  Von  da  an  zieht  sich  der  Strahl  »laD 
nur  mehr  in  der  Weise  zusammen,  wie  er  es  nach  unseren  obigen  Yjn 
Wicklungen  thun  muss,  bis  er  in  Tropfen  zersplittert. 

Diese  anonnale  Conti*action  des  Strahles,  welche  man  als  Contract 
venae   bezeichnet,  vermindert  also   den  Querschnitt  desselben  so,  da« 
weniger  als  %  ^^r  Ausflussötfnung  wird;  sie  ist  für  grössere  Oeffnimg"« 
und  stärkere  Drucke  sogar  noch  bedeutender. 

Es  ist  klar,  dass  dadurch  die  Austiussmenge  eine  kleinere  werd 
muss,  und  die  Erfahrung  hat  ergeben,  dass  diese  sich  gerade  so  verhii 
als  sei  die  engste  Stelle  des  Strahles  dort,  wo  die  Contractio  venae  ai 
hört,  die  wirkliche  Austlussöffnung.  Die  Erfahrung  ergibt  nämlich,  wie  v 
sahen,  dass  die  wirkliche  Austiussmenge  in    ist 


oder 


m'  =  (),02  w». 
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Mannigfache  Versuche,  cUe  Störungen,  welche  die  Contraction  venu 
lassen,  mit  in  Rechnung  zu  ziehen,  und  so  auch  die  Menge  p'  theoretuK- 
zu  berechnen ,  haben  noch  zu  keinem  befrie<ligenden  Resultate  gefllbrt.  h 
<less  kr>nnen  wir  uns  doch  ilber  die  Gründe  Rechenschaft  geben,  welche  di 
(^ntraction  veranlassen.     Es  ist  nicht,   wie  wir  im  vorigen  Pamgraphei 

voraussetzten,  die  Geschwindigkeit  all«r  «H 
Oeffnimg  passirenden  Flüssigkeitstheilchei 
auch  senkrecht  gegen  die  Oeffnung  gerichtet 
Es  bewegen  sich  nämlich  nicht  niu"  Ji' 
senkrecht  über  der  Oeffnung  mit  liegendei 
Flüssigkeitstheile,  sondern  wegen  der  freiei 
Beweglichkeit  derselben  auch  die  seitlich  ü*' 
genden  gegen  die  Austiussöffnimg  bin.  » 
werden  daher  z.  B.  die  Wassertheilchen  recht 
von  der  Oeffnung  in  der  Richtung  MR  u^* 
00,  die  Theilchen  links  in  .Y.V  und  PC  rfC^ 
bewegen.  Die  zwischen  J/  und  0,  ^V  iind  -' 
gelegenen  Wassertheilchen  haben  daher  ein* 
seitliche  gegen  das  Innere  des  Strahle»  ^ 
richtete  (ieschwindigkeit.  Der  Strahl  iK^teW 
demnach  aus  einer  konischen  Hfllle,  wek»* 
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ans  convergirenden  Flüssigkeitsfädon  gebildet  ist.  Dort,  wo  diese  von  ent- 
g^engesetzter  Seite  kommenden  Flüssügkeitsfildon  sich  treffen,  niuss  die 
nicht  von  der  beschleunigten  Bewegung  herrührende  Querschnittsvermin- 
dening,  die  eigentliche  Contractio  venae,  ihr  Ende  erreichen,  indem  doi*t. 
die  seitlichen  Geschwindigkeiten  der  von  entgegengesetzter  Seite  kommen- 
den Wassertheilchen  sich  aufheben,  und  eine  vertieal  herabgehende  Resul- 
tirende  ergeben.  Demnach  ist  eigentlich  nicht  die  Oeffnimg  *S'i^  der  Quer- 
schnitt der  Ausflussöflfnung,  sondern  der  durch  die  Contractionsstelle  C 
geführte  Querschnitt,  da  erst  von  dort  an  die  Flüssigkeit  unserer  Annahme 
gemäss  sich  vertieal  herab  bewegt,  also  von  dort  erst  die  Voraussetzimgen 
onserer  Berechnungen  stattfinden.  Da  nun  die  C-ontraction  an  dieser  Stelle 
so  stark  ist,  dass  der  Querschnitt  bei  sr  gleich  ist  0,6*2  der  Oeifnung,  so 
kann  auch  die  Ausflussmenge  nur  0,02  der  vorhin  berechneten  sein. 

Aus  dieser  Erklärung  lässt  sich  auch  leicht  der  Einfluss  von  Ansatz- 
rohren an  die  Austlussölfnung  ableiten.  Wenn  man  nämlich  die  Fltlssigkeit 
anstatt  durch  eine  einfache  Wandöffnung  durch  kurze  Röhren  ausfliessen 
Ifast,  so  wird  dadurch  die  Ausflussmenge  je  nach  der  (testalt  der  Röhren 
Terschieden  modificirt.  Hat  die  Ausflussröhre  eine  konische  Gestalt,  so  dass 
sie  sich  der  Gestalt  des  ausfliessenden  Strahles  anschmiegt,  so  wird  da- 
durch, wenn  wir  als  AusttussÖftnung  die  der  Wand  des  Gofüsses  ansehen, 
die  Ausflussmenge  nicht  modificirt;  sehen  wir  aber  als  Ausflussöftnung  den 
Querschnitt  der  Röhre  an  ihrem  Ende  an,  so  wird  die  Ausflussmenge  vcr- 
grussert,  da  sie  so  gross  ist,  als  das  Toricelli'sche  Theorem  ohne  weiteres 
Me  von  einer  solchen  Oeflfhung  verlangt. 

Wendet  man  aber  eine  cylindrische  Röhre  an,  welche  von  der  Flüssig- 
keit benetzt  wird,  oder  setzt  man  an  das  erste  konische  Rohr  ein  zweites 
konisches  Rohr  an,  welches  sich  wieder  erweitert  und  allmählich  in  einen 
Cjlinder  übergeht  von  der  Weite  der  Ausflussöfliiung,  so  wird  die  Menge 
der  ausfliessenden  Flüssigkeit  bedeutend  gesteigert,  so  dass  (\8 — 0,9  der 
theoretischen  Ausflussmenge  ausfliesst.  Das  ist  jedoch  nur  dann  der  Fall, 
Wenn  der  Strahl  rings  an  den  Wänden  des  Cylinders  adhärirt,  thut  er  das 
nicht,  so  wird  die  Ausflussmenge  nicht  geändert. 

Durch  die  konischen  Ansatzröhren,  welche  sich  der  Gestalt  des  Strah- 
les annähern,  wird  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  nicht  geändert,  höch- 
s^tens  durch  Reibung  an  der  Röhrenwand  um  ein  geringes  verzögert;  in 
'zylindrischen  Ausflussröhren  wird  aber  durch  die  Adhäsion  der  Flüssigkeit 
öl  den  Wänden  des  Cylinders  der  eontrahii'te  Strahl  wieder  verbreitert  und 
nahezu  cjlindrisch  gemacht.  Dadurch  würde  der  Strahl  zerreissen  und  im 
bnem  des  Rohres  ein  leerer  Raum  entstehen  müssen.  Dem  wirkt  aber 
nun  die  Cohäsion  des  Wassers  und  der  äussere  LufMruck  entgegen,  der 
wun  Theil  die  Flüssigkeit  in  die  Röhre  nachtreibt,  zum  Theil  den  Ausfluss 
«twas  verzögert.  Dadurch  aber,  dass  der  ausfliessende  Strahl  nahezu  cy- 
Kncbisch  wird,  vermehrt  sich  die  Menge  der  ausfliessenden  Flüssigkeit. 

Wenn  man  sich  auch  zum  Theil  über  diese  die  Ausflussmengen  be- 
Mfenden  Thatsachen  Rechenschaft  geben  kann,  so  sind  wir  doch  noch  weit 
«rtfemt,  dieselben  vollständig  verstehen  und  aufklären  zu  können.  Tn  den 
nwisten  Fällen,  besonders  wenn  der  Ausfluss  anstatt  aus  einfachen  Wand- 
«ffnangen  aus  Röhrensyst^men  erfolgt,   welche  noch  dazu  zum  Theil  ge- 
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krüiiuut  ^ind,  lindt^ii  wir  uns  auf  die  Resultate  der  Erfahrung  angewiesen, 
um  die  Mengen  der  austiit^ssenden  Flüssigkeit  zu  bestimmen,  du  die  theo- 
retische Behandlung  zu  viele  Schwierigkeit  bietet. 

Reibung  der  Flüssigkeiten.  Die  am  Schlusses  d(?s  vorigen  Para- 
graphen hervorgeholiene  Ahweiclnmg  in  dem  Verhalten  der  Flüssigkeiten 
gegenllber  <len  von  uns  fClr  die  einfachsten  Fülle  Jibgeleiteten  (iesetzen  kann 
nicht  auffallend  sein,  <hi  wir  bei  unserer  Ableitung  zwei  rmstände  aus.ser 
Acht  gelassen  liaben.  Zunächst  haben  wir  die  Flüssigkeiten  als  Vfdlkomiiien 
frei  bew«'glich  vorausgesetzt,  das  heisst  angenommen,  dass  dii»  Bewegung 
eines  Flüssigkeitsfadens  durch  benachbarte  FlÜs>igkeit  ni<^ht  alterirl  wird, 
eine  Annahme,  welche  nur  annähernd  richtig  sein  kann.  r)«*nn  da  die  .M<df- 
ktlle  der  Flüssigkeit  einander  anziehen,  so  muss  eine  bewegt«»  an  einrr 
ndienden  oder  langsamer  sich  bt^wt^genden  Flüssigkeit  vurül»er!liessen«le 
Sdiiclit  eine  Rtubung  erfahren,  welche  ihre  (r(>s<liwindigkeit  verkleinert. 
Dabei  wird  «lann  gleichzeitig,  wegen  der  sehr  lei<hten  Bewegliclikeit  iler 
Mulekük%  die  ruhenth'  Schicht  eine  Bewegung  im  Sinne  der  b(?wegten  Sihicht 
ntler  tlie  langsamer  sich  bewegend»?  eine  Beschleunigung  im  gleichen  Sinne 
erhalten,  und  die  BeM-lileunigung  der  langsamem  wird  gleich  sein  der  Ver- 
zögerung der  schn«dler  sidi  beweg<*nden  Schicht.  Die  Keiimng  wirkt  alM» 
auf  die  rasciutr  bewegte  Schicht  wie  ehie  die  Dewegung  verzögernde,  auf 
die  langsamer  sich  bewegende  wie  (?ine  dieselbe  beschleunigt'mle  Kraft. 
Von  der  dröss«?  dieser  Kraft  w«'rden  wir  annehmen  dürfen,  dass  sie  iler 
Differenz  der  [»arallelen  (ieschwindigkeiten  jiroportinnal  ist.  um  sn  mehr, 
da  die  (icM-liwindigkeitsditferen/  b«'narhbarti'r  Schichten  immer  nur  äusserst 
klein  sein  kann.  Ausserdem  winl  die  Kraft  der  Flächenausdehnung  jini- 
IMU'tinnal  sein,  mit  der  sich  die  Srhichten  berühren;  Annahmen  ülier  die 
Wirkung  der  Reibung,  welche  >chon  Newton  gemacht  hat.  Weiter  nimmt 
man  an.  »lass  diese  Kraft  unabhängig  'i>\  V(»n  di'm  Drucki*,  <ler  im  Innern 
•  1er  ^tnimendeu  Flüssigkeit   vnrhanden  ist'). 

Der  zweite  vnn  uns  bei  der  Ableitung  der  Austlussgesi-tze  au>ser  Acht 
gelassene  l'mstand  ist  die  {{cibunir.  wi-hhe  die  bt-wegte  Flüssigkeit  an  diT 
Wamlung  «h's  (letasse^  erfährt.  Wir  wis>en.  das^  zwisihen  den  festen  unil 
Müssigen  Köri»t»rn  stets  molekulare  Kräfte  thälig  >intl,  in  Ftdge  ileren  tlie 
Fln>>igkeiten  mehr  »»der  weniger  fest  au  den  Körpern  haft«*n;  in  Foli^e 
ilessen  muss  jedes  an  einer  fe>tcn  Wand  vnrübrrbewegt«'  Flüssigkeitr-theil- 
clien  dieser  Anziehung  entgegen  bewegt  wenlen,  es  muss  somit  eine  Ver- 
zögerung >einer  Bewegung  erfahren.  J)ie  di«*>e  Verzögerung  1m*w irkende 
Kraft  können  wir  der  <ieschwindigkeit .  mit  webher  ilie  Flüssigkeit  ihr 
fe>ten  Wauil  paralli'l  brwegt  winl  und  der  Flärhenau>delinung  propiirtiituai 
setzen,  mit  webher  die  Flüs^igk«*it<>ehiilit  die  feste  Wand  berülirt.  15e- 
zeiihuen  wir  deshalb  mit  f  eine  Con^lante.  so  kr»nnen  wir  die  Vcrzögeriinir" 
K.   welche  di»*  an  der  festen  W'autl   mit    der  (ie^rh windigkeit   r  ilie  Wanil. 

*    Man  >ehi'  «larülMT  Umjrnhmh .  Pn^'p-ml.  Ann.  IM.  ri\.    O.  K.  Metfrr,  V*^  - 
;r«»iiil.  Ann    t'Xill.     ilfliuhnlt-.   Ml  ri.  ht»-  •h-r  Wii-nt-r  Akarli-mi,.  \U\,  XLVL    .S/f/li»» 
ebeiidort.    .^tukis,  ('aiiilii-ii|;r,.  plii|o>u]ilii(  al  Trausai  tiiiie<  vul.  VIU. 
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inderFlik-he  /*  herUhrcmle  Flüssifjkeitstscliicht  erluhrt,  ijot/cn 

K  =  s  .  f .  V. 

Diese  Constante  £  beziMchnet   man  als  den  Coeffici»'nton  der   äus8eren 

Reilmn^:  sie  })odeutol  die  in  df»r  Fljicheneinlieit  d(»r  Sehirlii  wirksame  Kraft, 

wenn  die  Flüssigkeitssehi<*ht   mit  der  Einheit  <ler  (iosrliwindi«ifkeit  an  der 

Wand  vorübergeht,  oder  was  dassellie  ist,  die  Kraft,   welche  erforderlieh 

i>t,  um  die  Flüssif^keitssehieht  mit  j^leichtormi^er  liewe^nm^  und  der  Ein- 

beit  der  (fe»chwindi<;keit  an  der  Wand  vorüber  zu   führen;  dieselbe  hJingt 

nur  ab  von  der  Naliir  tler  Flüssij^^keit  und  der   festen  Wand,   ebenso  wie 

der  Kandwinkel,  unter  wekheiii  die  FlÜssi^fkeit  die  feste  Wan<l  schneidet. 

Jn  dem  Falle,  in  welchem  die  feste  Wand  von  der  Flüssigkeit  vollkomm<»n 

'»♦•netzt  wird,   kann   man  den  Werth   dieses   Coelliirienten   sofort,  an^'eben; 

denn  in  dem  Falle  haftet  die  b'tzte  Schicht  einfach  fest  an  der  Wand,  ohne 

an  derBewegun«^  der  übri«ren  Flüssigkeit  Theil  zu  nehmen.     Die  (iesrhwin- 

dijifkeit  der  Bewe^runfif  an  der  Wand  ist   also  immer  «gleich  Null,   die  Ver- 

z*%eninpr  ij^t  unendlich  gross,  es  muss  also  e  unendlich  gro.ss  sein. 

Ganz  derselbe  Aus<lruck,  d(»r  die  Verziigerung  an  einer  testen  Wand 
darstellt,  liefert  uns  auch  die  Verz(jgerung,  wcdche  eine  Flüssigkeit  erfahrt, 
^^nn  sie  sieh  an  einer  andern  hinbewegt,  wie  z.  B.  Wasser  über  einer 
^^uecksilberschicht,  oder  liuecksil])er  \mter  einer  Wasserschicht;  die  Con- 
''tante  s  bedeut^et  dann  die  Reibung  zweier  Flüssigkeiten  an  einander. 

Um  ganz  ebenso  die  Verzögerung,  welche  die  llewcgimg  einer  Flüssig- 
kKtf<schieht  durch  die  umgeliendr?  mit  ihr,  jedoch  langsamer  bcwegt^e  Flüs- 
**if?keit  erfahrt,   ausdrücken   zu    krmnen,   denken  wir   uns   einen  Cylinder, 
^l'irch  welchen  die  Flüssigkeit  üiesse.     In  dem  ersten  (Querschnitt  des  Cy- 
linders  mögen  alle  Flüssigkeitstheilchen  die  gleiche  der  ( ' ylinderaxe  paralleb; 
*  Geschwindigkeit  haben:  in  Äniger  Entfernung  von   diesem  Querschnitt  hat 
(laim  aber  die  zunächst  an  cler  Wand  befindliche  Schicht  eine  gewisse  Ver- 
lagerung erfahren,  welche  sich   somit  langsamer  bewegt  als  die  nach  der 
Axe  des  Cy linders  zu  folgende  Sehicht ;  diese  erfahrt  dann  elienso  eine  Ver- 
^»gerung  und  wirkt  in  Folge  dessen  wic^der  verz«*jgernd  auf  die  nächstlie- 
S^ade  innnere  Schicht  und  sr»  fort.     Es  wird  si<h  >nmit  <lie  tJeschwindigkeit 
^  irgend  einem  zur  Axe  des  Cylinders,   also  zur  Stnimungsriclitung  senk- 
'^hten  Querschnitte  stetig  ändem,   sie  wird,   wenigstcms  dann,   wenn  die 
^lüisjiigkeit  die  Wand  benetzt,  wahrscheinlich  aber  immer,  von  dem  Rande 
?^gen  die  Mitt«  stetig  zunehmen.     Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  die  (fe- 
*^^hwindigkeit  zweier  benachbarten,  das  ist  nur  um  die  Distanz  der  Flüssig- 
*^itsmoleküle  von  einander  entfernten  Flüssigkeit ssehichten  auch   nur  un- 
endlich wenig  von  einander  verschieden   sein   kann.     Nennen  wir  deshalb 
^^ie  ftesch windigkeit  einer  Flüssigkeitsschicht  im  Abstände  ,r  von  der  Axe 
*^*^8  Ovlinders  /',  die  tteschwindigkoit  der  nächstfolgenden,  von  der  erstem 
^m  den  AI  »stand  dr  zweier  Moleküle  entfernten  Schicht   r  -f~  ^^''»   5?o  würde 
*^h  den  vorhin  gemachten  Annahmen  die  Kraft,   welche  auf  die  schneller 
"*^?gte  Schicht  verzr»gernd  einwirkt , 

*^nn/'die  Fläche  ist,  in  wehher  sich  die  Schichten  berüliren,  und  fj  eine 
"Von  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängige  (-cmstante  bedeutet,  welche  der 
^*  äussere  llcibung  ])edingenden  (.V»nstaiitcn  f  entspricht. 


(p  (x)  =  -, 
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Die  Hestiinmunpr  dieser  Constanten  s^  würde  indej<«  nicht  ausführbar 
sein,  da  man  den  Werth  von  dv  niemals«  an^'olicn  kann,  ebensowenig  wie 
den  Werth  von  dx,  den  Abstand  der  Moleküle.  Man  definirt  deshalb  die 
Constante  der  innem  I^cibim*^  etwas  anders  ^  kennen  wir  die  Geschwindig- 
keit der  Flüssigkeit ßscbichten  als  eine  Function  ihres  Abstandes  von  der 
Axe  des  Cylinders,  also  c  =  f(x)^  so  lUsst  sich  immer  Je;  darstellen  als 
das  Produkt  einer  endlichen  Function  g?(V),  die  sich  nach  den  Regeln  der 
Diflferentialrechnung  aus  /'  (x)  ableiten  lilsst,  mit  dx^  so  dass 

do  =  <p  (x)  dx^ 

worin  <p  (x)  eine  endliche  für  jeden  Werth  von  x  einen  bestimmt  angeb- 
baren Werth  besitzende  Function  von  x  ist.     Führen  wir  diese  in  die 
die  Verzögerung  gefundene  Gleichung  ein,  und  schreiben  sie 

dv 
dx' 
so  erhalten  wir 

Da  dx  der  Abstand  zweier  Moleküle  der  Flüs>igkeit  bedeutet,  so  i: i, 

für  jede  Flüssigkeit  f,  dx  ebenso  gut  eine  Constantc  wie  i^ ,  itezeichnen  w: 
sie  mit  »^,  so  wii'd 

^  =  'i'f'd:v' 

Diese  Constante  i;  bezeichnet  man  als  den  CoefHcienten  der  inner 
Reibung  oder  auch  kurz  als  die  Reibungsconstante  V).  Ihre  Bedeutung  Iässs'^ 
sich  leicht  angeben,  es  ist  die  Kraft-,  welche  auf  die  Bewegung  einer  Flu  =^' 
sigkeitsschicht  verzögernd  einwirkt,   wenn  sie  die  benachbarte  langsame:^ *" 

bewegte  Schicht  in  der  Flücheneinheit  berührt,  und  wenn  -z-  der  Einhe  ^* 

gleich  ist.     Da  nun  dv  der  Unterschied  der  Geschwindigkeiten  zweier  uk  ** 

.,     .  dr 

dx  von  einander  entfernter  Schichten  ist,  so  bedeutet  y-  den  Geschwiniliga^' 

kcitsunterschied  zweier  Schichten,  welche  um  die  Längeneinheit  von  einar"*-' 
der  entfernt  sind,  vorausgesetzt,  dass  jedesnuil,  wenn  wir  von  einer  Schieb»  * 
zur  nUchst folgenden  um  dx  von  ihr  entfernten  Schicht  tU>ei gehen,  der  G 
schwindigkeitsunterschied  de  derselbe  ist.    Denn  da  dx  der  Abstand  zweier 

Schichten  ist.  s(»  ist  j~  =  ''  die  Anzahl  der  in  der  Längeneinheit  vorba 

denen  Schichten,   somit  ist,  wenn  de  der  Unters(.hied  in  der  Geschwindi 

keit  le  zweier  benachbarter  Schi<hten  ist,  dv  •  —  =  dv  .  n.  der  ünterschl 
•^  dx  ' 

der  Geschwindigkeit   <ler  ersten  und  h  .  SfluL-ht,  also  der  um  die 

einheit  von  einander  entfernten  Schichten. 

Man  erkennt  leicht,  dass  die  innere  un<l  Tuissere  Reibung  der  FlUs.<i^^ 

keiten  die  v<m  uns  berechnete  Austlu>sge>rh windigkeit  verkleinem  mUssei 

aber  auch  gleirlizeitig,  dass  es  »ehr  schwierig  ist,  die>elben  in  Rechnu; 

/M   ziehen,   selbst  wenn  man  die  Reibungsconstanten  kennt,  da  man 

das  Gesetz  kennen  nuiss,  nach  welchem  sich  die  einander  parallelen  G 

V   o.  i:.  Mii/ti ,  ro-rgcad.  Ami.  CXIII. 
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schwindigkeiten  in  einem  zur  Oeschwindigkeitsrichtung  .senkrechten  Quer- 
schnitt {Indem. 

In  einem  Falle  lassen  sich  die  Rochnungen  vollständig  durchführen, 
nämlich  dann,  wenn  man  die  Flüssigkeiten  durch  ein  horizontales  cylindri- 
«rhes  eapillares  Rohr  mit  kreisffiniiigem  Querschnitt  unter  constanter  Dnick- 
höhe  ausfliessen  Ittsst.     In  <lem  Falle  fliesst  nämlich  die  Flüssigkeit  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  durch  das  Rohr  hindurch,    und  wenn  das 
Rohr  enge  genug  ist,  so  findet  überhaupt  nur  eine  der  Cylinderaxe  parallele 
Bewegung  statt.    In  jedem  zur  Cylinderaxe  senkrechten  Querschnitt  ändert 
fciich  die  Geschwindigkeit  mit  dem  Abstände  des  betrachteten  Flüssigkeits- 
theilehens  von  der  Cylinderaxe,  an  allen  gleich  weit  von  der  Axe  gelegenen 
Punkten  der  Röhre  ist  aber  die  Geschwindigkeit  dieselbe.     Die  Flüssigkeit 
theilt  sich  also  in  der  Röhre  in  concentrische  Hohlcylinder,  von  denen  jeder 
eine  bestimmte,  auf  seiner  ganzen  der  Lunge  der  Röhre  gleichen  Länge  die- 
selbe Geschwindigkeit  besitzt,  welche  aber  von  Cylinder  zu  Cy linder  sich 
Ändert. 

Da  nun  die  Bewegung  für  jeden  dieser  Cylinder  eine  gleichförmige  ist, 
«<o  folgt,  dass  die  Beschleimigung,  welche  er  durch  die  vorhandenen  Kräfte 
prliält,  gleich  sein  muss  der  Verzögerung,  welche  er  durch  die  Reibung 
erfährt,  denn  nur  wenn  die  Besclüeunigungen  \md  Verzögerungen  sich  auf- 
heben, kann  die  Bewegung  eine  gleichfiirmige  sein. 

Wir  denken  uns  nun  einen  der  Flüssigkeitscylinder  in  dem  Abstände 
•<"  von  der  Axe,  die  Dicke  seines  Mantels  sei  (ir,  von  diesem  Cylinder  be- 
^  rechten  wir  ein  Stück  von  der  Länge  dl^  welches  sich  im  Abstände  /  von 
«lern  Beginne  der  capillaren  Röhre  befinde.  Ist  der  hydraulische  Druck  im 
r* unkte  /  gleich  j>,  so  wird  er  am  andern  Endo  des  von  uns  betrachteten 
^'ylindersttickes  gleich  j;  -}-  dp  sein,  wo  wir  dp  setzen  können,  wie  vorher 

Da  nun  <lie  Basis  des  Cy lindei*mantels  27t  x  .  dx  ist,  so  ist  die  in  Folge 
'ler    Druckänderung  um  dp  forttroibende  Kraft 

K  =  2nx  -r,  '  dl .  dr, 
dl 

Der  betrachtete  Hohlcylindi^r  ist  nun  auf  seiner  innern  und  äussern 
^^ite  mit  andern  Hohhylindern  in  Berührung,  welche  eine  andere  Geschwin- 
di^-keit  besitzen,  der  der  Axe  nähere  ist  um  die  Breite  dx  des  Cylinder- 
nuintols,  weh-he  einfach  glei<th  ist  dem  Abstände  der  Moleküle,  der  Axe 
'^her,  der  äussere  ist  um  dieselbe  Grösse  weiter  entfernt.  Bezeichnen  wir 
°"'i  die  Geschwindigkeitsdiiferenz  zwisrhen  dem  nächstinnern  und  dem  he- 
tiHeht^ten  Cylinder  mit  </r,  so  ist 

h\  ==  ti  .  '27t  r  dl  .  ^^,, 

*"*^  iCraft,  welche  in  Folge  <ler  Reilnmg  an  clem  innern  (\vlinder  die  Ge- 
**^**'*^''iiidigkeit  des  lietnichteten  Cylinders  zu  vermehren  strebt,  da  die  (io- 
**^^ 'Bindigkeit  der  Bewegung  von  der  Axe  nach  aussen  abnimmt. 

kennen  wir  die  Differenz  der  Geschwindigkeiten  des  betrachteten  und 
^^*i    nächstfolgenden  Cylinders  di'\   so  ist  die  Kraft,   mit  welclier  der  be- 
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trachtete  Cylinder  in  seiner  Bewegung  ver/ftgci't  wird,  da  der  äussere  Cm- 
fang  des  betrachteten  Cy linde rs  2n  (x  -\-  dx)  i«t, 

Ky  =  »^  .  2n  (x  -f-  dx)  dl  •  ^• 

Setzen  wir  nun  de  =  de  -f-  d^i-^  wo  dro  dann  angiht,  um  wieviel  mehr 
oder  weniger  sich  die  Geschwindigkeit  ändert,  wenn  man  von  dem  betrach- 
teten (Zylinder  sich  zu  dem  nach  st  aus  sein,  als  wenn  man  zu  dem  nüchät- 
innern  Übergeht,  so  wird 

K\  =  ,,  2«  (x  +  <L)  dl  ( J  +  g  ds)  = 

Das  vierte  Glied  dieses  Ausdrucks  ist  gegen  die  übrigen,  da  es  m«L 
dem  Quadrate  von  dx  imiltii)licirt  ist,  verschwin<lend  klein,  so  dass  es  ver- 
nachlässigt werden  darf:  clas  erste  Glied  ist  gleich  TT, ,  so  dass  wir  erhalte  .■: 

K\  =  TT.  +  »,  2«  d..- .  dl  (-^^  +  X-  g). 

Wi(;  wir  nun  oben  sahen,   folgt  daraus,  dass   die  Bewegung  in  de*" 

Köhre  eine  gleichförmige  ist,  dass  die  beschleunigenden  und  verzögern«Ierm 

Kräfte  sich  aufheben;  da  nun  A'  und  K^  die  beschleunigenden,  K\  die  ver- 

zi'igernden  sind,  so  ist 

/T  +  /Tj  =  K\ 

%  *h*    1,1  >      1     II  /dv    .        dh\ 

•-»«  r  -g  dl  dr  =  .,  2rc  dx  dl  (-^  +  x  ^^ 


dp (  l    dr         dh:\ 

dl    ~    l^^r  +  "äJl    *^' 


eine  Gleichung,  welche  nach  den  Kegeln  der  Differentialrechnung  die  hr- 
draulischen  Drucke  an  den  verschiedenen  Stellen  der  Röhre,  un«I  die  i}^- 
schwindigkeiten  /*  der  einzelnen  Schichten  zu  ]>erechnen  gestattet*!.  Die?»*" 
Berechnung  würde  hier  zu  weit  führen,  es  genüge  hier,  die  Hesultate  an- 
zugeben. Ist  der  Druck  am  Anfange  des  capillaren  Uohres  gleich  pay  aw* 
Ende,  dort  wo  die  Flüssigkeit  ausfliesst.  ^v,  so  ist,  wenn  L  die  LSnge  dca? 
Uohres  ist, 

Pa  —  pt     . 
1>  =  IKt "2.        *  '' 

Um  die  Geschwindigkeit  /'  zu  bestinmien,  ist  darauf  zu  achten,  dasr» 
an  der  Krdirenwand.  wo  also  j  =  r  gleich  dem  Radius  der  R^'^hre  ist,  eben- 
falls eine  Reibung  stattfindet,  welche  die  Geschwindigkeit  der  üusserstei^ 
Scliirht  mit  bedingt.  Bezeichnen  wir  die  Cf»nstante  der  rmssem  Reibung 
wie  vorher  mit  f,  so  erhält  man  für  die  (iesch windigkeit  einer  Schicht-^ 
deren  Abstand  von  der  Cylinderaxe  gleich  x  ist, 

'i  Man  <<«hi'  Uafjcubm-h ,  lN»;,';r«*nd.  Ann.  Hd.  CFX.  Jnctttfson,  Bticktri  un«  ^^ 
Du  linifi,  Archiv  für  Anatomie  und  IMiysiologio  Jahrgiuig  IHfto,  p.  >«(»,  der  dort  <li^  "* 
von  AVww/iw«  pi'golwni'  Abb'itung  niittln'ilt,  w«'lrhe  die  oben  entwickelte  <ilei<'hnn^  ^ 
in  ähnlicher  Wci.-c  liefert;  Ililm/wU:^  IJcriclit«'  der  Wiener  Akademie  Bd.  XL. 
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V 


Pa  —Pe 


(7^2  _  ^.)  ^  /_; 


Pa  —  Pe 


R 


liesslich  für  das  Volumen  der  in  der  Zeiteinheit  ausgeflossenen  Flüs- 


y  = 


n  {pa  —  p^) 


Sri 


:/-(^+4in 


r  eine  FlÜsnigkeit,  welche  die  Röhren  wand  benetzt,  ist,  vne  wir 
orhin  hervorhoben,  £  unendlich  gross,  somit  das  zweite  Glied  der 
T  gleich  Null,  Itlr  solche  Flüssigkeiten  wird  somit 

y  ^  (pa  —  Pe)  ^  j^i 

S  .  rj  .  L 

i  in  der  Zeiteinheit  ausströmende  Flüssigkeitsvolumen  ist  dem  auf 
ssigkeit  lastenden  Drucke  und  der  vierten  Potenz  des  Radius  direkt. 
Ige  der  Röhre  und  der  innern  Reibungseonstante  umgekehrt  pro- 
1. 

?.se  letztere  Beziehung  ist  zu  einer  Prüfung  der  Theorie,  und  nach 
img  derselben  durch  den  Versuch  zur  Bestimmung  der  Reibungs- 
e  sehr  geeignet.  Versuche  Über  den  Ausfluss  lassen  sich  weit  siche- 
ellen  als  solche  über  die  Druckvertheilung,  da  letztere  in  den  cu 
Ausflussröhren  kaum  mit  Genauigkeit  zu  messen  ist. 
'■  ersten  Versuche  über  den  Ausfluss  durch  capillare  Röhren  sind 
)r  der  Inbetrachtnahme  des  Reibimgswiderstandes  von  Hagen  ^)  und 
e^j  ausgeführt  worden,  welche  beide  nur  aus  ihren  Versuchen 
if  die  obige  Beziehung  geführt  wurden,  für  welche  indesiS  Hagen 
:h  eine  theoretische  Ableitung  gab. 

seuille  wandte  zu  seinen  Versuchen  eine  mit  zwei  angesetzten  Röh- 
?hene  Glaskugel  (Fig.  134)  an,  welche  an  den  Röhren  zwei  Marken 
>  zeigte.  Der  Raum- 
Wischen  den  beiden 
war  sorgfaltig  kali- 
ie  untere  Röhre  war 
nter  B  umgebogen 
ieselbe  ein  capillares 
;esef  zt,  dessen  Lunge 
chmesser  sorgiiiltig 
i  waren.  Der  Appa- 
le  mm  durch  Auf- 
is  über  A  mit  Flüs- 
efüllt,  dann  mit  Ge- 
ll comprimirter  Luft 
idung  gesetzt,  welche 
Dberfläche  der  Flüs- 
inen  ganz  constanten 
tisübten,  der  mittels  passender  Druckmesser  gemessen  wurde.  Es 
dann  die  Zeiten  beobachtet,  welche  die  den  Raum  zwischen  A  und 


agen^  Poggend.  Ann.  Bd.  XLVl. 

oitteuüle,  M^moires  des  Savants  etrangers.  T.  IX. 

.  S^rie  T.  VU.    Poggend.  Ann.  Bd.  LVUl. 
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B  ausfüllende  Flüssifjkeit  brauchte,  lun  l>ei  verschiedenen  Dnicken  < 
Röhren  verschiedener  Länge  und  verschiedenen  Durchmessers  aiiszufli« 

Da  die  in  gleichen  Zeiten  ausfliessenden  Volumina  den  Druckli 
welche,  wenn  wir  zur  Herstellung  der  Drucke  Säulen  derselben  Flüssi 
anwenden,  sich  verhalten  wie  die  Drucke  Pa  —  ;v,  proi}ortional  sein  s 
so  müssen  die  zum  Ausflusse  gleicher  Volumina  erforderlichen  Zeitei 
Druckhöhen  umgekehrt  proportional  sein. 

Eine  Versuchsreihe  mit  Wasser  gab  folgende  Zahlen: 

Länge  der  Röhre  107°*"™,9.    Durchmesser  0'"'",136. 
Höhe  in  Mm.  der  drflcken-     AusfluHszeit  in  Sekunden 


WaHserwäule 

beobachtet 

berechnei 

1984 

5664" 

5664"' 

7774 

1445 

1443 

10501 

1060 

1070 

10062 

1121 

1118 

20561 

546 

546 

30845 

365 

3641 

41381 

273 

271 1 

47678 

237 

236. 

Bei  constanter  Druckhöhe   und  constantem  Durchmesser  war  die 
flusszeit  der  Röhrenlänge  direkt  proporiional. 

Druck  in  Mm.  Wasserhöhe  1472"",45.     Durchmesser  0"",252. 

Ausflusszoit  in  Sekmiden 


Länge  der  Röhre  beobachtet  berechnet 

108"™2i  633"             633" 

84      52  492               492 

54      00  314               314. 

Dieses  Gesetz  gilt  jedoch  nicht  mehr  bei  zu  kurzen  Röhren,  so 
war  bei  9™™  beobachtet  71"  5,  mit  dem  ersten  Versuche  verglichen  » 
sich  berechnet  52",63. 

Bei  gleichem  Drucke  imd  gleicher  Länge  sind  die  Ausflusszeit  er 
4.  Potenzen  der  Durchmesser  umgekehrt  i)roportional. 

Druck  1984"»"*  Wasserhöhe,  Länge  107'"*",9. 
Durchmesser  7),  =  0,i;^6    Zeit  T^  =  5664" 
,,  1)^  =  0,252      „     1\  =    468",5. 

Tn  der  That  verhält  sich  fast  genau 

7)/  :  JV  =  471,57:5664, 

so  dass  dadurch  auch  dieses  Gesetz  bestätigt  ist. 

Für  das  in  der  Zeiteinheit  ausfliessonde  Flüssigkeitsvolunien  ( 
sich  also  entsprechend  der  theoretischen  ^Entwicklung 


•    .  — 


wenn  wir    bei   Wasser,    dessen  Dichtigkeit    gleich    eins    ist,    den  1 
i'a  —  i>ö  =  2/6",  durch  die  Höhe  der  drückenden  Wassersäule  eräetzen 
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Ist  H,  R^  L  in  Millimetern  ausgedrückt,  das  Volumen  V  in  Cubik- 
llimetem  gegeben,  so  ist  für  die  Temperatur  0'*  bei  Wasser 

C  =  2162,40. 

Die  Grosse  C  gibt  das  in  1"  ausfliessende  Volumen,  wenn  die  Druck- 
he  1"""  Wasser,  der  Radius  der  Röhre  1™™  und  die  LUnge  der  Röhre 
*  Lst,  unter  der  Voraussety^ung,  dass  bei  diesen  Dimensionen  noch  das 
setz  gültig  wäre.    Die  Gonstante  C  ist  demnach 

C  = 


8.1?' 
nit 

n  3,14159  ...  ^ 

'»"  =  870  =  8— 2162;«  =  f>.«0"1816. 

Da  die  benutzten  Einheiten  Millimeter  und,  weil  der  Druck  einer 
issersäule  von  1"™  Höhe  auf  das  Quadratmillimeter  ein  Milligramm  ist, 
Uigramme  sind,  so  gibt  uns  die  Gonstante  in  Milligrammen  die  auf  die 
iche  von  ein  Quadratmillimeter  wirkende  verzögernde  Kraft  der  Reibung, 
an  benachbarte  Schichten  sich  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  an  ein- 
ler  vorüber  bewegen,  dass  bei  gleichförmiger  Aendening  der  Geschwin- 
teit  der  Geschwindigkeitsunterschied  zweier  1™°*  entfernter  Schichten 
der  Sekunde  ein  Millimeter  ist. 

Die  Gonstante  C  wächst  ganz  bedeutend  mit  der  Temperatur,  und 
tr^erbalt  Poiseuille  ftlr  dieselbe  den  Werth 

C  =  2162,40  (1  +  0,0336793  t  +  0,00022099.36  t^), 

nn  /  in  Graden  der  Gelsius'schen  Skala  gegeben  ist  und  der  Druck  immer 
Milligrammen  pro  Quadratmillimeter  ausgedrückt  ist. 

Für  den  Reibungscoefficienten  ergibt  sich  daraus  eine  entsprechende 
nähme,  er  wird 

0,000 1816 

^  1  +  0,0336793  i  +  0,000  2209936  t*' 

I)  z.  B.  für 

10^  .  .  .  ij  =  0,000  1335 
20^.  .  .  1?  =  0,0001029 
30^  ...  1^  =  0,0000821. 

Für  absoluten  Alkohol  ergibt  sich  aus  ähnlichen  Versuchen  Poiseuille's 
i  10^  ri  =  0,0001741,  also  beträchtlich  grösser  als  für  Wasser;  noch 
568er  ist  der  Werth  für  Gemische  aus  Alkohol  imd  Wasser. 

Nach  in  ähnlicher  Weise  angestellten  Versuchen  von  Rellstab  ^)  ergibt 
k  unter  Annahme  des  Poiseuille'schen  Werthes  für  Wasser  bei  10^  C.  für 

Methylalkohol  ri  =  0,00007075        Propylalkohol  ri  =  0,0002032 
Aethjlalkohol  ri  =  0,0001556  Butylalkohol   ri  =  0,0003871. 

Der  für  Aethylalkohol  aus  den  Versuchen  Rellsta])s  sich  ergebende 
erth  von  i^  ist  etwas  kleiner  als  der  von  Poiseuille  gefimdene;  der  Grund 
mes  Unterschiedes  liegt  wohl  darin,  dass  der  Aethylalkohol,  den  Poiseuille 
wandte,  nicht  so  wasserfrei  war  als  der  von  Rellstab  benutzte. 


*}  EeBstab,  Inauguraldissertation.   Bonn  1868. 
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M(\vcr  M  hat  <li(^  Reihun<^sconslantft  von  Wasser  uml  einer  Anzahl  vod 
Salzlösungen   nach    einer   andern    Methode   heslininit;    er   lieolwiehtetc  den 
Widersland,  d«'n  i*ine  liorizontal  an  einem  DraliU^  aiifj^ehiingte  Kreisseheil»e 
erfuhr,  wenn  sie  in  <ler  Ix^tretlenden  FKissif^keit  durch  Torsion  des  L)nihtff> 
in  Srhwin;^nm«jren  versetzt   wurde.     Die  Sclieibe  «Irelite  sieh  dabei  in  ihr»*r 
Khene  um  (^ine  durch  ihren  Mittelj)unki  ^'ehende  vertieale  Axe.    \)iv  an  der 
SrlieÜM*  anlif'^^'ende  Flüssi^'keitssehicht  haltet ,  da  die  Seheil)e  benetzt  wiipIp, 
iVst   an  derselben.     l)urth  die,  Keibun;^  dieser  Schicht  an  der  nilchstfolj,'«'ii- 
den  wird  dann  diese   und   damit,  die?  t'ol^^'cnde  Schicht  u.  s.  f.  in  Bewej,'un;y 
versetzt.     In  I'Vd^^'e  der  itcibim;^  dieser  an  einander  sich  vorbei  schiebenden 
FLüssi^'keitsscliichten  tritt  eine  steti^^e  Almahine  der  Schwin<^ungsami)lilu<lrti 
ein,  und  aus  dieser  Abnahme  b'isst  sich  in  hier  nicht  auseinander  zu  setzen- 
der Weise  der  Kcibun^scoefticient   der  Flüssi*rkeiten   berechnen.     !n  dif*er 
Weise  erhielt  .Meyer  unter  andern  für  destillirtes  Wasser  die  Werthe") 

bei  1<>",1  .  .  .  fj  =  {),0<nt\;ür, 

IT)  ,5  ,  .  .  ly  =  0,000 1;$71 

17  ,♦.»..  .  tj  ■■=  0,000  i-joo 

•-M  j". .  .  .  ,^  =  0,000  ir.M), 

Werthe,    welche   etwa    im   Verhältnisse   l,  2  :  l    ;:frösser   «ind   als  die  an» 

PoiMMiille's  Henba<:htun;|<'n  ab;r<'leiteten. 

Für  die  S;ilz]«"isuu;-ren  er^'aben  sich,  mit  Ausnahme  der  ]j«isun^en  vnn 

Kaliuiimitrat,    im   alli^^eiueinen  ;,n'össere  und  mit  dem  Salz^rehalt  wach<eiide 

Werthe  von  tj.     Sn   fand   sich    bei  IjMsun;,'en   von   Nutrinmsulidiat   für  ei« 

Tem]»eratur  von  l?",'-' 

bei  i>,.'>r>7(»  Theib;  Salz  auf  lOO  Wasser  t]  =  O,0<mm;is4 
,.    5.ir,oo        ,,         „       ,,       ,.  ,,       >/==-- o,o< »Ol. '»00 

,,    7,77or)       „        „      ,,      „         .,      1/ =^  o,<M»on;oo 
.,  HKi->r>         „        .,       ,,      „  ,,       r/ =  (UMMU7r,:j. 

l.-t  di«*  (Vinslante  der  Reibun«^'  der  Flü.^si;;keiten  an  den  festen  Kör|»eiB 
nicht  unendlieh  .'.rross,  so  i>t  der  Ausdrurk  für  die  durch  capilhire  Kehret 
austliessende  Men^^^e,  wie  wir  sahen. 

es  konjmt  also  unter  snnst  ;,'leichen  rnistiinden  ein  von  der  dritten  Potenz 
de^i  Radius  abhän<,'i.ixe<  tJlied  zu  dem  für  benetzende  Flüssi;^keiten  hin«. 
Man  sollte  erwarten.  da.>s  denmach  für  nicht  benetzende  Flüshijjkeiten  «lie- 
ses  (ilied  in  Reihnum,'  zu  ziehen  .-ei.  In  der  That  «riaulde  Poisouille  Win» 
.\u.^tluss  des  (iueik>ilbers  dureh  j/läserne  fapillarrnhren  zu  fimlen,  da^l•  «I>* 
für  benetzende  Flüssi;:kei1en  an f;«'e>t eilte  <Je>rtz  nieht  mehr  ^ülti^  sei.  ^i«* 
nauere  Versuche  von  Wnrbur;,' *)  hal»en  inde.-.-  ;,'ezeitrt.  da.-is  auch  für  Q«f^'»* 
>ilber  und  <ila.>  sich  die  au-i/etlos-ene  Men;r«'  darstellen  lü.>st  dunh  'J»' 
tJleichun^r: 

'i  O.  /•;.  M»iirf,  rp'He  .Inuriud  MX.    I'nvr^ri'nd.  Ann.  <'X11I. 

-^  Mnjfr  j:ii»t  ilie  Wi'rth«'  vmi  r;  iu  Milli;jnniinr«'n  auf  den  l^hnidmteiMitinH't'^' 
nirlit,  wie  iiTthünilirli  in  diT  \Mi.rtnlbinv'  Meli!  p.  :*i«t^  in<iraninien  auf  dt'ii ^^i*** 
dratei'ntinii'tiT. 

■'.   W'nrbarj,  rt»L';:ciul.  Ann.  IM.  r\I^. 
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vie  z.  B.  folgende  Beobachtung  zoigt 

/,  ==  871"™,  5.  Ji  =  0,22340.  Tomp.  =  17",2:.. 

AustiiHsnienj^e  in  Milli^r.  pro  l" 
Pa  —  p^  be()l»iichtt*t       brrochnft  aus  2 

li       100'»",6  Quecköüber.  1  L>(;,r,  1  -J 7, i 

193""",3  „  214,;}. 

Setzen  wir  das  si»ecifiische  Tfcwu-ht  des  Quecksilbers  bei    17,2"  ^bncb 
,  so  erj^ibt  sich  i;  aus  den  2.  Boobacbtung 

n=     -     r.-— -        —  10,2234»;  )»=  0,00010329. 

Es  er>?ibt  sich  somit,  dass  auch  bei  nicht  benetzenden   FlUssitjkeiten 
inendlich  sein  kann. 


Constitution  des  auBfliessenden  Strahles.  Bislier  haben  wir  stiil- 
eiji^end  voraiisgei^tzt,  dass  die  Oellhunpf,  aus  welcher  «licj  Flüssigkeit 
ietsst,  eine  kreisfih^nige  sei,  und  dass  somit  d(?r  Strahl  von  der  Stelle 
groä^ten  Contraction  an  ein  m(;rklich  cylindrischer  sei.  Ganz  anders 
en  je<loeh  die  ausfliessenden  Wasserstnihb'n  gestallet,  wenn  man  statt 
formi<^er  Oeflnungen  andere,  z.  H.  viererkige  od<*r  kreuztVirmige  (Lett- 
en anwendet.  Die  Gestaltcjn  dieser  Strahlen  sind  vorzugsweise  von 
ne*j  und  später  von  Magnus")  untersucht  worden.  Wir  lassen  hi(»r 
e  der  eigenthttmlichen  Formen  der  aus  erkigen  ()etrnung<*n  ausfliessen- 
äii*ah1en  folgen,  nach  der  Beschreibimg,  welche  Magnus  von  ihnen  gibt. 
135a  gibt  «lie  Ansicht  eines  Strahles,  der  aus  einer  vien^rkigen  ()<*t!'- 
ausjfliesst,  deren  eine  Seite  2,0  Millim.,  deren  andere  2r>  Millim.  lang 
gesehen  in  einer  zur  gr(")ssem  Seite  senkrechten  und  l.*);')!)  in  einer  zur 
em  Seite  senkrechten  Kichtung.  Fig.  13(1  zeigt  die  (Jestalt  eines  aus 
kreuziormigen  und  Fig.  137  eines  aus  einer  (juadratischen  (Jett'nung 
UßC  ausfliessenden  Strahles.  Das  Wasser  zieht  sich  unter  der  Oetl'nung 
rasch  ziiüammen  und  es  bilden  sich  rundliihe  Ränder  Ar Bt  (Fig.  135a), 
■ehr  scharf  gegen  den  (Ihrigen  Theil  der  Fläche  begrenzt  sind.  Diese 
en,  wo  sie  zusammentretfen,  <lie  zur  Fläche  AB(e  senkrecht(?  Fläche 
(Fig.  13öb),  die  sich  nach  unten  inmier  mehr  zusammenzitdit  und  dann 
Fläche  gk^  hi^  entstehen  lässt,  un<l  so  fort,  bis  der  Strahl  zersplittert. 
Ibe  Gestalt  erhielt  der  Strahl,  als  anstatt,  tler  einfachen  Ausfluss- 
eiue  20  Millimet-er  lange  Uöhre  vr)n  gleichem  (Querschnitt  an  das 
gebracht  wurde. 

Bei  den  aus  der  kreuzförmigen  Oetfnung  (  Fig.  130)  austretenden  Strah- 

geht  da«  Wasser  in  vier  sich  kreuzenden  Strahlen  nie<ler,  Bc^,  lic^.,  Cc  etc., 

denen  jeder  einen  starken  liand  hat.     Ind(;m  diese  vior  Ränder  zusam- 

en<,  erzeugen  je  zwei  eine  Fläche  rpq\  da  aber  das  Zusammentrefl'en 

')  Bidtwe,  Memoric  delT  Accadeniia  di  Tonuo.    Bd.  XXXIV. 
*;  Maffuvtt,  Poggend.  Ann.  Bd.  XCV.  p.  1. 
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central  stattfindet,  wenn  die  Anne  der  kreiizfcirmigen  Oeffaung  genan  g 
sind,   so  lialbirt  jede  Fliiclie  den  Winkel,   den  die  lifinder  mit  eina 


Fig.  135. 


'N"-N<       I 


Fig.  136. 


s 


Fig.  137. 


A[sz2£:^^^s3ssaB 
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machen,  so  dass  die  vier  entstehenden  Flächen,  rpq^  rpq^  die  Lage 
zwischen  AB  und  CJ)  i)imktirten  Linien  j>  und  q  haben.  Zwischen  il 
ziehen  sich  die  KUnder  Ce  bis  gegen  G  hinab.  In  der  durch  diesen  Pi 
gellenden  Horizontalen  haben  die  Flächen  rpq  ihre  grösste  Breite.  Ci 
halb  dieser  Stelle  nehmen  sie  wieder  dicke  Ränder  an,  durch  deren  Ziu 
mentreifen  neue  Flächen  zv  entstehen.  Da  auch  hier  die  Ränder  cd 
zusammentreffen,  so  halbiren  die  Flächen  zv  die  Winkel  der  vorigen.  ! 
Richtung  fällt  also  wieder  mit  derjenigen  der  Kreuzesarme  zusammen. 

Selten  treten  mehr  als  zwei  solcher  Flächensysteme  auf,  meist  beg 
in  dem  zweiten  die  Zersplitterung  des  Strahles. 

Bei  dem  aus  der  quadratischen  Oeffnung  ÄBCD  (Fig.  137)  h« 
gehenden  Strahle  erblickt  man  unter  der  Stelle  der  grossten  ZuMuni 
schnilrung  vier  Flächen  ojv/^  deren  Verlängerungen  durch  die  Miti« 
Seiten  ÄBj  BD  . .  gehen  und  auf  diesen  senkrecht  stehen. 
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Unter  diesom  liegt  ein  zweites  Fläclit»nsyr;t-cin,  welches,   wie  in  dem 

Torigen  Falle,  die  Winkel  des  ersten  lialbirt,  also  mit  der  Richtung  der 

Diagonalen  des  Quadratij  zusammenfiillt.    Unter  dem  zweiten  befindet  sich 

ein  drittes,  dem  ersten  gleiclies  Fluchens vstem  u.  s.  f.,  so  dass  oft  neun 

dierartiger  Systeme  unter  einander  liegen. 

Diese  Formen,  welche  die  Strahlen  annehmen,  die  aus  eckigen  Oeft- 
nungen  fliessen,  zeigen  auf  das  deutlichste  den  f]influss  der  seitlichen  Be- 
iregong  der  Flüssigkeit  und  der  Molekularattraction  der  Fltlssigkeitstlieil- 
ehen,  die  wir  bei  den  vorhin  betrachteten  Ausflussersdieinungen  als  störende 
ümstibide  ansahen.  Denn  diese  beiden  Umstände  scheinen  hinreichend,  um 
<üe  t»onderbaren  Gestalten  der  Strahlen  zu  erklären. 

Die  FlUssigkeitstheilchen  haben  alle  bei  ihrem  Austritt  aus  der  Oett- 
loog  eine  horizontale  gegen  das  Innere  des  Strahles  gerichtete  Geschwin- 
iligkeity  welche  noch  durch  die  früher  betrachtete  C)berflilchensi)annung  an 
den  freien  Seiten  des  Strahles  venu  ehrt  wird.     Daraus  ergibt  sicli  die  von 
iDen  Seiten  nach  innen  gerichtete  B(;wegung  der  Flfissigkeit  unuiittelbar 
der  Oeffnung;  bei  kreisförmigen  Oetfnungen  ist  die  nach  innen  ge- 
tete  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  sowohl  als  der  Widerstand,  den 
Innere   des   Strahls   derselben   entgegensetzt,    nacli   allen  Richtungen 
deshalb   zeigt  sich  dort  die  Einschnürung  von  allen  Seiten  ohne 
Vuauf  folgende  Anschwellung;  anders  jedoch  bei  eckigen  Oeffnungen.    Dort 
die  Oberflächenspannung  verschieden,  und  zwar  ist  sie  am  stärksten  vtm 
den  Ecken  aus,  weil  dort  der  Krümmungsradius  am  kleinsten  ist,  während 
die  flbrige  Fläche  des  Strahles  eben,  oder  gar  wohl  concav  sein  kann.    Un- 
tier der  Oetihung  müssen  daher  vorzugsweise  die  von  den  Ecken  der  Oeffnung 
konunenden  Flüssigkeitstheile  nsich  der  Mitte  zu  sich  bewc^gen,  und  es  muss 
'  daher  der  Strahl  hau2)tsächlich  vcm  den  Erken  aus  zusammengeschnürt  wer- 
den.   Daher  treten  dann  die  von  den  Seiten  der  Oeffnung  herkommenden 
Flllsdgkeit-stheile  über  den  Strahl  heraus,   und  der  Strahl  umss  einen  der 
Oeffimng    entgegengesetzten   Querschnitt   erhalten,    dort    seinen    kleinsten 
Dorelunessor  haben,  wo  die  Oefinung  den  gnJssten  hat,   und  umgekehrt. 
4üi  dieser  St<ille  kehren  sich  dann  die  Verhältnisse  um;  durch  die  Ober- 
fliehenspannung  in  den  jetzt  stärker  gewölbten  Theilen  des  Strahles  er- 
ten  die  hier  befindlichen  Theile  des  Strahles  eine  nach  innen  g(»richtete 
egiuig,  und  da,  wie  wir  sahen,  der  Querschnitt  des  Strahles  wegen  der 
hlenniglen  Bewegung  abwärts  immer  kleiner  wird,   so  wird  jetzt  die 
amnienschnürung  hauptsächlich  von  den  entstandenen  Eckern  d(»s  Strah- 
ansgehen  und  damit  ein  Heraustreiben  der  Flüssigkeit  an  den  concaven 
Uen  des  Strahles  eintreten. 

Die  Erscheinung  ist  also  wesentlich  eine  Folge  dcjr  verschiedenen  Ober- 

enspannung  des  Strahles,  verbunden  damit,  dass  wegen  der  zunehmen- 

,  nach  unten  gerichteten  Geschwindigkeit  der  Bewegung  die  Theile  des 

hie»   überhaupt,   so  lange  der  Strahl   zusammenhängt,  das  Bestreben 

Ittben,  sich  der  Mitte  zu  nähern,  und  dass  deshalb  die  v<»n  den  Keken  der 

ung  niedergehenden  Theile  einen  nur  ;/»'ring(m  Widerstand  gegen  ihre 

mtale  Bewegugg  erfahren  ^  j. 


')  bii(t\  Foggend.  Arm.  Hd.  C. 
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Auch  an  i^tralilen,  welclie  aug  einer  kveUtl^nnigen  Oc^ffhiing  hervoi' 
gehen,  beobachtet  man  meifit.  Anacliwellungen  und  Erscheinungen  tthi 
Art.  Von  der  Contraclionastelle  abwärts  ist  der  Strahl  /unSchst  nahet 
cylindriHch,  und  dabei  massiv  und  ganz  klar.  In  etnij^er  Entfernung  v 
derselben  ändert  er  aber  i^ein  Ansehen  vollständig,  er  ersiJiAiiit  ffotiti^rl 
erfahrt  eine  inerkliclie  Anaohweltung  IFig,  138)  und  wird  trlllm,  .tii  At 
es  den  Anaehein  hat,  al«  bilde  er  keine  continuirlichi;  PlÜasigkM 
masse  mehr.  Auf  dieciA  erste  Anschwellung  folgt  ilann  pine  Btoll« 
wo  der  Strahl  wieder  zusainniengeschnUrt  Jtit,  auf  die>tc  wieder  fi^ 
Anscliwellung  und  so  fort.  Die  abwechselnden  Anschwellnngun  vm 
Einschnürungen  nennt  man  nach  Savart'),  der  sie  zuerst  gimaiL 
unt«rsochte,  BSuche  iind  Knoten.  Im  Innern  des  Strahlen  schÄ 
üicb  ein  conti nuirlicheT  Kanal  herabzuziehen,  gleicbaam  alu  Po^ 
iiet/.ung  deB  massiven  Strahles  über  dem  ersit<?n  Bauche. 

Dasa  diese  Anschwellungen  und  Ein  sehn  Urungon  Qbrigei»  gm 
andcf!'  heacbafiVui  sind  und  von  ganz  andern  Ursachen  herrilhno  i 
diejenigen,  welche  bei  den  au»  eckigen  Oeffnungen  bervorgeheiHl 
SIrahlen  auftivlon,  lüüst  sieb  leicht  zeigen. 

Zun&chst  kann  man  leicht  erkennen,  dass  der  Stralit  an  Mint 
untern  Stellen  nicht  mehr  continuirlich  iitt,  sondern  aii^  gptrvBDlct 
Tropfen  benteht.  Wenn  man  niünlich  ein  Kart«nblatl  horizontal  «' 
rasch  durch  einen  Baueh  des  vertical  Lersbgeli enden  Strahle«  iitfc> 
durchfuhrt,  so  findet  man  auf  demselben  nicht  einfach  eine  b« 
Liniö,  sondern  statt  dessen  eine  licihe  benetzter  Stellten,  «ehit 
zeigen,  dass  auf  einander  folgende  Slellon  des  Blultva  vnn  TtOfbt^ 
getroffen  sind.  Millt  man  einen  Draht  oder  ein  Blech  m  in  ilvEl 
Hand,  Haas  es  ein  wenig  in  den  Strahl  hinein  reicht,  so  fBhlt  MBi 
ao  lange  es  von  dem  glatten  Theile  dosselhcn  getroffen  wird,  «i 
gleicbmüssigen  Druck.  Wird  dasselbe  dagegen  von  einem  ItontM 
getroffen,  so  fUhlt  man  deutlich  eine  vibrirendc  Bewegung.  DtiU^ 
folgt  dann  unmittelbar,  da«i4  das  Aussehen  des  Stralilea  an  dÜM 
Stelle  nur  eine  oiiüscbe  Täuschung  sein  kann,  indem  wir  nicht  die  <n«i 
ncn  Tropfen  sehen,  sondern  nur  den  Gesomiuteindriick  der  nisdi  tauii  öl 
ander  an  den  eiuzelnen  Stellen  erscheinenden  Tropfen  erhaltim. 

Denn  die  einzelnen  auf  einander  folgenden  Tropfen  gehen  einer  sU 
dem  andern  fiehr  rasch  vor  unsormn  Auge  vorüber,  jeder  muss  ilshnrV 
unaercr  Netzhaut  den  Bindruck  einer  vortiealen  Linie  machen,  gend*«' 
eine  leuchtende  Kohle,  wenn  sie  rasch  im  Kreise  geschwimgi'n  wirf,  tt 
Eindruck  eines  feurigen  KreiBes  macht;  oder  wie  wir  an  i-Juciu  nuidi  Ä 
drehenden  Rade  nicht  mehr  die  einzelnen  tj|ieichen  «ehtin,  xondem  ^ 
gleichmassig  den  Kadkranz  austlUlendc  Flüche.  Wi>nn  nun  ein  Tropf«  « 
Auge  vorüber  gefallen  ist,  so  folgt  ihm  sofort  ein  itwuitvr  um!  dw»oB"I'| 
enit«n  Tropfen  hinterlassono  Kindruck  setzt  ^icb  fort,  und  so  weit«.  ^ 
Heben  deinnaeh  die  (.'ontouren  aller  auf  einander  folgenden  Tropfen  all  '<■' 
o«nliuuirlii.-hen  Strahl.  Daraus  folgt  dann  weitCT.  da  wir  abwechaelnil  MoA 
nnd  Knoten  wuhmehiiien,  dnss  die  Ti-opfen  aicb   abwet^hselud  VrtbieiWi 


ivarl,  Am 
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und  yerlSngenif  dass  sie  in  der  Mitte  der  Bäuche  am  breitesten  und  in  den 
Iboien  am  schmälsten  sein  müssen. 

Man  kann  dies  sehr  deutlich  wahrnehmen,  wenn  man  den  Strahl  so  bc- 
obaehtet,  dass  man  ihn  immer  nur  eine  sehr  kleine  Zeit  wahmimrat^  so  dass 
ifkrend  dieser  Zeit  die  Tropfen  ihre  Stelle  fast  gar  nicht  ünclem.    Es  gibt 
km  mehrere  Mittel,  welche  wir  später  kennen  lernen  werden;  das  sicherste 
vt  die  Beobachtmigsmethode  von  Magnus^).    In  eine  kreisförmige  Scheibe 
250  Millimeter  Durchmesser  wird  ein  Spalt  von  1  Millimeter  Breite  in  der 
[Sditong  eines  Radius  eingeschnitten.   Die  Scheibe  wird  dann  auf  einer  durch 
Mittelpfunkt  gehenden  Axe  befestigt  und  in  eine  sehr  rasche  Rotation 
;,  80  dass  sie  20  bis  25  Umdrehungen  in  der  Sekunde  erhält.    Man 
lAelH  dann  das  Auge  und  die  rotirende  Scheibe  so,  dass  man  den  Strahl  sieht, 
Ivam  die  Spalte  dem  Strahl  parallel  steht.    Man  sieht  den  Strahl  dann  nur  so 
MDge,  aber  jedesmal,  wenn  die  Spalte  vor  dem  Auge  hergeht.  Da  die  Spalte 

lurein  Millimeter  breit  ist,  so  beträgt  sie  nur  -r^    der  ganzen  Kreisfläche 

da  die  Scheibe  20  bis  25mal  in  der  Sekunde  rotirt-,  so  ist  die  Spalte 

biß  ^örTjt  Sekunde  vor  dem  Auge.    In  dieser  kurzen  Zeit  ändert 

1 üvUU  1 90UU 

der  einzelne  Tropfen  seine  Stelle  nicht  merklich,  und  deshalb  sehen  wir 
mzeln,  als  wären  sie  unbeweglich.  Da  aber  femer  die  Spalte  20 — 25mal 
der  Sekunde  an  unserem  Auge  vorüber  geht,  so  sehen  wir  das  einzelne 
25mal  in  der  Sekimde,  wir  glauben  es  daher  ununterbrochen  zu  sehen. 
Wenn  man  auf  diese  Weise  einen  mit  Bäuchen  verseheneu  Strahl  be- 
ttet, so  erhält  man  das  Bild  Fig.  139.  Man  sieht,  wie  der  Strahl  aus 
sr  einzelnen  Tropfen  besteht,  von  denen  man  aber  zwei  Arten  unter- 
len  kann.  Die  einen  sind  sehr  klein  und  kugelrund  in  der  Axe  des 
les;  sie  bilden  den  ei'wähnten  innem  Strahl,  um  den  sich  die  Bäuche 
legen.  Die  andern  sind  viel  grösser,  sie  wechseln  mit  den  ersten, 
le  in  gleichen  Abständen  von  einander  stehen,  ab  imd  haben  eine  sehr 
LeSene  Gestalt.  Man  sieht  zunächst  unter  dem  continuirlichen  Theile 
Strahles,  wie  die  Tropfenbildung  eintritt,  der  Strahl  zeigt  Schwellimgen 
Einschnürungen,  die  bei  ß  in  einzelne  Tropfen  übergehen;  die  Ein- 
lümngen  werden  zu  den  vorhin  erwähnten  kleinen  Tröpfchen,  die  An- 
iwellongen  zu  den  grossen.  Diese  haben  zuerst  eine  in  die  Länge  gezogene 
dt  o,  dann  verkürzen  sie  sich,  indem  sie  zugleich  breiter  werden  Z>, 
c  sind  sie  kugelförmig,  bei  d  sind  sie  in  verticaler  Richtung  abgeplattet 
in  der  horizontalen  am  stärksten  ausgedehnt,  bei  e  wieder  mehr  kugel- 
',  bei  f  und  noch  mehr  bei  g,  wo  man  den  Knoten  wahrnimmt,  in  die 
gezogen.  Von  da  ab  wiederholen  sich  die  Gestalten  a  —  ff,  bis  der 
unterhalb  der  Bäuche  auseinandergeht,  und  zwar  treten  dieselben 
dien  immer  an  derselben  Stelle  auf.  Dass  die  Gestalt  des  Strahles  des- 
die  vorher  beschriebene  sein  muss,  geht  immittelbar  aus  dieser  Grup- 
der  Tropfen  hervor.  Es  fragt  sich  mm,  wie  entsteht  diese  Erscheinung. 
Wir  erwähnten  vorhin,  dass  nicht  immer  an  den  aus  kreisförmigen 
jOsAiangen  hervorfliessenden  Strahlen  diese  Anschwelhmgen  sich  zeigen, 
kfiadem  dass  oft  der  Strahl  eine  nahezu  cylindrische  Gestalt  habe.    Aber 


')  Magnus,  Poggend  Ann.  Bd.  CVI.  p.  1. 
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auch  in  iHesem  findet.,  wie  Magnus')  nachwies,  die  Tropfenliildang  >l«tt, 
und   zwar  etwas   tiefer  als  dort,  wo   sie  dann  eintritt,  wenn  sieh  Bauch« 
ieigen.    Ein  solcher  cylindriseher  oder  viebnehr    schwach  konischpr  StnM 
bietet  nach  Magnus  ein  BUd,  wie  Fig.  140.   Auch  hiersind 
*■      ■  die  Tropfen  bald  länger  bald  breiter,  aber  die  Formen  ««i- 
seln  nicht  regebnSssig,  sondern  ganz  unregelmBsBlg;  d«fihalb 
ist  der  nicht  mit  Bauchen  versehene  Strahl  auch  an  der  nnhn 
Strecke  nurbreiteraU  an  der  obem.  DieTropfenbildong  ietdi- 
berallen  dieeenStrahlen  gemeinsam,  betrachten  wir  sifliu«i«L 
Die  Tropfenbild ong  ist   Folge  der  beschleunigten  0^ 
schwindigkeit  der  herabfallenden  Fltlisigkeit;  indem  nicltt 
soviel  Flüssigkeit  oben  atinfliesst,  als  nnton  nothwcndig  i*t, 
um  den  Strahl  als  ein  Continuum  zu  erhalten,  daher  zersplit- 
tert der  Strahl  und  dadurch  bilden  sich  in  Folge  der  Cbiif- 
ftächensponnung  Tro[ifen. 

Dass  diese  Erklärung  die  richtige  sei,  folgt  siu  drt 
Beobachtung  des  aus  einem  mit  einer  HatmOffnong  Tef- 
sohenen  Geisse  tropfenweise  ausfliessendeo  Waasers.  Zu- 
nSehst  sammelt  sich  das  Wasser  an  der  Halini'-RniiDg  Ui 
verlängert  sich  dann  in  einen  Tropfen;  darauf  tritt  «in« 
Einschnürung  ein  und  der  Tropfen  fXllt  herab.  Der  hvnif 
fallende  Tropfen  strebt  dann  eine  kngelliirmige  OesUJt  in- 
)iiinehmen  und  dabei  oscillirt  er,  so  dass  er  abwechselnd  i> 
die  LSnge  gezogen,  abwechselnd  abgeplattet  erscheint.  Du 
Einschnürung  bildet  dann  mehrere  kleine  Tropfen,  h 
diesem  Falle,  wo  die  Äusflussmenge  von  Anfang  an  nittt 
sü  gross  ist,  um  einen  continuirlichen  Strahl  zu  tdliiMi 
tritt  die  Tropfenbildung  von  Anfang  an  auf. 
,W.'  •  g  Femer,  Plateau  zeigte,  wenn  man  den  S.  80  besohw- 

L^  A    benen    in    einem   Alkoholgemische  gebildeten   OekylnAr 

r^  S     durch  Entfernung  der  beiden  Drahtkretse,  KwiscUen  il** 

\^l  A    er  gebildet  war,  verlängert,  dass  er  dann,  wenn  mu  «■>' 

iff*  A     gewisse  Grenze  Überschreitet,  lerreiast,   Uniiiittell>ar  lorlw 

f(  ^     bilden  sich  abwechselnde  Einschnürungen    und  Anncli««!- 

*     lungen,  deren  letztere  grosse  Tropfen  bilden,  wülirvod  <" 
E  A    ^'*"^  ^^'*  Einschnürungen  kleine  Tropfen  auftreten.    AI» 

^    auch  hier,  wo  die  Flüriaigkeit  nicht  mehr  ausreicht,  «■ 
A  A     einen  continuirlichen  Oylindor  zu  bilden,  dieselbe  Tropf* 

bitdung  in  Folge  der  Obcrflilchen.-'pumung.  Wenn  ntm  <• 
allen  aus  kreisCiIrmigen  Oeffaungen  ausflies.si'nden  StnW* 
die  Tropfcnbildimg  das  Genieiusame  ist,  so  müssen  noch  bi-soniUr«  Va- 
stSnde  auftreten,  nm  einmal  die  regelmassige  Folge  dersellxn  henmn»- 
bringen,  ein  andei-mul  nicht.  Sarart*)  und  Magnus^}  haben  diMe  tuAgt- 
wiesen;  sie  zeigten,  dass  der  Strahl  die  Gestalt  Fig.  UO  hat,  wBili  *• 
AueltuBsü&nng  gaR2  ruhig  ist  und  keine  witternde  Bewegung  bofdl«!.  ^ 
aljer  jedesmal,  wenn  man  derselben  eine  witternde  regelmlUsige  B«*«ff™Ä 

')  Moffnun  a.  u.  I). 
n  Sararl  a.  a.  1). 
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mittheilt,  die  Bäuche  auftreten.  Savart  hing,  um  dieses  zu  zeigen,  das 
Gefiteg  an  Fsden  schwebend  auf,  so  dass  es  nicht  erschüttert  werden  konnte 
uod  der  Strahl  hatte  die  Gestalt  Fig.  140,  wurde  aber  durch  das  An- 
streichen eines  Yioloncells  in  der  Nähe  das  Geföss  und  damit  die  Boden- 
platte in  regelmässige  Vibrationen  gebracht,  so  traten  sofort  die  Bäuche 
in  schönster  Begelmässigkeit  auf.  Magnus  zeigte  dasselbe  durch  einen  noch 
eatacheidenderen  Versuch.  Die  Ausflussöfiiiung  wurde  in  eine  Messing- 
scheibe eiligeschnitten,  und  diese  durch  eine  Kautschukröhre  auf  eine  Hülse 
befestigt,  welche  aus  dem  Boden  des  mit  Flüssigkeit  versehenen  Gefässes 
herabging.  Die  Messingscheibe,  in  der  sich  die  Ausflussöffnung  befand,  wurde 
dum  auf  ein  Paar  fijssen  von  Wolle  gelegt,  die  auf  eine  feste  Unterlage 
gelegt  waren.  Wurde  nun  das  Gestell ,  auf  dem  das  Ausflussgefäss  stand, 
in  eine  regelmässige  vibrirende  Bewegung  versetzt,  so  zeigten  sich  keine 
fiänche,  weil  die  Vibrationen  des  Gef&sses  sich  nicht  durch  den  Kautschuk 
m  Bodenplatte  fortpflanzen  konnten;  wenn  aber  die  Platte,  in  der  die 
Ansflussöffnung  angebracht  war,  mit  dem  Gestell  in  feste  Verbindung  ge- 
bracht war  und  somit  vibrirte,  so  traten  sofort  die  Bäuche  auf. 

Wie  nun  in  Folge  dieser  Vibrationen  das  regelmässige  Abreissen  der 
Tropfen  und  damit  die  Bäuche  entstehen,  erklärt  Magnus  folgendermassen. 
Indem  der  Rand  der  Ausflussöffnung  regelmässig  auf  und  niedergeht,  wird 
die  Geschwindigkeit  des  ausfliessenden  Strahles  abwechselnd  beschleunigt 
Bnd  verzögert.  Durch  diese  abwechselnden  Beschleunigungen  und  Verzö- 
genmgen  entstehen  die  abwechselnden  Anschwellungen  und  Einschnürungen, 
die  in  grösserer  Tiefe  die  Trennung  in  einzelne  regelmässige  Tropfen  zur 
Folge  haben.  Sind  diese  abwechselnden  Beschleunigimgen  und  Verzögerungen 
f  nicht  vorhanden,  so  fehlen  die  Bäuche  \md  das  Abreissen  findet  in  grösserer 
Entfernung "  von  der  Oeffnung  imd  viel  weniger  regelmässig  statt..  Wahr- 
scheinlich trägt  die  geringere  Entfernung,  in  welcher,  wenn  Bäuche  vor- 
handen sind,  die  einzelnen  Massen  abreissen,  nicht  unwesentlich  zu  jener 
Begelmässigkeit  bei,  da  alle  Bewegungen  in  einem  Strahl  in  geringerer 
Ibtfemung  von  der  Oeffnung  regelmässiger  sind  als  entfernt  davon. 

Noch  auffallender  und  interessanter  zum  Theil  sind  die  Formen,  welche 
Plflssigkeitsstrahlen  bilden,  wenn  sie  durch  fes^e  Körper  oder  andere  ent-- 
gegenkommende  Strahlen  gestört  werden;  man  sieht  diese  Erscheinungen 
häufig  in  Gärten  als  Zierrath  benutzt.  Das  Wasser  wird  nämlich  von  den 
festen  Körpern  nicht  regelmässig  zurückgeworfen,  wie  wir  das  bei  den 
festen  Körpern  fanden,  sondern  breitet  sich  in  oft  höchst  sonderbaren 
Formen  aus.  Es  würde  uns  jedoch  zu  weit  führen,  darauf  einzugehen,  des- 
halb verweisen  wir  auf  die  Abhandhmgen  von  Magnus^)  und  Savart^). 


Drittes  Kapitel. 
Von  den  gasförmigen  Körpern. 

§.87. 

Allgemeine  Beschaffenheit  der  Gase.    Wir  lernten  in  §.  48  ausser 
der  festen  und  flüssigen  Aggregatform  noch  eine  dritte  kennen,  in  welcher 


')  Magnus  a.  a.  0.  und  Poggend.  Ami.  Bd.  LXXX.  p.  1.  Bd.  XCV.  p.  1. 
*)  Sav(Mrta.a..O.  und  Ann.  de  chiui.  ot  de  phys.  T.  LIV.p.65  und  p.  1 1.3.  T 
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Kflrper  vorfennmien  kfinnen,  ilie  i^attii'fraige.  Diese  definirten  wir  dsfain, 
clasa  Hie  wedf>r  eine  eelbütJlndige  Oeijtalt  wie  die  fugten  Klirp«!',  noch  ein 
HelbstBndiges  Vnliunen  wie'  die  flÜEHigen  Körper  beBity.en,  sondern  nid)  bo- 
weit  ausbreiten,  his  ein  Unsseres  Hinderniss  sie  eurüvkbiilt. 

Wir  können  itns  leirbt  <1nrch  lieobaclitnng  und  VersDche  duvon  OW- 
Kougen,  ilaäs  wir  überall  von  einem  KfJr|)er  dieser  A^Ki'SKOtfoi'ni ,  der  Liilti 
umgeben  Bind;  wir  athnien  sie  ein,  fUblen  ibre  Strüniiingen  im  Winde 
imd  ihren  Widerstand  bei  raseben  Bewegimgen. 

Wenn  man  eine  scbeinbar  leere  Glocke  so  in  Wasser  taucbt,  dass  iirm 
ganze  Basis  ungleich  die  Wasserfläche  beillhrt,  so  vermag  nur  wenig  Wosne-w 
in  die  Glocke  einzudringen,  aucli  wenn  wir  sie  so  tief  in  das  Wasser  bineis^- 
ilrlleken,  das«  sie  ganz  nnter  Wasser  steht.    Wir  müssen  daraus  seliliesMP'Ks 
dasa  die  Glocke  mit.  etwas  ei-fülU.  ist,  was  dein  Eindringen  den  Wasser»  »icz^l 
entgegensetzt.     Neigen  wir  nun  die  Glocke,  indem  wir  aber  dafllr  iiorg^~3r 
ilass  die  ßaeis  derselben  stets  unter  Wasser  hlelbt,  so  weit,  diMs  das  Ni?cg~^ 
der  in  die  Glocke  eingedrungenen  FllVss^keit  an  einer  Stelle  den  Rand  ti.  -^ 
Glocke  nicht  mehr  erreicht,  so  sehen  wir  bei  fernerem  Niedordrtlcten,  i^ 
ans  ibr  durch  das  Wasser  grosse  Blasen  aufsteigen  und  wie  dann  dai*  Woss« 
höher  in  die  Glocke  einäteigt.    Noch  deutlicher  wird  dieser  Versuch,  w« 
wir  die  Glocke  oben  mit  einem  Halm  versehen.     So  lange  der  Hahn  f^ 
schlössen  ist,  kann  das  Wasser  in' die  Glocke  nicht  eindringen,  ilfi'n^n  -^ 
aber  denselben,  so  dringt   beim  NiederdrQcken   das   WnHser  ein,  zugloi' 
bemerken  wir  aber,  wie  aus  der  Hahnöfinimg  die  Luft  liervord ringt,  ind^ 
wir  ihren  Stoss  fUhlen,  oder  sehen,  wie  IciehtiC  Kffrperchen  durch  den  U^^:^ 
voniringtpden  Lnftstrnm  fortgerissen  werden. 

Dieser  Versuch  bewei.-<t  auf  tlaj*  evitlentflste  sowolil  das  Vorhantlen*^£j 
aU  du  Köqierlichkeit  der  Luft,  indem  er  uns  bewei.'^t,  dass  in  einen  Sxa£ 
Luft  erAlllt«n  Raum  ein  anderer  Köqier  nicht  eindringen  kann- 

Durch  einen  ebenso  einfachen  Versuch  können  wir  uns  nun  (llierzea^i^ 
da^  die  Luft  eine  Flüssigkeit  ist,  dass  ihre  Theile  frei  beweglich  ^ind.  Doiq 
kehren  wii-  die  Glocke  um,  so  dasa  ihre  Basis  nach  oben  gerichwt  int,  h> 
können  wir  flllssige  und  feste  Körper  leicht  hineinbringen.    Die  eingübracJittm 
Körper  verdrlingen  die  Luft  ebenso  leicht,  wie  eine  Flüssigkeit,  indiemu 
Hie  eintaucht,  oder  wie  eine  schwerere  die  leichtere  Flüssigkeit  verdrftq^, 
mit  welcher  sie  sich  nicht  mischt.    Wir  müssen  dalier  die  Luft  als  eine  FIB*- 
sigkeit  betrachten  und  ihren  TheÜen  dieselbe  &eie  Beweglichkeit  xusclirDilia^ 
wie  den  einzelnen  Theilen  der  Flüssigkeiten. 

Dasselbe  zeigt  uns  der  geringe  Widerstand,  den  die  B^weipinS  ^ 
Körper  in  einem  mit  Luft  ei-fUllten  Räume  erfilhrt,  der  n(H:\,  „„,  «eV« 
geringer  ist  als  der  Widerstand,  den  eine  Bewegimg  in  <^inem  j^j|  VW*^8' 
keil  erflUlten  Kaume  findet. 

Dasa  die  Luft  kein  selbständiges  Volumen  be8\li;t,7*igt  »  ij(wdrt^'**" 

such.    Man  kann  eine  Blase  leicht  mm  Theil  mit  L^ft  mMI^s^  ^t^ti»*-'*" 

ä  dann  in  eine  Glocke,  aus  der  wir  durch  einea    »^«e»  iVx -^    M'^^'l'^ 

Apparat,  die  Luftpumpe,  die  Luft  fortschaffen  krt^^'^««.,  w  i^/^j.S*'* 

Blwe  entliallcne  Luft  dtts  Bestreben,    sich  a«szi»--,Ä(\i^^,\^-vR'*     Je*  ^ 

^bald  voll.ittfQdig  gespannt  ist,  imd  selbst,  dn^  ^li^^  ^VjiWi  ^*  i^S^^ 

'"  r  ringeschlüMsenen  Liifl  zersprengt  werd-  Ä\i!W^^3*^     »jä^ 
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I^le  Luft  hat  demnach  keine  »elbätUndige  Gestalt,  »ie  dehnt  sich  aus, 
7^  sich  ihrer  Ausdehnung  ein  äusserer  Widerstand  entgegensetzt.  Da  nun 
7^^elbe  eine  Flüssigkeit  ist,  so  nennt  man  sie  dieser   Eigenschaft  wegen' 

^^e  ausdehnsame  Flüssigkeit,  eine  exi)ansibele  Flüssigkeit,  und  die  bisher 

^^^nichteten  Flüssigkeiten  im  Gegensatz  dazu  tropfbare. 

§.  88. 

Eigenschaften  der  Gase,  welche  sie  mit  den  Flüssigkeiten  ge- 
t^jnsam  haben.  Da  die  Gase  Flüssigkeiten  sind,  so  folgt,  dasH  sie  eine 
öiiie  von  Eigenschaften  besitzen,  welche  wir  an  den  Flüssigkeiten  kennen 
^Xemt  haben.  Zunächst  sind  sie  schwer  wie  alle  Körper.  Um  dieses  durch 
tten  einfachen  ohne  weiteres  verständlichen  Versuch  nachzuweisen,  nehmen 
Ij*  eine  mit  einem  Hahne  versehene  Glaskugel  von  leichtem  Glase,  welche 
elleicht  5 — 10  Liter  Inhalt  hat  (Fig.  130),  hängen  sie  an  eine  empfind- 
ilie  Wage  und  bestimmen  ihr  Gewicht.  Wenn  wir  dann  die  Kugel  auf 
XL  bereits  vorhin  erwähnten  Apparat  bringen,  mittels  dessen  wir  die  Luft 
La  ihr  entfernen  können,  und  die  Luft  aus  ihr  fortnehmen,  so  zeigt  eine 
Mie  Wägung,  dass  nach  Fortnahme  der  Luft  die  Kugel  leichter  geworden 
b,  und  zwar  bei  einer  Capacität  von  10  Liter  um  ungefähr  10  Gramm. 

Die  Luft  und  ebenso  alle  Gase,  welche  uns  die  Chemie  kennen  lehrt, 
nd  demnach  schwer  wie  alle  Flüssigkeiten. 

Wie  bei  den  Flüssigkeiten  iiur  dann  Gleichgewicht  war,  wenn  der  Druck 
if  ein  Flüssigkeitselement  im  Innern  von  allen  Seiten  derselbe  war,  so 
Lieh  bei  den  Gasen;  im  Zustande  des  Gleichgewichts  erhält 
^des  Gasmolekül  von  allen  Seiten  den  gleichen  Druck;  ist 
erselbe  in  einer  llichtung  gestört,  so  tritt  eine  Bewegung  ein. 
Kes  zeigt  sich  schon  in  dem  zuerst  erwähnten  Versuche  mit 
er  Glocke.  Als  der  Hahn  geöifnet  wurde ,  während  dieselbe 
tt  die  Flüssigkeit  eingedrückt  war,  trat  sofort  ein  Ausströmen 
ier  Gase  ein,  da  der  von  unten  nach  oben  auf  das  in  der 
»locke  befindliche  Gas  wirkende  Druck  grösser  war  als  der 
ron  oben  nach  unten  gerichtete  Druck.  Von  unten  nach  oben 
bückte  die  über  dem  Flüssigkeitsniveau  imter  der  Glocke 
erhobene  Flüssigkeitsschicht,  und  vielleicht  ein  äusserer  auf 
ier  Flüssigkeit  lastender  Druck;  von  oben  nach  unten  nur 
fieser  letztere;  deshalb  drang  die  Luft  aus  der  Hahnöffnung 
bervor. 

Wenn  wir  auf  ein  in  einem  Gefässe^eingeschlossenes  Gas 
durch  einen  dem  GefUsse  genau  anpassenden  Kolben  einen 
Druck  ausüben,  so  miiss  wegen  der  flüssigen  Natur  der  Gase 
dieser  Druck  sich  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  fort- 
pflanzen, es  muss  demnach  jedes  Flächensttick  von  gleicher  Grösse  auch 
bitten  gleichen  Druck  erfahren.  Da  nun  die  Gase,  wie  wir  sahen,  schwer 
sind,  80  muss  sich  alles  das,  was  wir  bei  den  der  Schwere  unterworfenen 
Rftssigkeiten  fanden,  auch  hier  und  besonders  in  der  uns  umgebenden 
atmosphärischen  Luft  wiederholen. 

Denken  wir  uns  zu  dem  Ende  einen  mehrere  Meilen  hohen  Cylinder  über 
fie  Erde  erhoben,  vollkommen  verschlossen  und  vollständig  mit  Gas  erfüllt, 
^  zerlegen  wir  dieses  Gas  in  lauter  sehr  dünne  horizontale  Schichten,  so 


Fig.  in. 
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kennen  wir  diese  als  obenaoviele  Kolben  betrachten,  welche  anf  das  darunter 
liegende  Gas  drücken.  Der  Dnick  wii-d  daher  von  oben  nach  onten  zu- 
nehmen;'in  irgend  einer  Schicht  aber  auf  ein  gleiches  FlfichenstOck  überall 
gleich  »ein  müssen,  und  zwar  nach  allen,  Richtungen  gleich,  ebenso  nach 
allen  Seiten  auf  die  WSnde  des  Cylinders,  als  auch  nach  oben  oder  nach 
unten;  dereolbe  ist  gleich  dem  Gewichte  der  über  dieser  Flache  befindlichen 
Luftsäule.  Dieser  Druck  ist  ganz  unabhängig  von  der  Fprm  oder  der  GrAsse 
des  Cylinders,  vorausgesetzt  nur,  dass  seine  Höhe  dieselbe  bleibt.  Dieser 
letztere  Umstand  ist  von  bedeutender  Wichtigkeit,  da  wir  dadurch  berech- 
tigt sind,  unsere  Schlüsse  auf  die  unsere  Erde  umgebende  Atmosphäre  aus- 
zudehnen. Die  Atmosphäre  ist  eine  Luftmasse,  welche  sich  ringe  am  die 
Erde  als  eine  Schicht  von  etwa  8  Meilen  Dicke  herumlegt,  und  welche, 
wie  die  Chemie  uns  lehrt,  ein  Gemenge  zweier  gasft!nniger  Körper  ist,  von 
Sauerstoff  und  Stickstoff.  Nach  den  vielfachsten  Analysen  enthält  sie  an 
wenig  mehr  als  79  Theile  Stickstoff  (70,03)  und  nahe  21  Theile  Sauer- 
stoff (20,97),  und  ausserdem  noch  geringe  Mengen  eines  andern  Gases,  der 
Kohlensaure,  und  etwas  Wasserdampf.  Man  nimmt  an,  die  Atmosphirs 
sei  von  einer  letzten  Schicht  begrenzt,  welche  wegen  ihrer  geringen  Dick- 
tigkeit  und  der  Centrifugalkraft  auf  die  darunter  liegenden  Schichten  keinm 
Druck  ausübt.  Denn  die  Luft  nimmt  an  der  Umdrehung  der  Erde  Tbeil,  Kit 
ist,  Störungen  abgerechnet,  weiche  durch  Temperatur differenzen  bewirkt,' 
in  Luftströmungen  sieh  zeigen,  in  Bezug  auf  die  Punkte  der  Erdoberflädie 
unbeweglich.  Mit  der  Höhe  Über  der  Erde  muss  daher  die  ccntrifiiB»!« 
Beschleunigung  zunehmen,  und  deshalb  in  einer  gewissen  leicht  zu  berecb- 
nenden  Entfernung  von  der  Erde  der  Schwere  gleich  werden. 

Wir  können  demnach  die  Atmosphäre,  indem  wir  von  jenen  Störung« 
absehen,  als  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  FlUssigkeitameer  betrachioi, 
auf  dessen  Boden  wir  leben,  von  constanter  Höhe,  und  welches  alle  je» 
Wirkungen  hervorbringt,  welche  eine  tropfbare  Flüssigkeit  von  geringer 
Dichte  hervorbringen  würde.  Jede  Flache  eröhrt 
demnach  einen  Druck,  der  dem  Gewichte  der  Ober 
ihr  befindlichen  Luft  gleich  ist;,  derselbe  ist  constant 
in  Schichten,  welche  mit  der  Erdoberfläche  parallel 
sind;  er  vermindert  sieh,  wenn  wii-  emporsteigoi,, 
nimmt  zu,  wenn  wir  uns  der  Erde  nähern.  An  jede» 
Orte  ist  der  Druck  auf  gleiche  FlächenstUcke  derwlba, 
wie  sie  auch  gerichtet  sind,  und  bei  verschieden« 
Flächen  stücken  ihrer  Grösse  proportionaL  Er  mva 
ferner  derselbe  sein  im  Zimmer  wie  in  freier  Luft, 
an  einer  und  derselben  Stelle  bis  auf  die  Tl)^ 
9  hin  erwähnten  Störungen  constant  sein. 

Ehe  vrir  dazu  übergehen,  diesen  Druck  zu  rnesM». 
wird  es  gut  sein,  vorher  die  den  Gasen  nndFlnsig- 
keiten  gemeinsamen  Eigemicbaften  noch'  wei(«i  n 
betrachten. 

Sowie  ein  in  Wasser  getauchter  Küri>er  an  Gewicht  verliert,  so  wirf 
auch  stets  ein  Thcil  des  Gewichtes  der  Körper  von  der  Luft  getragen;  in** 
der  von  der  Luft  umgebene  Körper  ebenso  einen  an  seinem  SchweipisW 
SüfTeifenden  nach  oben  gerichteten  Druck  erhält,   der  dem  Gewicht  J* 


1 


AmhimediicheB  Prinidp  bei  Gasen. 

ron  ihm  verdrängten  Luft  gleich  ist.  Der  experimentelle  Naohwois  ti 
3»tuis  ist  nicht  schwierig,  jedoch  begnügen  wir  uns  hier  damit,  nKchzii- 
iveüen,  daes  Überhaupt  ein  Gewichtaverlust  vorhanden  iat,  und  sehen  die 
Glr&äü  desselben  ula  diiroh  die  frtlhern  Lebron  bewieaea  an.  Wir  wenden 
lu  dem  Endo  eine  kleine  Wage  an-(Fig.  l^a),  deren  Balken  an  der  einen 
fteitc  eine  grosse  hohle  Kugel  von  dünnwandigem  Gla^e  trSgt,  während  an 
der  andern  Seite  ein  kleines  Gewicht  ihr  das  Gleichgewicht  hBlt.  Dieses 
kleine  Gewicht  iat  auf  seinem  Wagbalken  verachiebbar,  und  man  hängt  es 
daau  BO,  dasH  es  der  Kugel  in  dar  Luft  genau  das  Gleichgewicht  hält. 
D&nuf  bringt  man  dienen  Apparat  unter  die  Glocke  einer  Lnftpumpe,  und 
Bimmt  die  Luft  unter  der  Glocke  fort.  Man  sieht  dann,  wie  sich  allmählich 
<ler  Wagballcen  nach  der  Seite  der  Kugel  neigt,  ein  Beweia,  daES  sie  schwerer 
.  wird.  Die  mit  dem  kleinen  Gewichte  gleich  achwere  groaee  Kugel  verliert 
>a  der  Lult,  da  eie  eine  grössere  Menge  Luft  aus  der  Stelle  drängt,  mehr 
an  Gewicht  als  das  kleine  M est singge wicht;  die  Gewichtszunahme,  wenn  die 
Itiifl  fortgonommen  wird,  ist  daher  bei  ihr  grSsaer  als  bei  dem  kleinen 
»le  wicht. 

Eine  wichtige  Folgerung  aus  diesem  Satne  i^t  ilie,  dass  uns  die  Wage 
oiclit  diu  wahre  Gewicht  der  Körper  gihl,  sondern  nur  die  DiRerenz  zwischen 
dem  Gewicht  des  Körpers  und  dem  der  verdi'Sngten  Luft.  Nennen  wir  das 
Wahre  Gewicht  des  Körpers  P,  jenes,  welches  iLn»  die  Wage  angibt,  l",  das 
^"»luinen  de^s  Körpers  v,  imd  dus  spccitlsche  Gewicht  der  Luft  ,«,  so  haben 
wir 

l'  =  P-  +  v.s, 


'■"'ein  V  .  H  dttM  Gewicht  der  verdrängten  Luft.  ist.  Da  indess  auch  die  Ge- 
•Jchte,  welche  den  Körper  uhwägen,  ein  Volumen  v  Luft  verdrängen,  so 
""•■«en  wir,  um  das  wahre  Gewicht  P  v.u  erhalten,  noch  das  Gewicht  p' .  3 
''*'■   ifon  diesen  verdrängten  Luft  abgehen,  so  daas 

/>=  f  +  „..,-,'.;,=  i>  +(„_«')  .'. 

Man  sieht,  damiuh  kann  das  wahre  Gewicht  grösser  mler  kleiner  sein 
"J**    «Jas  scheinbare,  je  nachdem  v  >  1'  oder  t'  <  v  ist,  das  heisst,  je  nach- 
*****    dfu    Vnlnmen    des    abzuwltgendon    Körpers    oder    das   der  Gewicht« 
^■**»*Ber  ist, 

Diese  Uorrection,  weklie  wir  anbringen  mllasen,  um  das  wahre  Ge- 
'"'^'fet  eines  Köri)ers  zu  erhalten ,  können  wir  erst  späf  er  in  der  Wärmelehre 
'^llxtändig  tiestbiimen,  da  die  Grösse  s  sich  tiehr  bedeutend  mit  der  Tem- 
**'*»^tnr  der  Luft  ändert  Hier  sei  nur  soviel  erwähnt,  dass  bei  der  Tem- 
^"^»■«ttir  des  schmelzenden  Kises  und  760™°  Harometerstiind  das  Gewicht 
^*>*a  Lit^r  ( 1 1>00  Cent.  Cii1>.)  Luft  nach  den  Verbuchen  von  Regnault  1  '",t9:i 
^t*ägt,  daa  specifisihe  Gewicht  ,v  drr  Lutl  also  Ü,iiiil^o»  ist. 

Eine  weitere  wichtige  Folge  ans  obigem  Sutae  ist  die,  dass  in  der 
^Qft  gerade  so  wie  im  Wasser  Körper  Bchwimnien  können,  weon  da*  Ge- 
^idit  der  von  ihnen  aus  der  Stelle  godrilngten  Lufl  grösser  ist  aU  ihr 
^MlenM  Gewicht.  Nennen  wir  s  das  speciflsche  Gewicht  der  Luft,  s  das 
'^es  Körpers  vom  Volumen  v,  so  ist  gerade  wie  g.  66  v  (s  —  s)  das  Ge- 
dieht, welches  die  Körper  fallen  macht.  Ist  mm  /  >  s,  so  filUt  der  Kör- 
V«t:  »ur  £xde  nieder,  ist  s'  =  «,  so  befindet  er  sich  in  det  Luit  ixu  Oleich- 
80  steigt  er  in  der  Luft  anL 
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iliuraiis  geht  hi-rvor,  ilas«  in  der  Wirklichkeit  nicht  alle  Körper  glejeii 
»L-haell  fallen  können,  wie  wir  ex  im  oräten  Kapitel  de»  ersten  AI)rc1uuI1«b 
voraussetzten,  tla  die  Kraft,  mit  welcher  nie  üur  Erde  niederfallen,  durch 
die  Einwirkung  der  huft  niodifieirt,  nieht  einfach  ilu'eiu  Gewithte  |ira|ior- 
tional  iüt;  specifiach  leichtere  Kürper  werden  langsamer  fallen  raÜHiicn  tU 
schwerere. 

Wir  werden  aber  in  der  Luftpumpe  ein  Mittel  kennen  bmen,  n 
ItUume  herzustellen,  <lie  keine  oder  nur  sehr  wenig  Lull  enthalten  ni 
zeigen,  dasi  in  dienten  ein  Sttickclien  l'apior  ebenso  rasch  fällt,  «Im  t 
Stllckchen  Platin. 

Die  letute  Bedingunff  *'  <  s  kann  man  herstellen,  wenn  uian  Kr(W94 
Ballons  mit  dllnnen  und  leichten  Wunden  mit  erwärmter  Luft  oder  « 
l.!aüe  anfüllt,  welches  epecifisch  leicht«r  ist  als  Luft,  z.  lt.  Wasstu'BtuffK^tJl 
oder  Leuchtgas. 

LTm  die  Kraft,   mit  welcher  der  Ballon  aufsteigt,  zu  erhalten,  1 
wir  nur  von  dem  Auftrieb  des  Ballons  «  («  —  »')  das  Gewicht  p  a" 
Üe^tandtheile  abzuziehen,  wir  erhalttin  also  dafUr 


latten,  Mg 
pallai^H 


B  Gaä,  mit  dem  der  Ballon  gefUlll  ist,  Wasderifloff,  i 


bei  Null  Grad  Teuipcrutur,  und  wir  erhalten 

U,fK>(ll).H7   f  —  p 

fl)r  die  Kraft,  mit  welcher  ein  solcher  Ballon  in  der  Lutl  puiporgetriilrcat 
wird. 

Die  in  neuerer  Zeit  vielfach  benutzten  Luftbaltona  beruhen  auf  dit! 
ßaixe.  Ein  grosser  Sclilauch  von  leichtem  und  doch  dichtem  Zeuge  wird 
mit  einem  leichten  Gase  gelllllt,  so  dass  selbst  nach  Anhängen  eines  Sdiifl* 
chens  etc.  sein  Gewicht  noch  kleiner  ist  als  die  aus  der  Stelle  gnlriagt* 
Luft.  Ein  solcher  Ballon  wird  sich  daher  mit  altem  Zubehör  in  dor  Laß 
erheben. 

Das  Barometer.  Wii-  salien  in  dem  vorigen  Paragraphen,  daw  W*r 
auf  dem  Boden  eines  Lufüneores  ims  beÜnden,  und  dass  deslialb  jede  Flfc** 
einen  ihrer  Cirijbse  proiwrtionalen  Druck  auszuhalten  hat,  der  gleieh  ••* 
dem  Gewichte  der  LuftsSule,  welche  die  Fläche  zur  Baals  bat,  deren  BÄ* 
gleich  ist  derjenigen  der  Atmosphäre.  Es  biet«t  keine  Rchwierigluit,  dI«M 
Thalsache  durch  den  Versuch  nachzuweisen  und  die  Grösse  dies«»  Dmdw 

Füllt  uian  eine  KAhre  von  ungefähr  1  Meter  Litnge  ganx  mit  Qhn^ 
«Über  an,  sohliesst  wie  mit  dem  Finger,  stellt  sie  in  ein  Gefliss  mit  QttMk' 
iiXb«!  wi«  Fig.  US  und  fiffnet  dann  durch  Wegnahme  des  Fin«<T^ '•'• 
Itähre  unter  Quecksilber,  a»  sinkt  da»  Quecksilber  in  der  Hßhre,  ftli«r  b« 
bis  la  eini-m  gewbtsen  Punkte,  so  dass  das  Quecksilber  im  IttDsTii  *f 
'.ühre  •iDgel'&hr  "UO"™  höher  steht  als  ausserhalb. 
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Fig.  113. 


iraus  folgt  nach  den  früher  erkannten  hydrostatischen  Gesetzen,  dass 
äussern  Oberfläche  des  Quecksilbers  ein  Druck  lastet,  der  im  Innern 
ire  nicht  vorhanden  ist  und  dem  die  Quecksilbersäule  von  760"™ 
ichgewicht  hält.  Wir  erkennen  in  diesem  Drucke  auf  die  äussere 
des  Quecksilbers  den  Druck  der  äussern  Luft;  da  wir  durch  die 
mit  Quecksilber  alle  Luft  aus  der  Röhre  vertrieben,  so  ist  dort 
1  äussern  Luftdrucke  gleicher  Gegendruck.  Deshalb  muss  das  Queck- 
fehoben  werden  und  zwar  so  weit,  dass  der 
er  gehobenen  Quecksilbersäule  dem  Luftdrucke 
$t.  Die  gehobene  Quecksilbersäule  misst  also 
vere  einer  ihr  an  Querschnitt  gleichen  Luft- 
deshalb  nennt  man  diesen  Apparat  ein 
ter. 

3  Idee,  mittels  dieses  Versuches  die  Existenz 
Mruckes  nachzuweisen,  rührt  von  Viviani 
her.  Schon  früh  kannte  man  die  Thatsache, 
Röhren,  aus  welchen  die  Luft  ganz  oder  theil- 
rtgenommen  war,  Flüssigkeiten  emporsteigen, 
tte  diese  Erscheinung  zur  Construction  der 
nten  Saugpimipen  benutzt.  Die  Erklärung  der- 
uchte  man  aber  nicht  in  einem  Drucke  der  äus- 
ft,  sondern  in  dem  horror  vacui,  man  nahm  an, 
Natur  einen  Abscheu  vor  dem  leeren  Raum 
id  dass  in  Folge  dieses  Abscheues  das  Wasser 
^umpenröhren  aufsteige,  wenn  durch  Hebung 
[»ens  in  denselben  ein  leerer  Raum  sich  bilde. 
3  Unhaltbare  dieser  Erklärung  wurde  man 
sam,  als  in  Florenz  ein  Pumpenmacher  eine 
npe   herstellte,   deren   Saugrohr  unter  dem 

^ntil  länger  als  32  Fuss  war;  es  gelang  nicht,  mit  derselben  das 
höher  als  nahe  32  Fuss  zu  heben-  Nach  der  frühem  Erklär ungs- 
ätte  man  annehmen  müssen,  dass  die  Natur  nur  bis  zu  dieser 
Lnen  Abscheu  vor  dem  leeren  Räume  hätte.  Galilei,  an  den  man 
nals  wandte,  vermochte  diese  Schwierigkeit  nicht  aufzuklären;  erst 
tiüler  Viviani  erkannte  die  fJrsache  des  Steigens'  des  Wassers.  Er 
weiter,  wenn  der  Luftdruck  das  Wasser  bis  zu  einer  Höhe  von 
3  oder  10,25  Meter  heben  kann,  so  kann  er  das  Quecksilber,  welches 
r  13,5 mal  schwerer  ist,  nur  bis  zu  einer  13,6 mal  kleinem  Höhe 
r  bis  ungefähr  28  Zoll  =  760™°*  heben.  Der  von  Viviani's  Freund, 
i,  ausgeführte  Versuch  bewies  die  Richtigkeit  dieser  Vermuthung. 
zeigte  dann  Pascal  in  der  That,  dass  die  Höhen,  bis  zu  denen  ver- 
le  Flüssigkeiten  in  so  vorgerichteten  Röhren  gehoben  wurden,  ihrem 
;hen  Gewichte  umgekehrt  proportional  seien,  ein  Beweis,  dass  ein 
ites  Gewicht  einer  Flüssigkeit  in  einer  Röhre  von  gegebenem  Quer- 
\  gehoben  wird,  welches  dem  äussern  Drucke  gleich  ist. 
)r  vorhin  beschriebene  Apparat,  das  Barometer  in  seiner  einfachsten 
ist  jedoch  zu  genauen  Messungen  über  die  Grösse  des  Luftdruckes 
eeignet.    Dazu  muss  dasselbe  sorgfältig  hergerichtet  werden. 
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Construotion  des  Barometer.  Damit  das  Barometer  seinen  Zw 
erfülle,  ein  genau  bestimmbares  Maass  des  Luftdruckes  zu  bieten,  muss 
mehreren  Bedingimgen  genügen: 

1)  Muss  das  Quecksilber  vollständig  rein  sein,  da  unreines  QuecksU 
eine  andere  Dichtigkeit«  hat  als  reines  imd  an  den  Wanden  der  Glasrö] 
adhärirt. 

2)  Die  Barometerröhre  muss  ganz  rein  sein. 

3)  In  dem  über  dem  Quecksilber  befindlichen  Baume  des  Barome 
darf  keine  Luft  sein. 

1.  Um  der  ersten  Bedingung  zu  genügen,  muss  man  das  kSuflii 
Quecksilber,  welches  stets  eine  geringe  Menge  Oxyd  und  fremde  Meta 
enthält,  reinigen.  Das  beste  Verfahren  dazu  ist,  dass  man  das  Quecksill 
in  einer  starken  Glasflasche  mit  stark  verdünnter  Salpetersäure  dauei 
und  heftig  schüttelt.  Man  setzt  das  so  lange  fort,  bis  sich  das  Quecksül 
in  der  verdünnten  Säure  in  ganz  kleine  Kügelchen  zertheilt,  so  dass  ( 
Flüssigkeitsgemenge  beim  Schütteln  als  eine  gleichförmige  graue  M& 
erscheint.  Dann  giesst  man  die  verdünnte  Säure  ab  und  füllt  statt  ik 
destillirtes  Wasser  in  die  Flasche  und  schüttelt  wieder.  Das  Wasser  w 
mehrmals  und  zwar  so  lange  erneuert,  bis  das  abgegossene  Wasser  dur 
aus  nicht  mehr  sauer  reagirt;  man  überaeugt  sich  davon  durch  Prüfung  i 
Lacmuspapier.  Das  so  gereinigte  Quecksilber  wird  dann  zimächst  mit  Flie 
papier  möglichst  getrocknet  und  dann  in  eine  ganz  reine  Porcellanschi 
filtrirt.  Dieses  geschieht  am  bequemsten,  indem  man  nach  gewöhnlicl 
Art  ein  Filter  macht,  und  in  dieses  imten  an  seiner  Spitze  mit  einer  fein 
imd  reinen  Nadel  mehrere  sehr  kleine  Oeflfnungen  einsticht,  so  dass  d 
Quecksilber  in  ganz  feinen  Strahlen  durchfliesst.  In  der  untergestellt 
Porcellanschale  darf  das  Quecksilber  dann  durchaus  keine  Flecke  mach« 
thut  es  das,  so  muss  es  mehrmals  filtrirt  werden.  In  den  meisten  PsU 
erreicht  man  wenigstens  dadurch  seinen  Zweck,  wenn  die  vorhergehend 
Operationen  vorsichtig  durchgeführt  waren.  Um  es  vollständig  zu  trocluM 
wird  es  dann  über  einer  Weingeistlampe  oder  Bimsen'schen  Gaslampe  v( 
sichtig  gelind  erwärmt. 

2.  Um  die  Röhre  vollständig  zu  peinigen,  spült  man  dieselbe  zuej 
mit  kochender  Salpetersäure  aus  und  darauf  mehrfach  mit  Wasser  nac 
um  jede  Spur  von  Säure  aus  der  Röhre  fortzuschaffen.  Darauf  wird  c 
Röhre  scharf  getrocknet  und  an  der  einen  Seite  gut  rund  zugeblasen. 

3.  Die  Füllung  mit  Quecksilber  geschieht  am  besten  so,  dass  man  a 
die  ziemlich  stark  erhitzte  Röhre  einen  sehr  feinen  Trichter  aufsetzt,  d 
nahe  bis  zum  imtem  Ende  der  Röhre  reicht,  imd  nun  trocknes  und  ebe 
falls  stark  erwärmtes  Quecksilber  eingiesst.  Aber  selbst  wenn  man  d( 
Trichter  in  eine  Capillarröhre  auszieht  und  durch  aufinerksames  NachfiÜl< 
mit  Quecksilber  das  Mitreissen  von  Luftblasen  verhindert,  wird  man  h 
immer  zwischen  Quecksilber  imd  Glaswand  eine  Menge  kleiner  LoftblaM 
erblicken,  welche  durch  vorsichtiges  Schütteln  und  Klopfen  nicht  wcgxi 
bringen  sind.  Man  muss  deshalb  das  Barometer  auskochen,  eine  Operati« 
die  wegen  der  hohen  Temperatur,  bei  welcher  das  Quecksilber  kocht  m 
der  schlechten  WärmeleitungsfUhigkeit  des  Gkses  ziemlich  schwierig  i^ 
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l  bei  der  die  Barometer  leicht  verunglücken.  Hat  man,  wie  es  jetzt 
tst  in  den  Stftdten  der  Fall  ist,  Gas  zu  Gebote,  so  kann  man  die  Operation 
Dolich  ge&hrlos  und  sicher  mittels  der  Bunsen  sehen  Gaslampe  auf  fol< 
nde  Weise  ansfELhren. 

Man  füllt  das  herzustellende  Barometer  ungefähr  bis  zu  einem  Drittel 
HCT  Höhe  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  mit  Quecksilber  und  klemmt 
B8elbe  vertical  in  ein  Stativ  ein-  Das  Stativ  mit  dem  Barometer  stellt 
in  dann  in  eine  grosse  Wanne  von  Porcellan  oder  nicht  verzinntem  Eisen- 
ßch,  Schwarzblech,  mit  ziemlich  hohen  Wänden;  damit,  wenn  vielleicht 
s  Bohr  beim  Kochen  zerspringen  sollte,  das  auslaufende  Quecksilber  in 
nelben  angesammelt  wird.  Darauf  erhitzt  man  sehr  vorsichtig  mit  kleiner 
limme  die  untere  Spitze  der  Bohre,  indem  man  mit  der  Hand  die  Flamme 
aner  unter  der  Wölbung  des  Rohres  umherftihrt.  War  die  Röhre  und 
M  Quecksilber  vorher  ziemlich  warm,  so  hat  man  bei  einiger  Vorsicht  ein 
pringen  der  Röhre  nicht  zu  fürchten.  Nach  und  nach  macht  man  dann 
ii  Flamme  durch  weiteres  Aufdrehen  des  Gashahns  grösser  imd  bald 
1^^  dann  das  Quecksilber  an  der  Spitze  an  zu  kochen.  Dies  ist  der  ge- 
lbste Augenblick,  da  bei  zu  raschem  Kochen  die  Dampfl)lasen  zu 
werden,  die  ganze  Quecksilbersäule  emporheben,  und  dann  beim  Zu- 
len  derselben  leicht  die  Glasröhre  zerschmettert  wird.  Man  muss 
Ib,  sobald  man  die  ersten  Dampfblasen,  die  immer  klein  sind,  sich 
sieht,  die  Flamme  etwas  kleiner  machen  und  mit  doppelter  Vorsicht 
len,  nm  das  stossweise  Kochen  zu  verhindern.  Nach  einiger  Uebung 
68  nicht  schwer,  ein  ruhiges  Kochen  zu  erzielen.  Hat  man  die  Spitze 
soBgekocht,  so  geht  man  mit  der  Flamme  an  der  Röhre  hinauf,  indem 
sie  immer  um  die  Röhre  herumführt,  und  kocht  die  hohem  Theile  der 
aber  nur  bis  ungefähr  5^™  unter  der  Oberfläche  derselben,  um  zu 
irtindem,  dass  das  siedende  Quecksilber  mit  der  äussern  Luft  in  Be- 
ttmng  kommt,  da  hierbei  sonst  eine  theilweise  Oxydation  des  Queck- 
fters  eintritt,  und  das  gebildete  Oxyd  sich  im  Quecksilber  auflöst  und 
'  Tcninreinigt.  Ist  das  Kochen  soweit  vorgeschritten ,  so  unterbricht  man 
'  und  füllt  das  Rohr  bis  zum  zweiten  Drittel  mit  trocknem  imd  heissem 
»ecksilber.  Man  fftngt  dann  etwas  unter  der  Stelle ,  an  der  man  vorhin 
«  Kochen  beendigte,  wieder  an  vorsichtig  zu  erhitzen  und  verföhrt  wie  vor- 
IL  Ist  auch  der  Theü  ausgekocht,  so  füllt  man  das  Barometerrohr  voll- 
liidig,  bis  vielleicht  2®™  unter  dem  obem  Ende  an  und  kocht  auch  dieses 
ftck  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  aus,  indem  man  immer  stoss- 
siseß  Kochen  vermeidet  und  verhindert,  dass  das  siedende  Quecksilber  mit 
Jt  Luft  in  Berühnmg  kommt. 

Man  vertreibt  auf  diese  Weise  alle  Luft  und  alle  Feuchtigkeit,  welche 
sHier  noch  in  der  Röhre  waren,  indem  sie  am  Glase  adhärirten,  und  erkennt, 
b  das  Barometer  wirklich  gelimgen  ist,  daran,  dass  man  in  der  ganzen 
^udehnnng  desselben  keine  Blase  zwischen  Glas  und  Quecksilber  wahr- 
immt,  und  dass  das  Rohr  wie  ein  vollkommener  Spiegel  aussieht. 

Nach  dieser  Methode  kann  man  es  leicht  dahin  bringen,  dass  nur 
fi^tten  ein  Barometer  missUngt,  imd  zugleich  ist  sie  ziemlich  ungefährlich. 
Bekanntlich  sind  die  Quecksilberdämpfe  giftig,  und  man  muss  sich  hüten, 
lie  einznathmen.  Springt  das  Barometer,  so  löscht  man  die  Flamme  äugen- 
t&Uich  durch  Zudrehen  des  Gashahns,  und    auf  der  Wanne  von  Blech 
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kühlt  sich  dfls  Quecksilber  fa^tt  momentati  ab,  so  dann  mir  wenig  DSmpft 
sich  entwickeln;  hat  man  aber  das  Rohr  nach  sonatigen  MethoOen  ii 
geneigte  rostartige  Rinne  gelebt  und  durch  glühende  Köhlern  erhity.t,  tn  M 
hei  einem  Zerspringen  des  Bohree  die  maütienhuIXe  Entwicki'ltin^  « 
DSniiifen  wohl  kaum  tu  vermeiden.  Ueherdies  hat  man  hei  der  «nffrgpl'or 
Methode  die  Erhitaitng  weit  hesser  in  seiner  Gewalt. 

Taiipenot  giht  eine  Vorsieht  smassregel,  welche  das  Kochen  »ehr  w 
luiuhtert  (Anaal.  de  chim.  et  de  phys,  TU.  Serie.  Tome  XLIX  |i.  911.  T 
»ehlügt  vor,  die  Ilöhre  nngef^ihr  10°*°  lUnger  zu  nehmen,  aU  mu  i 
sputer  bedarf,  in  dem  8tOcke  einige  Verengerungen  an/iiliringeo,  ■ 
das  offene  Ende  der  HShre  eine  KaatHubnkrühre  xu  befestigen,  vreli^ 
mit  einer  l.uftpumiie  in  Verbbdnng  steht,  imd  dann  die  Lutl  Über  ik 
Quecksilber  auSKupumpen.  Dann  siedet  da«  Quecksilber  l>ei  einer  um  ') 
tiefem  Temperatur  und  das  blossen  wird  noch  leichter  vermieden. 

Nach  dem  Kochen  ISi>et  mun  die  Röhre  sich  abkühlen,  schneidet  il 
überschüssigen  Theil  derselben  glatt  ab,  und  fHllt  dann  die  Wihn  a 
trocknem  imd  warmem  Quecksilber  soweit,  dass  dasselbe  in  Porui  Ol 
Kuppe  Ober  den  KOndeni  der  Rchre  hervorragt.  Man  sehliesst  dann  i 
RSlire  mit  dem  Finger,  indem  man  die  Kiij)|>e  vorsichtig  aWtreifl,  kril 
sie  um  imd  taucht  sie  in  ein  GefKsa  mit  Quecksilber,  wobei  mun  danof  J 
achten  hat,  dass  beim  Umdrehen  keine  Luftblase  in  den  Icerm  RtiuD  dl 
Höhre  Über  dem  Quecksilber  eindringt. 

Ist  du«  Barometer  auf  diese  Weise  hergestoUt,  so  mnss  es  fejt« 
gestallt  und  mit  einer  Theilung  in  Millimeter  versehen  werden,  amjtJi 
Augenblick  den  verticalen  Abstand  der  beiden  Quecksilberniveaus  inaeriHil 
und  amtserhalb  der  B^hre  zu  messen.  Da  nun  aber  das  QucckKillter  io  A^ 
RShre  nur  steigen  kann,  wenn  das  Niveau  im  CieiSss  eine  «ntepredusl 
Strecke  sinkt,  so  muss  die  Theilung  so  angebracht  sein,  daes  niun  lu^flod 
beide  Niveaui«  beobachten  kann. 

§.91. 

Tenchiedena  Formen  der  Barometer.  Dient  das  Uurom«Cu  b< 
zu  genauen  Vci-rtuchen  im  Labnmtorium ,  e-i  data  es  nicht  von  sein« 
gebracht  zu  werden  bmucht,  und  hat  man  ein  Kathetomet^r  in  Golwle.i 
ist  (Ue  Einrichtung  desselben  sehr  einfach.  Man  wendet  als  U«fSe*  s 
liarallelepipedi sehen  GUcikasten  an,  den  man  auf  ein  in  der  Zinunerw*"! 
am  beat^  vor  einem  Fenster  angebrachtes  festes  Wandtischchen  feat  •■ 
»t«llt  (Fig.  144).  Bas  Rohr  wird  mittels  zweier  Klammem  an  einom  Bei 
befestigt,  welches  mit  dem  Tischchen  zugleich  unten  in  die  ZiniiMrm 
fest  eingelassen  ist,  und  welches  oben  an  der  Stelle,  wo  sich  dw  it*n  BW 
des  Barometer  befindet,  einen  Ausschnitt  erhült,  m  ilnss  man  lüntar  dl 
Uaromotor  die  helle  FeasterflSche  sieht. 

Man  misst  dann  die  Niveau unteradiiede  mittels  des  KathetranetA 
Um  diese  Messungen  mit  möglichxter  Oenauigkeit  ausaufUhren,  irt  "U''' 
über  dem  Oeniss  ein  Stift  A  angebracht,  der  mittels  einer  Schmähe  a  fc-. 
festen  Gestell  gehoben  und  gesenkt  werden  kann.  Wenn  man  die  Me***^ 
machen  will,  beginnt  man  damit,  den  Stift  soweit  herabiulukscu,  daM*" 
Spitüe  gerade  das  QneckBÜber  herOhrt,  Man  kann  dieses  mit  d«  grt*"* 
Genauigkeit  erreichen,    denn   beim    llerablasncn    rieht   man  dm  UQil  '' 
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a  Quecksilber  und  den  Stift  Kelb»t  sich  gegen  einander  bewegen. 
t   berflfart  in   dem    Angenblicke   das    Quecksilber,    wo   die  lieiilen 
genau  auf  einander  treffen.     Schraubt   man 
so  bCblt  sich  das  Quecksilber  rings  um  den  '^'*  '**■ 

Darauf  stellt  man  das  Kathet^meter  zunächst 
^ecksilberkuppe  in  der  Uübre  ein,  indem  man 
Eont&ten  Faden  des  Fadenkreuzes  gerade  die 
utgiren  ISsat.  Man  bemerkt  den  Stand  des 
aetera  and  stellt  dann  unten  auf  das  Niveau 
tae  ein,  indem  man  die  Spitze  des  Stiftes 
erade  das  Fadenkreuz  )>erUlircn  llicist.  Die  Dif- 
äder  Stellungen  gibt  die  Höhe  des  Barometer- 

Hat  man  vorher  die  LUnge  des  Stifte»  genau 
1,  so  kann  man  auch  so  verfahren,  dass  man 
las  Niveau  des  nnt«m  Quecksilbern  mit  dem 
aeter  zu  visiren,  das  obere  Knde  des  Stiftes  be- 
Zur  Differenz  der  beiden  Ablesun^^en  am  Katlie- 
fUgt  man  dann,   um  den  Barometerstand  zu 

<lie  LSnge  des  Stiftes. 
seH  Barometer  ist  das  einfachst«,  und  diese 
smetbode  ist  die  genaueste,  denn  man  k'ann 
;  Weise  die  Niveauunterschiede  am  sichersten 
;  mag  daa  Barometer  vertical  stehen  oder  nicht, 
Ilt  immer  den  verticalen  Abstand  der  beiden 
berobertlflcben.  Man  kann  leicht  die  Höhe  des 
ers  bis  auf  ein  Fünfzigste!  Millimeter  erlialten. 
imeter  von  Fortin.  Das  soeben  beschriebene 
er  kann  jedoch  nur  an  einem  festen  Orte  be- 
irden.  Man  bedarf  aber  in  sehr  vielen  Füllen 
täbler  Barometer,  theils  auf  Reisen,  um  den  Luftdruck  an  verachie- 
Tten  zu  messen,  theils,  wie  wir  spilter  i:eigen  werden,  zu  Höhen- 
en.  Man  muss  daher  dann  ein  tragbares  Barometer  anwenden,  an 
.  der  Maassstab  ein  für  allemal  fest  ist.  Das  vorzüglichste  Gefäss 
er  der  Art  ist  das  Fortin'scbe. 
s  GelUss  desselben  (Fig.  145)  besteht  aus  einem  Glascylinder,  weL 
t  einem  kupfernen  Deckel  verseben  ist,  der  in  seiner  Mitte  eine 
j  hat,  nm  das  Barometerrohr  durchzulassen.  Der  Glascylinder  steht 
i  Cylinder  von  Buchsbaumhoiz,  der  mittels  Stangen  an  dem  Deckel 
iraubt  ist.  Der  Boden  dieses  Buchsbaumey linders  ist  aus  einem 
:en  Sack  gebildet,  einem  Beutel,  dessen  innere  Seite  aus  nicht  vul- 
^m  Kautschuk,  dessen  äussere  ans  Leder  besteht,  und  der  über  den 
genden  Rand  des  Cylinders  von  Buchsbaum  fest  aufgebunden  ist- 
jachsbaumcylinder  ist  in  einem  weiten  Metallcy linder  fest  einge- 
-.,  durch  dessen  Boden  eine  Schraube  hindurchgeht,  deren  oben  ab- 
ter Kopf  gegen  ein  metallisches  Stück  drückt,  welches  in  der  Mitte 
tels  befestigt  ist,  und  in  dessen  nach  unten  gerichtete  Höhlung  der 
r  Schraube  hineinpasst. 

B    tiefSss  ist  bis  zu   einer  gewii^sen  Höhe  mit  Quecksilber  gefüllt, 
lan  nun  die  Schraube  dreht,  wird  der  elastische  Boden  dos  Gelasses 
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und  damit  die  Oberfläcbe  des  Quecksilbers   in  dem   Qlascylinder  g 
oder  gesenkt.     Man  ist  daher  im  Stande,  das  Niveau  des  Qaecksilt 
Gefässe  immer  auf  gleicher  Höhe  zu  erhalten.    Ui 
*■■«  u5.  j,u  markiren,  reicht  von  dem  Deckel  des  Glascy 

ein  Elfenbeinstift  s  in  den  Cylinder  herab  unil  m 
nur  nöthig,  gerade  so  wie  bei  dem  vorigen  Bar 
dafdr  zu  sorgen ,  daas  die  Spitze  des  Stiftes  s  i 
Bild  tich  berühren,  indem  man  die  Oberflficbe  des 
»iilbera  mit  Hülfe  der  Schraube  soweit  hebt.  Dleae 
ist  dann  der  Ausgangspunkt  der  an  dem  Barome 
gebrachten  Theilung. 

Das  Barometerrohr  reicht  durch  die  in  dei 
des  Deckels  angebrachte  Oefihung  in  das  Geftss 
'  und  ein  StUck  Leder,  welches  an  dem  Bohr  und 
Über  den  Deckel  hervorragenden  Wänden  der  Ot 
angebunden  iet,  verschlicsst  dieselbe  soweit,  da; 
Quecksilber  heraustreten,  aber  die  Bassere  Lufi 
hindert  mit  der  des  Gefösses  communiciren  kann 
Rnhr  ist  vollständig  von  einer  MesainghtÜse  an 
um  es  gegen  Stösse  zu  öchlltzen,  in  welcher  n 
den  ^tand  des  Quecksilbers  beobachten  zu  könne: 
xwei  gegenüberliegende  Spalten  angebracht  sii 
vielleicht  2  Decimeter  unter  und  über  den  mittlen 
des  Barometers  von  7G0  Millimeter  lang  sind.  J 
Messinghülse  ist  eine  Millimetertheilung  ange 
welche  oben  neben  dem  Kande  der  Spalte  sii-i 
deien  Nullpunkt  die  Spitze  des  Elfenbeins tift«s  is 
'eine  Itand  der  Spalte  ist  gezahnt  (Kg.  14C)  nnd 
eines  Triebes  ist  daran  ein  Nonins  auf  und  a 
schiebbar.  Will  man  eine  Äblesnng  machen,  so  1 
man  damit,  imten  das  Niveau  des  Quecksilbers 
fasse  einzustellen.  Dann  verschiebt  mau  den  ' 
indem  man  das  Auge  in  der  durch  den  unten 
desselben  gehciulen  Horiy.ontalebene  h£lt,  so  lan 
iliese  Ebene  die  Quecksilberkuppe  tangirt,  imd  1 
die  Stellung  des  in  dieser  Ebene  liegenden  Null] 
des  Nonins  an  der  Theilung  zu  bestimmen,  u 
Stand  des  Barometer  bis  auf  Zehntel  Millimeter  genau  zn  erhaltet 
Barometer  wird  auf  einem  dreibeinigen  Stativ,  welches  beim  Transp 
gleich  als  Etui  dient  (Fig.  147),  so  aufgehängt,  dass  es  durch  die  S 
des  GefBssea  im mer'vertical  hängt.  Dazii  ist  es  mittels  einer  sogen 
C'ardanischen  Aufhängung  befestigt,  das  heisst  um  zwei  zu  einander 
rechte  Axen  drehbar.  Das  Barometer  ist  an  dem  Durchmesser  eines 
drehbar  befestigt,  der  selbst  um  einen  zu  jenem  senkrechten  Dnrchi 
drehbar  ist. 

Dieses  Barometer  ist  sehr  leicht  transportabel,  und  bietet  so 
weitem  Vortheil  dar.  Man  schraubt  dann  das  Quecksilber  des  Gefäs 
die  Höhe,  soweit,  bis  nicht  nur  das  Gefiiss,  sondern  auch  das  Rohr 
ganz  mit  Quecksilber  gcflUlt  ist.    Die  vorher  in  dem   Geftsse  befiii 
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ift  tritt  dum  durch  das  Leder  ans.  Dann  kann  man  den  Äpi>arat  legen 
er  nmkeliren,  ohne  dass  Luft  in  das  Barometer  eindringt,  und  ohne  be- 
rchten  n  mQasen,  daaa  durch  etvaige  ätöSBe  Schwonknngen  des  tjueck- 


!)ers  eintreten,  so  dass  durch  den  Btontt  des  Queck»ilbevH  «las  Oilaa  entzwei 
lit  Der  zuHammengele>fte  Dreifuad  «chlUzt  dann  ak  Etui  das  Barometer 
r  iussem  Verletzungen. 


Correction  wegen  der  Capillarität.  Da  in  den  bisher  beschrie- 
nen  Burometem  das  Rohr  stets  in  ein  mehr  oder  weniger  weites  Gefiixs 
it  QneckBilber  taucht,  so  ist  nach  den  §.  72  vorgetragenen  Lehren  klar, 
«B  die  Oberfläche  des  Quecksilbers  in  dem  Rohre  bedeutend  starker  ge- 
■Ommt   ist  als  in  den  Gefiissen,   und   tlaraus    fulgt.  weiter,   dass    in  den 
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Röhren  wegen  der  capillaren  Depression  das  Quecksilber  nicht  b< 
steht,  als  es  in  Folge  des  hydrostatischen  Druckes  thirn  wtlrde. 
müssen  daher  an  den  beobachteten  Barometerstllnden  eine  Correcti 
bringen,  indem  wir  die  Depressionsgrösse  bestimmen  und  diese  der  b€ 
teten  Barometerhöhe  hinzufügen.  Dies  ist  jedoch  sehr  schwierig, 
sahen ,  dass  die  eapillare  Depression  abhängt  von  der  Weite  der  Röh 
dem  Winkel ,  unter  dem  die  FlÜssigkeitsoberfläche  die  Wandfläche  seh 
Wenn  man  aber  nun  den  Winkel  misst,  den  die  Quecksilberoberfläcl 
der  Wand  bildet,  so  findet  man  denselben,  wie  wir  bereits  früher  erwl 
keineswegs  constant;  ja  die'  Schwankung  ist  im  Barometer  noch  v 
deutender  als  sonst,  es  kommt  vor,  dass  der  Winkel  nahezu  ein  i 
wird,  wo  dann  gar  keine  Depression  eintritt.  Die  Depression  des  < 
Silbers  kann  demnach  in  Röhren  gleichen  Durchmessers  sehr  versc 
sein,  imd  man  kann  keine  allgemein  gültigen  Tabellen  aufstellen,  v 
Depression  für  Röhren  von  bestimmtem  Durchmesser  zu  bestimmen, 
wird  für  jedes  Barometer  den  Durchmesser  der  Röhre  und  für  jo« 
ol)achtung  die  Höhe  des  Meniskus  messen  und  daraus  den  Winkel  bent 
müssen,  unter  dem  die  Quecksilberoberfläche  die  Wandfläche  schneide 
dai-aus  dann  die  Depression  berechnen.  Um  das  leichter  zu  machei 
verschiedene  Tabellen  berechnet,  welche  nach  den  Formeln  von  La 
die  Depressionen  bei  verschiedeneu  Winkeln  und  Röhrendurchmesse 
geben.  Eine  solche  von  Delcros  berechnet  findet  sich  im  XIV.  Ban» 
Memoiren  der  Brüsseler  Akademie.  Für  einen  Winkel  von  30^  gibt  Br 
folgende  Zahlen  an: 

Durchmesser  der  Röhre  Depression 

6 
8 

10 

12 

14 

IG 

18 

20 

Man  sieht,  wie  die  Depression  mit  der  Weite  der  Röhre  ras 
nimmt,  und  dass  sie  bei  einem  Röhrendurchmesser  von  20"*"  schon 
halb  der  Grenzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  beim  Fortin 
Barometer  fällt.  Wenn  man  die  Röhre  noch  weiter,  gegen  30*""  i 
so  ist  der  Fehler  stets  verschwindend  klein.  Deshalb  wendet  man  b 
festen  Barometern  auch  Röhren  von  solchem  Durchmesser  an.  B 
transportabeln  ist  jedoch  eine  solche  Weite  wegen  des  zu  grossen  Gew 
des  darin  enthaltenen  Quecksilbers  nicht  anwendbar.  Doch  aucl 
diesen  dar^  der  Durchmesser  der  Röhre  füglich  nicht  unter  10*""  kleii 

§.  93. 

Heberbarometer.    Von  den  bisher  beschriebenen  Barometern 
Gefässbarometem,   unterscheiden   sich   die  Heberbarometer.   Dieselbe 


1'" 

",G.35 

0 

909 

0 

5.38 
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einer  heberförmig  gebogenen  tilaariihre,  deren  langer  Schenkel 
ilossen    und    deren   kurzer    Schenkel  oben   offen   ist.     Sind   die 

der  Steile,  wo  die  Quet-ksilberoberflächen  sich  befinden,  gleich 
tdarfesbei  ihnen  keiner  Correctinn  wogen  der  Capillaritüt^  bo  dass 
1er  Unsicherheit  dieser  Correction  mit  diesen  Barometern  weit 
tesnltate  erhtUt. 

<m  Falle  aber  Undem  sich  beide  Niveaus  des  Quecksilbers  in 
faaese  und  deshalb  miiss  hier  die  Theilung  in  besonderer  Weise 
:  werden. 

man  den  Barometerstand  mit  dem  Kathetometer  bestimmen,  so 
auch  in  diesem  Falle  gar  keiner  Theilung,  eine  heberförmig  ge- 
«röhre  wird  vor  einem  mit  Ausschnitten  versehenen  starken  Brette 
Fig.  148)  und  mittels  desselben  vertical  aufgehängt  Um  die 
ecksilberoberflächen  nahe/.u  vertical  unter  einander  zu  bringen, 
Ifihre  meist  noch  einmal  doppelt  gebogen.  Eine  einfache  Ablesung 
Kathetometer  ergibt  dann  den 
jtand  mit  grösster  Genauigkeit. 
:ein  Kathetometer  zu  Gebote,  so 

zunächst  die  Theilung  auf  dem 
ringen.  Dazu  wird  der  Abstand 
ikte  a  und  b  genau  gemessen 
ankt  a  ain  Nullpunkt  der  Thei- 
ichtet.  Sei  die  Entfernung  ab 
^ich   7C0™    Bo   wird   man  den 

'a  mit  0  und  b  mit  TCO  be 
Üeber  und  unter  n  sowie  über 
h  werden  dann  eme  Reihe  von 
en  gezogen.  Um  den  Barometer 
erhalten,  beobachtet  man  wie 
striche  die  obere  und  untere 
I  Quecksilbers  über  oder  unter 
lunkte  steht,  und  die  Differenz 
leaungen  gibt    den    Barometer 

unserer  Zeichnung  wHide  z   B 

Kuppe  am  Theiistnche  10  über 
jimkte  a,  die  obere  bei  750 
ii  Barometerstand  w&re  dann 
I  __  740"".  Beim  Ablesen  hat 
f  zu  achten,  dasH  das  Auge  sich 
lipfel  der  Kuppe  in  der  gleichen 
äbene  befindet.  Um  dieses  zu 
nd  zugleich  um  die  Ahlesimg 
1  machen,  sind  bei  feinem  Ap- 
.  dem  obem,   sowie  am  untern 

Barometers  verschiebbare,  mit 
z  versehene  kleine  Mikroskope 


itt  die  Theilung  auf  dem  Baro- 
selbat  anzubringen,    kann   sie 

:,  Pbjiik.  L    S.  AbB. 
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aucli  neben  dem  Rohre  auf  dem  Brette  angebracht  werden.  Ist  das  B 
ein  fUr  allemal  fest  angebracht,  und  ebenso  die  Theilung  fest,  eo  erl 
man  den  Barometerstand  in  gleicher  Weise  wie  in  dem  vorigen  Falle. 

Häufig  findet  man  an  Barometern,  um  mittels  einer  Ablesung 
Barometerstand  v.ii  erhalten,  das  Rohr  oder  die  Skala  verschiebbar  ai 
bra(;ht.  Ist.  wie  in  Fig  149  das  Uohr  vertical  verschiebbar,  so  befii 
wich  auf  dem  Brette ,  auf  welchem  die  Skala  befestigt  ist,  der  NullpD 
iler  Theilimg  markiri  Man  stellt  dann  mit  Hülfe  der  Stellschraube 
Kohr  80,  dass  die  untere  Quecksilberknppe  gerade  an  dem  Nullpunkte 
steht.  Die  an  dem  obem  Theile  des  Barometers  angebrachte  Theilimg 
dann  von  diesem  Punkte  aus  aufgetragen  und  eine  einmalige  Ablest 
ergibt  den  Stand  des  Barometers. 

Ist  die  Skala  verschiebbar,  so  wird  der  Nullpunkt  derselben  aaf 
untere  Kuppe  eingestellt. 

Man  hat  den  Heberbarometem,  um  sie  besser  und  sicherer  transporti' 
zu  ki'innen,  mancherlei  Formen  gegeben,  deren  Zweck  ist,  den  offenen  Seh 
kel  zu  ver  seh  Hessen,  so  dass  kein  Quecksilber  heraus  und  keine  Luft  in  i 
leeren  Raum  des  Barometer  hinein  kann.  Die  in  Fig.  148  iind  149  dar 
stellten   Barometer  werden  durch  ein  mit    Baumwolle   umwickeltes  Hi 


i 
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sUbchen  geschlossen,  nachdem  man  durch  vor8ichii^(os  langsames  Neigen 
den  leeren  Raum  ganz  mit  dem  Quecksilber  gefüllt  hat.  Das  Stäbchen  wird 
dum  soweit  herunter  gedrückt,  dasjs  es  ganz  auf  dem  Queeksill>er  aufsteht, 
vsd  dann  das  Barometer  umgekehrt.,  damit  das  Gewicht  des  Quecksil1)ers 
hü  Stäbchen  nicht  herauf  drücke. 

Einen  vortrefflichen   Verschluss  bietet    die   Vorrichtung,   welche   der 

Berliner  Greiner  an  seinem  Heberbarometer  angebracht  liat  ( Fig.  1 50 J.  Die 

mem  Wände  des  langen  und  kurzen  Sclienkels  gehen  nicht  ununterbrochen 

is  dminder  über,  sondern  der  lange  Schenkel  ist  mit  dem   kurzeu  durch 

ian  künstlichen   Glasverband    aa  verbunden.     Der    längere   Schenkel   ist 

baisch  ausgezogen   imd   um  diesen  Konus  liegt  bei  a  angesclmiolzen  der 

nugeweitete  Theil  des  kürzeren  Schenkels.    Durch  die  OeiBfuung  h^  welche 

agefähr  2™™  weit  ist,  commimicirt  der  längere  Schenkel  mit  dem  kürzeren; 

fesie  umgebende  Saimi  ist  stets  mit  Quecksilber  gefüllt.   Zum  Transport 

tird  das  Barometer  verschlossen,  indem  der  Stopfen  in  die  Verengenmg  r 

[i/s  kurzem  Schenkels  hmab  geschoben  und  dessen  Stiel  in  der  Messing- 

-tnong  d  des  kurzem  Schenkels  festgeklemmt  wird. 

Fig.  151  Ä  und  B  zeigt  das  Gay-Lussac'sclie  Barometer,  welches 
ills  sehr  leicht  imd  sicher  transportirt  werden  kann.  Es  besteht  aus 
Stücken  einer  gut  cylindrischen  Röhre,  welche  durch  eine  mehrfach 
ebogene  enge  Röhre  so  verbunden  sind,  dass  die  Quecksilbersäulen  in  den 
ien  Röhren  gerade  unter  einander  liegen.  Das  Gefäss  des  Barometer 
nur  eine  sehr  kleine  Oeffnung  bei  0,  die  dadurch  erhalten  wird,  dass 
in  die  vor  der  Glasblüserlampe  erweichte  Röhrenwandung  hinein 
[Äht.  Zum  Transport  neigt  man  das  Barometer  langsam,  bis  der  leere 
|bam  ganz  mit  Quecksilber  erfüllt  ist,  und  kehrt  dann  das  Barometer  voll- 
litindig  um.  Dann  füllt  das  Quecksilber  den  langen  Schenkel  bis  r  und 
^di5  überschüssige  fällt  in  den  kürzeren  Schenkel  unter  die  Oeffnung  0,  durch 
welche  es  wegen  der  capillaren  Dei)ression  des  (Juecksilbers  im  Glase  nicht 
iDStreten  kann.  Man  sieht,  dass  das  umgekehrte  Barometer,  da  es  voU- 
'rtindig  bis  r  mit  Quecksilber  erfüllt  ist,  beim  Transport  keine  Stösse  er- 
leiden kann,  und  zugleich,  dass  durch  die  enge  Röhre  nicht  wohl  Luft  in 
den  leeren  Raum  des  Barometer  gelangt. 

Das  Barometer  von  Bunten  (Fig.  152j  ist  vor  dem  Eindringen  von  Luft 
noch  mehr  gesichert,  indem  über  der  unteni  Biegung  der  engem  Röhre 
dne  weitere  Röhre  angebracht  ist,  in  welche  sich  der  obere  Theil  der 
j engen  Röhre  fortsetzt  und  in  der  er  in  einer  feinen  Spitze  endigt;  wenn 
[mm  doch  eine  Luftblase  eindringen  sollte,  so  legt  sich  dieselbe  in  den 
Raum,  der  die  Fortsetzung  der  engen  Röhre  umgibt  bei  11  imd  dringt  nicht 
m  den  leeren  Ramn  des  Barometei-. 

Die  drei  letzten  Barometer  sind  im  übrigen  gerade  so  auf  einem  Brette 
befestigt,  wie  die  zuerst  beschriebenen  einfachen  ileberbarometer.  Die  Skala 
befindet  eich  entweder  auf  dem  Rohre,  oder  auf  der  Unterlage  des  Barometer 
mit  den  vorhin  erwähnten  Moditicationen*). 

*)  Eine  Beschreibung  und  Theorie  der  in  neuerer  Zeit  auf  den  nicteorologischen 
OWratorien  vielfach  aln  Regi8trircipparatebenutzt<>n  Wagebaronieter  würde  hier 
'^▼«tfiÜiren  und  liegt,  als  von  speciell  meteorologischem  lnteres8e,  nusern  Zwecken 
ttfem.  Man  findet  eine  ausführliche  Besprechung  derselben  in :  Schreiber ,  Theorie  und 
"MM  des  Wagebarometers.   Carl^  Repcrtoriuni  für  Kxporimentali>hy8ik  Jahrg.  1 872. 
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Bei  dieser  Art.  Barometer  bedarf  es  keiner  Conrection  w^ec 
Capillarität,  aber  bei  diesen  sowohl  wie  bei  den  GeftasbaTometem  e 
Correction  wegen  der  Temperatur.  Das  Quecksilber  dehnt  sich  nSm 
wie  alle  Kürper  beim  Erwärmen  auu  imd  wird  dadurch  leichter;  i 
gleichen  Uewicbte  der  Luft  bült  daher  von  kalt«m  Quecksilber  eine  1 
zere  Stlule  das  (ileichge wicht  al»  von  waruiem.  Die  bei  verschiede 
Temperaturen  genommenen  Barometerstilnde  sind  daher  nicht  vergleich! 
Man  musB  deshalb  die  bei  verschiedenen  Temperaturen  genommenen  StI 
auf  gleiche  Temperatur  und  somit  gleiche  Dichtigkeit  redudren.  Als  sol 
Normaltemperatur  nimmt  man  die  Temperatur  des  schmelzenden  Ei 
Null  Grad.  Ist  der  Barometerstand  B  bei  einer  Temperatur  f  nach 
Thenuometei'skala  von  Celüiits,  so  int,  wie  wir  in  der  WSrmelehre  in 
weisen  werden,  der  Barometerstiand  b  bei  der  Temperatur  Null  Grad 

h  =  - 


-  O.ouuis  .  ( 


Aneroidbarometer.  Alle  bisher  betrachteten  Barometer  beruhen 
dem  hydroatatiijchen  Gesetze,  dass  in  communicirendeu  Röhren  die  HC 
zweier  FlÜasigkeitHsäulen  von  verschiedetiem  specifischen  Gewicht  sich 
halten  umgekehrt  wie  die  specifischen  Gewichte  der  Flüssigkeiten.  Ikinrdi 
hat  ituerst  ein  Barometci'  constniirt,  welches  auf  einem  ganx  andern  Priit 
j,j^  j^j  beruht,  und  welchem,  wenn  auch   zu    ejai 

Messungen  nicht  so  geeignet,  wie  die  hii 
betrachteten,  doch  in  »ehr  einfacher  Wei« 
Scliwankiingen  des  Luftdruckes  ku  erken 
gibt.  Das  Barometer  beruht  auf  dem  §.  55  f 
getragenen  Satze,  das»  die  Biegung  von  SU 
oder  IWhren  proportional  ist  der  Kraft,  wel 
die  Biegung  hervorbringt.  Wenn  eine  ela^ti:' 
kreisflinuig  gebogene  Rühre  an  ihren  ßa 
I  fest  verschlossen  wird,  so  krümmt  sie  sich  d' 
nach  stärker  oder  schwacher,  wenn  bei  ( 
stantem  innern  Dnick  der  Süssere  Druck  si 
ker  »der  scliwllcher  wird.  In  dem  ltourd> 
sehen  Barometer  ist  eine  solche  dtlnne  elastüi 
Rühre  bei  f  befestigt  und  bei  A  und  B  l 
im  Innern  der  Itöhre  ist  die  Lnft  sehr  A 
verdünnt.  Wenn  nun  der  Druck  der  atiuosphfirischen  Lnft  stärker  ir. 
so  nilhern  sich  die  Enden  A  und  H,  imd  ein  um  die  feste  Axe  CdrehU 
Winkelhebel  ADCF.B  dreht  sich  und  ObertrXgt  seine  Drehung  mittel!  ' 
gexKhnten  RadstClekes  bei  G  auf  einen  Zeiger,  der  auf  einer  am  Um&i 

']  Boardon,  Baromutrc  iuetAlli<)ne.  Comptea  rendus  hebdomadaire»  Jcl'Insti 
de  France.  Bd.  XXXVTI.  666.  Die  Metallbaroiaeter  nind  seitdem  insehrTiela* 
Hchiedeuen  Formen  conntniirt,  da  sie  als  Roisebaromcter  sehr  bequem  lind.  li«n 
ta  letztercni  Zwecke  sind  die  Barometer  von  Goldachmidt  in  ZOiicli  sehr  fffip 
Man  inuHs  dieselben  aber  ebenso  wie  alle  übrigen  Metallbarometer  tov  &>t 
2eit  nach  einem  (juecksillicrbaronicter  rcgidiren. 
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es  Barometer  angebrachten  Theilimg  einspielt.  Nimmt  der  Luftdruck  ab, 
y  gehen  die  Enden  Ä  und  B  der  Eölire  wieder  aus  einander  und  der 
idger  bewegt  sich  nach  entgegengesetzter  Richtung.  Bei  mittlemi  Baro- 
wterstand  steht  der  Zeiger  über  I\  steigt  der  Luftdruck,  so  bewegt  er 
idi  zur  rechten,  fällt  derselbe,  zur  linken  Seite.  Die  Theilung  wird  nach 
nem  Quecksilberbarometer  aufgetragen,  und  gibt  den  Luftdruck  in  Milli- 
letem  Quecksilberhöhe  an. 

In  neuerer  Zeit  hat  Victor  Pierre^)  Reductionsforineln  angegeben,  mit- 
ü  deren  das  Barometer  bei  nicht  zu  grossen  Schwankungen  des  Luftdruckes 
ich  zu  Messungen  geeignet  ist,  wenn  nicht  die  äusserste  Genauigkeit  ver- 
ngt  wird.  Die  von  Hempel  in  Paris  gearbeiteten  Metall barometer  sind 
]es8  so  vorzüglich,  dass  man  sie,  wenigstens  wo  nicht  die  äusserste  Ge- 
nigkeit  verlangt  wird,  ohne  weiteres  zu  Messungen  benutzen  kann. 

§.  05. 

Anwendung  des  Barometer.  Wir  haben  bei  der  Construction  und 
ischreibung  des  Baromter  so  lange  verweilt  wegen  der  Wichtigkeit  des 
^rates.  Wir  werden  dasselbe  bei  sehr  vielen  physikalischen  Unter- 
ehungen  in  Anwendung  finden. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  findet  es  in  der  Meteorologie,  da 
I  nicht  nur  den  Luftdruck  im  allgemeinen  misst,  sondern  auch  die 
diwankun^en  desselben  in  jedem  Augenblicke  angibt,  und  so  eine  der 
bd&mentalerscheinungen  der  Witterungslehre  auf  das  genaueste  zu  ver- 
ilgen  gestattet.  Wir  müssen  uns  damit  begnügen,  einige  Resultate  hier  an- 
ihfaren,  deren  weitere  Ausführung  der  Wittenmgslehre  angehört. 

Beobachtet  man  an  einem  und  demselben  Orte  regelmässig,  vielleicht 
Bestunden,  das  Barometer,  so  sieht  man  bald,  dass  dasselbe  keineswegs 
ifter  denselben  Stand  hat,  sondern  bald  höher  bald  tiefer  steht.  Bei 
■er  genauen  Untersuchung  dieser  Schwankungen  unterscheidet  man  bald 
*ei  Klassen  derselben:  periodisch  regebnässige  und  unregelmässige.  Erstere 
fragen  nur  wenige  Millimeter,  letztere  können  30  —  40  Millimeter  be- 
igen. Betrachten  wir  zunächst  die  regelmässigen  Schwankungen,  welche 
der  Region  der  Tropen  fast  allein  vorhanden  sind,  so  erkennt  man,  dass 
i  Barometer  zweimal  des  Tages  einen  höchsten  und  zweimal  einen  tiefsten 
od  hat.  Die  höchsten  Stände  sind  kurz  nach  Sonnenuntergang  und  des 
»zgens  zwischen  9  und  10  Uhr  Vormittags,  die  tiefsten  einige  Zeit  vor 
imenaufgang  und  des  Nachmittags  gegen  4  Uhr.  Die  Zeiten,  an  denen 
ee  Maxima  und  Minima  auftreten,  ändern  sich  im  Laufe  des  Jahres  etwas, 
r  tiefste  Stand  des  Nachmittags  und  der  höchste  Stand  am  Abend  tritt  im 
mmer  sehr  viel  später,  dagegen  der  tiefste  Stand  am  Morgen  im  Sommer 
lir  viel  früher  ein  als  im  Winter,  nur  der  höchste  Sta,nd  am  Morgen  föllt 
imer  nahezu  um  dieselbe  Zeit,  im  Sommer  vielleicht  y,  Stunde  früher  als 
i  Winter. 

Wenn  man  aus  den  stündlichen  Beobachtungen  das  arithmetische 
ättel  nimmt,  und  so  den  mittlem  täglichen  Barometerstand  bestimmt,  so 
Bdet  man  bei   einer  Vergleichimg   der  verschiedenen  Barometerstände  im 


*)  Ueber  das  Boiu-don'scho  Mctallbaronicter  von  Victor  Pierre.   Prag,  1860. 
Am  den  Verbandl.  der  kgl.  Böhmischen  Geecllscluift  der  Wissenschaften.) 
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Laufe  des  Jahres,  dass  auch  diese  einer  periodischen  Aendening  ui 
worfen  sind;  die  Barometerstände  sind  im  Winter  höher,  der  Luftdruck 
also  grösser  als  im  Sommer. 

Nimmt  man  aber  aus  allen  täglichen  mittlem  Barometerständen  wii 
dais  arithmetische  Mittel,  imd  bestimmt  so  den  mittlem  jährlichen  B 
meterstand,  so  findet  man  denselben  bei  fortgesetzten  Beobachtungei 
verschiedenen  Jahren  merklich  gleich  gross,  so  dass  wir  schliessen  mtt? 
dass  der  Luftdruck  im  Grossen  und  Ganzen,  jene  Schwankungen  a 
rechnet,  immer  derselbe  bleibt. 

Vergleicht  man  nun  aber  die  so  erhaltenen  Jahresmittel,  welche 
also  den  mittlem  Luftdruck  eines  Ortes  geben,  für  verschiedene  Orte 
einander,  so  finden  wir,  dass  der  Luftdruck  für  verschiedene  Orte  eine 
schiedene  Grösse  hat.  Zunächst  ändert  sich  der  Barometerstand  mit  dei 
hebung. eines  Ortes  über  dem  Boden,  oder  der  MeeresÜäche,  nach  ei 
Gesetze,  welches  wir  demnächst  ableiten  werden,  nämlich  so,  dass 
Barometerhöhe  in  einer  geometrischen  Beihe  abnimmt,  wenn  die  Erhebu' 
in  einer  arithmetischen  Reihenfolge  wachsen;  das  heisst,  wenn  wir  um 

r/,  2a,  3fl na 

Meter  aufsteigen,  ist  der  Barometerstand 

6g,  hq^^  hq^ ^g**, 

worin  q  eine  constante  Zahl  bedeutet,  welche  kleiner  als  1  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Gesetzes  können  wir  alle  an  verschiedenen  Oi 
deren  Höhe  über  der  Meeresfläche  bekannt  ist,  beobachteten  Barom 
stände  auf  die  Meeresfläche  reduciren.  Thut  man  das,  so  findet  man, 
auch  dort  der  Barometerstand  keineswegs  an  allen  Orten  derselbe  ist, 
er  vielmehr  sich  mit  der  Länge  und  Breite  eines  Ortes  ändert,  ün 
Aenderungen  des  Barometerstandes  mit  der  Länge  eines  Ortes  auch 
annähernd  zu  bestimmen ,  dazu  reicht  das  vorhandene  Beobachtungsmat 
keineswegs  aus.  Für  die  Aenderungen  mit  der  Breite  eines  Ortes  sei 
aber  ganz  allgemein  das  Gesetz  zu  herrschen,  dass  der  Barometerstand 
Aequator  bis  gegen  den  30.  Breitegrad  zunehme,  von  dort  bis  zum65.Bi 
grad  abnehme  und  in  hohem  Breiten  wieder  wachse.  Um  ein  Bild  d 
Aendenmgen  zu  geben,  führen  wir  Schouw's  Angaben  hier  an,  der  aus 
Beobachtungen  verschiedener  Orte  auf  Inseln  imd  an  den  Gestaden 
atlantischen  Oceans  folgende  Uebersicht  zusammengestellt  hat*): 


Breite  uönUich  Barometerstand 
0  7G2,2 

10  763,7 

20  705,5 

30  766,6 

40  764,4 


Breite  nördlich  Barometerntam 
50  762,2 

60  758,9 

65  753,4 

70  755,6 

75  758,9 


Die  Barometerstände  am  Meeresufer,  schliesst  Schouw,  seheinen  r 
lieh  das  neben  einander  darzubieten,  was  in  zeitlicher  Reihenfolge  die 
liehen  und  jährlichen  Schwankungen  zeigen. 


*)  ScJiouic^  Poggend.  Ann.  XXVI.  p.  434. 
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Van  viel  bedeuteaderer  Grö«öe  alt?  die  periodi;5chen   Aendenmgen  des 

Birometerstaades  sind  dio  nicht  periodiöclien.    Dat>t»  aber  auch  diese  einer 

gewissen  BegelmSsäigkeit  folgen,  hat  Dovc  auf  das  »icherste  nachgewiesen, 

ödem  er  den  Begriff  der   barometrischen   Windrose  aufsloUle  und  zeigte, 

dus  die  Barometerschwankungen  auf  das  innigste  mit   dm  Aenderungen 

der  Windesrichtiing  zusammenhlingen. 

Der  Barometerst-and  ist  im  allgemeinen  bei  Nordostwind  am  höchsten, 
onki  bei  Ost-,  Südost-,  Südwind,  ist  bei  Süd-  oder  Südw«'stwind  am  tief- 
sten und  steigt  bei  West-,  IS^ordwest-  und  Nordwind \). 

So  ist  z.  B.  fUr  Carlsruhe: 
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Den  innem  Zusammenhang  dieser  Thatsachen  weist  die  Meteorologie 
mch,  sie  zeigt,  dass  die  LufstWimungon,  welche  ein  Sinken  des  Barometer 
bewirken,  uns  warme,  und  diejenigen,  welche  ein  Steigen  des  Barometer 
Wwirken,  uns  kalte  Luft  zuführen.  Die  Wärmelehre  wird  uns  den  physi- 
Uischen  Grund  dieser  Thatsachen  darbieten. 

Mit  der  Aenderung  des  W'indes  hängt  nun  aber  auf  das  innigste  die 
Aeadenmg  des  Wetters  zusammen;   im  mittlem  fJuropa  bringt  Süd-  imd 
SUdwestwind  im  allgemeinen  Regen,   dagegen  Nordostwind   heiteres  und 
kkres  Wetter,  so  dass  der  Barometerstand  selbst  mit  dem  Wetter  parallel 
geht.      Bei  hohem  Barometer  haben  wir   sogenanntes  gutes  Wetter,  })ei 
niedrigem  Regen  und  Wind:  der  mittlere  Baromet<?rstand  entspricht  dem 
CiebergBUge  vom  guten  zum  schlechten    und    vom    schlechten  zum  guten 
Wetter.    Deshalb  findet  man  auch  in  vielen  HUusem  das  Barometer  als  so- 
genanntes Wetterglas,  und  neben  den  entsprechenden  Barometerständen  die 
Bezeicbnungen  gutes  Wetter,  veränderliches  Wetter,  Regen  oder  Wind  u.  s.f/^j. 
Bei  einer  sehr  grossen  Anzahl  physikalischer  Erscheinungen  kommt 
der  Luftdruck  in  Betracht;  bei  allen  diesen  brauchen  wir  daher  das  Baro- 
meter.     So  erwähnten  wir  vorhin,  dass  wir  bei  Wägimgen  die  Gewichte 
anf  den   luftleeren  Raum  beziehen  mtissten;   wir   werden   selien,  dass  dio 
Dichtigkeit  der  Luft  an  der  Ph-doberfläche  «lom  auf  ihr  lastenden  Drucke 
proportional  ist,  diese  Corrcction  ändert  sich  demnach  mit  dem  Barometer- 
ijtan<L  Ebenso  werden  wir  das  Barometer  benutzen,  um  die  Volumänderungen 


*)  Dove's  Repertorium  der  Physik.   Bd.  4.    Meteorologische  Untersuchungen. 
In  1835  und  Elimatologische  Beiträge.    Berlin  1857. 


*)  Ausführlicheres  in  Kämtz  Lehrbuch  der  Meteorologie.  11.  Bd.  Halle  1832. 
j^.  JB*.  Schmidt,  Lehrbuch  der  Meteorologie  als  XXI.  Hd.  von  Karsten' 8  allge- 
meiner Encyclopädie  der  Physik.  Leipzig  li<()0. 
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der  Gase  mit  dem  auf  sie  ausgeübten  äussern  Druck  zu  vergleichen  und  zu 
einer  Reihe  anderer  Untersuchungen,  so  dass  die  Ausführlichkeit,  mit  der 
wir  den  Apparat  beschrieben  haben,  gerechtfertigt  ist. 

§.  96. 

Grösse  des  Luftdruckes.  Mittels  des  Barometer  sind  wir  in  den 
Stand  gesetzt,  auch  in  Kilogrammen  den  Druck  zu  bestimmen,  welchen  die 
über  uns  lagernde  Luftmasse  auf  ein  Flächensttick  von  bestimmter  Grösse 
ausübt.  Derselbe  ist  gleich  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule,  deren 
Querschnitt  gleich  ist  jenem  Flächenstück,  und  deren  Höhe  gleich  ist  der 
Höhe  des  Quecksilbers  im  Barometer,  also  im  Mittel  gleich  760"".  Nennen 
wir  deshalb  die  Höhe  des  Barometerstandes  /*,  die  Grösse  des  Querschnitte« 
q  und  das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  5,  so  ist  der  Druck  P  gleich 

P=  h  .  q  .  8^ 

und  setzen  wir  h  =  76°™,  q  =  V^  quadr.,  so  erhalten  wir,  da 

s  =  13,595, 
P  =  1,0332  Kilogramm, 

und  für  einen  Querschnitt  von  q  Quadratcentimetem 

P  =  1,0332  .  q  Kilogr. 

Bei  dieser  Grösse  des  Luftdruckes  ist  es  ersichtlich,  dass  er  sehr 
kräftige  mechanische  Wirkimgen  hervorbringen  kann,  wenn  man  bewirkt, 
dass  er  nur  einseitig  auftritt,  wenn  man  ihn  also  an  der  einen  Seite  eines 
Körpers  fortnimmt,  wie  wii*  es  z.  B.  im  Barometer  gethan  haben.  Wir 
woUen  eine  Reihe  von  Apparaten,  welche  auf  dem  Drucke  der  Luft  beruhen, 
betrachten,  wenn  wir  in  der  Luftpumpe  ein  Mittel  kennen  gelernt  haben, 
um  aus  irgend  einem  Räume  die  Luft  fortzunehmen.  Die  Luftpumpe  beruht 
auf  der  zweiten  Grundeigenschaft  der  Gase,  durch  welche  sie  sich  von  den 
tropfbaren  Flüssigkeiten  unterscheiden,  nämlich  darauf,  dass  die  Gase  kein 
selbstllndiges  Volumen  haben,  sondern  sich  so  weit  ausdehnen,  bis  ein 
äusseres  Hindemiss  sich  ihnen  entgegenstellt. 

§.  97. 

Mariotte'BChes  G^esetz.  Da  die  Flüssigkeiten  ein  selbständiges  Vo- 
lumen haben,  so  haben  sie  auch  eine  bestimmte  von  dem  äussern  Drucke, 
dem  sie  unterworfen  sind,  nur  in  geringem  Grade  abhängige  Dichtigkeit. 

Bei  den  Gasen  ist  das  jedoch  durchaus  anders,  da  wir  sahen,  daäs 
ihr  Volumen  nur  von  dem  äussern  Drucke  abhängt.  Es  fragt  sich  nun, 
wie  hängt  das  Volumen  und  die  Dichtigkeit  der  Gase  von  dem  äussern 
Drucke  ab. 

Diese  Frage  ist  schon  frühzeitig  untersucht  und  zwar  gleichzeitig  von 
dorn  franzr»sischen  Physiker  Mariotte^)  imd  dem  englischen  Physiker 
Boyle^).  Beide  gelangten  zu  demselben  ResultAto,  das  sich  in  folgendem, 
nach  dem  erstem  das  Mariotte'sche  genannten,  Gesetze  aussprechen  Iftsst. 


*)  Mariotte,  De  la  naturc  de  Tair.    Paris  1679. 

^)  Bof/kf  Nova  cxx>crimeutii  physico-niechunica  de  vi  aöris  elastica.  London  166S. 
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Wenn  man  eine  gegebene  Gaemenge  in  einem  Gcfitese  abächlienst  und 
lelbe  dann  verschiedenen  Drucken  PundP"  auGBetzt,  so  verhült  sich  das 
amen  des  Gases  in  beiden  Füllen,  v  und  v'  umgekehrt  wie  die  Drucke  oder 
viv'  —  P':F. 

Anstatt  dieses  Ansdmckes  können  wir  auch  setzen 
tf' .  P'  =  «  .  P 
r  das  Produkt  ans  dem  Volumen  einer  Gasmenge  und  dem  Druck,  unter 
L  sie  steht,  ist  constant. 

Da  nun,  wie  wir  frOher  sahen,  die   Dichtigkeit  eines   Körpers  bei 
chem  Gewicht  dem  Volumen  desselben  umgekehrt  proportional  ist,  oder 

blgt  ans  dem  Obigen,  dass  die  Dichtigkeit  einer 
menge  den  Drucken,  welchen  dieselbe  ausgesefcst, 
kt  proportional  ist,  oder 

d  :  ä'  =  P  :  P'. 

Die  Versuche,  mittels  welcher  Mariotte  dieses 
et^  nachwies,  waren  folgende.  Er  nahm  eine  lange 
iTöhre,   welche   vor  einem  festen  Brette  befestigt 

nahe  ihrem  Ende  umgebogen  war,  so  dass  ein 
cerer  aufsteigender  Schenkel  entstand,  wie  bei  dem 
■erbarometer.  Der  kürzere  Schenkel  war  oben 
:hlossen,  der  längere  oben  offen  (Fig.  154).  Man 
Igt  nun  zunächst  eine  kleine  Menge  Quecksilber  in 
Bohr,  so  dass  es  in  beiden  RJihren  bis  zum  Null- 
kte  der  Theilung  reicht.  Dieses  schliesst  dann  die 
«m  kurzem  geschlossenen  Schenkel  enthaltene  Luft 
fltSodig  ab.  Das  Volumen  der  abgesperrten  Luft 
1  gemessen  durch  die  hinter  der  Eöhre  angebrachte 
lilung.  Das  Gas  erfOllt  nun  den  abgesperrten  Raum 
ar  dem  Drucke  der  äussern  Luft,  welche  auf  der 
■rflSche  des  Quecksilbers  im  offenen  Schenkel  lastet, 

welche  nach  den  frtlher  erkannten  hydrostatischen 
«tzen  in  die  geschlossene  Röhre  sich  überträgt. 

Darauf  giesst  man  durch  den  Trichter  in  da^ 
ne  Glasrohr  QnecksUber  nach.  Das  Niveau  des- 
sen steigt  auf  beiden  Seiten,  aber  in  dem  geschtos- 
en  Schenkel  bei  weitem  weniger  als  in  dem  offenen, 
1  man  findet,  dasa  das  Quecksilber  in  dem  geschlos- 
en  Schenkel  bis  zum  Theilstriche  5  angestiegen  ist,  die  eingeschlossene 
!l  also  nur  mehr  die  Hälfte  ihres  früheren  Volumens  ausfüllt,  wenn  der 
lerschied  der  beiden  Quecksilbemiveaus  gerade  die  Höhe  des  Barometer 
rigt.  Dann  hat  aber  auch  das  Gas  den  Druck  zweier  Atmosphären 
mhaltan,  indem  ausser  dem  Drucke  der  äussern  Luft  noch  der  Druck 
T  dem  Gewichte  der  Luft  an  Grösse  gleichen  Quecksilbersäule  auf  das 
eecblossene  Gas  drllckt.  Wenn  man  nun  weiter  Quecksilber  hinzufügt, 
der  Siveanunterschied  gleich  3,  3,  i...  Barometerböhen  wird,  so  übt 
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iiian  dadurch  einen  Druck  von  3,  4,  6...  Atmoaphilren  aas,  und  nu 
dann,  daes  das  Vohimen  der  abgeaiieri'ten  Luft  auch  '/j,  '/,,  Vs 
nraprünglicben  Volumens  beträgt. 

Um  die  Kichtigkeit  des  Mariott«  scben  Gesetzes  fUr  Drucke  zu 
welche  kleiner  sind  als  der  Druck  der  üussem  Atmosphäre,  kann  n 
iden   Verfahrens   bedienet 


H»  ■ 


uhes  im  wesentlichen  schon  ! 
anwiindte.  Eine  müglicbüt  cylii 
narometerröhre  wird  ihrer 
Länge  nach  in  Millimeter  geth 
durch  KaJibriren  der  z wischt 
TheÜM  trieben  enthaltene  Rai 
slinuut.  Zu  dem  Ende  brin. 
gleiche  Gewichte  Quecksilber  d 
ander  in  die  Hähre. 

Das  erste  fülle  die  Röhre 
Theilstriche  n,  das  erat«  imd 
bis  zum  Theilstricho  n',  durch 
fügen  des  dritten  fUUe  sich  di' 
bis  zum  Theilstrichen'  u,  s.  f^ 
daraus,  dass  sich  die  Bfiume, 
bis  zu  den  Theilstrichen  n, 
reichen,  verhalten  wie  1:2:3. 
Hat  man  auf  diese  Wc 
Kaliber  der  Röhre  an  allen  Sti 
stimmt,  HO  füllt  man  dieüetl 
stiindig  so,  als  wenn  man  eil 
meter  herstellen  wollte,  und  ke) 
das  fertige  Barometer  in  das 
(Fig.  155}  um.  Dasselbe  best 
einer  weiten  Röhre  von  Glas  n, 
besser  von  Gusseisen,  welch* 
verschlossen  und  mit  einem 
versehen  ist  und  oben  in  einem 
GetUss  von  Glas  endeL  Diesel 
in  einem  Dreifuss  vertical  au' 
und  bis  nn  mit  Quecksilber 
Der  unten  angebrachte  Hahn  di« 
um  das  Quecksilber  leichter  t 
zu  können. 
Hat  man  das  fertige  Rohr  in  dies  GefSas  umgekehrt,  so  brir 
mittels  eines  Zulcitungsrohrcb  etwas  trockne  Luft  in  dasselbe.  1 
steigt  durch  das  Quecksilber  m  dfn  leeren  Raum  auf,  und  sofort  hie 
wie  das  QuecVbilbeniiveaTi  durch  den  Druck  dieser  Luft  sinkt.  Man 
nun  die  Röhre  zunächst  in  das  Gefäss  herunter,  so  weit,  daes  di 
äKchen  des  Quecksilbers  im  Innern  der  Röhre  und  ausserhalb  von  ; 
Höhe  sind;  der  Theilstrich,  neben  welchem  das  Quecksilber  steht.  | 
dann  den  Raum,  welchell  die  Luft  unter  dem  Drucke  einer  Ahn 
einnimmt.    Zieht  man  darauf  das  Rohr  weiter  aue  dem  Quecksilber 
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sn  Tcrraelirt  man  dadurch  das  Volumen  der  abgesperrten  Luft;  aber  zai- 
gleich  steigt  auch  das  Quecksilber  in  Folge  des  äusyern  Lufklruckes  in  der 
Bohre  empor  und  der  Unterschied  zwischen  der  Quecksilberhöhe  in  dieser 
Bohre  und  der  Barometerhöho  gibt  uns  den  Druck,  unter  welchem  sich  das 
Gas  befindet.  Denn  auswärts  lastet  auf  dem  Quecksilber  der  Druck  der 
ganzen  Atmosphäre  oder  ein  Druck  gleich  dem  einer  Quecksilbersäule  von 
der  Hohe  des  Barometer,  im  Innern  hält  diesem  Drucke  zum  Theil  die  ge- 
hobene Quecksilbersäule  das  Gleichgewicht;  der  IJeberschuss  der  Barometer- 
tehe  über  diese  Quecksilbersäule  drückt  also  das  Gas  zusammen;  diesem 
Dmcke  halt  die  Elasticität  des  Gases,  der  Druck,  den  es  in  Folge»  des  Be- 
strebens, sieh  auszudehnen,  auf  die  Wände  ausübt,  das  Gleichgewicht. 

Um  diese  Unterschiede  zwischen  dem  Barometerstande  und  der  in  un- 
serer R^hre  gehobenen  Quecksilbersäule  zu  messen,  ist  neben  der  Röhre 
m  festes  Barometer  angebracht.  Man  misst  dieselben  dann  mittels  des 
Eatfaetometer. 

Vergleicht  man  nun  die  von  dem  Gase  angefüllten  Räume  und  die 
Bracke  P,  unter  welchen  es  steht,  so  findet  man  stets 

Füllt  z.  B.  das  Gas,  wenn  das  Rohr  so  tief  eingetaucht  ist,  dass  die 
Oberflucbo  des  Quecksilbers  innerhalb  und  ausserhalb  der  R()hre  von  glei- 
cher Höhe  ist,  die  Röhre  bis  zimi  Theilstriche  «,  so  füllt  es  die  Röhre  Ins 
mm  Theilstriche  n,  das  Volumen  des  Gases  ist  also  doppelt  so  gross,  wenn 
fie  Höhe  des  Quecksilbers  in  der  Röhre  gerade  die  Hälfte  der  Barometer- 
h9he  beträgt  u.  s.  f. 

Mittels  dieser  schon  von  Mariotte  angestellten  Versuche  kann  man  das 
nfgestellte  Gesetz  nachweisen;  indess  können  sie  keinen  grossen  Anspruch 
Inf  Genauigkeit  machen,  da  es  besonders  äusserst  schwierig  ist,  die  Tem- 
peratur constant  zu  erhalten.  Das  ist  aber  durchaus  erforderlich,  da  bei 
einer  Temperaturftnderung  das  Gas  ebenfalls  sein  Volumen  ändert,  das 
lfariotte*sche  Gesetz  also  nur  bei  constanter  Temperatur  der  Gase  gültig 
lein  kann. 

Ueberdies  kann  man  bei  diesen  Methoden  die  Drucke,  denen  das  Gas 
insgesetzt  ist,  nur  zwischen  verhältnissmässig  engen  Grenzen  variiren  las- 
sen. Bei  der  Wichtigkeit  dieses  Gesetzes  fragt  es  sich  jedoch,  ob  es  strenge 
nnd  allgemein  gültig  ist.. 

Seit  Mariotte  und  Boyle  sind  deshalb  sehr  vielfach  Versuche  darüber 
angestaut,  ob  dieses  Gesetz  für  alle  Gase  und  für  alle  Drucke  gültig  sei. 
Die  altem  Versuche  von  Musschenbroek  *),  Sulzer-),  Robison^)  gelangten 
lu  keinem  entscheidenden  Resultate;  der  erstere  schloss  in  Uebereinstim- 
mung  mit  Boyle,  dass  unter  Drucken,  welche  grösser  waren  als  vier  At- 
mosphären, die  Luft  weniger,  die  letztern,  dass  sie  mehr  zusammengedrückt 
wUrde,  als  das  Gesetz  verlangt. 

Im  Jahre  1826  publicirten  dann  Oersted  und  Schwendsen*)  Versuche 
nach  einer  der  beschriebenen  ähnlichen  Methode,  aber  mit  bessern  imd  ge- 


*>  Musschenhroek ,  Cours  de  phyHiquc.  Paris  1759.  Tome  III. 

^  SulxeTj  Mdmoiros  de  Berlin  1753.  • 

*>  Bohison,  System  of  Mech.  Phil.  III. 

•)  Edinburgh  Journal  of  aciencc.  Vol.  IV.  p.  2:^4. 
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nauern  A |ij)a raten ,  und  nach  einer  zweiten  ganz  verschiedenen  McUioi 

Sie  comprimirten  Luft  in  dem  Kolben  einer  Windbücliae  und  iieittimml 

mittels  einer  Wage  dus  Gewicht  und  somit  die  Dichtigkeit  der 

ben  enthaltenen  Luft.    Den  Druck,  unter  welchem  die  Luft  stand,  bestinü^, 

tcn  sie  mit  HUlfe  eines  Sicherheitsventiles  aus  dem  Drucke,  den  dies».^ 

auf  die  Wände  des  Kolbens  auaübte.     Daa  Ventil  wurde  mit 

armigen  Hebel  fettgedruckt,  und  das  Gewicht  auf  demselben  so  lange  ^i 

äcitoben,  bis  die  eingeechlossene  Luft  es  gerade  zu  heben 

Mit  der  ersten  Methode  dehnten  Oersted  und  Schwendsen  ihre  Versucbt 

bis  zu  einem  Drucke  von  8,  mit  der  letztem  bis  auf  68  Atmosphären  uim^ 

Sie  schloBsen  aus  ihren  Versuchen,  daas  für  Lnft  das  Mariolt^'sche  Geaer** 

bis  zu  diesen  Drucken  strenge  gUltig  sei;  bei  der  unvermeidlicben  Vng^^' 

nauigkeit  der  letztern  Methode  darf  man  daraus  jedoch  nur  schliessen,  dut^^ 

es  mit  groBser  Annäherung  unter  so  hohen  Drucken  noch  besteht. 

Für  andere  Gase  als  die  atmosphärische  Luft  fanden  die  genannten  Vb}    ~^' 
Biker  das  Gesetz  jedoch  nicht  bestütigt,  besonders  wenn  die  Gase  durch  Cen. 
pression  flUssig  zu  machen  sind.    Sie  fanden  z.  B..  dags  sich  schweflige  S4ui^^ 
bis  KU  einem  Drucke  von  zwei  Atmosphären  gerade  so  verhielt  wie  atmosphJ 
rische  Luft,  daas  aber  bei  höheren  Drucken  das  Gas  stärker  comprimirt  würdi 
Gleiche  Resultate  erzielten  die  Vorsuche  von  Despretz ').     Er  bracht 
mehrere  graduirte  oben  geschlossene  lUihren,  deren  eine  Lnft,  die  üb 
andere  Gase  enthielten,  in  einen  Oers<<d'schen  Compressionsap parat  (Fig.  71 
§.  62),  nachdem  er  die  offenen  Enden  dei'  Röhren  in  ein  QefSss  mit  Queck- 
silber eingesetzt  hatte  (Fig.  15f>).     Bei  einer  Compression  des  Wasserfl  IB 
Fi     IM        ^^"^  Apparate  wurde  auch  das  Gas  der  Röhren  comprimlrt 
^  Der  Druck  war  in  dem  ganzen  Apparate  derselbe,  und  da  die 

Röhren  alle  ein  gleiches  Volumen  hatten  und  dufUr  geenrfit 
war,  dass  das  Niveau  des  Quecksilbers  beim  Beginne  des  V«r- 
tuchos  in  allen  Rühren  gleich  war,  so  hStte  es  auch  in  bUbb 
Röhren  dasselbe  bleiben  müssen,  wenn  die  Ga«e  alle  dem 
Mariotte' sehen  Gesetze  folgten.  Ee  war  das  jedoch  nicht  der 
Fall,  als  die  eine  Röhre  atmosphärisch o  Luft,  di«  zweit«  Am- 
moniakgaa,  die  dritte  Schwefelwasserstoff  imd  die  vierte.  L'yan- 
gas  enthielt.  Daa  Volumen  dieser  Gase  nalun  dchon  bei  äaam 
Drucke,  welcher  wenig  grösser  war  als  der  xweier  Atnio«phl- 
ren,  schneller  ab,  als  die  Drucke  zunahmen,  schnotlcr,  al* 
das  Volumen  der  atmosphärischen  Luft  abnahm. 

Despretas  schloss  ferner,  dass  Wassersloffgaü  und  atmn- 

sphärische  Lnlt  bis  zu  einem  Drucke  von  15  Auno^ibKrtn 
dem  Mariotte'schen  Gesetze  folgen,  dass  aber  bei  einem  Druck«  von  90 
Atmosphären  und  darüber  die  Luft  stUrker  zusammengedrückt  werde,  al« 
da»  Gesetz  von  Mariotte  es  verlangt. 

Durch  Despretz's  Versuche  wurde  also  die  exakte  GQltigktnl  tl«i  fif- 
sotzea  von  Mariotte  auch  fltr  atmosphärische  Luft  wieder  in  Frage  gestellt, 
deshalb  nahmen  auf  Auffonlerung  der  französischen  Akademie  Arago  vaA 
Diilong*)  die  Frage  wieder  auf, 

')  Iknirelt,  Aniiiilcs  de  ebiu 
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Diese  ausgezeichnet-en  Physiker  bestimmten  das  Gesetz  der  Compres- 
m  der  atmosphärischen  Luft  bis  zu  einem  Drucke  von  27  Atmosphären 
fh  einer  Methode,  die  sich  im  Prinzipe  durchaus  nicht  von  der  Mariotte's 
terschied;  die  aber  durch  die  Sorgfalt,  mit  welcher  die  einzelnen  Theile 
i  Apparates  gearbeitet  waren,  und  die  Genauigkeit,  mit  welcher  diese 
ypiker  beobachteten,  Resultate  ergab,  welche  das  höchste  Vertrauen  ver- 
nen.  Die  zu  comprimirende  Luft  war  in  einer  sorgfUltig  ausgemessenen 
ire  von  1",70  Lfinge  und  5™*"  lichtem  Durchmesser  eingeschlossen.  Diese 
ire  war  von  einem  weitem  Cylinder  imigeben,  durch  welchen  continuir- 
i  Wasser  derselben  Temperatur  hindurchlief,  um  die  in  der  Röhre  einge- 
lossene  Luft  auf  constanter  Temperatur  zu  erhalten.  Die  mit  dieser  Röhre 
ununicirende  offene  Röhre  hatte  eine  Länge  von  27  Meter.  Wegen  der 
em  Details  der  Apparate  imd  der  einzelnen  Vorsichtsmassregeln,  welche 
<e  Physiker  anwandten,  müssen  wir  auf  die  Originalabhandlung  verweisen. 

Dulong  und  Arago  unternahmen  drei  Versuchsreihen;  in  jeder  dersel- 
,  wurde  der  kurze  geschlossene  Schenkel  ihrer  Röhre  mit  Luft  unter 
1  Dnicke  der  Atmosphäre  angefüllt,  und  diese  dann  immer  stärker  com- 
oirt.  Nach  jeder  Erhöhung  des  Druckes  wurde  das  Volumen  der  ab- 
ihlossenen  Luft  und  die  Niveaudifferenz  des  Quecksilbers  in  der  ge- 
ossenen  und  offenen  l^*5hre  gemessen.     Bei  jeder  Versuchsreihe  wurde 

Druck  bis  auf  27  Atmosphären  verstärkt.  Folgende  Tabelle  enthält 
von  ihnen  erhaltenen  Zahlen  in  einer  Versuchsreihe,  bei  der  die  Tem- 
itiir  genau  auf  13**  erhalten  war.  Die  erste  Columne  enthält  den  Druck 
tfillimeter  Quecksilberhöhe,  die  zweite  das  Volumen  der  Luft  in  der 
chlossenen  Röhre,  die  dritte  das  Volumen  berechnet  nach  dem  Mariott«'- 
n  Gesetze  von  dem  Anfangsvolunien  und  dem  Anfangsdrucke  aus,  und 
vierte  endlich  die  Unterschiede  zwischen  dem  so  berechneten  und  dem 
»achteten  Volumen. 

Tabelle  der  von  Dulong  und  Arago  erhaltenen  Zahlen. 


Druck  in  mm. 
Quecksilber 


Beobachtetes 
Volumen 


ÜtTCchnetes 
Volumen 


Differenz 


mm 

700,00 

501,3 

-  — 

3612,48 

105,247 

105,470 

0,230 

3757,18 

101,216 

101,412 

0,206 

4G25,18 

82,286 

82,380 

0,094 

5000,78 

76,095 

76,198       ! 

0,103 

5737,38 

66,216 

66,417 

0,201 

8596,23 

44,008 

44,320       ' 

0,312 

9992,30 

37,851 

38,132 

0,281 

12620,00 

30,119 

30,192       ' 

0,073 

13245,06 

28,664 

28,770       1 

0,106 

14667,36 

25,885 

25,978 

0,093 

16534,9 

22,968 

23,044 

0,076 

16584,4 

22,879 

22,972 

0,093 

18438,5 

20,547 

20,665 

0,118 

20236,6 

18,833 

18,872 

0,039 

20498,6 

18,525 

18,588       ■ 

0,063 
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Vergleicht  man  Jie  beobachteten  mit  den  berechneten  Zahlen,  so' 
<let  man  dieselben  sehr  nahe  gleich.     Man  rauss  daraus  schliessen,  daae 
wirkliche  Oompreasion  der  Lnft,  wenn  überhaupt,  sich  nur  sehr  wenig 
der  nach  dem  Mariott«' sehen  Gesetze  bereuhneten  unterscheidet.    Mehr 
man  jedoch  daraus  nicht  schliessen,  da  die  Unterschiede  nicht  gleich  H 
avud,  und  da  die  beobachteten  Volumina  immer  kleiner  sind  als  dns  bei 
nete  Vcdiunon.     Es  kann  das  seinen  Orund  haben  entweder  in  der  lä. 
vollkommenen  Richtigkeit  des  Gesetzes  oder  auch  in  Ungenaiiigkeitea    c^tcr 
Messungen.    Die  Art  der  Abweichungen  spricht  jedoch  für  da«  Brstere. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  hei'vnrgehoben  wurde,  ist  man  niemalt«  im 
f^tande,  ganz  vollkommene  Messungen  zu  machen;  wenn  die  Abweii^hoiiffeii 
Ewisclien  den  Beobachtungen  und  den  nach  einem  vermutboten  üesptie  »n- 
gestellten  Berechnungen  nur  sehr  klein  sind,  so  ist  man  zu  der  Annahm« 
berechtigt,  daas  die  Unterschiede  gleich  Null  sein  wtlrden,  wenn  die  M«0- 
^imgen  ganz  vollkommen  wären,  und  dann  auf  die  Richtigkeit  des  Ue««ue'' 
7M  schliessen.  IndesB  wird  in  dem  Falle  der  Unterschied  zwischen  Beohad»  " 
liing  und  Rechnung  bald  positiv,  bald  negativ  sein,  das  heisst,  bald  wir^^ 
die  beobachtete,  bald  die  sich  aus  den  Rechnungen  ergehende  Zahl  grös»^^ 
sein,  da  es  ebenso  wahrscheinlich  ist,  daas  die  unvermeidlichen  Boobad»-^ 
tungsfehler,  bei  einer  sonst  richtigen  Methode,  die  Resultate  eher  vergröwei 
als  verkleinern.  Abweichungen,  welche  immer  in  demselben  Sinne  erfol) 
und  seien  sie  auch  noch  so  klein,  lassen  entweder  einen  constant«n  i^l 
in  der  Methode  oder  eine  Ungenauigkeit  des  Gesetzes  vennntheiL 
sterer  mm  nicht  aufzufinden  ist,  so  dürfen  wir  durch  diese  VerBUCbft' 
Gesetz  nicht  als  bewiesen  ansehen;  mtlssen  vielmehr  annehme«,  «bu> 
sich  zeigenden  Abweichungen  zum  Theil  allerdings  in  den  Beolntchl 
fehlem,  zum  Theil  jedoch  in  einer  Ungenauigkeit  des  Mariotte'BCb«a 
netxes  ihren  Grund  haben. 

Arago  und  Dulong  schlössen  anders;  sie  glaubten,  wie  man  Uberhaopl 
im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  geneigt  war  anzunehmen,  ilass  die  NaI 
erscheinungen  einfachen  Gesetzen  folgen,  dass  der  mathematische  Aosdnu 
derselben  stets  wenig  complicirt  sein  mUsse.  Deshalb  übersahen  diese  Phr- 
siker  es,  daas  die  Abweichungen  st«t»  in  demselben  Sinne  stattfiindi 
hielten  bei  der  geringen  Grösse  der  Unterschiede  dae  Gesetz  fUr  bewit 

Ara^jo  und  Dulong  konnten  ihi'e  Versuche  nicht  über  andere  Gase 
die  atmosphärische  Luft  ausdehnen,   da  die  franzflsische  Regierong  il 
die  Benutzung  der  Gebäude   entzog,   in  denen   ihre  Apparat«   aofgi 
waren. 

Diese  Lücke  suchte  Pöuillet  'J  auszufüllen.    Pöuillet  nahm  flir  die  Li 
nach  den  vorhergegangenen  Versnclien  das  Mariotte'sche  Gesetz  lüi 
an,   und  verglich  mit  den  Compressionen  der  Luft  jene  der  andern  Gaaf 
Hein«  Versuchs motbode  war  derjenigen  von  Despretz  ilhnlich;  die 
in  welchen  er  die  Gase  comprimirte,  hatten  eine  Lunge  von  «wei  Kl 

Die  Resultate  Pouillet's  sind  folgende: 

1)  Stickstüff,  Saiierstotr,   WasHerstiitf,  Stickoiyd   nnd  Kohli 
folgen  bis  zu  HKl  Almo>phliren  dem  (.'umpres-iionageset/  der  atmosph! 
Ltlft 


')  l-ouillet.  Kl^ninit.  ilr  Vhp'i 


•  I.  p.  .liT. 
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2)  Die  Gase,  schweflige  Säure,  Ammoniak,  Kohlensäure  und  Stick- 
lydulgas,  welche  bei  relativ  geringen  Dnicken  schon  in  die  tropfbar  flüs- 

Form  übergehen,  werden  merklich   stärker  comprimirt  als  die  atmo- 
Bi^V&ftrische  Luft,  sobald  ihr  Volumen  auf  ^/^  oder  y^  comprimirt  ist. 

3)  Das  Gleiche  gilt  fttr  leichtes  und  schweres  KohlenwasserstoflPgas, 
w- eiche  bei  einem  Drucke  von  100  Atmosphären  noch  nicht  flüssig  werden. 

Folgende  Tabelle  enthält  die  von  Pouillet  mitgetheilten  Resultate.   Die 
e-r^te  Columne  enthält  die  Drucke,  die  zweite  die  theoretischen  Volumina, 

^ie  folgenden  die  Quotienten  —  der  beobachteten  Volumina  v'  und  der  theo- 

*"^ii8chen  v  für  die  darüber  stehenden  Gase. 


Drack  in 

ITieore- 
tischcB 

r              ; 

V 
V 

V 

r 

Atmo- 

Volumen 

V 

V 

Leichtes 

Schw€»rcR 

Rphären 

Kohlensiluro 

Stickoxydul 

Kohlenwan- 

Kohleiiwax- 

r 

«erstofFgas 

ser.st<»ÜgiiH 

1 

1,00 

1,000 

1,000 

1,000 

1,000 

2 

0,50 

1,000 

0,996 

0,998 

0,994 

4 

0,25 

1,000 

0,988 

0,995 

0,989 

5 

0,20 

0,989 

0,983 

0,992 

0,986 

C,67 

0,15 

0,980 

0,971 

0,989 

0,983 

10 

0,10 

0,965 

0,956 

.    0,981 

0,972 

15,.S8 

0,065 

0,934 

0,923 

0,949 

0,962 

20 

0,050 

0,919 

0,896 

0,956 

0,955 

25 

0,040 

0,880 

0,849 

0,951 

0,948 

33,.^ 

0,030 

0,808 

0,787 

0,951 

0,931 

40 

0,025 

0,739 

0,732 

0,940 

0,919 

50 

0,020 



0,907 

0,899 

83 

0,012 

0,850 

Lange  Zeit  nahm  man  nun  mit  Arago  und  Dulong  an,  dass  die  aimo- 
sphärische  Luft  so  wie  Wasserstoff,  Sauerstoff  und  Stickstoff  dem  Mariotte'- 
*chen  Gesetze  vollständig  folgen,  bis  Regnault  die  Frage  1845  wieder  auf- 
'^^hjm.  Er  war  durch  gewi.ssc  Erscheinimgen  beim  Ausdehnen  der  Gase 
^'iX'ch  die  Wärme  auf  die  Vermuthimg  geführt  worden,  dass  das  Gesetz 
^^**i.  Mariotte  auch  für  diese  Gase  nur  ein  annähernd  richtiges  sei.  Da  nun 
r*^  Gesetz  über  die  Compression  der  Gase  ein  Fundamentalgesetz  der  Physik 
J^^»  indem  es  in  fast  alle  Bestimmungen  über  die  Gase  eingeht,  so  stellte 
^^SiMiult  eine  Reihe  neuer  Versuche  über  diesen  Punkt  an  *). 

Die  Apparate,  welche  Regnault  anwandte,  waren  im  wesentlichen  die- 

^llien,  welche  auch  Arago  und  Duhmg  angewandt  hatten,  auch  er  benutzte 

*^    Methode  von  Mariotte,  ein  abgeschlossenes  Gasvolumen  durch  Queck- 

**l:»er8äulen  zusammendrOcken  zu  lassen,  und  maass  dann  zugleich  das  Vo- 

^^^en  des  Gases  und  den  zugehörigen  Druck. 

Eine  Verbesserung  der  Methode  liess  jedoch  eine  bedeutend  grössere 


U 


^^anigkeit  in  den  Messungen  erzielen. 


*)  M<^*moireH  de  rAciuU'nii«»  «les  seienooK  de  Tlnstituf  <le  France.  T.  XXI.  ]>.  320. 
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Arago  und  Dulong  waren  bei  ihren  Versuchen  stets  davon  ausgegangen 
die  kurze  geschlossene  Röhre  mit  Luft  unter  dem  Drucke  einer  AtmosphBr 
zu  tUllen  und  diese  nach  und  nach  bis  zu  einem  Drucke  von  27  AtnK 
Sphären  zusammen  zu  pressen.  Da  nun  das  Anfangsvolumen  des  Game 
unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  gleich  1  war,  so  war  es  iinter  den 
Drucke  von  5  Atmosphären  nur  7^,  bei  10  nur  Yu,,  bei  20  nur  \^  u. «.  £ 
So  wurde  bei  den  hohen  Drucken  das  Volumen  sehr  klein  und  dadurch  wir 
es  unmöglich,  es  mit  der  grössten  Genauigkeit  auszumessen,  besonden 
wenn  man  beachtet,  dass  es  äusserst  schwierig  ist,  das  Volumen  der  «b- 
zelnen  Thcile  der  liöhre  genau  zu  erhalten,  und  dass  der  Meniskus  dei 
Quecksilbers  nicht  genau  seine  Gestalt  beibehält. 

Die  sich  hieraus  unvermeidlich  ergebenden  Ungenauigkeiten  der  Mes- 
sung vermied  Regnault  folgendermassen: 

Eine  Glasröhre  von  8 — 10  Millimeter  lichtem  Durchmesser  und  3  Meter 
Länge  wurde  vertical  aufgestellt.  Die  Röhre,  an  ihrem  obem  £nde  durdi 
einen  Hahn  verschlossen,  communicirt.e  an  ihrem  untern  Ende  mit  einer 
zweiten  vertical  aufgestellten,  oben  offenen  Röhre  von  3G  Meter  L&ng«^ 
welche  die  Quecksilbersäule  enthielt,  welche  das  in  der  ersten  Röhre  ab 
geschlossene  Gas  zusammendrucken  sollt«.  Auf  der  oben  verschlosseiMI 
Röhre  von  drei  Meter  Länge  wai-en  zwei  Marken  gezogen,  die  eine  4 
ihrem  unteren  Ende,  w(dche  das  Volumen  der  ganzen  Röhre  bestimmte,  m 
dem  zu  Anfang  jedes  Versuches  dafür  gesorgt  war,  dass  das  QuecksUlM 
in  dieser  Röhre  bis  zu  dieser  Marke  stand;  die  zweite  Marke  war  in  dm 
Mitte  der  Röhre  gezogen,  so  dass  sie  genau  das  halbe  Volumen  der  IliShn 
von  ihrem  obem  Ende  bis  zur  untern  Marke  bestinmite. 

Man  füllt  nun  zunächst  die  Röhre  mit  trockener  Luft  \mter  dem  Drucll 
einer  Atmosphäre  bis  zur  untern  Marke,  dann  drückt  man,  indem  man  ^ 
Quecksilbersäule  in  der  langen  Röhre  verlängert,  die  Luft  so  weit  zurou» 
men,  bis  sie  gerade  das  halbe  Vohmien  annimmt,  bis  also  das  Quecksilbc 
in  der  verschlossenen  Röhre  bei  der  zweiten  Marke  steht.  Ist  das  Mariottl^ 
sehe  Gesetz  genau  richtig,  so  muss  jetzt  die  Höhe  der  Quccksilbersfiale  ■ 
der  offenen  Röhre  über  der  in  der  verschlossenen  genau  die  Höbe  des  Bai* 
meter  sein,  der  Druck  muss  genau  gleich  zwei  Atmosphären  sein. 

Man  füllt  n\m  zu  einem  zweiten  Versuche  die  ganze  geschlossene  Köhri 
bis  zur  imtern  Marke  mit  trockner  Luft  unter  dem  Drucke  zweier  Atnfr 
Sphären  und  com2)rimirt  wieder  auf  die  Hälfte;  der  Druck  muss  dann  gleid 
vier  Atmosi)hären  sein. 

Füllt  man  dann  das  Volumen  1  mit  trockner  Luft  unter  dem  Dnickl 
von  vier  Atmosphären  und  comprimirt  diese  auf  das  Volumen  %»  ^^  "**** 
jetzt  der  Druck  acht  Atmosi>hären  sein  u.  s.  f. 

Kurz,  man  untersucht  auf  diese  Weise,  ob  der  Druck,  der  ein  Volum«! 
Luft,  welches  unter  dem  Drucke  h  steht,  auf  die  Hälfte  reducirt,  gleich  24 
ist.  Die  Gasvolumina  sind  bei  diesen  Versuchen  stets  sehr  gross  und  dei- 
halb  der  genauesten  Messung  fähig. 

Wegen  der  Einzelnheiten  des  Apparates  und  der  Vorsichtsmassregdi 
bei  den  Messungen  müssen  wir  auf  die  Originalabhandlung  verweisen,  nvi 
müssen  wir  kurz  erwähnen,  wie  die  geschlossene  Röhre  mit  Luft  unttf 
höliem  Drucken  angefüllt  wurde.  Die  R<>hre  communicirte  mittels  de«  II 
ihrem  obern  Ende  befindlichen  Hahnes  mit  einer  Pumpe,  durch  welche  mal 
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bd  g^Saeiem  Hahn  Luft  in  die  Röhre  pumjien  konnte.  Man  füllte  auf 
iese  Weise  die  R^)hre  bis  zur  untern  Marke  mit  Luft  an  und  bestimmte 
im  Dmck,  unter  welchem  die  Luft  sich  befand,  aus  der  Htihe  der  Queck- 
nlbersftale  in  der  langen  Röhre.  Man  hatte  es  auf  diese  Weise  in  der 
Hiod,  die  Bohre,  in  welcher  das  Gas  comprimirt  wurde,  bis  zur  imtern 
lirke  mit  Luft  unter  beliebigem  Drucke  anzufüllen. 

Um  zu  zeigen,  wie  Regnault  aus  diesen  Versuchen  die  Resultate  er- 
Kelt,  woUen  wir  zunächst  eine  Versuchsreihe  mit  atmosphärischer  Luft 
feigen  lassen,  bei  welcher  das  Volumen  1  mit  Luft  unter  dem  Drucke  einer 
Atmosphäre  angefüllt  wurde.  Die  geschlossene  Röhre  communicirte  beim 
Beginne  des  Versuches  frei  mit  der  atmosphärischen  Luft;  als  sie  bis  zur 
nttem  Marke  mit  Luft  angefüllt  war,  wurde  der  Hahn  geschlossen  und 
ixaeh  £infüllen  des  Quecksilbers  in  die  lange  Röhre  das  Volimien  möglichst 
loaa  auf  y^  redudrt. 

Columne  1  enthält- die  Volumina  Vq  und  V^  beim  Beginne  des  Ver- 

Jiehes  und  nach  der  Compression,  Columne  2  die  entsprechenden  Drucke 

Millimeter  Quecksilberhöhe,  Columne  3  die  Temperaturen  der  Luft,  Co- 

V 
e  4  das  Verhältniss  der  Volumina  W^,  Columne  5  das  Verhältniss  der 

P  V     P 

icke  -^  und  Columne  6  das  Verhältniss  i^--^' 

-*o  '  1  •  ■*  1 


Volnmiiia    |      Dnicke         Temperatur 
}\  und  l\    .   P^  und  P,    i  "  0. 


[   1939,69 

738,72 

969,2C 

1476,25 

1 939^69 

738,99 

969,86 

1475,82 

1 940,21     ! 

739,07 

970,10    . 

1476,34 

1939,47 

739,19 

909,39    , 

1476,80 

4,44 
4,40 
4,40 
4,43 


2,001215  i    1,998389 

1,999990  1,997076 

2,000010  1,997565 

2,000701  1,997863 


1,001414 
1,001448 
1,001 224 
1,001421 


Wäre  das  Mariotte'sche  Gesetz  genau  richtig,  so  müssten  die  in  einer 
lorizontalreihe  befindlichen  Zahlen  der  Columnen  4  und  5  genau  gleich 
«in,  da  nach  dem  Mariott^'schen  Gesetz 

V  '  V  =  P  '  P  ' 
md  da  ebenso 

V  P  =  V     P 

10  müssten  die  Zahlen  der  letzten  Columne  gleich  1  sein. 

V  ,  ,  P 

Man  sieht  aber,  während  -^  fast  genau  gleich  2  ist,  dass  -jj-  stets 

V    P 
Ueiner  als  2  und  somit  fr'-Tj^  1  ist. 

Es  folgt  also  aus  diesen  Versuchen,  dass  die  atmosphärische  Luft  schon 
bei  einer  Druckdifferenz  von  einer  Atmosphäre  von  dem  Gesetze  Mariotte's 
ibweieht.    Gleiches  fand  Kegnault  l)ei  allen  in)rigen  Gasen. 

WOi.i«nni,  Pliysik.  I.    3.  Aufl.  24 


370 


Abweichungen  der  Cfase  vom  Mariotte^schen  Gesetz. 


{.  97. 


In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  von  Regnault  erhaltenen  Zahlen  fllr 
atmosphärische  Luft,  Stickgas,  Kohlensäure  iind  Wasserstoffgas  zusammeii» 
gestellt. 

Für  jedes  Gas  sind  zwei  Columnen  verzeichnet;  die  erste  enth&lt  die 

F  .P 

Drucke  i\,  beim  Beginne  der  Versuche,  die  zweite  das  VerhSltniäS  y—^i 

wo   y*!  stets  fast  genau  ^^   Vq  war  und  P^   der  dem  Volumen    T'",  ent- 
sprechende Druck  ist. 

Tabelle  Ton  Regnanlt's  Versuchen  Aber  die  Compression  der  Gase. 


Luft 

'          Stickstoff 

! 

Kohlensäure 

Wasserötoff     1 

P. 

V      P 

Po 

V      P 

7> 

V      P 

1 

p« 

V     P 

V      P 

V      P  ' 

-*  0 

V      P 

l"       P 

738,72 

1,001414 

753,62 

1,000788 

764,03 

- 

1,007725 

2112,53 

1,002  765 

1159,26 

1,000996 

1414,77 

1,012313 

— 

4140,82 

1,003090 

2159,60 

1,001381 

2164,81 

1,018973 

2211,18 

0,998  SM 

4219,22 

1,003495 

3030,22 

1,W1955 

3186,13 

1,0:»8494 

3989,47 

0,99«  MI 

6770,15 

1,00428G 

4963,92 

1,002860 

;    4879,77 

1,045625  1 

5845,18 

0,996  in 

9336,41 

1,(HI63G6 

5957,96 

1,003271 

6820,22 

l,06<;id7 

7074,96 

0,994«»T 

7297,06 

1,003924 

8393,68 

1,084278 

— 

8628,54 

1,004768 

9620,06 

1,099830 

9175,25 

0,9931« 

9775,38 

1,004881   ' 

1 

1 

1 

10361,78 

0,992  Sil 

1 

1 

10981,42 

1,006456 

Man  sieht,  dass  bei  diesen  vier  untersuchten  Gasen  das  Verhältniai: 

V  ,P 

•^-—jy  nur  sehr  wenig  von  der  Einheit  abweicht,  so  dass  also  das  Mariotfta« 

sehe  Gesetz,  wenn  es  auch  nicht  genau  richtig  ist,  doch  nur  wenig  voi 
der  Wahrheit  abweicht.  Wir  werden  es  deshalb  in  den  meisten  Fällen  als 
richtig  annehmen  dürfen,  ohne  fürchten  zu  müssen,  grosse  oder  auch  nur 
merkliche  Ungcnauigkeiten  zu  erhalten,  besonders  da  wir  in  den  meistd 
Fällen  nur  kleinere  Drucke  anzuwenden  haben,  und  wie  die  Tabelle  zeigte 

für  Drucke,  welche  nur  wenig  von  dem  der  Atmosphäre  verschieden  sind, 

V  .  P 

das  Verhältniss  -^  -  J*  sich  der  Einheit  immer  mehr  nähert. 

Bei  aufmerksamer  Betrachtung  jener  Tabelle  findet  man,  dass  die  drei 

ersten  Gase,  Luft,  Stickstoff,  Kohlensäure,  alle  in  demselben  Sinne  vct 

V  ,P 

dem  Mariotte'schen  Gesetze  abweichen,  dass  bei  allen  f^-  y/>  1,  also  b«: 

allen  das  Volumen  im  rascheren  Verhältnisse  abninunt,  als  der  Dmck 
wächst,  oder  das  beobachtete  Volumen  Fj  kleiner  ist,  als  es  nach  dem 
Mariotte'schen  Gesetze  sein  sollte.     Dasselbe  Resultat  enthielten  schon  die; 

Versuche  von  Arago  und  Dulong.     Die  neuen  Versuche  indess  zeigen  w«-' 

V    P 
ter,  dass  das  Verhältniss  -^r^—ji  wächst,  wenn  der  anf^gliche  Druck,  m- 

ter  dem  das  dem  Versuche  unterworfene  Gas  steht,  grösser  ist,  dass  also 
die  Abweichungen  zwischen  dem  wirklichen  Verhalten  der  Gase  und  dem 
Mariotte'schen  Gesetze  um  so  grösser  werden,  je  mehr  die  Zusammeiir 
drückung  des  Gases  wächst.  Wenn  nun  auch  die  Begelmässigkeit  dieser 
Zahlen  auf  das  entschiedenste  dafüi*  spricht,  dass  die  beobachteten  Ab- 
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fttdmogen  niclit  Folge  der  Beobachtungsfehler  sind,  sondern  einer  ünge- 
migkeit  des  Gesetzes  zugeschrieben  werden  müssen,  so  ist  es  doch  gut, 
üdmiweisen,  dass  sie  grösser  sind  als  die  Beobachtungsfehler,  welche  wir 
mehmeD  dürfen.    Sei  deshalb  der  beobachtete  Werth 

■d  nehmen  wir  F,  genau  =  %  Fq,  so  ist 


Hier 


'o  '   "o  *  •  -*  0  

y     p  p  **i 


2-P.     ■    p 


Ware  nun  das  Mariotte'sche  Gesetz  genau  richtig,  so  mtiaste 

M)j_^ ^  -M) ^ 

L  ^i  =  2  Po 

fb.    Der  unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  ist  demnach 

P-i  -  P.  =  2  Po  -  2  ^  =  2  P„  (1  -  1). 

Dieser  unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  lässt  sich  nun 
rechnen,  wenn  wir  in  diesen  Ausdruck  die  Werthe  P^  und  «  unserer  Ta- 
le einsetzen,  man  erhSlt  dann  den  unterschied  in  der  Höhe  der  Queck- 
)er8äulen,  wie  sie  beobachtet  wurden,  und  wie  sie  nach  dem  Gesetze 
I  Mariotte  hStten  sein  sollen.    Für  Luft  erhalten  wir  dann 


i^o 

P\  -  P. 

738°*" 

\72 

2"*°',08 

2112 

53 

11       65 

4140 

82 

25       50 

4219 

05 

29       36 

6770 

16 

57       68 

9336 

41 

118       Ol. 

Diese  Differenzen  sind  offenbar  zu  gross,  als  dass  man  sie  den  Beobach- 
igsfehlem  zuschreiben  könnte.  Das  Mariotte'sche  Gesetz  ist  demnach 
ht  strenge  richtig,  wenn  auch  die  Abweichungen  so  unbedeutend  sind, 
BS  wir  sie  im  allgemeinen  nicht  zu  beachten  haben  werden. 

Stickstoff,  Eohlens&ure  und  Sauerstoff  verhalten  sich  wie  atmosphä- 
lehe  Lnft,  sie  werden  st&rker  zusammengedrückt,  als  das  Mariotte'sche 
Beets  verlangt.  Sie  bilden  also  mit  den  von  Despretz  und  Pouillet  imter- 
iditen  Gasen,  Ammoniak,  schweflige  Säure,  Cjan  u.  s.  f.  eine  Gruppe; 
k  diese  Gase  besitzen  eine  Zusammendrückbarkeit,  welche  mit  dem  äussern 

rucke  zunimmt. 

F  .P 
Anders  jedoch  das  Wasserstoffgas;  fUr  dieses  ist  das  Verhältniss  J* '  J 

ett  kleiner  als  1.    Dieses  Gas  wird  also  bei  steigenden  Drucken  weniger 
trk  zusammengedrückt,    F^  nimmt  nicht  in  demselben  Verhältnisse  ab, 

24* 


als  i",  wäeliot;  iind  da  liei  iiumer  grösaem  Anrangsdnifikea  der  Werth  "*  ' 
immer  kleiner  wird,  so  fol^,  das9  mit  wachaendem  Drucke  die  Oompm- 
sibilitSt  ubniiniiit. 

Folgende  Tabelle,  welche  Kahlen  entliUlt,  wetcbe  Uegnault  aus 
Verbuchen  berechnete,  ni'ijft,  wie  diu  {.'ompressibilitilt  wSchat  bei  den  dm 
ersten  und  abnimmt  bei  dem  kt«l.t;n  Gase.  Sie  gilit  die  Urui^kn  an,  weicht 
erforderlich  nind,  iim  ein  Uas,  welches  unter  dem  Drucke  1  JAetn  (jued- 
Silber  daa  Volumen  1  hat,  auf  Vj,  '/»■■■  '"'  oomprimiren. 


5! 

1 

Luft 

KolilcDBäure 

Stickgas 

Uruik 

Differenz 

Dra«k 

Uiffereni 

Drnck 

Lftffereni 

Druck  1  UOrnm 

^"\~M..7 

HMtr 

«.Wr 

MM«r 

MMfr 

MM«    1       MMr 

1    ;      1.,««.. 

-0,0000 

l,«o.« 

^..,„ 

-0,üü«. 

1,0000 

-f  U,iiooi. 

1,<«»  '  -  0,am 

V,          1JH.7B 

-0,00» 

i,H8»i 

-0,0171 

1,!»«! 

-f  0,.K,U 

2,oütl     -  0,<MI 

%     !     3,1*J* 

-  0,1)1  M 

3,887* 

-  0,H)«ti 

a.iwi» 

-)-  0,(K,8I 

I.0M8      -  Ü,Mt 

% 

7,9*68 

-0,I15«3 

T,SIRS 

--0,4I«J7 

7,'JMl 

--0,OSS» 

8,0»* 

-0,«l 

7- 

9,9IS1 

-0,IINSII 

9,MD> 

■  O.ija« 

9.MU 

-  -  0,oMi 
-.0,0809 

IQ,o6<o 

-0,** 

y^ 

11,88« 

■  0,1171 

1U.8«M 

-1,1808 

11  ,»181 

lifiiM 

-o^m 

V» 

16,80U 

-0,195« 

13,9«.» 

■  a,07w 

15,eS9i 

-  -  0,1«M 

16,181« 

-Q^a 

'/« 

19,7198 

- 

■OJUM 

I6,70M 

■  a.»»6 

19,JBM 

-  -  (1,1116 

SÜ,IBW7 

-WM 

Um  diese  KrBcbeiniingen  zusammenzufassen,  kaim  man  eich  i 
denken,  welches  genau  dem  Mariotte'schen  üenelxe  fulg<,  und  welche«  dit 
ISrenzc  bildet  zwischen  den  beiden  Gruppen,  deren  eine.  LuR,  Stick^ 
Kohlensaure,  starker  comprimirt  wird,  deren  andere,  allein  durch  dtm  Vtt- 
serstofl  reprSsentirt,  jedoch  in  geringeriu  Orade  /u^anunengHlrttckt  wii 
als  Jenes  angenommene  Gas.  Dati  Mariotte'sohe  Gesetx  ist  diminauli  a 
Gesetz,  dem  sich  die  verschiedenen  Gase  mehr  oder  weniger  annithom.  D 
Abweichungen  hängen  ab  von  der  Natur  des  Gases,  von  den  anfbigticki 
Drucken  imd  von  andern  UmatKnden;  in  welcher  Weise  jedoch  die  Diffiirfl 
zwischen  dem  beobacliteien  Wertlie 


y  '    "  und  dem  theoretischen  W 


der  gleich  I  iF)t,  oder 


vnn  diesen  UmMtUnden  aldifingt,  lH^st  sich  bisher  nicht  bcBlimmen. 

Selbst  die  Abhängigkeit  des  Werthes  ß  von  den  anfänglichen  DruclA 
P„  ISsst  sich  aus  den  Versuchen  von  Regnanlt  nicht  abloit-en.  Vm  HR* 
solche  Abhängigkeit  zweier  GriS.tBen  von  einander,  wenn  ftlr  dicsellx'  W* 
einlaufaeu  Gesetz  erkannt  ist,  darxustellen ,  bedient  man  sich  migejamur 
Interimlationsformeln,  welche  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  aun  Kvihcn  '■** 
stehen,  die  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  der  etnt!n  jpner  i«* 
GrCssen  geordnet  sind.  Die  Grösse  ß  )il«llt  mm  die  Abweichung  dar  ütf* 
vom  Mariotte'schen  Gosetjee  dar,  wenn  man  das  imter  dem  Drucke  Pf 
gesperrte  Volum  V„  durch  Vermehrung  des  Dnickes  auf  P,  auf  diu  HiW» 
reducirt,  und  eine  die  Itegnaullschen  ßeobachtimgen  darstellend«  fonfi 
mUsste  wiedergeben,  wie  weit  iluiin  iler  Quotient  -j~  von  %  tibwdcht, 
luiui  dem  anfUnglirhen  Drucke  /*„  verschiedene  Werthe  gibt. 
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Man  kann  indess  aus  den  Beobachtungen  noch  in  anderer  und  über- 
'äebtlicherer  Weise  eine  die  Abweichungen  der  Gase  vom  Mariotte'schen 
Sewtze  darstellende  Interpolationsformel  ableiten.  Für  eine  gegebene  Gas- 
P-M^ge  hat  das  Produkt  P .  V  für  jeden  Druck  einen  bestimmten  Werth, 
jVri  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  sollte  dieser  Werth  immer  derselbe 
ißm,  welches  auch  der  Druck  P  ist.  Die  Abweichung  der  Gase  von  diesem 
i^Mixe  besteht  nun  darin,  dass  mit  steigendem  Drucke  dieses  Produkt  klei- 
^wirdy  man  kann  dieselbe  deshalb  darstellen,  indem  man  die  Veränderlich- 
dieses  Prodnktes  durch  eine  Gleichung  wiedergibt,  welche  die  Abhängig- 
des  Produktes  von  dem  Drucke  P  ausdruckt.  Man  geht  dazu  von  dem 
irgend  einen  bestimmten  Druck  Pq,  den  man  als  Einheit  wählt,  gegebenen 
ferthe  des  Produktes  aus  und  vergleicht  mit  dem  die  übrigen.  Wählen  wir 
Einhieit  des  Druckes  den  von  1  Meter  Quecksilber,  imd  stellen  wir  all- 
die  Drucke  durch  Meter  Quecksilber  dar,  so  können  wir  setzen 

^^i-A{p-i)-\-B(p-iy-... 

wenn  wir  P=  P^  =  1  imd  V  =  Vq  setzen,  dieser  Quotient  gleich  1 

muss. 
Derartige  Formeln  sind  mehrfach  aufgestellt,  zuerst  von  Regnault  *) 
t,  der  ihr  eine  etwas  andere  Form  gab,  dann  von  Jochmann  ^  und  zu- 
iTon  Schröder  van  der  Kolk').  Für  keines  der  untersuchten  Gase  lassen 
aber   alle  beobachteten  Werthe  durch  eine  einzige  Fonnel  mit  hin- 
ler Genauigkeit  wiedergeben,  so  dass,  die  Genauigkeit  der  Kegnault' - 
Versuche  vorausgesetzt,   die  Abhängigkeit  des  Produktes  P  V  von 
Drucke  P  eine  sehr  verwickelte  ist. 

bnerhalb  enger  Grenzen,  etwa  bis  zu  dem  Drucke  von  fünf  bis  sechs  At- 
iSren,  kann  man  indess,  wenn  man  aus  zwei  Beobachtungen  die  Constan- 
\A  und  B  der  Gleichung  bestimmt,  die  übrigen  darstellen,  imd  dann  die 
lel  benutzen,  um  auch  für  nicht  beobachtete  Drucke  PF  zu  berechnen. 
^ach  Schröder  van  der  Kolk  sind  die  Constanton  der  Gleichung  für  die  un- 
sachten Gase  bis  zu  einem  Drucke  von  etwa  5  Meter  Quecksilber  folgende: 

Luft A  =  0,00124351  B  =  0,0000229842 

Kohlensäure  .  .  ^  =  0,008567  B  =  0,000111 

Stickstoff    ,  .  .  A  =  0,000817794  B  =  0,0000667695 

Wasserstoff  ,  .  A  =  0,00038069  B  =  0,000039831. 

später  hat  Kegnault '^)  noch  einige  andere  Gase  bis  zu  einem  Drucke 
h  etwa  8  Atmosphären  verfolgt.  Die  von  ihm  für  dieselben  berechneten 
iMpolationsfonneln  haben  die  Gestalt 

-V^  =  1  +  ^  (-P  -  0,76)  -B(P-  0,76)^ 

|Hft  die  Drucke  P  ebenfalls  in  Meter  Quecksilber  gegeben  sind.  Die  Con- 
iMben  Ä  und  B  haben,  durch  ihre  Logarithmen  ausgedrückt,  folgende 
hrUie: 


*)  Seffnaultj  Mämoires  de  TAcad.  des  sciencefl  etc.  T.  XXL  p.  418. 
")  Jodmann,  Schlömilch  Zeitschriffc  für  Mathematik  etc.  Bd.  V.  p.  101. 
*)  Sehröder  van  der  Kolky  Poggend.  Annal.  Bd.  CXVl. 
*)  BegnauH,  M^moires  de  TAcad.  T.  XXYI.  p.  229  ff. 
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Sauerstoff  ...  log  ^  =  0,2699060  —  3  log  5  =  0,6646643  —  5 

Kohlenoxyd  .  .  log  ^  =  0,7805656  —  3  log  -B  =  0,8489327  —  4 

Stickoxydul  .  .  log  Ä  =  0,8146743  —  3  log  JB  =  0,6670487  —  4 

Stickoxyd    ...  log  ^  =  0,4465181  —  3  log.-B  =  0,4395016  —  4 

In  der  Gleichung  für  Stickoxydul  ist  B  negativ,  also  das  dritte  Gliel 
positiv  zu  setzen. 

Für  eine  Anzahl  anderer  Gase  hat  Regnault  das  Verhalten  gegenl 
dem  Mariotte'schen  Gesetze  bis  zu  einem  Drucke  von  zwei  Atmospl 
verfolgt.    Folgende  Tabelle  enthält  die  Resultate;  in  dieselbe  sind  aaeh 
vorher  erwähnten  Gase  aufgenommen,  sie  ist  geordnet  nach  dem  Grade, 

welchem  die  Gase  vom  Mariotte'schen  Gesetze  abweichen,  die  Abwei 

P   V 

ist  um  so  grösser,  je  grösser  der  Quotient    p    y  ist.     Die   Zahlen 

für  eine  Temperatur  von  7**,9  C. 

P  P     V 

^  P  P  .  V 

Luft 702,78  1457,61  2,074  1,00215 

Stickoxyd 720,08  1416,33  1,967  1,00285 

Kohlenoxyd 703,18  1457,28  2,072  1,00293 

Grubengas    706,53  1383,73  1,958  1,00634 

Stickoxydul 703,10  1448,63  2,060  1,00651 

Kohlensäure    ....  774,03  1550,63  2,003  1,00722 

Chlorwasserstoff  .  .  708,93  1460,03  2,059  1,00925 

Schwefelwasserstoff  722,53  1409,93  1,951  1,01083 

Ammoniak    703,53  1435,33  2,040  1,01881 

Schweflige  Säure      697,83  1341,58  1,922  1,02088 

Cyan 703,48  1428,58  2,031  1,02353 

Die  Abweichungen  vom  Mariotte'schen  Gesetze,  stets  im  Sinne 
starkem  Compressibilität,  sind  zum  Theile  sehr  beträchtlich,  sie  sind, 
wir  später  zeigen  werden,  im  allgemeinen  um  so  grösser,  je  leichter 
Gase  zu  Flüssigkeiten  condensirt  werden. 

Aus  den  von  Regnault  bis  zu  30  Atmosphären  Druck  ausgedel 
Versuchen  ergibt  sich,  dass  soweit  die  Abweichungen  vom  Mariotte*! 
Gesetze  wachsen,  und  zwar  bei  einem  und  demselben  Gase  in  demi 
Sinne,  dass  also  für  Luft,  Stickstoff  etc.  die  Compressibilität  mit  steij 
Drucke  wächst.    Bei  hohem  Drucken  ist  das  jedoch  nicht  mehr  der 
vielmehr  hat  Natterer  ^)  gezeigt,  dass  bei  sehr  hohen  Drucken  sich 
Stoff,  Sauerstoff  imd  Kohlenoxydgas  ebenso  verhalten  wie  Wasserstoff, 
alle  diese  Gase  mit  höherm  Drucke  viel  weniger  zusammengedrflckt 
den,  als  es  das  Mariotte'sche  Gesetz  verlangt. 

Natterer  comprimirte  die  Gase  in  der  Flasche  seines  §.  104  bei 
benen  Compressionsapparates  und  maass  den  Druck,  ähnlich  wie 
imd  Schwendsen  bei  ihren  vorhin  erwähnten  Versuchen,  indem  er 
ein  an  der  Flasche  angebrachtes  Ventil  einen  Hebel  wirken  liess  und 
Gewichte  bestimmte,  welche  den  Hebel  im  Gleichgewicht  hielten.    Das 

*)  Natterer,  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  V.  Bd.  VI.  Bd. 
Poggend.  Ann.  Bd.  LXII.  Bd.  XCIV.  Die  hier  angeführten  Versuche  finden 
P.  A.  Bd.  XCIV. 
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I  Gas  liess  er  dann  durch  eine  Röhrenleitang  unter  eine  in  einer 
tiachen  Wanne  stehende  Glocke  treten,  deren  Kubikinhalt  genau 
.  Bo  gross  war  als  der  Kubikinhalt  der  Flasche  des  CompreasJonsappa- 
Wenn  nun  die  Gase  dem  Mariotte'schen  Gesetze  folgen,  so  muss 
)d«äiiial,  wenn  die  Glocke  einmal  aus  der  Flasche  unter  dem  Drucke  einer 
rousphäre  gefüllt  wird,  der  Dmck  um  10  Atmosphären  abnelunen,  sind 
e  weniger  compressibe!,  als  es  das  Mariotte'sche  Gesetz  verlangt,  so 
s  der  Druck  bei  jeder  Füllung  der  Glocke  um  mehr  als  10  Atmosphären 
len  und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr  die  Gase  in  dem  Sinne  von  dem 
!  abweichen.  Es  zeigte  eich,  ilass  in  hohen  Drucken  die  Druckab- 
bis  zu  mehr  als  dem  lOfachen  wuchs;  als  Stickstoff  z.  B.  bis  auf 
I  Atmosphären  comprimirt  war,  sank  bei  dem  erbten  Austreten  von 
10  Volumen  Gas  der  Druck  imi  136,  dann  xua.  132  Atmosphären,  erst  als 
der  Dnick  auf  75  Atmosphären  herabgegangen  war,  nahm  er  fUr  jede  10 
Volume  heraustretenden  Gases  um  10  Atmosphären  ab. 

Indem  Natt«rer  in  dieser  Weise  die  Flasche  allmähüg  entleert«  und 
nach  jedesmaligem  Auafiiessen  von  10  Volumen  den  Druck  beobachtete, 
liess  sich  auch  rUckwOrta  bestimmen,  wieviel  Volume  Gas  in  der  Flasche 
•  bei  einem  bestimmten  Drucke  comprimirt  waren.  Da  nun  der  reciproke 
Werth  der  in  der  Flasche  enthaltenen  Anzahl  Volumina  daa  Volumen  des 
in  der  Flasche  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  vorhandenen  Gases 
angibt,  so  lässt  sich  auf  diese  Weise  das  Produkt  P .  V  für  jeden  Druck 
augeben,  jenes  hei  1  Atmosphäre  Druck  gleich  1  gesetzt.  In  dieser  Weise 
sind  in  folgender  Tabelle  einige  von  Natterers  Angaben  itns ammengestellt, 
die  erst«  der  illr  jedes  Gas  anjregebenen  Columnen  enthält  die  Drucke  P 
in  Atmosphären,  die  zweite  die  Anzahl  der  in  der  Flasche  unter  diesen 
Drucken  comprimirten  Volumina  der  Gase,  deren  reciproker  Werth  das  Vo- 
lumen jener  Gasmenge  ist,  welche  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  die 

P    Y  1 

Flasche  ausfallt,  die  dritte  Columne  enthält  den  Quotienten  -p~y  =  py, 

dessen  Abweichimg  von  der  Einheit  den  Gratl  der  Abweichung  vom  Mariotte'- 
_  sehen  Gesetze  in  derselben  Weise  angibt  wie  hei  bei  den  Zahlen  von  Regnault 


WiWBerstotf 

Sauerotofi 

P 

I 

1 

J' 

1 

1 

V 

P^V 

V 

PV 

2790 

1008 

0,3013 

1354 

657 

0,45äa 

2347 

958 

Ü,1Ü81 

1106 

617 

0,6678 

1781 

848 

0,4761 

»23 

577 

OfiSbt 

1508 

778 

0,51  ß9 

764 

537 

0,70aB 

1259 

708 

0,r>615 

563 

467 

0,82111 

1015 

028 

0,fil87 

463 

417 

0,900« 

761 

528 

0,70.10 

370 

347 

0,9.179 

605 

.S98 

0,7881 

276 

267 

0,967* 

365 

308 

0,8438 

243 

237 

0,9768 

34S 

218 

0,8790 

210 

207 

0,9857 

IfW 

98 

0,9800 

188 

187 

0,99i7 

7fi 

78 

1,0000 

177 

177 

1,0000 

StiokBtoff 

KuhlciiDxyd                 1 

p 

1 

1 

p 

1 

1 

V 

P.  V 

T 

PV 

2790 

705 

0,2627 

2790 

727 

0,2006 

2046 

645 

0,3162 

2088 

677 

0,3243 

1640 

605 

0.3880 

1674 

637 

0,380S 

1458 

585 

0,4012 

1416 

607 

0,«S8e 

1228 

555 

0,4519 

1196 

577 

0,4834 

1036 

525 

0,607ä 

1016 

547 

0,6863 

601 

475 

0,5980 

814 

507 

0,G32S 

600 

415 

0,efllT 

599 

447 

0,7463 

40» 

335 

0,g312 

408 

367 

0,8999 

206 

105 

0.94eO 

204 

197 

0,9667 

107 

105 

0.981» 

138 

137 

0,9928 

85 

85 

1,0000 

127 

127 

1,0000 

Füi-  geringere  als  die  zuletzt  in  den  Tabellen  angegebenen  Dnickc  er- 
halt Nalterev  fllr  die  Produkte  P  .  V  den  Werth  1,  da  diese  Methode  selbst- 
ver^ttfindlich  nicht  im  Stunde  ist,  die  kleinen  Abweichungen  der  G&se  vun 
Ma,riotte'schen  Gesetze  in  geringeren  Drucken  erkennen  zu  lassen. 

Die  Vereuche  Natterers  sind  neuerdings  wiederholt  von  Ciulletet'); 
das  Ton  demselben  angewandt«  Verfahren  ist  dem  von  demselben  Physiker 
bei  der  C'ompresaion  der  Flüssigkeiten  benutzten  ähnlich.  Die  Oaee  befun- 
den sich  in  einer  imten  offenen  und  mit  dem  offenen  Ende  in  Queckailbor 
tauchenden  Glasröhre  von  etwa,  50  Cc.  Inhalt;  an  das  obere  Knde  der  RSh- 
ren  war  ein  innen  vergoldetes  Capillarrobr  angesetzt,  welches  oben  ge- 
schlossen war.  Diese  Vorrichtimg  war  in  einen  mit  Wasser  angeflülten 
t'ompressionsapparat  gesetzt.  Lieas  man  nun  auf  diu  Wasser  den  dnrch 
ein  Desgoffe'sches  Manometer  {§.  64)  gemessenen  Druck  wirken,  so  pflanzte 
tiich  derselbe  auf  das  QueckeUber  fort,  und  dieses  stieg,  wenn  der  Drndc 
gross  genug  war,  in  das  capillare  Rohr  imd  löste  das  Gold  an  den  WBndcoi 
soweit  auf,  als  e»  in  das  ßohr  eingedrungen  war.  Der  Staunt  de«  capUlaren 
Rohres,  an  dessen  Wandung  das  Gold  nicht  aufgelost  war,  gab  dann  du 
Volumen  des  couipriniLrten  Gases,  welches  nach  Beendigung  der  Compnu* 
sion  bestimmt  wurde.  Die  von  Cailletet  auf  diese  Wei?<e  bei  einer  Tempe- 
ratur von  15"  erhaltenen  Zahlen  gibt  folgende  Tabelle,  zusammengostfUt 


mit  den  Zahlen  von  Natte 

■er. 

0  f., 

Druck  in  AtmosphUren 

WaaserBtoB 

""^            Luft 

Cailletet        Natterer 

Cailletet 

Kiitterer 

60 

0,981U 

1,0137 

— 

8U 

1,0118 

— 

100 

0,Iir.62             0,9800 

1,0098 

1,0000 

200 

0,9168             0,9050 

0,9990 

0,9603 

300 

0,8761             0,8600 

0,9*0.^ 

0,9»0U 

400 

0,837i             0,8S12 

0,8672 

n,Mati 

605 

0,7580             0,7633 

0.7ai6 

0.7  IM. 

>)  CaiOeta,  Comptea  Runtlus  T.  bXX.  p,  1131. 
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Die  Beobachtungen  Cailletets  stimmen  mit  denen  Natter ers  recht  gut, 
auch  sie  beweisen,  dass  mit  steigendem  Drucke  die  Compression  der  Gase 
weit  davon  entfernt  ist,  dem  Mariotte'schen  Gesetze  zu  folgen,  dass  die 
Gase  viel  weniger  comprimirt  werden,  als  es  das  Gesetz  verlangt. 

Es  ergibt  sich  somit,  dass  wir  selbst  ftlr  die  sogenannten  permanenten 
Gase,  das  heisst  jene,  die  durch  Compression  nicht  in  den  flüssigen  Zustand 
tlbergeffthrt  werden  können,  das  Mariotte'sche  Gesetz  nur  bis  zu  einem 
Drucke  von  100  Atmosphären  annähernd  gültig  ansehen  können,  dass  dar- 
über hinaus  das  Verhalten  der  Gase  ein  ganz  anderes  ist. 

Die  theoretische  Bedeutung  dieses  Verhaltens  wird  in  der  Wärmelehre 
hervortreten,  in  der  wir  die  Condensation  der  Gase  ausführlicher  besprechen 
werden.  Hier  sei  nur  erwähnt  und  an  einem  Beispiele  gezeigt,  dass  das 
Verhalten  der  Gase  gegen  Druck  wesentlich  von  der  Temperatur  bedingt  ist. 

In  seiner  Arbeit  über  die  Dichtigkeit  der  Gase  ^),  welche  wir  ebenfalls 
in  der  Wärmelehre  ausführlicher  besprechen  werden,  bestimmte  Regnault 
das  Gewicht  Kohlensäure,  welche  einen  Ballon  bei  100^  einmal  unter  dem 
Drucke  einer  Atmosphäre  von  7  5  5™™,  15  Druck  und  ein  andrcsmal  unter 
dnem  Drucke  von  338°*",39  füllte.    Er  fand 

Pj  =  765,65     Gewicht  =  14,190    =  s^ 
Pg  =  338,39  „        =     6,3487  =  6^;. 

Nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  müsste  mm 

P      s 


-*  1    •    *2 

lin,  und  die  Abweichimg  dieses  Quotienten  von  1  gibt  uns  die  Abweichung 
ler  Kohlensäui'e  vom  Mariotte'schen  Gesetze  bei  100 ^.^  'Jener  Quotient 

Mrird  nun 

338,31)  .  14,190 

^^~ -  =  1,000908. 

755,65  .    0,3487  ' 

Diese  Abweichung  der  Kohlensäure  vom  Mariotte'schen  Gesetze  ist 
aber  beträchtlich  kleiner  als  jene,  welche  sich  aus  den  l)ei  ungefölir  3®  C. 
ang^estellten  Compressions versuchen  ergibt.  Für  die  Kohlensäure  wird  in 
der  vorhin  aufgestellten  Intorpolationsformel 

^  =  1  -  A  (p  -  1)  +  B  {p-  ly 

A  =  0,008567      B  =  0,000111. 

Berechnen  wir  darnach  den  Werth  IPV  für  die  angegebenen  Drucke, 
al&o,  da  hier  P  in  Meter  Quecksilber  gegeben  ist, 

fttr  Pi  =  0,76666  und  Pg  =  0,33839, 

8o  erhalten  wir 

Pi  Fl  =  1,002157  .  Py  Vq 
Pg  Fg  =  1,006157  .  Po  7o 


und  daraas 


P,  F, 


^-^  =  1,003987. 


*)  BegnatHtf  Memoires  de  TAcad.  des  sciences  etc.  T.  XXL  p.  149. 


Ke  nimmt  also  die  Abweiuhimg  der  EohlensKure  vom  Hariotle'scheB 
Gesetz  mit  steigender  Temperatur  betrSchtlich  ab.  Aehnliches  gilt,  wie 
Schrfider  vtin  der  Kolk  gezeigt  hat,  ftii-  die  Luft  für  diejenigen  Drucke,  bei 
denen  sie  in  demselben  Sinne  abweicht  wie  die  Kohlensäure,  w&hrend  fUr 
Wasserstoff,  der  vom  Mario tte'a eben  Gesetz  von  vornherein  in  entgegen- 
gesetztem 8iime  abweicht,  eine  solche  Abnahme  nicht  existirt,  ja  wahr- 
scbainllcb  statt  dei^sen  eine  Zunahme  eintritt,  w&hrend  mit  sinkender  Tem- 
peratur eine  Abmihrae  eintritt  ^). 

Dürfen  wir  diese  wenigen  ErfahmagSMätze  verallgemoinem,  so  wflrde 
man  daran»  schliessen,  dass  die  ZusammendrUckbarkeit  der  Gase  mit  stei- 
gender Temperatur  abnehme,  mit  sinkender  Temperatur  hingugen  wachse. 

Die  Gaue  der  ersten  Gruppe  nahem  sich  demnach  Für  kleinere  Dmoke 
dem  Moriotte'schen  Gesetze,  wenn  man  sie  erwärmt  und  bei  einer  gewissen, 
fUr  die  verschiedenen  Gase  verschiedenen  Temperatur  folgen  die  Gase  bei 
kleinen  Drucken  dem  Gesetze  genau.  Bei  weiterer  Erwärmung  würden  sich 
die  Gase  dann  wie  der  Wasserstoff  verhalten,  ihre  ZusammendrUckbarkeit 
würde  von  vornherein  kleiner,  als  das  Gesetz  verlangt.  Der  Waaeeratoff 
würde  dann  den  andern  Gasen  nicht  als  epeclfisch  verschieden  gegenüber- 
stehen, sondern  sich  verhalten  wie  die  andern  Gase  in  bilhem  Temperaturen, 
derselbe  würde  in  einer  sehr  tiefen  Temperatur  bei  kleinen  Drucken  dem 
Mariotte' sehen  Gesetze  folgen.  Wir  werden  auf  diese  Fragen  in  der  Wärme- 
lehre zurückkommen. 


Anwendung  des  Mariotte'sohen  Oesetzes  sur  BeBtinuniiiig  der 
Abnahme  dea  Luftdruckes  mit  der  Hohe.  Mit.  Hülfe  den  Mai-iotte'- 
achen  Gi;tPl/.c^  find  wir  nun  leicht  im  .Stande,  das  Gesetz  zu  bestimmen, 
nach  welchem  der  Luftdruck  bei  einer  Erhebung  über  den  Boden  abnünml. 
Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  die  Barometerstünde  in  den  ventchiedeoen 
Höhen  über  der  Erdoberfläche  aufzusuchen,  da  die  Barometers ISnde  d«o 
Druck  messen,  unter  welchem  die  Luft  weh  dort  befindet,  und  die  Dichtig- 
keit der  Luft  diesem  Drucke  proportional  ist. 

Nehmen  wir  zu  dem  Ende  an,  dass  die  Luft  überall  dieselbe  Tempe- 
ratur habe  und  denken  wir  ims  dieselbe  in  eine  Reihe  sehr  dünner  Schieb- 
ten getheilt  von  der  Dicke  D.  Die  Dichtigkeit  der  Luft  in  Jeder  Schldit 
sei  conetant,  s^ie  ändere  sich  aber  beim  ücbergang  aus  einer  Schicht  in  die 
andere.  Nun  sei  der  Barometerstand  an  der  Erde  gleich  77, ,  wenn  wir  am 
die  Höhe  D  aufsteigen  gleich  H^,  lun  2D  gleich  Ilg....  am  hD  gleich  Sa+x- 
Wenn  wir  um  die  Höhe  D  aufsteigen ,  nimmt  der  Barometerstjind  um  JJ^  — H^ 
a  Luftsäule  von  der  Höbe  D  an  der  Erdoberfläche  ist  also  an  Ge- 
wicht gleich  einer  Quecksilbersäule  von  gleichem  Querschnitt  und  der  ÜObe 
JI, — /7j.  Nennen  wir  daher  die  Dichtigkeit  der  Luft  in  dieser  Schiebt  A, 
die  des  Quecksilbers  s,  so  folgt 

d:8  =  B^—n, :  D. 

1.  Bd.  CXVI.  und  CXX\1. 
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Da  nun  aber  die  Dichtigkeit  der  Luft  proportional  ist  dem  Drucke, 
unter  welchem  sie  steht,  so  haben  wir  ebenfalls,  wenn  c  die  Dichtigkeit 
der  Luft  unter  dem  Drucke  H  =  1  bezeichnet, 

d  =  c  .  Hl, 

oder,  wenn  wir  das  Verhältniss  der  Dichtigkeit  d  der  Luft  zu  derjenigen  s 
dra  Quecksilbers  mit  d  bezeichnen,  also  setzen 

8  ' 


0  ==  C .  Hl , 


c 


wo  C  gleich  ist 

Mit  Beachtung  der  Yorigen  Gleichung  haben  wir  nun 

±  -"l       "i  rf      TT 

0  =  — 2) —  =  ^  •  ^n 
also  für  den  Barometerstand  H2  in  dem  Abstände  2)  von  der  Erde 

H^:^Hi(l  —  C.  D). 

Steigen  wir  ein  zweites  mal  um  D  auf,  so  nimmt  der  Barometerstand 
um  II2 — ^3  at»;  ist  die  Dichtigkeit  der  Luft  in  dieser  Schicht  d\  so  ist  jetzt 

d   H^ — H^ 

Nun  ist  aber  wieder  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze,  da  U^  der  Baro- 
meterstand in  dieser  Schicht  ist, 

d  =  c  .  H^^ 

worin  c  genau  denselben  Werth  hat  wie  vorhin,  demnach 


also 


tf'  =  -^- .  1/2  =  c.  n^^ 


"i         -"8    /y        TT 

=   0   .   üg, 


D 

H^  =  ITg  (1  —  CD)  =  H,{1  —  CD)K 

In  ganz  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  Barometerstände  in  den  Höhen 
3/> ,  42)  . . . . ,  es  ist  in  der  Höhe 

3D..H^    =  Ä,  (1  —  CD)  ==  i/i  (i  —  cny, 

4J)..H^       =  IT^  (1  —  CD)  =  n^  (1  —  CD)\ 

»am  • 

•  •  •  • 

nD  . .  fl^n+i  =  fi„  (1  —  CD)  =  k^  (1  —  CD)». 

Wir  erhalten  daraus  das  Gesetz,  dass,  wenn  die  Höhen,  die  wir  erstei- 
gen, in  arithmetischer  Reihe  wachsen,  die  Barometerstände  in  geometrischer 
Reihe  abnehmen.  Da  nun  die  Dichtigkeit  der  Luft  an  irgend  einer  Stelle 
dem  dort  vorhandenen  Barometerstande  propoiüonal  ist,  so  folgt,  dass  das- 
selbe Gesetz  für  die  Abnahme  der  Dichtigkeit  der  Luft  besteht,  oder,  dass 
die  Dichtigkeit  der  Luft;  in  geometrischer  Progression  abnimmt,  wenn  die 
H5hen,  zu  denen  man  ansteigt,  in  arithmetischer  Progression  zunehmen. 
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In  diesem  Satze  über  die  Abnahme  der  Barometerstände  mit  der  Höhe 
erhalten  wir  ein  einfaches  Mittel,  um  Höhendifferenzen  zwischen  zwei  Orten 
aus  Barometerbeobachtungen  abzuleiten. 

Ist  die  Höhe  eines  Ortes  über  der  Erdoberfläche,  an  dem  wir  den 
Barometerstand  H  beobachten,  gleich  m .  B  imd  eines  andern,  an  welchem 
wir  den  Barometerstand  h  finden,  n .  D,  so  ist  die  Höhendifferenz  X 

X={n-'m).B. 
Zugleich  ist  aber 


somit 


und  daraus 


U  =  UAl  —  CBy% 

h  =  ifj  (I  —  Ci))^ 

log  jf^^i^  —  ♦*•)  •  '**&  (1  —  ^^) 


und  setzen  wir  diesen  Werth  für  n  —  t»  in  die  Gleichimg  für  X 

^_  B  h^ 

^~log(l  — CD)  '  ^^^  H' 

oder  auch  da  H^  h^  um  nicht  den  Logarithmus  eines  echten  Bruches  zu 
benutzen, 

'^=\ogil-CB)'^''^h' 

Der  Coefficient  von  log  -^  ist  constant  imd  hängt  nur  von  dem  Werthe 

C  und  der  Dicke  B  der  Schichten  ab.  Wir  nahmen  nun  bei  der  Entwicke- 
lung  des  Gesetzes  über  die  Abnahme  der  Barometerstände  an,  dass  in  jeder 
Schicht  von  der  Dicke  B  die  Dichtigkeit  der  Luft  constant  sei.  Das  ist 
nur  dann  der  FaU,  wenn  wir  B  als  unendlich  klein  annehmen,  so  dass  es 

nur  wenig  von  o  verschieden  ist;  der  Coefficient  von  log  -j-  nimmt  dann  die 

Form  —  an:  wir  müssen  daher  suchen,  den  Werth  desselben  unter  dieser 

Voraussetzung  zu  bestimmen.    Dazu  gelangen  wir  folgendermaassen. 

Man  kann,  wie  in  der  Analysis  gezeigt  wird,  jeden  Logarithmus  in 
eine  Reihe  entwickeln  und  hat  dann  in  briggischen  oder  dekadischen  Loga- 
rithmen 

worin  -?7  den  Modulus  der  dekadischen  Logarithmen,  M  also  die  Zahl 
2,302685  bedeutet. 

Wir  haben  demnach  in  unserem  Falle 

log(l-C2))  =  -i(c2)  +  ^  +  ^  + ) 

und  daher 
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D  ^       J)  .M  

M 


Wenn  wir  nun  D  als  unendlich  klein  voraussetzeuj  so  verschwindet 

der  ganze  Nenner  auf  der  rechten  Seite  bis  auf  das  erste  Glied  und  wir 

erhalten  ^  ,.. 

—  v  M 


log  (1  —  CD)         C 
Setzen  wir  nun  diesen  Werth  in  unseren  Ausdruck  für  X  ein,  so  wird 

A  =  -^.log^^. 

Es  handelt  sich  nun  noch  darum,  in  diesem  Ausdrucke  C  zu  bestim- 
men, um  aus  den  Beobachtungen  des  Barometer  an  zwei  Orten  deren  Höhen- 
differenz bestimmen  zu  können. 

Um  C  zu  erhalten,  erinnern  wir  ims,  dass  wir  hatten 

worin  d  die  Dichtigkeit  der  Luft  in  Bezug  auf  Quecksilber,  oder  das  Ver- 
bältniss  des  Gewichtes  von  1  Kubikcentimeter  Luft  unter  dem  Drucke  II^^ 
zu  dem  Gewichte  eines  Kubikcentimeters  Quecksilber  zu  13^,59  bedeutet. 
Wir  werden  in  einem  spätem  Abschnitte  die  Mittel  kennen  lernen,  um 
das  Gewicht  d  eines  Kubikcentimeter  Luft  zu  bestimmen.  Von  den  Grössen, 
mit  denen  sich  dasselbe  ändert,  kennen  wir  vorläufig  nur  den  Druck,  unter 
welchem  das  Gas  steht;  überdies  ändert  es  sich  aber  auch  mit  der  Tempe- 
ratur tj  mit  der  Spannkraft  F  des  Wasserdampfes,  welchen  die  Luft  ent- 
hSlt,  und  wenn  wir  das  Gewicht  der  Luft  an  verschiedenen  Orten  bestimmen, 
aaeh  mit  der  Intensität  der  Schwere.  Wenn  wir  alle  diese  Aenderungen  in 
einen  Ausdruck  zusammenfassen,  so  erhalten  wir  für  das  Gewicht  d  eines 
Kubikcentimeter  Luft  an  einem  Orte  von  der  Breite  (p  imter  dem  Drucke  H 
nnd  bei  der  Temperatiu*  f  C. 

TT 8/       JP 

d  =  O^'jOOl 292673  .  (1  —  0,002837  .  COS  2  9))  ,    at\^~W 

worin  a  eine  constante  Grösse,  den  Ausdehnungscoefficienten  der  Luft,  be- 
deutet. 

Wir  erhalten  daraus  6  =  C  ,  H^  indem  wir  diesen  Ausdnick  durch 
das  Gewicht  s  eines  Kubikcentimeters  Quecksilber  dividiren 

*  •>      Tr  0,001292673/^  ^  ,^     s         H  —  ^/f,  F 

S^C.1I==  ^__  (1-0,002837  .  cos  29>)  (,  ^  ,,;'.  ,eo 

und  setzen  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  für  C  in  unseren  Aus- 
druck für  X,  so  erhalten  wir  für  den  Höhenunterschied  zweier  Orte,  deren 
Barometerstände  H  und  h  sind, 

M  .  13,59  1  (1  +  at)  .  760     ,        H 


0,001292673  (1—0,002837  .   COS  2  <p)  ^      F  ^    Ä  ' 

1  -  /«  j7 


,.  18398m  (1  +  at)     ,      H 


(1—0,002837  .   COö  2  qp)       g      F 
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oder  da 

l-(0,oo2»»VcoB2y)  =  1  +  ^^'•^^SST  .  COS  2  .p  +  (0,002837  .  COS  2  9)*  + ... 

und  in  dieser  Reihe  die  zweiten  und  hohem  Potenzen  wegen  der  Kleinheit 
derselben  vernachlässigt  werden  können, 

X  =  18398°^  (1  +  0,002837  .  cos  2  (p)    ^  "^  ""*    •  log  ~ 

1  —  V  — - 

Dieses  würde  die  Formel  für  barometrische  Höhenbestinunungen  sein, 
wenn  die  von  uns  gemachten  Yoraussetzimgen  beständen,  wenn  die  Tempe- 
ratur der  Luft  an  allen  Stellen  dieselbe,  die  Luft  überall  den  gleichen  Ge- 
halt an  Wasserdampf  hätte,  und  wenn  nicht  die  Intensität  der  Schwere  in 
verschiedenen  Höhen  verschieden  wäre.  Ueberdies  müssen  wii*  nach  §.  93 
an  den  Barometerständen  H  imd  Ji  wegen  der  verschiedenen  Temperatur 
auf  beiden  Stationen  eine  Correction  anbringen  und  die  Variationen  des 
Barometerstandes  §.  95  beachten.  Um  später  nicht  auf  diesen  Gegenstand 
zurückkommen  zu  müssen,  wollen  wir  hier,  einige  Sätze  aus  der  Wärme- 
lehre vorgreifend,  diese  Correctionen  anbringen. 

l)  Die  Spannkraft  F  des  Wasserdampfes  ist  an  den  beiden  Beobach- 
tungsstationen und  in  der  ganzen  Luftsäule  zwischen  denselben  an  den  Ter- 
schiedenen  Pimkten  verschieden.  Man  kennt  jedoch  nicht  das  Gesetz,  nach 
welchem  sich  dieselbe  ändert.  Da  jedoch  F  immer  nur  sehr  klein  ist,  80 
begnügt  man  sich,  ein  f(ir  allemal  eine  Correction  anzubringen  und  den 

F 

immer  nur  wenig  von  1  verschiedenen  Coefficienten  1  —  Vsjf  durch  einen 

mittlem  Werth  zu  ersetzen  und  die  kleinen  Schwankungen,  welche  er  zu 
verschiedenen  Zeiten  erfährt,  zu  vernachlässigen.  Die  Spannkraft  F  des 
Wasserdampfes  ändert  sich  mit  der  Temperatur  der  Luft.  Da  nun  er&h- 
rungsgemäss  dieselbe  immer  nahezu  die  Hälfte  des  bei  der  Temperatnr  der 
Luft  gesättigten  Dampfes  ist,  imd  da  man  als  untere  Station  inmier  einai 
Ort  wählen  wird,  an  welchem  der  mittlere  Barometerstand,  also  JST,  nicht 
sehr  viel  von  760™™  verschieden  ist,  so  darf  man  annehmen,  dass  in  jenem 
Coefficienten  nur  F  und  dieses  nur  mit  der  Temperatur  sich  ändere;  dann  ist 

F 
H 


l-%-  =  l^h-ct, 


worin  h  und  c  zwei  sehr  kleine  Constanten  bedeuten.    Es  wird  demnach 

1  +  cct    _      1  +  cct 

oder  mit  grosser  Annäherung 

1  -|-  ai  1  -{-  at 


1  —  6— et       (1  —  6)  (1  —  cty 

und  fuhrt  man  die  angedeutete  Division  aus,  indem  man  alle  hohem  als 
die  erste  Potenz  von  /  vernachlässigt,  so  wird 

1  +at         ^  1  +  (a  +  c)t 
(1  —  t)  (1  —  cf)  1  —  6 
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Alf!  Werthe  für  er,  h  und  c  ergeben  sich  für  diesen  Ausdnick 

1  +  (0,003665   +   0,000335)  t  1  -f  ^j^^  ^ 

1  —  0,0009626  1  --     0,0009628 

und  nach  dieser  Correction  hat  man 

^         *^^^ (1     I.  0,002837  .  COS  2  ©)  (1  +  0,004  /)  .  log  ^. 

1  —  0,0009628  V         '         '  ^/   \         I         J  /  ö     /j 

2)  Ebenso  wie  man  sich  wegen  des  Wassergehaltes  der  Luft  mit  einer 
Annftherong  begnügen  muss,  kann  man  wegen  der  an  den  verschiedenen 
Steüen  der  zwischen  beiden  Stationen  befindlichen  Luftschicht  verschiedenen 
Temperatur  auch  nur  eine  angenäherte  C-orrection  anbringen,  da  man  das 
Gesetz  nicht  kennt,  nach  welchem  die  Temperatur  mit  der  Höhe  abnimmt. 
Man  nimmt  daher  an,  dass  sie  der  Höhe  proportional  abnähme,  imd  dass 
deshalb  das  arithmetische  Mittel  aus  den  an  den  beiden  Stationen  beobach- 
teten Temperaturen  der  mittlem  Temperatur  der  Luft  entspräche.    Anstatt  t 

mU  man  daher  — -7~' 

z 

3)  Man  muss  femer  der  Aenderung  der  Schwere  in  der  Höhe  Eech- 
tra^en.     Man  kennt  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Schwere  mit  der 

[Hohe  abnimmt,  und  kann  dai*aus  die  Aenderungen  berechnen,  welche  man 
unserem  Ausdrucke  für  X  anbringen  muss.     In  den  vollständigen  For- 
sln  von  La  Place  ^)  und  Poisson  ^)  ist  das  geschehen.     Indes s  ist  es  ein- 
Ffceher  und  bequemer,  hier  die  Beobachtimg  zu  Hülfe  zu  nehmen  und  mittels 
'iiarometrischer  Beobachtung  an  genau  auf  trigonometrischem  Wege  gemes- 
Höhen  den  numerischen  Coefficienten  so  zu  bestimmen,  dass  unser  Aus- 
dnick diese  Höhen  wiedergibt.    Es  geschieht  das  mit  hinreichender  Genauig- 
keit, wenn  man  ihm  den  Werth  18482"*  gibt.    Dadurch  wird  unsere  Formel 

X  =  18482°*  (1  +  0,002837  .  cos  2  qi)  { 1  +  0,004    ^^}  •  log  ^. 

Um  nun  schliesslich  die  Correctionen  wegen  der  Temperatur  des  Queck- 
silbers ajiziibringen,  ist  es  nothw endig,  die  Barometerstände  auf  0^*  zu  redu- 
ciren  (§•  93).  Dasselbe  geschieht,  wie  wii*  bereits  erwähnten,  dadurch, 
dass  wir  den  Barometerstand  H  durch  1  +  0,00018  .  T"  dividiren,  wenn 
wir  die  Temperatur  des  Quecksilbers  an  der  untern  Station  mit  T'  bezeich- 
nen; ist  sie  an  der  obem  Station  /',  so  wird 

X  =  18482"  (1  +  0,002837  .  cos  2  q>) 

jl  +  0,004^)   [\o^  ,^—^,-lc^^^'-—Y 

Um  nun  die  Variationen  des  Barometerstandes  mit  zu  beachten,  muss 
tna^Ti  entweder  den  mittlem  Barometerstand  an  beiden  Stationen  anwenden, 
oder  wenn  das,  wie  es  meist  der  Fall  ist,  an  der  obern  Station  auf  der 
Spitze  eines  Berges  nicht  möglich  ist,  muss  man  eine  Zeit  wählen,  in  wel- 

■)  La  Place ^  M^catuque  cdleste.  Livre  X,  chap.  4. 
'  *)   Poisson^  Trait^  de  M^canique.  Tome  IL  Livre  IV.  chap.  5. 

I  Ansföhrliche  Darstellung  der  verschiedenen  bei  barometrißchcn  Höhenmes- 

I  rangen  za  beachtenden  Umstände  siehe  Brandes  y  Ueber  Höhenmessungen  in 
[  GeSer'8  phy».  Wörterbuch.  Bd.  V.  TheU  I.  B.  Bühlmann,  Die  barometrischen 
[     HOhenmessmigen.  Leipzig  1870.    Man  sehe  auch:  Baeyer,  Poggond.  Ann.  XCVriI. 
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eher  die  Atmosphäre  möglichst  ruhig  ist,  damit  sie  möglichst  nahe 
Stande  des  Gleichgewichtes  ist,  den  imsere  Rechnung  voraussetzt, 
muss  dann  femer  gleichzeitige  Beobachtimgen  an  beiden  Stationen  ax 
lassen.  Da  die  Aenderungen  des  Luftdruckes  meist  nicht  so  loka 
dass  derselbe  in  nahe  liegenden  Orten  sehr  verschieden  ist,  so  kau 
dann  ziemlich  sicher  sein,  correspon  dir  ende  Barometerstände  zu  er 
Unsere  Fonuel  ergibt  dann  die  Höhe  der  zweiten  Station  mit  dem 
meterstande  h  über  der  ersten  bis  auf  einige  Meter  genau. 

Kennt  man  die  Höhe  eines  Ortes  über  der  Meeresfläche  und  zi 
den  Barometerstand  h  an  demselben,  so  kann  man  mit  Hülfe  dieser  ' 
den  Barometerstand  U  erhalten,  welcher  in  dem  Niveau  des  Meerea 
der  Breite  imd  Länge  des  Ortes  stattfinden  würde.  Auf  diese  Weise  ^ 
die  an  den  verschiedenen  Orten  beobachteten  mittlem  Barometerstur 
das  Niveau  des  Meeres  reducirt. 

§.  99. 

Anwendung  des  Mariotte'aohen  Gesetzes  auf  Manometei 

Druckmesser,  welche  wir  bisher  kennen  gelernt  haben,  beruhen  ai 
hydrostatischen  Grundgesetze,  dass  in  communicirenden  Röhren  nu 
Gleichgewicht  ist,  wenn  der  Druck  auf  die  Trennimgsfläche  der  beide 
sigkeiten  von  beiden  Seiten  gleich  gross  ist.  Bei  diesen  wird  also  der 
des  Gases,  die  Expansivkraffc  desselben,  durch  eine  FlüssigkeitssUi 
messen,  welche  in  der  einen  der  beiden  communicirenden  Röhren  üb 
Niveau  der  Flüssigkeit  in  der  andern  erhoben  ist.  Bei  hohen  D 
müssen  diese  aber  immer  eine  bedeutende  Länge  haben,  wie  z.  B.  < 
Arago  imd  Dulong  oder  Regnault  eine  Länge  von  3G"  besassen.  M 
deshalb  auf  das  Mariotte'sche  Gesetz  eine  andere  Art  von  Manomett 

gründet,  welche  den  Druck  eines  Gases  durch  die  Cc 
sion  eines  abgeschlossenen  Luftvolumen  bestimmen. 
Luft  fast  genau  dem  Mariotte' sehen  Gesetze  folgt,  sc» 
ten  wir  mit  Zugrundelegung  des  Gesetzes  nur  wenig  ^ 
Wahrheit  abweichende  Resultate. 

Die  gewöhnlichste  Form  der  Manometer  ist  die  fo 
Eine  oben  geschlossene  mit  trockner  Luft  gefüllte  Gh 
fFig.  157)  taucht  in  ein  Gefäss,  welches  zum  Th< 
Quecksilber  gefüllt  ist.  Das  Gefäss  steht  in  einem 
Cy linder  von  Eisen,  durch  dessen  Deckel  die  gesch 
Röhre  luftdicht  hindurchgeführt  ist.  Die  Röhre  ist 
Deckel  fest  eingekittet,  imd  der  Deckel  luftdicht  ui 
auf  den  Cylinder  aufgeschraubt.  Durch  eine  mit  einer 
verschliessbare  Röhre  kann  das  Gefass  mit  dem  Riii 
Verbindung  gesetzt  werden,  in  welchem  das  Gas  eingc 
sen  ist,  dessen  Druck  gemessen  werden  soll. 

Bei  dem  äussern  Druck  der  Atmosphäre  steht  das 
Silber  in  der  Röhre  und  dem  Gefässe  gleich  hoch;  trit 
den  Hahn  das  zusammengedrückte  Gas  in  das  Gef^ 
drückt  auf  die  äussere  Quecksilberfläche,  so  dringt  das 
Silber  in  die  verschlossene  Röhre  ein  imd  das  Volun 
abgesperrten  Gases  gibt  die  Grösse  des  Druckes  an. 


Fig.  ir.7. 


.'/ 
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\         Um  graduirt  den  Apparat  auf  folgende  Weise. 

Ist  der  Badins  der  Röhre  gleich  r  und  ihre  Länge  gleich  Ä,  so  ist  bei 
dem  anflbiglichen  Dnicke  von  760™™  das  Volumen  des  abgesperrten  Gases  v 

Wenn  nun  der  äussere  Druck  bis  zu  n  .  760"™  wächst,  so  steigt  das 
(Jaecksilber  um  x  in  der  Röhre  in  die  Höhe  und  der  dann  von  der  Luft 
eiBgenommene  Raum  ist 

V  =  r^n  (Ji  —  x). 

Während  nun  das  Quecksilber  in  der  Röhre  um  x  steigt,  sinkt  es  in 
dem  Gefässe  um  y.  Nennen  wir  den  Radius  des  ebenfalls  als  cylindrisch 
ronnsgesetzten  Gefösses  i?,  so  haben  wir 

Ttr^x  =  nB^y^ 

k  das  in  der  Röhre  aufgestiegene  Quecksilber  vorhin  in  dem  Gef^sse  den 
bnm  TCÜ^y  einnahm. 

Die  Spannung  oder  der  Dmck  der  eingeschlossenen  Luft  auf  die  Ober- 
Icbe  des  Quecksilbers  ist  nun  gleich  dem  äussern  Drucke  n  .  760™™, 
doch  vermindert  um  die  Höhe  der  gehobenen  Quecksilbersäule,  also 

p'  :=n  .  760  —  X  —y 
p  =n,  760  —  a:  ( 1  +  ^»)- 

Und  da  nun  die  Volumina  v  und  v  sich  verhalten  umgekehrt  wie  die 
acke,  so  haben  wir 

TtrVi :  Tcr^  Qi  —  a;)  =  w  760  —  rr  A  +  ^^  :  760, 


1  setzen  wir 


ist 


h  :  h  —  X  =  n  —  kx  :  1 
h 


=  n  —  kx. 
h  —  X 

Diese  Gleichung  nach  x  aufgelöst  gibt 


*=    2 


^  {n  +  M±  y  (n  +  khy  -  4M  («  -  1) 


wir  zur  Berechnung  von  x  dem  Wurzelausdruck  das  negative  Vorzeichen 
ben  müssen. 

Denn  für  w  =  1  ist  a;  =  o,  unser  Ausdruck  gibt. 


^=i{i+w*±]/(i+M)^j, 


d  machen  wir  den  Wurzelausdruck  negativ 

X  ==  0, 

Zur  Graduining  eines  solchen  Manometers  bedarf  es  also  nur  einer 
naaen  Messung  der  Radien  r  und  7?;  daraus  wird  die  Grösse  k  und  mit 

WIXU'imi,  Phytik.  L    3.  Aufl.  25 
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dieser  dann  x  berechnet  für  n  =  1 ,  2,  3 Die  so  gefunden« 

werden  von  dem  Niveau  des  Quecksilbers  im  Oef^se  aus  neben 
aufgetragen  und  mit  1,  2,  3...  bezeichnet.  Die  Quecksilbers^ 
dann  nnmittelbar  die  Grösse  des  Druckes  in  Atmospb&ren  an. 

Ist  die  Röhre  sehr  enge,  das  Geffiss,  in  welches  sie  taucht, 
weit,  so  kann  man  die  Niveanveränderung  im  Gefösae  vemach 

unserer  Formel  ist  dann  R^  '^'r^  ^  ^^  *^  ^tbü'  '"*'*  *^'''  ' 

Oft  gibt  man  diesen  Manometern  eine 
Tig-  lis.  Gestalt    (Fig.    158).      Der    offene    Arm 

Druck,  der  gemessen  werden  aoU,  und  de 
sene  Arm  enthält  in  dem  R^ume  NA  über  < 
Silber  trockne  Luft.  Unter  dem  Drucke 
Sphäre  steht  das  Quecksilber  in  beiden  Kü 
hoch.  Steigt  der  Druck  auf  w  .  760""",  st 
Quecksilber  in  dem  offenen  Schenkel  bis  A" 
in  dem  geschlossenen  Schenkel  um  ebensov 
Um  den  Apparat  zu  graduiren,  dient  un 
Formel,  indem  wir  r  ^  R  und  somit 


setzen,  wodurch  wir  erhalten 

Es  ist  Übrigens  zu  bemerken,  dass  bei 
des  Graduirens  vorausgesetzt  wird,  das; 
ren  genau  cytindrisch  sind,  also  r  überall 
Werth  behtllt.  Es  wird  das  nur  selten  mit  aller  Strenge  richtig 
deshalb  ist  es  im  allgemeinen  besser,  die  Röhren  durch  den  Versu 
duiren.  Man  bringt  sie  dann  mit  einem  Quecksilbermanometcr 
düng,  wie  es  zum  Beweise  des  Marintte'schen  Gesetzes  angewai 
und  vergleicht  die  Volumina  der  abgespen-ten  Luft  mit  den  äussere 
Um  den  Druck  zu  messen,  welchen  ein  Gas  in  einem  abget 
Raum,  etwa  einem  grossem  Reservoir,  ausübt,  hat  Regnault')  ^ 
ein  Manometer  angegeben,  welches  bis  zu  Drucken  von  etwa  30  At 
die  Bequemlichkeit  der  zuletzt  beschriebenen  Manometer  mit  der 
keit  des  einfachen  Quecks überm anometers  verbindet.  Die  i 
dieses  Manometers  zeigt  Fig.  159a.  Es  besteht  aus  einem  dii^ 
Messingrohr  AB,  welches  durch  den  Xf<irmig  durchbohrten  Hahn 
Rohrenleitung  C  mit  dem  Reservoir  in  Verbindung  gesetzt  werden 
ches  das  comprimirte  Gas  enthält.  Neben  der  Rshre  AB  befinde 
aus  den  conunonicirenden  Röhren  DE  und  FG  bestehende  einiai 
silhermanometer.  Diese  beiden  Röhren  conmiuniciren  durch  der 
in  der  Bodenplatte  des  Apparates  eingesetzten  Eisenstücke  b 
ebenfalls  xOrinig  durchbohrten  Hahn  K",  welcher  bei  um  90" 
V  -ffepIßauU,  Mämoires  de  l'Acad.  T.  XKVI.  p.  G80.  Poggeud.  Ann.  I 
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Stdlang  (Pig,  c)  den  inneni  Raum  des  Rohres  DE  mit.  der  unt«rn  Aus- 
liiN3ffnaiig  in  Verbindnng  aetzL  Dir  beiden  Rübren  DE  und  GF  sind  mßg- 
Hc^  cylindrisch  und  beide  mit  einer  Millimeterthciluug  verHehen.  Das 
oboi  etwas  ausgeüogene  j-ig,  is»,.  fig  ,5g,,_ 

fiolir  ED  ist  in  den  ver- 
tinl  absteigenden  Tbeil 
da  mit  dem  Hahne  11 
eommimicLrenden  Robre^ 
Äö  eingekittet.  Unmit- 
Idbu-  Ober  der  Rfihre 
CD  findet  sich  der 
Rtbtninklig  durchbohrte 
flihn  Ü',  durch  den  doH 
äncre  des  Rohren  3iD 
■tveder  mit  der  Ünssem 
Luft  in  Verbindung  ge- 
«trt  (Fig.  a),  oder  durch 
Drehung  um  90"  (Pig.  b) 
'  ntdem  Hahne  R  in  Com- 
DDiication  gebracht  wer- 
fe kann.  Die  drei 
Mam  äind  von  einem  in 
(iiier  FasKong  derBoden- 
[^Ite  eingekitteten  Olaa- 
Vlinder  M  M  umgeben, 
»deher  mit  Wasser  ge- 
füllt wird,  um  den  Ap- 
f>nt  wahrend  des  Ge- 
ktnchea  auf  constanter 
Toipeiatur  zu  halten.  ■.  t^ 

Zum  Gebrauche  des  Apparates  wird  zunüchst  das  Rohr  AB  mit  dem 
■ii  Gas  gefililten  Reservoir  in  Verbindung  gesetzt,  durch  Stellung  dew 
Hibnea  B  wie  in  Fig.  159a  und  dann  durch  Einfüllen  von  Quecksilber 
^h  das  RoliT  FG  das  Rohr  ED  soweit  mit  Quecksilber  gefüllt,  das»  eo 
nu  der  Oeffnung  0  her\'ortritt.  Darauf  wird  der  Hahn  R  in  die  Stellung 
%.  159b  gedreht  und  dann  der  Hahn  H  langsam  so  gestellt,  dass  der 
iuere  Raum  von  AB  mit  der  Röhre  DE  in  Verbindung  steht  (Fig.  Iö9b). 
Ke  in  AB  comprimirte  Luft  tritt  dann  zum  Theit  in  DE  über.  Man  stellt 
im  gleichzeitig  den  untern  Hahn  IC  so,  daas  sowohl  aus  der  Rühre  DE 
\  ils  aus  GF  das  Quecksilber  austiiessen  kann,  und  lässt  so  lange  unten 
I  Qoecksilber  fiuafliessen,  bis  in  den  beiden  letztem  Rohren  die  Quecksilber- 
■ireaus  eine  bequem  zu  messende  HöhcndifTerenz  h  zeigen. 

Der  gesuchte  Dnick  x  der  in  dem  Ueservoic  vorhandenen  Luft  ergibt 
neb  dann  folgendermassen.  Durch  die  Verbind\mg  des  Rohres  AB  mit 
ia&  betreffenden  Reservoir  hat  sich  das  Volumen  V  diese»  Rohres  mit 
Gas  unter  dem  Drnoke  X  geftlllt.  Nach  Herstellung  der  Verbindung  der 
beiden  Rühren  AB  und  DE  hat  sich  dann  dieses  Gasvoluinen  ausgedehnt, 
md  zwar,  wenn  wir  mit  \Y  das  Volumen  im  Rohre  DE  bezeichnen,  welches 
nach   Hersl^lhmg  der  Niveaudifferenz  //  von   dem   Gase  mit  angefüllt  ist, 
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auf  das  Volumen  F  +  W.  Ist  nun  H  der  Barometerstand  zur  Zeit,  als 
das  Volumen  V  +  W  hergestellt  war,  so  steht  dieses  Gas  jetzt  unter  dem 
Drucke  //  -}"  ''•    Niich  dem  Mariotte'schen  Gesetze  ist  deshalb 

x,v  =  (v+  W){n  +  h), 
X  =  — 'y—  (n  +  h). 

Zur  Bestimmung  von  x  ist  deshalb  ausser  der  Kenntniss  von  //  und  h 
noch  jene  der  Voliunina  V  imd  W  erforderlich.  Zur  Bestimmung  von  11' 
füllt  man  zunächst  ED  wieder  mit  Quecksilber  vollständig,  bis*  es  also  bei 
0  auszufliessen  beginnt,  stellt  dann  den  Hahn  li'  in  die  Stellung  Fig.  159b 
und  den  Hahn  B  so,  dass  der  Kaum  von  ED  durch  die  beiden  Hähne  K 
und  B  imd  die  Bohre  (7,  welche  jetzt  in  die  freie  Luft  mündet,  mit  der 
äussern  Luft  communicirt.  Man  stellt  dann  den  Hahn  B"  m  die  Stellung 
Fig.  159c  und  lässt  aus  dem  Rohre  BD  das  Quecksilber  ausfliessen.  Da« 
ausgeflossene  Quecksilber  sammMt  man  in  eine  Flasche  und  wZigt  dasselbe. 
Man  bestimmt  so  direkt  durch  das  Gewicht  des  ausgeflossenen  Quecksilbers 
den  Rauminhalt  der  Röhre  bis  zu  den  verschiedenen  Theilstrichen ,  und  hat 
dann  zur  Bestimmung  des  Volumens  W  jedesmal  nur  nöthig  den  Theü- 
strich  zu  bestimmen,  bis  zu  welchem  das  Quecksilber  in  der  Röhre  ED 
herabgedrückt  ist. 

Um  schliesslich  V  zu  bestimmen  wird  AB  mit  Luft  unter  dem  Druck 
der  Atmosphäre  gefüllt  und  das  Manometer  gerade  wie  zur  Bestimmung 
des  Druckes  x  hergerichtet.  Verföhrt  man  nun  gerade  so  wie  zur  Unter- 
suchung des  Druckes  o?,  so  wird  auch  jetzt  Luft  in  DE  übertreten,  wenn 
man  aus  i?"  Quecksilber  austreten  lässt^  es  wird  aber  in  (irl^das  Quecksilber 
jetzt  rascher  sinken  als  in  DE,  Ist  in  DE  ein  Volumen  TV"  eingetreten^ 
und  in  GF  das  Quecksilber  um  //  tiefer  gesunken,  so  ist  jetzt,  wenn  wieder 
U  die  Höhe  des  Barometers  ist, 

y  =  w'  — ~"  ^ 


Indem  man  so  die  Luft  aus  AB  bis  zu  verschiedenen  Volumen  F-j-  W' 
sich  ausdehnen  lässt,  erhält  man  eine  Reihe  von  Werthen  F,  die  sich  ge- 
genseitig controliren. 

Weitere  Werthe  von  F  kann  man  erhalten,  indem  man  zunächst  das 
Rohr  AB  und  das  Rohr  DE  bis  zu  einem  Volimien  v '  mit  Luft  filllt ,  und 
dann  durch  Einfüllen  von  Quecksilber  in  GF  diese  Luft  comprimiri^  Hat 
man  sie  so  weit  comprimirt ,  dass  in  DFj  noch  ein  Volumen  TF^  mit  Luft  ge- 
füllt ist,  und  steht  in  Folge  dessen  das  Quecksilber  in  JTO  um  Ä^  hoher,  so  ist 

(F  +  t;')l/=(r+Tr,)(H+A,) 
v'U-  W^(H+ft,) 

Regnault  gab  bei  seinem  Manometer  den  Röhren  AB  und  DE  die 
Länge  von  1  Meter  und  ersterer  einen  Durchmesser  von  5™  letzterer  von 
20""*,  so  dass  also  der  Querschnitt  des  letztem  Rohres  16  mal  so  gros« 
war  als  der  von  AB.  Wurde  also  AB  mit  Gas  unter  einem  Drucke  von 
32  Atmosphären  geflült,  so  konnte  man  Y  '\-  W  leicht  so  herstellen,  dasa 
es  gleich  16  F  war,  es  wurde  dann  die  Niveaudifferenz  h  gleich  dem  i 
Ziaroiiieterstande.  \ 
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Man  sieht  leicht,  wie  man  durch  Verkleinerung  von  Y  und  Vergrös- 
seriing  von  W  auch  stärkere  Drucke  luit  nicht  gnissern  Niveau differenzen 
messen  kann;  es  ist  dann  nur  auf  die  Bestimmung  von  V  und  W  die  grödste 
Sorgfalt  zu  verwenden,  da  je  kleiner  V ist,  ein  kleiner  bei  der  Bestimmung 
dienert  Volumens  begangener  Fehler  von  sehr  grossem  Einfluss  ist. 

Zur  Messung  sehr  grosser  Drucke  ist  das  §.  61  beschriebene  Mano- 
meter von  Desgoffe  wohl  das  genaueste. 

§.  100. 

Volmnenometer.     Fiine  andere  Anwendung  des  Mariotte'schen  Ge- 
setzes ist  die  Messung  iler  Volumina  von  Körpern  und  so  die  Bestimmung 
ihrer  Dichtigkeit,  ohne  einer  Wägimg  in  Wasser  zu  bedürfen.    Der  erste 
Apparat  der  Art   wurde  von   Say*J  unter   dem   Namen   Stereometer  und 
etwas  Bpäter  von  Leslie^)  beschrieben.    Regnault**)  gab  demselben  folgende 
Form  (Fig.  160  und  161).     Eine  Glaskugel  A  von  300  Kubikcentimeter 
Rauminhalt    ist   mittels    einer   Metallfassimg    auf  ihrem   Hals   durch   vier 
Schrauben  imd  Z wisch enlegung  von  eingefettetem  Ledor  luftdicht  mit  dem 
manometrischen  Apparat  uhcd  vorl)unden.    Das  Manometer  besteht  aus  zwei 
2^mm  ^giten  Glasröhren  /;  und  c,  welche  in  ein  eisernes  mit  einem  "f  fönnig 
dnrchbohrten   Hahn  r  versehenes  Köhrenstück  eingekittet  sind.     F'ig.  162 
und    163   zeigen  einen  Durchschnitt  des  R(^hrenstückes  mit  zwei  verschie- 
denen Stellungen  des  Hahnes.    In  Fig.  162  communiciren  die  beiden  Mano- 
meterröhren mit   einander,  in   Fig.   163  h  mit  der  äussern  Luft,  c-  ist  ge- 
schlossen.   In  einer  andern  Stellung  würde  c  ohne  h  und  in  einer  vierten 
l>eide  mit  der  äussern  Luft  in  Verbindung  stehen.    Die  Röhre  cd  ist  gerade 
and  oben  offen;  die  Röhre  fc,  welche  oben  mit  der  Kugel  durch  das  enge 
Rohr    a  A   \SL  Verbindung   steht,  hat  nahe  unter   der  Kriimmimg   a  eine 
Kugel  B  und  zwei  Marken  wi«  und  ;>//,  die  eine  über,  die  andere  unter  B, 
Dnreh  einen  Hahn  s  kann  man  nun  auch  die  Röhre  ah  oben  mit  der  freien 
Luft  in  Verbindung  setzen. 

Man  muss  nun  das  Volumen  der  einzelnen  T heile  der  Röhre  ob^  von 
da  wo  sie  in  tue  Kugel  A  tritt  bis  zur  Marke  w//i,  und  des  zwischen  den 
beiden  Marken  enthaltenen  Theiles  genau  kennen,  ebenso  das  Volumen  der 
Kn^el  A.  Um  den  zwischen  den  Marken  enthaltenen  Raum  zu  erhalten, 
ßfTnet  man  den  Hahn  .*?,  stellt  r  so,  dass  ah  ilnd  cd  communiciren  (Fig.  162) 
lind  füllt  in  cd  Quecksilber  ein,  bis  es  an  myi  steht.  Darauf  dreht  man  den 
Hahn  r  in  die  Stellung  (Fig.  163)  und  liisst  soviel  Quecksilber  in  ein 
iintergestelltes  GefUss  abfliessen,  dass  die  Quecksilbersilule  in  ah  gerade 
bis  pq  steht. 

Man  schliesst  den  Hahn,  so  dass  die  Röhren  nicht  mehr  mit  der  äussern 
LuflT  in  Verbindung  stehen  und  erhält  aus  dem  0 (»wicht  des  ausgeflossenen 
Quecksilbers  das  zwischen  pq  und  mn  enthaltene  Volumen.  Dies  Volumen 
»ei  «•-  Die  beiden  andern  Volumina,  das  der  Kugel  und  der  Verbindungs- 
r5hre,  bestimmt  man  zusammen,  da  man  nur  die  Summe  der  Volumina  zu 


*)  Say,  Aunales  de  chimic  par  Guyioii,  Lavoiöier  etc.  T.  XXII F.  1797.  Auch 
Gilbert  j  Annalen.    Band  11. 

*)  IjesUe,  Ann.  of  Philosoph.  No.  LXIV. 

•)  Hegnmilt,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  III.  Ser.  T.  XIV.  Auch  Poggettd., 
Annalen.   Bd.  LXVl. 
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kennen  braucht  Diet<e  nei  V.  Man  fUltt  dazu  bei  geöffnetem  Hahn  s  nnd 
bei  Stellung  deij  Häbnes  r  wie  in  Fig.  162,  beide  RCbren  bis  zur  Marke py. 
Darauf  scbliesat  man  s,  und  lllUt  in  cd  soviel  Quecksilber  nach,  bis  das 


Quecksilber  i»  al>  bis  mn  stebt.  Das  Quecksilber  steht  dann  in  cd  um  eine 
LKnge  fi,  die  man  mit  dem  Kathetometer  miast,  höher  als  in  ah.  Die  Lufl 
in  der  Rjihi-e  «6  über  dem  Queckifilber  und  in  der  Kugel  Ä  ist  nun  i-om. 
primirt  durch  die  Queuk><i]bersfiule  h.  Unter  dem  atmoH]>h arischen  Druck 
bei  geöffnetem  Hahn  s  fllUte  sie  den  Raum  V  -\-  v  aua;  unter  dem  ver- 
stärkten Drucke  nur  mehr  den  Kaum  F.  Nennen  wir  nun  den  Barometer- 
stand //,  so  haben  wir  nach  dem  Mariotto' sehen  Gesetze 

F  +  (;  :  V  =  //  -f  A  :  // 

VilI-\-h)^{V-\-v)H 


Somit  kennt  man  den  Rauminhalt  di 
deiisen  man  bedarf,  um  das  Volumen  x  ei 

Man  legt  den  Kfirpev,  dessen  Volumen  x  gefunden  werden  «oll 
tlie  Ku^el.    Derselbe  verdr&ngt  dadurch  eine  ihm  an  Volumen  gleiche  Luft- 


einzelnen  Theile  de«  Apparat«», 
Körpers  zu  bestimmen. 
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menge.  Wenn  man  nun  bei  geöffiietem  Hahn  s  wieder  Quecksilber  bis  zur 
Marke  pq  einfällt  und  dann  den  Hahn  s  schliesst,  so  ist  jetzt  das  Volumen 
der  abgesperrten  Luft  nicht  mehr  V  +  v,  sondern  F  +  i;  —  x.  Füllt  man 
dann  in  cd  wieder  Quecksilber  nach,  bis  es  in  a5  bei  nm  steht,  so  wird 
jetzt  das  Volumen  V  -^  v  —  x  auf  das  Volumen  V  —  x  comprimirt  und 
man  beobachtet  in  cd  eine  Quecksilbersäule  h\  welche  diese  Compression 
bewirkt.    Nennen  wir  wieder  H  den  Barometerstand,  so  ist 

V  +  v  —  xiV  —  x^^-H  +  Ji  iH 

H(V+v  —  x)  =  (H+}i){V—  x) 

V .  Ji  —vH 


X  = 


K 


Eine  zweite  Bestimmung  von  x  erhält  man  auf  dem  umgekehrten 
Wege.  Man  Mit  bei  geöffnetem  Hahn  .9  soviel  Quecksilber  in  das  Mano- 
meter, dass  es  in  oi^  bis  zur  Marke  mn  steht.  Bei  geschlossenem  Hahn  ist 
dann  das  Luftvolumen  F  —  x  abgesperrt.  Darauf  stellt  man  den  Hahn  r 
8o,  dass  beide  Röhren  mit  einander  und  mit  der  Sussem  Luft  in  Verbindung 
^ehen,  und  lässt  soviel  Quecksilber  abfliessen,  dass  es  in  a5  bis  zur  Marke 
pq  steht.  Das  Luftvolumen  V —  x  hat  sich  dann  auf  das  Volumen  F+r — x 
ausgedehnt,  imd  zugleich  beobachtet  man,  dass  das  Quecksilber  in  der 
Bohre  cd  imi  eine  Strecke  h"  tiefer  steht  als  in  ab.  Nach  dem  Mariotte'- 
schen  Gesetze  ist  dann  wieder 

V  +  V  —  x.V  —  x  =  lI'.H—  h" 

H(V—x)  =  (H—jr)(V+  v  —  x) 

h 

Combinirt  man  beide  Methoden,  so  kann  man  sogar  die  Beobachtung 
de6  Barometer  unterlassen.    Die  erste  Gleichung  für  x  gibt 

die  zweite 


^^  ^   (F  -  X)  r    ,    ^^,,  ^  (F  +  r  -  X)  h' 


1 


und  aus  beiden 


V  +  V  -  .c_  1i 

V  —  X  IT 

—   V  -    ..        .''" 

h    —    h 

Kopp*)  hat  schon  früher  ein  anderes  Volumenometer  construirt,  welches 
vor  dem  Regnault'schen  den  Vorzug  der  grossem  Einfachheit  hat,  so  dass  es 
jeder  sich  leicht  selbst  herstellen  kann,  Fig.  164  stellt  dasselbe  dar.  In 
einem  ziun  Theil  mit  Quecksilber  gefüllten  CyUnder  K  bewegt  sich  ein 
quecksilberdicht  schliessender  Kolben  mit  schwacher  Reibung. 

Der  Cylinder  ist  unten  mit  einer  Korkplatte  geschlossen,  und  ein  ge- 
krümmtes Rohr  p  Iftsst  ihn  mit  einem  unten  und  oben  geschlossenen  Cy- 
Under ii  communiciren.  Der  Deckel  des  letzteren  Cy linders  ist  von  zwei 
Bohren  durchbohrt  cd  und  q. 


*)  Kopp,  Amialen  der  Chemie  und  Phainiacie  von  Liebig.  Bd.  XXXV. 
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rv& 


Die  Köhre  cd  ittt  gerade  an  ihren  beiden  Enden  offen,  iind  gegen  n. 
willkürliche  Thoilung  gelegt,  deren  Nullpunkt  etwas  über  dem  Cilinr 
liegt.  Die  Bohre  <j,  gekrümmt,  wie  die  Figur  zeigt,  tritt  durch  den  Boc 
in  ein  cylindriscbes  Geßsa  r  ein.  Von  d. 
Deckel  des  Cylinders  ü  reichen  mehrere  PIM 
spitzen  Ton  verschiedener  Länge  a,  b  in  d 
Cylinder  hinab.  Das  cylindrische  GefSsB  r  kai 
ein  anderes  Gef^BS  aufnehmen,  welches  dem 
untersuchenden  KSrper  enthält.  Eine  Scfaeii: 
»I  von  mattgeachlifFenem  Glase  wird  durcli  di 
Schraube  t  und  einen  zwiechengelegten  eh 
stischen  Körper  u  auf  den  abgeschliffenen  ob« 
Band  de»  Cylindera  gelegt  und  verschUesiit  ili 
luftdicht  Die  Cylinder  K  und  ii  sind  bis  i 
einer  gewissen  Höhe  mit  Quecksilber  geRUlt 
"  Man  zieht  nun  zunächst  den  Kolben  in 

ao  weit  herauf,  dasti  die  Luft  frei  durch  cd 
ii  eindringen  kann.  Sei  bei  dem  Baromeh 
stände  H  das  Volumen  der  Luft,  welches 
ii,  q  und  r  abgesperrt  ist,  wenn  da^  Quec 
Silber  gerade  bei  c  die  Röhre  cd  verschUesi 
gleich  V. 

Drückt  man  nun  den  Kolben  herab, 
steigt  das  Quecksilber  in  ii,  und  man  kann 
leicht  dahin  bringen,  da^ts  es  gerade  die  Spitz 
berührt.  Dabei  wird  das  Quecksilber  in  ( 
Röhre   cd   um    eine   Hölie   h   steigen,  und 

Höhe  k  mlsat  jetzt  den  Druck,   unt«r  welch 

die  comprimirte  Luft  steht.  Diese  Höhe  w 
bei  verschiedenem  Barometerstand  verschieden  sein,  da  mit  II  die  Dich 
keit  der  anfänglich  abgesperrten  Luft  sich  ändert. 

Sei  nun  V  das  Volumen  der  abgesperrten  Luft,  wenn  das  Quecksil 
bei  a  steht,  so  haben  wir 

r  :  V  =  H  -\-  h:H 
Vi  F—  F'  =  7/  +  Ä:ft 


V—  v  = 


■  r. 


Um  nun  das  Volumen  V  zu  bestimmen,  bedarf  es  noch  einer  weil 
Beobachtung;  man  legt  dazu  in  das  GefSss  r  einen  Körper  von  bekann 
Volum  r,  und  verflthrt  gerade  wie  vorhin.  Man  erhält  dann  das  Voliin 
auf  folgende  Weise.  Das  Volum  der  antUnglich  abgesperrten  Luft  ist  j 
V  —  V,  beim  Hinaufdrücken  des  Quecksilbers  bis  a  ist  es  F*  —  r;  in 
Itiihre  cd  ist  das  Quecksilber  dann  bis  zu  einer  Höhe  /('  geistiegen.  ' 
haben  demnach 

v-v:  r -v^n  +  U-.H, 
und  wenn  wir  wieder  gerade  wie  vorhin  verfahren 

v  —  v.v—  r  =  n-]-h':h' 

und   setien  wir   für    F  —    V    den    soeben  erhaltenen   Ausdruck    ein 
bringen  die  passenden  Transformationen  an: 
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V  = 


U'  U  —  h 


V. 


Ist  nun  V  so  ein  für  allemal  bestimmt,  so  erhält  man  aus  einem  dem 
vorigen  ganz  gleichen  Versuche  das  Volumen  x  eines  zu  untersuchenden 
Körpers.  Man  legt  den  Körper  in  den  Cylinder  r,  und  comprimirt  die  Luft, 
bis  das  Quecksilber  die  Spitze  a  berührt.  In  der  ll<3hre  cd  steigt  das  Queck- 
silber bis  zu  einer  Höhe  /i",  und  es  ist 


F  = 


h" 
H 


11  +  h 
Ä"'-  h 


X 


und  daraus,  wenn  wir  die  Gleichung  nach  x  auflösen. 


X  ~~--  1  ■/> 


r  H'\-h 


F. 


Der  Apparat  ist  mit  mehreren  Platinspitzen  versehen,  um  zugleich 
mehrere  Werthe  für  x  erhalten  zu  können,  welche  sich  gegenseitig  contro- 
liren,  und  aus  denen  man  das  Mittel  nimmt,  wenn  die  einzelnen  Versuche 
kleine  Abweichungen  zeigen. 

Man  kann  diese  Apparate  sehr  gut  anwenden,  um  das  specifische  Ge- 
wicht von  Köri>em  zu  bestimmen,  bei  denen  man  die  gewöhnliche  Methode 
des  Eintauchens  in  eine  Flüssigkeit  nicht  anwenden  kann.  Man  bestimmt 
das  Gewicht  des  Körpers  in  Grammen  und  das  Volumen  mittels  dieses 
Apparates  in  Kubikcentimetem.  Der  Quotient  beider  gibt  das  specifische 
Gewicht. 

Um  sich  von  der  Genauigkeit  der  Methode  zu  überzeugen,  bestimmte 
Kopp  zunächst  das  specifische  Gewicht  von  Blei,  Zinn  und  einigen  Salzen, 
es  stimmt,  wie  folgende  Zahlen  zeigen,  sehr  genau  mit  den  von  andern 
Beobachtern  gefundenen  specifisehon  Gewichten  dieser  Substanzen  überein. 

Es  ist  das  specifische  Gewicht  von 

Blei            nach  Kopp  11,404,  nach  gewöhnlicher  Methode  11,373 
Zinn              „        „         7,303,      „                „                   „  7,358 

Salmiak        „       „         1,50,        „     Wollaston 1,45. 

Für  eine  Reihe  anderer  Substanzen  hat  Kopp  dann  folgende  Zahlen 
erhalten: 


Suhntanzon 


Sp.  rjew. 


Bimstein  fgopulvert )  .  .  .  |  2,15 

A.sche  von  Buchenholz  .  .  2,85 

Zucker  (weiss,  gepulvert ) .  1 ,58 

Kochsalz  (gepulvert )  .  .  .  2,15 

Waizenmehl 1,19 

Starkmehl    1,56 

Flachsfaser     1,15 

Seide  (Coconfaden)  ....  1,50 

BaiunwoUe 1,27 

Schafwolle  (verarbeitet)  .  ,  1,29 


^^HPiwH^^^K^reff 


SiibHtanzon 

Korkrinde 

Faser  von  Lindenholz  .  .  . 

Tannenholz    .  . 

Nussbaumholz. 

Apfelbaum .  .  . 

Zwetschenbaum 

Birnbaum   .  .  . 

Eichenholz  .  .  . 

Buchenholz    .  . 


Sp.  Gew. 


?? 

77 
>7 
77 
77 


77 
77 
77 
77 
77 
77 
77 


0 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


33 
13 
16 
17 
20 

MM 

23 
27 
29 


I 
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§.  101. 

Die  Luftpumpe.  Auf  der  zweiten  Fundamentaleigensehaft  der  6a 
dem  Bestreben,  jeden  ihnen  dargebotenen  Raum  auszufüllen,  beruht  einer  ( 
für  den  Physiker  wichtigsten  Apparate,  die  Luftpumpe,  durch  welche  m 
im  Stande  ist,  aus  einem  Räume  die  Luft  herauszuschaffen. 

Fig.  165. 


Der  einfachste  Apparat  dieser  Art  ist  die  Hahnluftpumpe,  wie  sied« 
Erfinder  derselben,  Otto  von  Guericke,  BürgermeLster  von  Magdeburg,  c« 
struirte.  (ExperimentÄ  nova  Magdeburgica  de  spatio  vacuo,  Amstellod.167! 
foL).  In  einem  hohlen,  gut  gearbeiteten  Cy linder  Ä  kann  ein  lufUfid 
schUessender  Kolben  k  hin  und  hergeführt  werden.  Der  Boden  des  Cylinda 
ist  durchbohrt  und  eine  Röhre  rr^  welche  in  der  Mitte  eines  Tellers  // mOndd 
setzt  den  durch  die  Glocke  G  umgebenen  Raum  mit  dem  Innern  des  Cylinder 
in  Verbindung. 

In  der  Röhre  rr  sind  überdies  zwei  einfach  quer  durchbohrte  HSbfl 
angebracht  h  und  L  Wenn  man  nun  die  beiden  Hähne  so  stellt,  dass  dl 
innere  Raum  des  Cy  linders  weder  mit  der  Glocke  (r,  noch  mit  der  auBBeH 
Luft  in  Verbindimg  steht,  und  nun  den  Kolben  gegen  a  hin  bewegt,  i 
entsteht  im  Cylinder  ein  luftverdünnter  Raum ,  da  sich  die  vorher  in  ein« 
kleinen  Theile  des  Cy  linders  befindliche  Luft  jetzt  in  dem  ganzen  Cylliidl 
verbreitet.  Dreht  man  nun  den  Hahn  h^  so  wie  die  Zeichnung  es  zdgl 
dass  die  Glocke  mit  dem  Cylinder  A  in  Verbindung  steht,  so  strömt  die  did 
tero  Luft  aus  der  Glocke  durch  die  Röhre  rr  in  den  luftverdünnten  Bani 
des  Cylinders ,  imd  die  Luft  unter  der  Glocke  ist  dünner  wie  vorher.  Schfieü 
man  dann  durch  h  die  Glocke  wieder  vom  Cylinder  ab,  so  kann  man  dun 
Zurückschieben  des  Kolbens  bei  geöffnetem  Hahn  l  die  Luft  aus  dem  C] 
linder  herausdrücken.  Durch  mehrfache  Wiederholung  dieser  Operatiom 
kann  man  dann  allmählig  die  Luft  unter  der  Glocke  bis  auf  einen  gewiss« 
Grad  verdünnen. 

Diese  Luftpumpe  ist  nun  zwar  die  einfachste,  aber  auch  die  unbequemsl 
da  man  bei  jeder  Verdünnung  drei  Operationen  vornehmen  muss,  das  HeiM 
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n  ond  ffineinschieben  des  Kolbens   und  die   Stellung  zweier   Hähne. 

nfichste  VerbeBsening,    welche  an   den  Mauchinen  angebracht  wurde, 

nim  die,  dass  man  statt  zweier  Hahne  nur  einen  doppelt 

bbohrten   Hahn   (Fig.    166}    anwandte.    Die  eine  Durch-       ^'»  '««■ 

uB^  gebt  wie  bei  den  einfachen  Hähnen  quer  durch  den- 

!n,    und  verbindet  in    der   entsprechenden    Stellung  die 

ke   mit  dem    Cylinder.     Die  zweite  bildet  einen  recht- 

elig  gekrümmten  Kanal  a  h,  sie  setzt  das  Innere  des  Cy- 

iirs  mit  der  äussern  Luft  in  Verbindung,  sie  dient  also 

,  die  Lofl  beim  Zurückführen  des  Kolbens  aus  dem  Cy- 

>r  zu  entlaesen. 

Um  der  Stellung  der  H&hne  ganz  yj^  ^„ 

hoben  zu  sein,  hat  man  dann  spfiter 
;lben  durch  Ventile  ersetzt  (Pig.  167), 
in  dem  Cylinder  Ä  bewegliche  Kol- 
K  ist  durch  ein  centrales  Loch  durch- 
t,  welches  durch  eine  von  unten 
oben  sich  6fihende  Klappe  ver- 
>g8eii  werden  kann.  Eine  ähnliche 
pe  ist  am  Boden  des  C'ylinders  vor- 
[en,  dieebenfalb  von  unten  nach  oben 
Sffnet.  Wenn  man  nun  den  Kolben 
i  die  Höhe  zieht,  schliesst  sich  das 
ienventil  l;  durch  den  stfirkem  Druck 
Luft  in  der  Glocke  öffnet  sich  dann 

das  Ventil  7t  und  die  Luft  dringt 
der  Glocke  in  den  Cylinder.  Wird 
1  der  Kolben  hinabgedrückt,  so 
esst  sich  das  Ventil  A,  da  dann  die 
'  enthaltene  Luft,  welche  sich  vorher 
der  Luft  der  Glocke  ine  Gleichgewicht  goaotit  hatte,  stitrker  von  oben 

unten  drückt.    Bald  öffnet  Hieb  dann  auch  das  Ventil  l  des  Kolbens 

die  im  Cylinder  A  enthaltene  Luft  strömt  durch  die  Kolbenöfinnng 

bifi  der  Kolben  wieder  auf  dem  Boden  des  Cylindere  aufsteht. 

Indeas  würde  bei  dieser  einfachsten  Ventilluftpumpe  die  Verdünnung 
Luft  unter  der  Glocke  bald  ihre  Grenze  erreichen,  da  dieLuftnur  dann 

der  Glocke  in  den  Cylinder  K  strömen  kann,  wenn  sie  das  Ventil  h 
,  Die  Luft  wird  also  aufhören,  in  den  Cylinder  einzuströmen,  sobald 
Druck  der  Luft  in  der  Glocke  so  klein  geworden  ist,  dass  er  nicht  mehr 
Jtande  ist,  das  Ventil  zu  heben.  Deshalb  hat  man  an  der  Maschine 
ere  VerSnderungen  angebracht,  und  bewirkt,  dass  der  aufsteigende 
len  das  Ventil  h  öffnet,  der  niedergehende  es  schliesst. 

Der  Kolben,  wie  er  an  den  verbesserten  Maschinen  angewandt  wird, 
Tolgende  Einrichtung  (Fig.  168). 

Der  Kolben  enthlilt  im  Innern  einen  metallischen  Kern,  der  aus  einer 
in  nach  unten  sich  erweiternden  Röhre  Jtli  bettteht.  Um  diese  Röhre 
auf  der  Platte  PP  sind  Lederscheiben  gelegt,  welche  vollständig  mit 
getrSnkt  sind,  toese  Lederscheiben  sind  durch  die  Deckplatte  (^Q, 
be  mitder  Schraube  'S  dagegen  gedrückt   wird,  zusammengeproast. 
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Zweiütiefetige  Pumpe 


der  weitern  Stelle  der  Hühre 


Die    umfange    dieser    Lederecheiben     sind    eo    begrenzt,    dass    die 

einen  Cylinder  bilden,  der  ganz  genau  in  den  Cylinder  der  Pumpe  1 

pasHt   und    nur   mit   schwacher    Rt 

*"'»  '**  dann  auf  und  ab  bewegt  werden  In 

Ke  ist  mcht  schwierig,  den  I 

genau  einzupassen,  denn  jedesmal, 

man  die   Schraube  S  anaeht,    win 

Diirchmesaer  des  Kolbens  grbgser,  di 

die  711  «ammengepre säten  Scheiben  na 

'^eito  >^lch  ausdehnen    Man  kann  aal 

Weihe  den  Kolben   ganz   genan  liil 

empa^sen ,    ohne    doch    die    Reibna 

htaxl  ia  machen,  und  so  den  Gan 

Pumpe  zu  erschweren 

Im  Innern  der  Rubre  R  befind« 
Ja,M  Ventil  /.  DasMelbe  ist  eine 
krpiBfirmige  Platte,  welche  abgesc' 
i»t,  und  die  OefTnung  0  in  der  I 
pliFtte  vollständig  bedeckt.  Sie  wird 
eine  Feder,  welche  an  einem  kleii 
befestigten  Gestelle  befestigt  ist,  geg' 
Bodenplatte  angedrUckt.  Die  Feder  ist  andererseits  an  einen  von  derP 
aufsteigenden  Stiel  befestigt.  Die  Feder  ist  nur  sehr  sehwach,  da 
der  Druck  der  Luft  im  Innern  des  Cylinders  bald  nicht  mehr  ansr 
würde,  am  das  Ventil  zu  heben. 

Anstatt  der  einfachen  Klappe,  welche  die  znr  Glocke  führende 
verschliesst,  hat  man  folgende  Einrichtung  angebracht.  Der  Kolben  i 
einer  Durchbohrung  versehen ,  durch  welche  ein  Messingstab  as  hiodurc' 
der  luftdicht  eingepasst  ist.  An  dem  Stabe  ist  ein6  nach  unten  h 
abgedreht«  Verdickung  angebracht,  welche  in  die  konische  Oefhinng  h 
Hoden  des  Cylinders  It  eingeschliffen  i^t  und  dieselbe  luftdicht  abecb 
Wird  nun  der  Kolben  berabgedrllckt,  so  nimmt  er  den  Meesingeta 
sich,  bis  die  kegelförmige  Verdickung  die  Bodenöffnung  abschliesst. 
Verschluss  dauert  so  lange,  wie  der  Kolben  niedergeht.  Wenn,  nu 
Kolben  aufgezogen  wird,  hebt  er  zunächst  den  Stab  ss^  Öffnet  die  T 
AlTnung  k  und  stellt  auf  diese  Weise  die  Communic^tion  der  Glocke  nu 
Pumpensticfcl  her.  Damit  aber  der  Stab  nicht  zu  hoch  gehoben  n 
nuchher  der  rechtzeitige  Versehlus.-H  beim  Hinabdrllcken  nicht  verh 
wird,  stässt  der  Stab,  gleich  nachdem  er  gehoben  ist,  gegen  den  I 
des  Pumpency linder»,  und  der  Kolben  gleitet  an  der  Messingatange 
Höhe. 

Diese  Einrichtung  bewirkt  also,  dass  man  beim   Pumpen  selb 
Coramunication  des  Recipienten  mit  dem  Pumpenstiefel  herstellt  und 
bricht,  dass  also  die  Luft  aus  der  Glocke  ohne  Hindemisa  in  die  I 
_,  eintreten  kann. 

Zweistieffllige  Pumpen.  Bei  den  einstiefeligen  Pumpen  ist  i 
meidlich  jedesmal  ein  todter  Gang,  indem  beim  HerabdrOcken  de»  K 
nur  die  Luft  aus  der  Pumpe  in  die  freie  Luft,  nicht  aber  ana  dem 
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Zweistiefeligc  Venhipumpc 
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)w(eD  in  die  Pompe  geschafiFt  wird.  Ausserdem  haben  sie  noch  eine  andere 
lUieqoemlichkeit.  Wenn  nSmlich  die  Luft  fast  vollständig  ausgepumpt  ist, 
n  mDBB  man  bei  Hebung  dea  Kolbens  nicbt  mir  die  Iteibnng  des  Kulbens 
adm  WSnden  des  Stiefels  tiberwinden,  bundei-n  aiith  den  Druck'  der  Liil^, 
nlcher  auf  dem  Kolben  lastet  und  dem 
InQegendmckd&a  Gleichgewicht h&lt  '''^  "^ 

ÜBser  Dnick  isfnun  bei  einiger  Griisse  ^ 

■  Kolbens  tiebr  bedeutend,  er  Uber- 
ireitet  100  Kilogramm,  wenn  der 
unobnitt  des  Kolbens  einem  Quadrat- 
ömeter  gleicb  wird.  Dieser  Druck, 
r  bei  dem  A  nfung  der  Operation 
sich  0  ist,  wficbst  sebr  rasch  und 
icbt  das  Auspumpen  von  Luft  bald 
br  schwierig,  wenn  nicht  unmöglich. 
n  diesen  beiden  üebelstftuden  zu  be- 
gneD,  hat  man  zweistiefelige  LuFt- 
Bq>en  (Fig.  169)  constmirt,  bei  denen 
in  zwei  solcher  Pumpen  unmittelbar 
beo  einander  stellt  und  mit  dem- 
Iben  Recipienten  in  Verbindung  bringt. 
«  Kolben  sind  an  Zahnstangen  be- 
lügt, deren  Zfihne  in  die  eines  ge- 
hnten  Rades  eingreifen.  Das  Zahnrad 
tit  auf  einer  metallischen  Axe,  an 

r  sogleich  ein  zweiarmiger  Hebel  befestigt  ist.  Man  faüst  Jen  Hebel  an 
n  an  seinen  beiden  Enden  angebrachten  Handgriffen  imd  hebt  und  senkt 
e  Kolben  durch  Drehung  des  Rades.  Man  sieht,  wie  hier  immer  der  eine 
Blben  steigt,  wenn  der  andere  herabhängt,  und  wie  somit  beide  vorhin 
BMikte  Uebelstände  ahgeiitellt  sind.  Denn  hemmt  jetzt  der  Luftdruck  den 
ibteigenden  Kolben,  so  befördert  er  in  ganz  gleichem  MaaHse  den  niedor- 
Aenden;  der  äussere  Luftdruck  ist  also  kein  Hemmniss  der  Oper.ition,  sie 
At  am  Ende  bei  fast  leerer  Glocke  ebenso  leicht  als  im  Anfang.  Ueber- 
Itfl  ist  aber  auch  der  todte  Gang  vermieden,  denn  geht  der  eine  Kolben 
iader,  um  die  Luft  aus  dem  Körper  der  Pumpe  fortzuschaffen,  so  steigt 
w  andere  Kolben  auf  und  pumpt  Luft  aus  dem  Recipienten. 

Terbindnng  der  Pampen  mit  dem  Beoipienten.  Um  mit  den 
Wpen  leicht  die  verschiedensten  Apparate  in  Verbindung  setiien  zu  können, 
ind  de  auf  einem  festen  Tische  befestigt  (Fig.  170).  Die  Kanitle,  welche  die 
^penstiefel  mit  dem  Recipienten  in  Verbindimg  setzen,  vereinigen  sich 
hieb  binter  den  Pumpen  in  einen  einzigen  Kanal,  der  dann  horizontal 
bec  dem  Tische  hingeführt  ist,  in  einiger  Entfernung  vertical  aufsteigt 
ad  in  der  Mitte  eines  Tellers  von  mattgescbliffenem  Glase  endigt.  Das 
■TTüistehende  Ende  des  Kanals  ist  mit  einem  Schraubengewinde  versehen, 
>f  welchem  man  die  Apparate  aufschrauben  kann,  in  welchen  man  einen 
(Meeren  Raum  herstellen  will.  Diese  sind  zu  dem  Zwecke  mit  einer 
duraubenmutter  versehen,  welche  auf  das  Gewinde  passt.  Ueberdies  sind 
i  einer  solchen  Luftpumpe  stets  einige  Glocken  mit  abge^tchlifTenem  Itund, 
tlfhe  auf  den  Teller  gesetzt  und  aiHgepiimpt  werden  kilnnen.     Um  den 


Verschluss  einer  solchen  Glocke  vollkommen  luftdicht  20  machen,  hestn 
man  den  Rand  derselben  dann  noch  mit  einer  dtlnsen  Schicht  Pett. 


IConometer.  Um  zu  besümnien,  wie  weit  die  VetdUnnung  der 
in  den  Apparaten  vorgeschritten  iüt,  besitzen  alle  Luftpvimpen  ein  Baron 
(Fig.  171).  Dasselbe  ist  von  einer  Glasglocke  umgeben,  welche  in 
Messingfassung  eingekittet  ist,  die  durch  eine  Röfarenleitnng  mit  dem 
Recipienten  zu  den  Pumpen  führenden  Kanal  in  Verbindung  steht.  80 
zugleich  aus  dem  Recipienten  tmd  dieser  Glocke  die  Luft  ausgepumpt, 
sieht  daher,  wie  bei  jedem  Kolbenhub  das  Quecksilber  in  dem  einen  Sehe 
des  Barometer  fällt,  so  lange  bis  die  Verdünnung  der  Luft  ihren  hüdi 
Grad  erreicht  bat,  und  das  Niveau  des  Quecksilbers  im  Barometerrohr 
wenig  mehr  über  das  in  dem  offenen  Schenkel  erhoben  ist.  Der  Druck 
noch  im  Recipienten  vorhandenen  Luft  und  somit  ihre  Dichtigkeit  wir 
jedem  Moment  durch  den  Unterschied  der  Queckailberniveaus  angegc 
Gewöhnlich  wendet  man  anstatt  eines  ganzen  ein  abgekürztes  Baromett 
von  30  bis  40  Centimeter  Länge.  Dus  Quecksilber  in  dem  geachloss' 
Schenkel  beginnt  dann  nicht  eher  zu  fallen,  als  bis  der  Druck  der 
auf  die  Hälfte  reducirt  imd  somit  die  Luft  zur  H&lfte  ausgepumpt  ist. 
man  die  Verdünnung  schon  früher,  ja  überhaupt  genau  messen,  so 
bindet  man  mit  der  Pumpe  ein  einfaches  Quecksilbermanometer  (Fig.  1 
dessen  einer  Schenkel  durch  einen  Kautschukpfropf  gescblosüen  ist,  der 
einer  zur  Luftpumpe  geführten  Glasröhre  durchbohrt  ist.  Der  an 
Schenkel  ist  offen;  die  Röhren  sind  zur  HillFte  mit  Quecksilber  gel 
Wird  nun  die  Luft  in  dem  mit  dem  Recipienten  der  Luftpumpe  in 
bindung  gesetzten    Schenkel  verdünnt,  so  steigt  das   Quecksilber  in 
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sinkt  in  dem  andern  und  die  Niveaudifferenz  gibt  den  Ueberachuas 

Sern  Laftdruckes  über  den  Druck  der  Luft  im  Becipienten.    Zieht 

mnach    den    Niveauunterschied    vom 

■erstände  ab,  so  erhält  man  den  Druck  ^*  "*■ 

.  im  Becipienten. 

T    Niveauunterschied    wird   mit  dem 

neter  gemessen. 

d  der  Verdünnung.   Wenn  man  die 

nng    der  Luft  im   Becipienten  durch 

ztes  Pumpen  möglichst  weit   treibt, 

nan  doch  niemals  in  dem  abgekürzten 

er   das   Quecksilbemiveau    in  beiden 

n  gleich  hoch,  oder  in  unserem  ]Wano- 

'ig.  172)  die  Niveau differenz  dem  Ba- 

tande  gleich  finden.  Man  erhält  daher 

in  dem  Becipienten   einen  luftleeren 

ind  e»  ^gt  sich,  wie  weit  kann  man 

[Innung  treibea  Es  hängt  das  wesent- 

von  der  guten  Construction  der 
iber  auch  theoretisch  betrachtet  kann 
nuls  einen  vollkommen  leeren  Raum 

wie  sich  leicht?  nachweisen  lasst 

A  die  CapacitBt  des  Becipienten,  B 
Pumpency linders.  Nehmen  wir  an, 
en  eine  einstieflige  Pumpe  und  der 
tehe  auf  dem  Boden  des  Pumpency- 
Sei  femer  die  dann  im  Becipienten 
rte  Luftmenge  gleich  der  Einheit. 
■d  nun  der  Kolben  ganz  in  die  Hübe 

so  verbreitet  sich  die  Luft  aus  dem 
en  in  den  Cylinder  und  die  vorhin 
n  A  einnehmende  Luft  nimmt  jetzt  den  Baum  A  •}-  B  ein.  Die 
;it  der  Luft  ist  demnach  jetzt  in  dem  "Räume  des  Becipienten 
Ib   des  Cylindera 

A_ 
A  +  B' 

d  jetzt  durch  Hinabdrticken  des  Kolbens  die  Luft  ans  dem  Cylinder 
,  so  ist,  wenn  der  Kolben  den  Boden  wieder  berührt,  anstatt  der 
fe  1  in  dem  Becipienten,  dessen  Capacititt  gleich  A  ist,  das  gleiche 
.uft  wie  vorlier  abgesperrt,  dieses  hat  aber  nur  die  Dichtigkeit 
Nach  dem  zweiten  Kolbenhübe  breitet  sich  nun  die  Luft  von  dieser 
lit  aus  dem  Baume  A  wieder  in  den  Baum  ^  -|~  -^  '^''^1  ^'^  Dich- 


mmt  demnach  wieder  i 


.  ab,  oder  sie  ist  jetzt 


{A+B)-' 
Niedergang  des  Kolbens  wird  wieder  das  Volumen  S  dieser  Luft 


Qrad  der  Verdünnang. 

aasgestossen,  berllbrt  der  Kolben  dun  Boden,  so  ist  im  Banm  Ä  Aic  Laib; 
menge  fv^  ur,  oathalten. 

Noch   dem   dritten,  viorten  et«.  Auf-  und  Niedergange  dea   Kalbt 
erhUlt  man  in  gleich  er  Weise  ala  im  Recipienten  zurückbleibende  Luftuio 


(.A+B)"    (,A+Ji)*  (.A+B)'- 


f.A+B)n 
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und  man  Riebt,  daHs  dieser  Ausdruck  nur  dann  gleich  0  wird,  wenn  M 
<!iidlich  grotis  wird,  wenn  man  also  unendbcb  viele  KoIbenbUbe  voriifil 

Man  kann  daber  mit  keiner  Luftpumpe  einen  absolut  leeren  Itfc^ 
i^rhalton,  sondern  unter  den  obigen  Vorraussetzungen  sich  dein  volUtAu* 
leeren  Raum  nur  durch  andauerndes  Pumpen  annäiiem.  Aber  selb«t  diae 
eine  fortgesetzte  Annäherung  an  den  luftleeren  Raum  ist  in  der 
nicht  zu  erreichen,  selbst  bei  den  besten  Pumpen  ist  es  nur  eine  gewi 
Grenze  der  Verdünnung,  der  man  sich  bei  fortgesetztem  Puiii)ien  tuu 
mehr  nähert.  Reibst  die  besten  Maschinen  reichen  nicht  weiter  alu  biit 
einer  Verdünnung  von  etwa  1"""  Queckailberdmok.  Der  GrUndo  dallir 
mancherlei. 

Wie  gut  auch  die  Maschine  gearbeitet  ist,  so  können  doch  nienmls 
Verbindungen  zwischen  den  einzelnen  Theilen  vollkommen  luflilicbt  f 
So  sctüiesst  der  Kolben  nicht  absolut  Inftdjcht  an  den  Cylinder,  die  Sl 
der  Ventile  nicht  im  Kolben,  ebenso  nicht  das  Hoden-  imd  KolbenveodL-^ 
Femer  ist  durch  die  mancherlei  Verbindimgen  am  Apparat  das  Innere  dea- 
aelben  nicht  ganz  vollkommen  von  der  Süssem  Luft  abgescklossen.  Wan> 
deshalb  die  Verdünnung  einen  hohen  Grad  erreicht  hat,  sickert  dio  Lafti 
durch  diese  verschiedenen  sehr  feinen  RSume  in  die  Pum|ie  hinein  aad 
alles  weitere  Pumpen  ist  vergeblich;  die  Luftmenge,  welche  wir  durch  iu- 
Piimjien  fortnehmen,  wird  durch  die  nachiiiekemde  Lnft  wieder  eraetit. 

Noch  ein  anderer  wesentlicherer  Umstand  ist  vorhanden,  der  ee  utimllg- 
lieh  macht,  die  theoretisch  miJgüche  Verdünnung  in  der  Praxis  zu  erreiehai, 
OS  ist  der  scbOdlicIie  Raum  zwischen  dem  Kolben  und  dem  Btxlui  iln 
Pumpency linders.  Der  Kolben  steht  nämlich  auch  in  seiner  tiefstem  8t«]* 
iung  niemals  ganz  dicht  auf  dem  Boden  der  Pumpe,  sondern  immer  ist  ain, 
wenn  auch,  bei  sehr  gut  gearbeiteten  Pumpen,  noch  so  klt-innr  Haan 
zwischen  beiden.  Daraus  folgt,  daas  nicbt,  wie  wir  bei  unserer  Itere«Iuiiiiif 
annahmen,  bei  jedem  Niedergange  dos  Luftvolumen  Ji  fortgeschafft 
Hondem  da  von  dem  Räume  B  unter  dem  Kolben  noch  ein  Itaum  b  tibng 
bleibt,  nur  dos  Volumen  B  —  b.  Hei  weit  vorgeschrittener  VcrdOnnui^ 
wird  deshalb  ein  Punkt  eintreten,  wo  die  Lufl  in  dem  PtuuppJistiHfi'J  gar 
nicht  mehr  durch  den  Kolbeu  austritt;  wo  sie  nicht  mehr  iiu  Stand«  t>t, 
da«  Ventil  zu  heben,  sondern  nur  in  dem  Raimie  b  comiiHtiiirt  wird.  B«i 
weiteren  Auf-  und  NiedergUugen  des  Kolbens  tritt  daher  keine  Lnft  OMbr 
aus  dem  Betiipienlcn  iu  den  Pmupency  linder  und  aus  diesem  durch  dea 
Kolben  in  die  äussere  Luft,  sondern  es  wird  nur  die  in  dem  Itanme  h  Mt' 
haitone  Luft  abwechselnd  ausgedehnt  und  comprimirt 


iw. 


ßabüiet'g  Huhn. 
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Bftbüiet'a  Halm.  Um  diesen  stilrenden  Umstand  auf  ein  Minimum 
iDritckznfllhren,  hat  Babinet  zur  Luftpumpe  einen  besondem  nach  ihm 
bounten  Hahn  liinzugefOgt.  Derselbe  befimlet  aicb  in  der  Axe  der 
IMiR,  welche  die  von  beiden  Pumpenstiefeln  kommenden  Kanäle  ver- 
bildet, unmittelbar  unter  denselben.  Dieser  Hahn  hat  Kunttchat  eine  T-I"r- 
aäge  Dm-chbohrung,  so  dass  die  Querdurch  höhn  ing  der  beiden  Pumpen- 
rtiefel  rait  der  in  der  Axe  des  Halmes  ge- 
hfarten  Lüngsdurchbohrung,  und  du  diese  ^'k-  "^  ■' 

ifie  FurLsetzung  dea  zur  Glocke  führenden 
Einals  ist,  mit  diesem  in  Verbindung  setzt. 
h  der  Stellung  Fig.  173a,  sie  iüt  auf  dem 
fiilm  gewShnlich  mit  '2  bezeichnet,  i^t 
ll»  die  Verbindung  der  innem  Tbeile  der 
Ihachiae  die  bisher  von  uns  angenommene. 
Anders  aber,  wenn  man  den  Hahn  um  QO" 
dreht,  ihn  in  die  Stellung  Fig.  173bbnngt. 
Die  Dnrcbbohrung  des  Hahneu  ist  dann 
■n,  da^s  der  eine  Fumpenstiefel  noch  mit 
1er  Glocke  in  Verbindung  steht,  der  an- 
lere jedoch  nicht  mehr.  DafUr  steht 
larch  eine  andere  Durchbohrung  des  Hah- 
nes, die  in  der  Figur  durch  die  punktirten 
Urnen  angedeutet  ist,  dieser  Stiefel  mit 
ten  ersten  Stiefel  in  Verbindung.  Geht 
■nn  der  Kolben  in  dem  ersten  Stiefel  in 
die  Hohe,  so  tritt  die  Luft  aus  dem  Kecipienten  in  ihn  hinein;  gebt  er 
benb  imd  der  Kolben  des  zweiten  Stiefels  in  die  Höhe,  so  pumpt  der  letz- 
tere nicht  Luft  aus  dem  Kecipienten,  sondern  die  Luft  aus  dem  ersten 
Stiefel  in  diesen.  Dadurch  wird  also  die  Luft  aus  dem  uchlldlichen  Räume 
des  mit  dem  Recipienten  in  Verbindung  stehenden  Btiefels  au!<gepnmpt,  und 
nun  kann  die  Verdünnung  viel  weiter  treiben  als  vorher,  so  weit,  das«  die 
nrUckbleibende  Luft  nur  weniger  als  1"""  Druck  auszutlben  im  St^ande  ist. 
Hahn  loin  WiedereinlasaeD  der  Luft.  Ist  unter  der  Glocke  der 
loftpnmpe  der  verdlUmte  Raum  hergestellt,  so  wird  dieselbe  durch  den 
Druck  der  Süssem  Luft  so  festgehalten,  dass  es  nicht  mliglich  ist,  sie  auf- 
nheben.  Es  ist  deshalb  niUhig,  eine  Vorrichtung  anzubringen,  um  ilie 
Infi    in    dieselbe   wieder  _  ...  k-    nn 

ülasaen  in  kfinnen.  Dazu  '^'   '  '"' 

ftnt  der  unter  dem  Teller 
(Pig.  170)  angebrachte 
Hkhn.  Derselbe  hat  eben- 
Alls  mehrfache  Durchboh- 
mngen,  um  den  Teller  der 
Ltdlpumpe  Tollständig  ab- 
«peiren  zu  können,  zugleich 
■ber  in  die  Pumpe  Luft 
einlassen  zu  kOnnen. 

ZunBchst  ist  er  quer 
lurchbohrt  und  setzt  in  der 
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Stellung  (Fig-  174)  die  Glocke  mit  der  Pumpe  in  Verbindimg.  Ans 
dieser  Diirchbolirung  hat  er  noch  eine  zweite  (Fig.  175),  welche  im  Inn 
de!^  Kanales  rechtwinklig  umbiegt,  und  die  in  einem  zu  dem  in  Fig. 
gezeichneten  senkrechten  Durchschnitt  liegt.  Dieser  Kanal  mOndet  in 
iiiisHern  Luft  und  kann  durch  einen  Stift  luftdicht  geschlossen  werden,  da 
in  der  Stellung  Fig.  1 74  keine  Luft  durch  diesen  Kanal  eintreten  kann, 
der  Stellung  Fig.  175  setzt  der  Hahn  die  Glocke  der  Luftpumpe  mit  i 
äussern  Luft  in  Vcrbindimgj  er  dient  also  zum  Einlassen  der  Luft  in  i 
Glocke.  In  der  Stellung  Fig,  17G,  in  welcher  der  Hahn  gegen  175  i 
180"  gedreht  ist,  ist  die  Glocke,  der  Recipient,  sowohl  von  der  Sos« 
Luft  als  von  der  Pumpe  abgeepent,  dagegen  commimicirt  jetzt  die  PniD 
mit  der  Sussern  Luft. 

Auf  dem  Griffe  des  Halmes  sind  die  Stellungen  geeeiclmet,  auf  ( 
einen  Seit«  steht  It  und  auf  der  andern  F.  In  Fig.  175  ist  der  Buch^ti 
It  (rentrte)  oben,  die  Luft  kann  in  die  Glocke  zurQcktreten;  in  Fig.  1 
ist  F  (fermve)  oben,  die  Glocke  ist  abgesperrt. 

Anstatt  der  'zweistiefligen  Ventilluftpumpen  werden  auch  vielfach  z« 
stieflige  Hahnluftpumpen  angewandt,  besonders  auggezeichnet  sind  die  > 
Berliner  Mechaniker  Schulze  \md  Kleiner.  Die  Verbindung  des  TellerB  i 
den  Pumpenstiefeln  ist  dieselbe  wie  bei  den  Ventilluftpompen,  die  wirl 
her  beschrieben  haben;  die  Kolben  in  diesen  Pumpen  sind  ganz  ma» 
und  der  wesentlichste  Unterschied  zwischen  diesen  imd  den  Ventilpumi 
besteht  in  der  Einrichtung  des  Hahnes,  der  an  der  Stelle  des  Babiuet'ecb 
Hahnes  angebracht  ist,  um  beim  Aufsteigen  des  Kolbens  den  Punpi 
Stiefel  mit  dem  Recipient«n,  beim  Niedergange  aber  mit  der  äussern  b 
in  Verbindung  zu  setzen,  des  nach  seinem  Erfinder  benannt«n  GrasüiDin 
sehen  Hahnes.' 

Die  Einrichtung  dieses  Hahnes  und  seine  Verbindung  mit  der  Pnra 
zeigen  Fig.   177    und   178.     Von   dem  Boden  der  beiden  Stiefel  L  ksA 


fllhrt,  gerade  wie  bei  der  Ventilpumpe  eine  Durchbohrung  zu  dem  miltlc 
Kanal,  der  den  Hahn  in  sich  aufniiimit. 

An  der  Stelle,  wo  das  von  dem  Teller  der  Pumpe  herkommende Bo' 
in  den  Kanal  mündet,  ist  der  Hahn  quer  ganz  durchbohrt,  bei  ft;  von  il' 
Mitto  dieser  Querdurehbohrung  geht  durch  den  Hahn  schräg  hindurch  * 
Kanal  h  i,  der  in  der  Lage  Fig.  177  dort  aus  dem  Hahn  hervonrilt, » 
die  von  dem  Stiefel  X  herkommende  Durchbohrung  mtindet.  Eine  iw'i 
schräge  Durchbohrimg  des  Hahnes  i  l,  welche  in  dem  Griffe  des  Hah» 


h  ■ 
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m  die  Süssere  Luft  mündet,  verbindet  dann  den  von  dem  Stiefel  7?  her- 
kommenden Kanal  mit  der  äussern  Luft. 

Zieht  man  nun  den  Kolben  L  in  die  Höhe,  wobei  gleichzeitig  der  Kol- 
ben R  hinabgedrttckt  wird,  so  tritt  in  L  die  Luft  aus  dem  Recipienten, 
irthrend  aus  i?  durch  k  l  die  Luft  herausgedrückt  wird.  Dreht  man  jetzt 
den  Hahn  nm  180®  in  die  Lage  Fig.  178,  so  ist  durch  den  Kanal  h  i  die 
Verbindung  des  Stiefels  i?  mit  dem  Recipienten,  durch  k  l  die  des  Stiefels  L 
Biit  der  Sussem  Luft  hergestellt 

Um  schliesslich  den  Hahn  auch  als  Babinet'schen  zum  Auspumpen  des 
eben  Stiefek  dui'ch  den  andern  gebrauchen  zu  können,  hat  man  den  Hahn 
nur  aus  den  oben  angedeuteten  Stellungen  um  90^  zu  drehen,  die  dritte 
Dorchbohrung  w,  welche  einfach  quer  durch  den  Hahn  geht,  verbindet  dann 
<fie  beiden  Stiefel  mit  einander,  während  weder  eine  Verbindung  mit  dem 
Bedpienten  noch  mit  der  äussern  Luft  vorhanden  ist. 

Bei  den  Hahnluftpumpen  muss  man  allerdings  nach  jedem  Kolbenhube 
den  Hahn  umlegen,  also  eine  Operation  jnehr  vornehmen  als  bei  der  Ventil- 
pumpe, da  man  indess  jetzt  Stiefel  von  bedeutender  Grösse  nimmt,  ist 
dieser  UebeLstand  nicht  sehr  gross.  Die  Hahnluftpumpen  haben  dagegen 
den  Vorzug  der  einfachem  Construction  imd  gestatten  deswegen  im  all- 
gemeinen die  Verdünnung  weiter  zu  treiben,  als  die  Ventilpumpen. 

Sclüiesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  man  statt  der  zweistief ligen  auch 
doppeltwirkende  einstief lige  sowohl  Hahn-  als  Ventilpumpen  construirt  hat, 
bei  welchen  der  Stiefel  beim  Aufsteigen  des  Kolbens  imten,  beim  Nieder- 
ginge oben  mit  dem  Recipienten  in  Verbindung  steht.  Bei  diesen  Pumpen 
wird  gleichzeitig  das  Auf-  und  Niedergehen  des  Kolbens  durch  die  conti- 
Mirliche  Rotation  eines  Rades  erzeugt,  durch  einen  Mechanismus,  der  dem- 
jenigen ganz  ähnlich  ist,  den  wir  später  bei  dem  Natterer'schen  Apparat be- 
fidireiben  werden.  Vortreffliche  Pumpen  dieser  Art  constniiren  Staudinger 
ittGiessen,  Schulze  in  Berlin  und  Bianchi  in  Paris. 

Eine  eigenthümliche  doppeltwirkende  einstief  lige  Ventilluftpumpe  hat 
Tor  kurzem  Deleuil  construirt^),  welche  sich  von  den  eben  erwähnten  da- 
durch unterscheidet,  dass  der  Kolben  nicht  dicht  an  dem  Stiefel  anliegt, 
«ondem  dass  zwischen  ihm  und  der  Stiefel wandung  ein  Zwischenraum  von 
*iwa  Vgo"™  ist,  es  sind  die  sogenannten  Pumpen  a  piston  libre.  In  dem 
CHdhuren  Zwischenraum  zwischen  Kolben  und  Stiefel  circulirt  die  Luft  nur 
»ehr  langsam;  indem  man  nun  den  Kolben  recht  lang  nimmt,  gleich  dem 
^ppelten  Durchmesser  des  Stiefels,  und  da  auf  dem  grössten  Theile  des 
^eges,  den  der  Kolben  zurücklegt,  die  Luft  an  beiden  Seiten  desselben 
fiUr  eine  wenig  verschiedene  Dichtigkeit  hat,  kann  man  trotz  des  nicht 
^hten  Anliegens  des  Kolbens  verdünnte  Räume  herstellen,  in  denen  die 
iuft  nur  etwa  mehr  lO*"*"  Quecksilberdruck  hat.  Die  Maschine  geht,  da 
4er  Kolben  nicht  reibt,  leichter  wie  die  andern  Pumpen,  sie  hat  zugleich 
^en  Vorzug,  dass  der  Kolben  nicht  gefettet  wird. 

§.  102. 

Fall  der  Körper  im  luftleeren  Baum.     In  §.  88    erwähnten  wir 
liereits,  dass  wegen  des  Daseins  der  Luft  nicht  alle  Kr)rper  gleich  schnell 

*)  Deleuil^  Comptes  K<?nduH.    T.  LX.  p.  571.    Reportorium  für  physikalische 
rechnik  von  Carl.  Bd.  1. 

^0* 
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fallen,  dass  wir  aber  die  im  ersten  Kapitel  des  ersten  Abschnitts 
tetft  Proportionalität  von  Gewicht  nnd  Anziehungskraft,  und  8< 
Fig.  179.  Satz,  dass  alle  Körper  gleich  schnell  fallen,  selbs 
specifisch  leichtesten  Körper  mit  der  Luftpumpe  na 
könnten.  Zu  dem  Ende  wendet  man  eine  Röhre  an 
an  der  einen  Seite  in  eine  Metallfassimg  eingek 
die  in  eine  mit  einem  Hahn  versehene  Röhre 
welche  in  einer  auf  das  Schraubengewinde  der  L 
passende  Schraubenmutter  endigt.  Das  andere  Ende  ( 
ist  durch  eine  Metallfassung  luftdicht  geschlossen. 

In  diese  Röhre  bringt  man  ein  Schrotkom  und  eir 
feder,  oder  ein  Stückchen  Platin  imd  ein  Stückchei 
schraubt  sie  auf  die  Luft^mmpe  und  macht  sie  so  lu 
möglich.  Darauf  schliesst  man  den  Hahn,  schraubt  d 
wieder  ab  und  kehrt  sie  um.  Die  in  der  Röhre  en 
Körper  fallen  dann  herab,  und  man  sieht,  wie  die  Fl 
in  demselben  Augenblicke  unten  ankommt  als  da.' 
kügelchen,  das  Stück  Papier  ebenso  rasch  fällt  als  t 
Platin. 

Lässt  man  dann  durch  theilweises  Oefinen  des 
allraählig  wieder  Luft  in  die  Röhre  eintreten,  so  si 
wie  beim  Fallen  die  leichtem  Körper  immer  meh 
bleiben,  je  dichter  die  Luft  wird;  ein  Beweis,  das; 
gleiche  Geschwindigkeit  des  Falles  dieser  Körper  n 
des  störenden  Einflusses  der  Luft  ist. 

Eine  Reihe  von  Versuchen,  welche  gewöhnlich 
Luftpumpe  angestellt  werden ,  um  die  Existenz  des  Lu 
nachzuweisen,  als  das  Zersprengen  einer  über  einen 
gespannten  Blase,  das  feste  Aneinanderhaften  der  sog 
Magdeburger  Halbkugeln  u.  s.  f.,  genüge  es,  hier  er 
haben.  Sie  haben  viel  von  ihrem  Interesse  verloren, 
sie  früher  darboten,  als  sie  dazu  dienten,  den  gross« 
nachzuweisen  und  beitrugen,  das  Phantom  des  Hon 
zu  verbannen. 

§.  103. 

Quecksilberluftpumpen.  Eine  von  den  bisher  besprochene 
aus  verschiedene  Form  der  Luftpumpen  ist  die  zuerst  von  Dr.  Gt 
Bonn  construirte  Quecksilberluftpumpe*).  Bei  dieser  wird  die  Pumj 
durch  eine  barometer artige  Vorrichtung,  in  welcher  durch  He 
Senken  von  Quecksilber  die  Toricelli'scho  Leere  hergestellt  wird, 
dann  diejenigen  Apparate   verbunden  werden,    aus  welchen  die  ] 


*)  Poggetidorff'  weist  zwar  nach  (Poggend.  Anual.  Bd.  GXXV),  daK 
der  Queckäilberpumpe  sehr  alt,  ja  fant  ebenso  alt  als  die  der  gcwöhnlic 
pumpe  ist;  man  wird  aber  trotzdem  GeLssler  als  den  Erfinder  dieser 
pumpen  bezeichnen  müssen,  da  er  der  Erste  war,  der  (1857)  eine  prall 
nutzte  Pumpe  construirte. 
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■  ffrat  werden  soll.  Die  Einricfatimg  dieser  Pumpe,  mit  einem  sehr  be- 
H  ipama  Gputell  leigt  Fig.  180.  An  einem  festen  an  ilen  Tiscli  T  ange- 
H    wlirauljtea  Brette  ist  die  bei  B  mit  einer  etna  1,5  Liter  enthaltenden  bim- 


Qnept  91  Iberl  u  ftpii  Qi  |ie  n. 
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I    1  lung  Mraehem     <h  n  und  unt^n   offene  Glasröhre  AC  be 

feaügt  Lnten  bei  6  ist  die  Rohre  umge'mgen  imd  auf  die  Umbiegung 
fid  dieser  Kautsch ukschlanch  gezogen  der  die  R'ihre  if  mit  dem  (jefH'iäe 
ß  m  Verbindung  setzt  In  die  Rdtiie  Äf  ist  bpi  II  ein  <  lushatin  einge 
»■tit  der  in  ganz  fihnbcher  Wene  wie  dei  §  101  Pig  174  beftchiiebene 
Bahn  zum  Einiaasen  der  Luft  in  die  Pumpe  dmihhohrt  ist  Die  eine  nach 
Bri«i»en  gehende  Durchhrhrung  mündet  in  dai  kleine  an  den  Hahn  ange 
«hraoLzene  (jUsgefilss  g  die  andere  Durchbohrung  geht  quer  durch  den 
Bahn.  Die  Rohre  AC  ist  oben  Vomsch  ausgeachhffen  und  in  dieses  Ende  lat 
tu  Ende  des  T  förmigen  Rohres  (  luftdicht  emgeschhffen  Die^e^  T  ftirnuge 
Sehr  trä^t  einerseits  das  Miinometcr  M,  welches  luftdicht  in  das  ohere 
feide  des  Kohres  t  eingeschlilfen  ist,  andererseits  mündet  das  Kohr  f  in  ein 
brines  mit  waaserft'eier  Phoaphorsflure  halb  gefülltes  OJefBsB,  von  dem  aus 
duj  gabelflJruiige  Glaerohr  i/  einerseits  zu  den  Apparaten  ftihrt,  welche 
inftleer  gepumpt  werden  «ollen,  andererseits  durch  das  ü-ioriiiig  gebogene 
Rohr  m  und  die  doppelhalsige  Flasehe  >i  in  die  freie  Luft  filbrt.  Letztere 
Verbindung  dient  day.n,  nach  dem  Auspumpen  wieder  Luft  einitulassen,  und 
Ol  dem  Ende  ist  in  dieselbe  ein  einfach  durchbohrter  Ghishahn  h  eingesetiit. 
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der,  HO  lange  die  Pumpe  luftleer  sein  soll,  geschlossen  bleibt.  Die  Röhn 
und  die  Flasche  n  sollen  die  in  die  Pumpe  eintretende  Luft  vollkonu] 
austrocknen.  Die  Flasche  n  ist  zu  dem  Ende  einige  Centimeter  hoch 
concentrirter  Schwefelsäure  gefüllt,  so  dass  das  in  den  Hals  der  Flas 
luftdicht  eingesetzte  an  beiden  Enden  offene  Ilohr  r,  durch  welches  die  I 
in  den  Apparat  eindringen  kann,  unter  der  Schwefelsäure  mündet.  Alle 
den  Apparat  eintretende  Luft  muss  deshalb  zunächst  durch  diese  Schwe 
säure,  dann  durch  das  mit  Chlorcalciimi  oder  mit  in  Schwefelsäure 
tauchten  Bimsteinstücken  gettlUte  Rohr  w,  und  wird  so  aller  Feuchtig' 
beraubt. 

Um  die  Pumpe  zu  gebrauchen,  wird  das  Gefäss  G^  dessen  Inlialt  et- 
grösser  ist  als  derjenige  des  Rohres  AC^  mit  Quecksilber  gefüllt.  Wird 
Ualin  II  dann  so  gestellt,  dass  das  Rohr  BC  durch  denselben  mit  ( 
äussern  Luft  communicirt,  so  steigt  das  Quecksilber  im  Rohr  BC  zunfic! 
bis  zur  Höhe  des  Niveaus  im  Gefiisse  G.  Man  hebt  dann  das  Gefass  G 
hoch,  dass  das  Niveau  des  in  ihm  vorhandenen  Quecksilbers  etwa,s  hr.l 
steht  als  der  Hahn  II,  das  Quecksilber  steigt  dann  in  BC  bis  zur  seil 
Höhe,  vertreibt  alle"  Luft  aus  demselben  und  dringt  schliesslich  in  kleii 
Tropfen  durch  den  Hahn  in  die  Kugel  g.  Man  dreht  dann  den  Hahn 
um  einen  kleinen  Winkel  und  senkt  dann  G  bis  zu  dem  Schemel  S, 
welchen  man  dasselbe  aufsetzt.  Da  der  Schemel  S  um  mehr  als  76< 
tiefer  steht  als  die  bimförmige  Erweiterung  J5,  so  sinkt  das  Quecksil 
unter  dieselbe  hinab,  und  stellt  in  demselben  ebenso  einen  vollkomr 
leeren  Raum  her,  wie  ein  solcher  im  Barometer  über  dem  Quecksilber  t 
befindet.  Dreht  man  dann  den  Hahn  H  so,  dass  der  Raum  des  Röhrt 
und  durch  dasselbe  die  auszupimipendon  Gefässe  mit  diesem  leeren  Ku 
in  Verbindung  gesetzt  werden,  so  tritt  aus  jenen  die  Luft  in  diesen  him 
gerade  wie  sie  aus  dem  Recipienten  in  den  ausgepumpten  Stiefel  hineinti 
Man  dreht  dann  den  Hahn  wieder  zurück,  so  dass  BC  mit  der  äuss 
Luft  communicirt,  und  wiederholt  die  Operationen  in  der  angegebenen  VVe 

Wegen  des  grossen  Gewichtes  des  zu  hebenden  Quecksilbers  kann  e 
solche  Luftpumpe  immer  nur  in  kleinen  Dimensionen  ausgeführt  wert] 
kaum  in  grossem,  als  sie  vorhin  angegeben  wurden;  deshalb  ist  diePim 
nur  geeignet,  um  kleinere  Apparate  auszupumpen.  Bei  diesen  gestattet 
aber,  da  in  der  Pumpe  kein  schädlicher  Raum  ist,  und  da  die  Glasv 
bindungcn  weit  dichter  hergestellt  werden  können,  ein  weit  vollkommne; 
Vacuum  herzustellen  als  die  gewöhnlichen  LuftpumiTen.  Wir  werden  < 
Wirksamkeit  der  Pumpe  näher  kennen  lernen,  wenn  wir  in  der  Elektricitö 
lehre  die  Herstellung  der  Geissler'schcn  Röhren  besprechen. 

Um  das  immerhin  lästige  Heben  und  Senken  des  Gefässes  G  bequeii 
zu  machen  hat  Jolly^)  eine  Pumpe  construirt,  bei  welcher  das  Geföss  Gi 
einem  Tische  steht,  welcher  durch  eine  Kurbel  und  ein  Zahnrad  gehol 
und  gesenkt  wer<len  kann.  Ausserdem  hat  Jolly  die  Glashähne  durch  lläl 
von  Gussstahl  ersetzt,  welche  ebenso  dicht  halten  als  Glashähne. 

Poggendoi*ff^)  hat  die  Geissler'sche  Pumpe  mit  der  gewöhnlichen  Pim 


*)  Jolly,  RciKjrtorium  für  physikaÜHche  Technik  von  Dr.  Ph.  Carl.    BJ 
München  186G. 

•-')  Poi/tjcmlorff,  Poggoud.  Ann.  \h\,  CXXV. 
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nrbswleD,  um  des  Hol>i>nd  des  Queiksilbcrs  ganz  Ul)erlinl)en  y.u  sein.  Die 
FofEgentarS'ache  Emriclittin;^  zeigt  Kiy,  IUI.  In  den  obern  Ual»- <ler  dojipeU 
hlialirten  grossen  mit  Quecksilber  frclUlllen  Fiastlie  ,1,  welche  in  ilcmHuh- 
pttae  C  steht,  ist  der  laago  untere  Hiils  des  eifüniiigen  Getitsscs  Ji,  weicher 


■"  lärt  auf  den  Boden  von  A  reicht,  biftdicht  cingcsehlitTon.  Der  Kweite 
*«KnIu3  der  Flasche  A  kann  durch  einen  einfach  durchbohrten  Hahn  f  cnt- 
**der  luftdicht  geschlosoen,  oder  mittels  eines  auf  die  Dille  t  aufgesetzten 
^ttn  Schlauches  mit  der  Luftpumpe  verbunden  werden. 

Der  obere  kur/e  Hals  des  Crcfiisses  Ji  ist  mit  einer  FaMMiin^  versehen, 
ffen  durch  den  Hahn  i/  verschliessbiirc  Durchbobiung  zu  dem  luftdicht  in 
*  Fa-Jaung  gekitteten  Oläschen  d  führt,  welches  auf  seinem  Halse  die  anf- 
sfettete  eiserne  Dille  k  tragt.  Der  Hahn  fj  ist  doppelt  diuchbohi-t;  steht 
*^  Griff,  wie  in  der  Zeichnung,  vertieal,  so  setzt  er  einfach  das  IJlUsclien  d 
H  dem  GeRlss  B  in  Vcrbindiing;  wird  er  um  4fi"  gedreht,  so  sperrt  er  I! 
>n  g  ab,  wird  er  um  i>0"  ffedreht,  so  dass  der  tiriff  horizontal  ist ,  so  ver- 
ödet er  das  (Jcfitss  B  mit  dem  Si-itenkanal  /,  an  dem  die  Gegenstilndo 
^festigt  werden,  welche  mit  der  Pumpe  cvacuirt  werfen  sollen. 

um  mit  dieser  Pumpe  7.u  arbeiten,  wird  zimfiidist  das  Kndct  l'  mit  der 
iiflpumpe  verbunden,  der  Halm  f  geiilTnet  und  i/  so  gestellt,  dass  d  mit  U 
laniunicirt;  durch  einige  Kolbenhübe  der  Luft|)Uiii]>o  steigt  <hinu  dun  Queck- 
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HÜber  bis  in  dae  FUuchchen  d.  Dann  wird  der  Hafan  ff  geecblosBei 
anstatt  der  Dille  k  die  mit  i  bezeichnete  mit  der  Luftpumpe  Terbnndi 
durch  einige  KolbenzUge  die  Lnft  in  j4  so  weit  verdünnt,  dass  das  ' 
trüber  bia  in  den  Hals  des  GelUsses  B  hinabsinkt.  Aaf  die»e  Weise  ei 
in  £  ebenso  die  Barometerleere,  wie  in  der  Pumpe  von  Geissler  dnr 
Senken  des  QuecksilbergeftaseH.  Verbindet  man  dann  durch  Drehu; 
Hahnes  g  die  zu  ^acuirenden  Gegenstände  mit  B,  so  strSmt  aus  den 
die  Luft  in  den  leeren  Baum.  Das  weitere  Auspumpen  geschieht 
durch  Wiederholung  derselben  Operationen. 

Die  PoggendorfTsche  Vorrichtung  unterscheidet  sich,  wie  man 
von  der  Geissler'scben  Pumpe  durchaus  nicht,  und  auch  die  Queck 
menge,  welche  zu  derselb' 
braucht  wird,  bt  bei  gleich 
pacitst  des  Gef^sses  B  gai 
selbe,  sie  vermeidet  nur  das 
und  Senken  des  Quecksilbers 
Anwendung  der  Luftpumpe 
Eine  auf  einem  ganz  : 
Prinzip  beruhende  Quecksill 
pumpe  ist  die  von  Sprengel 
gebene');  dieselbe  beruht  a 
§.  83  at^eleiteten  Sxtzen  fll 
hydraulischen  Drack. 

An  eis  trichter-  oder  üi 
förmiges  GefSsB  T(Fig.  182) 
ten  mit  einem  Kautscbuksc 
eine  etwa  800  HUlimet«r 
dickwandige  QlasrShre  von  i 
gleichem  etwa  2"™  grossem 
measer  angehSngt,  deren  i 
offenes  Ende  in  ein  klein' 
seitlichem  AusQussrohr  «  v. 
nes  Geföss  F  mündet  f 
Bohr  B  ist  etwa  30°°  unl 
des  Kautsch uk:<ch lau ches  eb 
liehe  Rohre  Ä,  angeschmol 
welche  man  bei  h  pasisen«! 
Glashahn  einsetzt  Diese 
führt  zu  den  Apparaten, 
mittels  der  Puuipe  luftleer  gi 
werden  sollen.  lieber  den 
üchuk schlauch  ist  ein  Quetsi 
gelegt,  durch  welchen  nu 
Schlauch  seh  Hessen  kann.  I 
Pumpe  wirken  zu  lassen,  flil 
den  Trichter  mit  Quecksilhi 

Po^enil 
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n«t  iliirch  emi?n  nriii.'k  iiiif  den  Qiietsctihabn  den  KaiittichukKclilancli  und 
llUst  diu  Quecksilber  in  einem  stetigen  Strahl  aiisfliessen.  Die  durch  die 
BAbre  Jl,  mit  dem  Apparat  verbundenen  ßüume  werden  dann  allm&hli^ 
Wr  gepitmpt,  indem  die  Lul't  durch  da.»  bei  Jf,  vorbeifallende  Queokülber 
mitgerissen  und  unten  auä  dem  Bohre  R  uiisgetrieban  wird.  Hat  der  Ap- 
{tarat  die  angeführten  Dimensionen,  so  kann  man  ziemlich  vollstllndige  lia- 
ronieterleore  durch  fortgesetzteH  AuBfiieasen  erhalten.  Eh  ergibt  sich  da« 
unmittelbar  aus  der  letzten  Gleichung  des  §.  83.  Kennen  wir  A  die  Tiefe 
des  Ansatzruhres  Kj  unter  dem  Niveau  des  Quecksilbers  in  2',  II  den  Ab- 
stand der  untrem  AiisHussSfiniing  von  demselben  Niveau,  j'„  den  Druck  der 
Atmosphäre,  der  auf  dem  obern  Niveau  des  Queckaübers  lastet  und  ebenso 
in  der  Aosllussi'illhung  wirkt,  so  ist  der  bei  J?,  vorhandene  hydraulische 
Druck 

p=Po  —  s(n  —  h). 

Ist  nun  n  —  Ä,  die  Lange  der  Quecksilhersttule  unterhalb  H, ,  gleich 
der  Hflhe  des  Biirometcrs,  so  ist  ji  =  0,  es  wird  also  aus  den  mit  K,  ver- 
Irandenen  BSuuien  in  die  B^hre  li  die  Luft  gerade  so  hereingezogen  wie  in 
dm  leeren  Raum  des  Barometers,  und  deshalb  jeder  mit  Ji,  verhundene 
Baum  durch  fortgesetates  Pumpen  ebenso  weit  entleert  wie  mit  den  andern 
Qiieclcx  ilberliiftpnmpen. 

Man  kann  natürlich  die  Verbindung  des  Fallrohrs  mit  dem  OeDlsse  T 
luixbitt  durch  einen  Kautächukschlauch  auch  dadurch  herstellen,  dass  man 
mit  y.wiachensetzimg  eine«  (Slasbahns  dasselbe  direkt  an  das  GeföHH  an- 
schmikt.  Jedoch  i:it  diese  Befestigung  nicht  ratheom,  da  bei  hKultgem  Ge- 
Itrauche  der  Pumpe  durch  die  Krschlltterung  in  Folge  der  Stöftse  des  fallen- 
den Queuk^ilbers  das  FaBrohr  Sprünge  bekommt  und  erneuert  werden  muss. 

I  Auf  ganz  demselben  Prinidp  wie  die  Sprengelsclie  Pumpe  beruht  die 

Bun»en'sche  Wasserluftpimipe,  in  welcher  nur  das  Quecksilber  durch  Was- 
ser ersetzt  ist;  bei  dieser  muss  nuttlrlich  das  Fallrohr  der  geringem  Dioh- 
ti^eit  des  Wassers  entsprechend  länger  sein;  gibt  man  dem  Fallrohr  eine 
Lftnge  von  etwa  8  Meter,  so  kann  man  mit  der  Bimsen'schen  Pumpe  In 

I       den  aiiHzu pumpenden  Rliimien  den  Druck  bis  auf  etwa  0,25  AtmosphJhen 
vermindern. 

§■  104- 
Dle  CompreMionamasohine.  Die  Compressionsiiuischinen  haben  eine 
deijenigen  der  Luftpumpe  entgegengeafitite  Aufgabe,  sie  dienen  dazu,  um 
ia  irgend  einem  Baume  die  Luft  zu  verdichten.  Die  Fig.  165  dargestellte 
Hahnliiftpumi«  kann  ohne  jede  constructive  Veränderung  uniuittelbar  auch 
aU  Compreasionsptimpe  benutzt  werden.  Bei  der  Benutzung  ihubs  nur  das 
Spiel  der  Huhne  umgekehrt  werden.  Oeffnen  wir  den  Hahn  /,  wenn  der 
Kolben  zurIlckgez()gon  wird,  so  tritt  von  ausnen  her  gerade  so  Luft  in  den 
CyUnder,  wie  bei  der  frühem  Benutzung  aus  dem  Ilecjpienten,  schliessen 
wir  beim  Bückgungp  des  Kolbens  den  Hahn  t  und  öffnen  fc,  so  wird  die 
Lnft  in  den  Bccipienten  gepreset.  Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  der 
[I«cipient  auf  dem  TeUer  der  Pumpe  befestigt  werden  muss,  da  die  im  In- 

Bi  desselben  verdichtete  Luft  son»t  denselben  aufhebt-    Ebenso  wie  die 
tieflige  kann  uuvb  die  zweistiefligc  Halmhinpunip<-  mit  dt-ru  Orassiuann'- 
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sehen  Huhne  unmillelbar  als  Com{)res8ion£painpe  gebraucht  werden,  indem 
man  einfach  den  Hivhn  bei  ilpm  Pumpen  umgekehrt  legt. 

Die  Ventilluftpunipen  k"mnen  nicht  flo  unmittelbar  aU  Compressions' 
maschinen  verwanOt  werden,  bei  ihnen  mHaaen  die  Ventile  sich  in  entgegen- 
gesetzter KichtiiDg,  also  anstatt  von  unten  nach  oben,  von  oben  nach  unten 
öffnen.  Wird  dann  (Fig.  16fi)  der  Kolben  aufgewogen,  ao  öffnet  eich  durdi 
den  Druck  der  Sussem  Luft  diu  Ventil  l  des  Kolbens,  dagegen  verscbliesBt 
sich  durch  den  Druck  der  Luft  im  Recipienten  das  Ventil  /t,  wlihrend  Ti>r- 
lier  umgekehrt  l  durch  den  Druck  der  Süssem  Luft  sich  scbloHs  und  h  durch 
den  der  im  Recipienten  enthaltenen  Luft  sich  fiffnete.  Wird  dann  der  Kol- 
ben herabge druckt,  so  schliesst  sich  das  Ventil  /,  weil  jetzt  der  Druck  im 
Cylinder  A  grösser  wird  als  der  der  änssom  Luft.  Ist  die  Lull  im  Zylin- 
der dann  bei  weiterm  Niedergang  des  Kolbens  starker  comprimirt  als  die 
Luft  des  Reci]>ienten,  so  öfhet  sich  das  Ventil  h  und  die  Luft  winl  aus 
dem  Cylinder  in  den  Recipienten  gepresst,  Dui-ch  Wiedorhobmg  der  Opa- 
ration kann  man  die  Luft  Im  ttecipienton  sehr  weit  verdichten;  man  gelangt 
aber  auch  hier  /.a  einer  Grenze,  welche  man  mit  einer  gegebenen  Pumpe 
nicht  Überschreiten  kann. 

Wegen  der  nicht  vollkommenen  Dichtigkeit  de»  Apparates  wird  von 
einem  gewissen  Augenblicke  an  ans  demselben  ebensoviel  Luft  entweichen, 
»Im  beim  AufKieben  des  Kolbens  geschöpft  wird.  Wegen  des  Vorhanden- 
seins des  schlldliuhen  Raumes  wird  man  ferner  bei  sehr  grosser  Verdich- 
tung der  Luft  im  Recipienten  dahin  gelangen,  dass  selbst  in  der  tivfuten 
Stellung  des  Kolbens  die  Luft  im  Cylinder  nicht  dichter  ist  al»  die  im  Üc- 
cipienten  angesammelte  Luft,  dann  wird  sich  das  Ventil  h  nicht  muhr  ilff- 
nen  können,  da  dann  der  von  innen  ans  auf  dasselbe  uusgeUbto  Druck  gleich 
ist  dem  vom  Cylinder  her  wirken<len.  Femer  mit  der  Dichtigkeit  der  al)- 
gosperrten  Luft  nimmt  der  von  unten  her  auf  den  Kolben  wirkende  Druck 
sehr  ra-tich  zu,  und  bald  wird  man  dahin  gelangen,  dass,  wenn  nicht  der 
Qiierschmtt  des  Kolbens  sehr  kloin  ist,  man  denselben  nicht  mehr  ^an< 
herahdrUcken  kann. 

Man  hat  nnn  aueb.Compressionspnmpen  mit  zwei  Stiefeln  constmirtt 
welche  llusserlich  gerade  so  eingerichtet  sind,  als  die  bisher  besehrie betten 
/weistie fügen  Luftpumpen,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Veoüla 
sich  alle  in  entgegengesetzter  Uichtnng  fifüien  und  schliessen.  Indess  haben 
üch  dieselben  nicht  bewSbrt  und  man  ündet  sie  daher  Susser^l  eielteo  an»- 
gefuhrt. 

Die  am  bitufigston  zur  Anwendung  kommenden  Compressionspimipeil 
sind  einfache  lUihi'eo  von  starkem  Kisen  oder  Messing,  in  denen  ein  nias* 
»iver  Kolben  auf-  und  abgeht.  Dieselben  werden  an  das  mit  dem  «ni- 
sprechenden  Verschlusse  versehene  OefUss,  welches  die  verdicbUite  Luft 
autbehmen  soll,  angeschraubt.  Zum  Schöpfen  der  Luft  dient  dann  fin  Loch 
in  der  Uöhre,  welches  nahe  an  dem  andern  Ende  der  Röhre  sich  befind«!, 
so  dasd  der  Kolben  in  seiner  üussersten  Stellung  sich  Über  demeulbsn  be- 
ßndet,  die  Luft  altio  frei  in  den  innem  Raum  de»  Cylinders  unter  dem 
Kolben  eintreten  kann.  Derart  sind  z.  B.  die  kleinen  Compressionbpunqici^ 
'deren  man  i^ich  bedient,  um  die  Luft  in  dem  Kolben  der  WindbOcbee  n 
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Eine  etwa«  andore  £inrichtiiiig  der  Cnmpretit)ioiiHpuiiii>e  Kci^t  Fig.  183 
idfig.  184.  Sie  dieat  zugleich,  um  undere  Gaue  al»  atmosjihiiritiuko  Lult 
:  üem  Räume  zu  verdichten. 


Die  Pumpe  ist  eiuntiefÜg;  ti'w  wird  auf  den  Boden  fest  aufgeschraubt, 
er  Stange  des  ganz  maj<Miven  Kolbens  befindet  sich  oben  ein  Handgriff, 
nan  mit  beiden  HSnden  faest,  und  an  dem  man  den  Kolben  abwoch- 

auf  und  nieder  bewegt.  In  dem  Boden  der  Pumpe  sind  zwei  Ventile 
1  b,  deren  eines  sich  von  unten  nach  oben  (iffnet  und  den  Pumpcn- 
I  niit  der  freien  Luft  oder  mit  dem  GefUssc  in  Verbindung  setzt,  in 
lem  das  zu  verdichtende  Gas  angesammelt  ist;  es  ülTnet  tiich,  wenn 
den  Kolben  in  die  Höhe  zieht.  Das  andere  Ventil  b  öffnet  sich  in  ent- 
igesetzter  Richtung,  wenn  der  Kolben  niedergeht.  Dieses  setzt  den 
der  der  Pumpe  durch  die  Röhrenleitung  hd  mit  dem  Räume  in  Vcr- 
mg,  in  welchem  das  Gas  comprimirt  werden  soll. 

Man  sieht,  dasu  dieser  Apparat  zugleich  als  Luftpimipe  imd  auch  als 
iressionepumpe  dienen  kann.  Bringt  man  die  mit  dein  Ventil  a  in  Ver- 
mg  Btehende  Röhre  mit  einem  Recipienten  in  Verbindung  und  lUsst 
Öbrenleitung  bd  mit  der  üussem  Luft  communiciren,  so  dient  der  Ap- 

ale  Luftpumpe,  macht  man  die  Verbindungen  lungekehrt,  als  Com- 
ionBmaechine. 
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Natterer'ecber  Apparat. 


Eine  Compressionspumpe,  welche  cjehr  sfarke  Verdich langen  hei 
bringen  ini  Stande  iet,  bietet  der  Apparat  von  Nintterer.  Er  dient  to 
weise  dazu,  um  Gaee  in  den  flllGHigen  Zugtajid  zu  versetzen. 

Der  Natt«rer"Bche  Apparat  (Fig.  1 85)  besteht  im  wesentlichui  auK 
dickwandigen  Kohr  l  von  sehr  kleinem  Innern  DurchmeBser,  in  w« 


i 


sich  ein  niasäiver  Kolben  auf  und  ab  bewegt.  Zur  Sichenmg  der  vert 
Bewegung  des  Kolbens  ist  deruelbe  durch  einen  Ring  geftthrt.  Ünt* 
desselben  ist  mit  dem  Kolben  dtirch  ein  Scharnier  die  Scbubetange 
Verbindung,  die  ihre  auf  und  nieder  gehende  Bewegung  durch  dae  Sob« 
rad  B  bekommt,  an  dessen  Axe  sie  mittels  einer  Kurbel  eicentrisel 
festigt  ist. 
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Der  Pumpencylinder  ist  durch  eine  Röhrenleitiing  L  mit  einem  Gaso- 
meter in  Verbindung,  aus  welchem  beim  Niedergange  des  Kolbens  das  Gas 
m  <]en  Pumpencylinder  eingesaugt  wird. 

Auf  den  Pumpencylinder  ist  eine  starke  Flasche  von  Schmiedeeisen 
iFig.  186)  befestigt,  in  welche  das  Gas  hineingepresst  wird.    Dieselbe  ist 
vorher  auf  ihre  Festigkeit   geprüft,   indem  man   mittels  Wasser  auf  die 
Iimenflllche  derselben  einen  Druck  von  150  AtmosphUren  ausübt.    Das  sich 
Bach  dem  Innern  der  Flasche  zu  öffnende  Ventil  l  (Fig.  180)  Ittsst  das  Gas 
eintreten.     Um  das  verdichtete  Gas  oder  das  üüssig  gewordene  austreten 
zu  lassen,  ist  an  dem  obem  Ende  der  Flasche  eine  kleine  Oeffnung,  welche 
in  dem  Röhrchen  r  mündet,  angebracht.    Dieselbe  wird  verschlossen  durch 
Jen  mit  einem  Schraubengewinde  versehenen  Stift  »v,  der  konisch  in  den 
engen  Hals  der  Flasche  eingeschliffen  ist.    Will  man  das  flüssige  Gas  aus- 
strömen lassen,  so  schraubt  man  die  Flasche  ab,  kehrt  sie  um,  so  dass  die 
^'effnung  r  unten  ist,   und  öffnet  dieselbe  durch  Drehen  der  Schraube  .<?. 
her  Druck  des  über  dem  flüssigen  stark  verdichteten  Gases  treil)t  dann  die 
Flfissigkeit  heraiis.     Ausser  diesen  ( -ompressionspumpen  kann  man  auch 
den    Oersted'schen  Apparat  zur  Compression  der  Gase   benutzen,   wie   es 
i>e?4pretz  that    (§.  97.) 

Vielfach  dient  auch  folgendes  Verfahrep  dazu,   um  ganz  ohne  mecha- 

niHohe  Mittel  ein  Gas  zu  comprimiren.    Man 

«w'ltliesst  in  eine  heberformig  gebogene  Röhre 

vc»Ti    starkem   Glase   die   Sul)stanzon,    durch 

•Iftf^in  Einwirkung  auf  einander  das  (las  ent- 

^i<:kelt  wird.     Durch  die  Entwickelung  des 

^'»ases  in  diesem  geschlossenen  R4inine   und 

*^W  Ansammlung  desselben  wird  der  Druck 

A*?«  (iases  in  der  l^"^hre  ein  ganz  enormer  und  es  bedarf  ^'osser  Vorsicht, 

*^5niiit.  der  Apparat  nicht  si>riu<(t.     Kin«'U  natth  dieseui  Prinzipe  ronslruirlen 

•Apparat  wandte  Thihirier  Jin,   um  flüssige  K<thlensäure  in  grossen  Mengen 

herzustellen  *). 

§.  105. 

Flüssigmachen  der  Gase,  fiu  §.  1)7  haben  wir  das  Verhalten  der 
sogenannten  permanenten  (Jase,  Wasserstoff,  Sauerstof!',  Stickstoff  und  Koh- 
lenoxy«!  unter  hohen  mit  der  ('(»m]>ressionsmaschine  herstellbaren  Drucken 
l»esprochen,  und  gesehen,  «lass  dieselben  von  gewissen  schon  ziemlich  star- 
ken Drucken  an  sehr  vi»d  weniger  zusammengedrückt  werden,  als  es  das 
Mariotte'sche  (Jesetz  verhmgt,  wenn  man  die  Compression  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  oder  auch  bei  derjenigen  des  schmelzenden  f^ises  vornimmt. 

Unter  denselben  Umständen  verhalten  sich  die  übrigen  Gase  ganz  an- 
ders; bei  diesen  zeigt  sich  vielmehr,  dass  mit  steigendem  Drucke  die  Com- 
pressibilitUt  stetig  wuchst  l»is  zu  einem  gewissen  für  die  verschiedenen  Ciase 
verschiedenen  Drucke.  Ist  di(»ser  Druck  erreicht,  so  kann  man  das  Volumen 
de»  Gases  beliebig,  bis  zu  einer  l)estimmten  Grenze,  weiter  vermindern, 
ohne  dass  die  Spannung  des  (iases  zunimmt,  ohne  dass  man  also  den  äussern 

')   Thihrirr,  Ainialrs  de  chim.  ft  <l#  phys.  T.  LX.  1835. 
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Druck  vermehren  miisä.  Dei  diesem  Dnipke  ündert  nämlich  Aas  Cut»  seinen 
AggregatzuBtond,  es  hSrt  auf  Qas  zu  sein,  es  wird  tropfbar  Slläsig,  je>da 
Volumverminderiuig,  welche  noch  Erreichung  jenes  Grenzilnickeii  dem  Ga»« 
XU  Tbeil  wird,  fttlirt  die  dem  verminderten  Volamen  entripreeliuade  Gas> 
menge  in  die  flüssige  Form  Ober. 

Diese  ZuBtivndHiinderimg  geht  plötzlich  vor  sich,  «ie  bereif«t.  eich  «bcr 
dnreh  stetiges  Wachsen  der  Coniprcagibilitäl  vor.  Daraus  ergibt  sich  »choa, 
daäs  man  die  vier  genannten  permanenten  Gase  durch  Vermehmng  der 
Druckea  nicht  tülsaig  machen  kann.  Es  würde,  nach  der  achon  §.  97  ge- 
mnchtcn  Bemerkitng  über  den  Einfluss  der  Temperatur  anf  die  Compre»- 
Bibilitfit  der  Oage,  inde^ii  voi'eilig  sein,  daraus  zu  schliessen,  dass  dies  c 
in  der  Natur  der  Gase  begründeter  wesentlicher  Unterschied  xwiechen  <l 
|>ernianenten  imd  nicht  permanenten  Gasen  wKre.  E»  ist  iio  Oegeothöl 
iiw-hst  wahrscheinlich,  dass  die  Fähigkeit  flapsig  zu  werden  w««eiitlick 
von  der  Temperatur  abhSngt,  bei  der  nitin  da»  Gas  comprimirL 

Eben  wegen  des  Einflnsses,  den  der  Wfinne zustand  des  Gases  unf  d»- 
aee  Verhalten  bat,  wollen  wir  die  Frage  nach  der  Condensution  der  Gaw 
in  die  Wärmelehre  verweisen.  Wir  beschranken  uns  hier  daninf,  aiungeb«!.' 
welche  Gase  man  bei  gewöhnlicher  Temperatur  flüssig  machen  kann, 
welch«  Drucke  dazu  erfordert  werden '), 

Bei  nicht  viel  von  der  des  schmelzenden  Eises  verBchicdenen  Ten 
rotiiren  werden  flüssig: 

!)mck,  nnter  welchem 
8ie  Qüssi);  werden 
Schweflige  SUurc !..'■   AtmosphKrei 

Ammoniak 4.4  „ 

Arsen  was  serstoff 8,r.  „ 

Hckwefelwoeserstnff  ,  .  .  ,     !),ö  „ 

ChlorwaHserstoff 25,h  „ 

Sticksfoffoiydul 31,1 

KohlensKure    37.«  „ 

Gelbildendes  Gas 42,ß  „ 

Alle    diese    Flüssigkeiten    besitzen   sehr   merkwürdige    KigenscliafUn. 
wekhe  wir  in  der  Wärmelehre  weiter  betrachten  weiden.     Es  wind  im  all- 
gemeinen sehr   ÜUssige,  ungeRirbtt!  Flüssigkeiten,   welche  sich  in  Wm 
nicht,  in  Alkohol  und  Aetber  aber  tehr  gut  Urnen. 

§.  lot;. 

MolskularwirkuDgen  Evieohen  festen  und  gasrörmigen  K&rpen. 
Wenn  man  in  einen  mit  Gas  erflllllen  Ituiiin  einen  fisten  K"'rpi'r  bringt 
zieht  derselbe  die  ihn  zunAch^it  umgebenden  Gasmolekdle  an,  und  die  Pol^ 
davon  ist  eine  Verdichtung  des  (iascs  au  der  ÜberflScbe  des  fenten  KOrpen. 
Je  grosser  nun  die  Oberfläche  des  feston  Körpers  ist,  an  nni  so  mehr  fufc- 
t«n  ist  er  mit  dem  Gase  in  Berührung,  um  so  melir  Punkte  de-inelben 


r  Gase 


')  Faruitmj,  I'hilo«.  Tranmictionc  of  London,    B.  f 
■grnd.   Ann.  RrjpliiT.nntiiKliniid  II.        * 


r  Lhe  >'i4U  I&t5: ' 
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daher  dann  Gastheile  an  sich,  um  so  mehr  Gas  wird  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  verdichtet  werden.  Man  kann  diese  Thatsache  leicht  durch  den 
Versuch  beweisen.  Füllt  man  eine  oben  geschlossene  und  mit  ihrem  offe- 
nen Ende  in  Quecksilber  tauchende  Glasröhre  mit  Kohlensäure,  und  bringt 
dann  über  das  Quecksilber  in  die  Glasröhre  eine  frisch  in  Quecksilber  ab- 
gel<3scht6  Kohle  von  Buchsbaumholz,  so  sieht  man,  wie  sich  sofort  das  Vo- 
liimen  des  Gases  vermindei-t,  indem  das  Quecksilber  in  die  Glasröhre  auf- 
steigt So  wie  die  Kohle  Kohlensäure,  so  absorbirt  sie  sowohl  als  auch 
andere  Kör|>er  andere  Gase. 

Die  ausgedehntesten  Versuche  über  die  Absorption  der  Gase  durch 
fes^t^e  Körper  rühren  von  Theodor  von  Saussure  her*). 

Zunächst  wies  derselbe  nach,  dass  nur  geglühte  und  frisch  abgelöschte 
Körper  zn  den  Absorptionsversuchen  brauchbar  sind.  Der  Grund  dafür 
liejg^  darin,  dass  Körper,  die  längere  Zeit  an  der  Lufb  gelegen  haben,  be- 
reits atmosphärische  Luft  und  Wasserdampf  an  ihrer  Oberfläche  verdichtet 
hs^ben.  Die  ausgeglühten  Körper  brachte  Saussure  unter  eine  Glocke,  in 
welcher  über  Quecksüber  ein  gemessenes  Gasvolum  aufgefangen  war,  und 
msi.ass  die  eintretende  Yol Umänderung.  Er  fand  dann,  dass  ein  \md  der- 
lei Ije  Körper  verschiedene  Gase  \md  verschiedene  Körper  dasselbe  Gas  in 
ver-8chicdener  Menge  absorbii-ten.  So  erhielt  er  z.  B.  für  Buchsbaimikohle 
wrid  Meerschaum  von  Vale(«,s  folgende  Zahlen,  welche  angeben,  wieviel  mal 
ih  -gr  eigenes  Volum  Gas  unter  dem  daninter  angeftthrt^n  Drucke  die  Köqjer 
al>  s*  orbiren. 

Kohle  Meerschaum 

Ammoniak 90  15 

('hlorwasserstoft' 85  — 

Schweflige  Säure G5  — 

Schwefelwasserstoff   .  .  .  55  11,7 

Stickstoffoxydul 40  3,75 

Kohlensäure 35  5,26 

Elayl .35  3,7 

Kohlenoxyd 9,42  1,17 

Sauerstott' 9,25  1,49 

Stickstoff 7,5  l,r»o 

Wasserstoff 1,75  0,4  i 

Druck  p  =  724'"»"  7.30"»" 

Die  Dauer  des  Versuches  war  24 — 30  Stunden,  nach  denen  keine  Aen- 
derung  des  Volumens  mehr  eintrat;  nur  bei  dem  Sauerstoff  dauert  die  Ab- 
iiOqition  mehrere  Jahre. 

Man  sieht,  dass  im  allgemeinen  die  absorbirten  Gasmengen  bei  den 
verßchiedcnen  Körpern  in  derselben  Keihe  folgen,  und  dass  die  Gase,  welche 
man  durch  Druck  flüssig  machen  kann,  in  weit  höherm  Mtuissc  absorbirt 
werden  als  die  permanenten  (Jase.  Datf  spricht  auf  das  entschictlenste  für 
die  Annahme,  dass  wir  es  hier  nur  mit  einer  Molekularanziehung  der  Mo- 
leküle des  festen  Köqiers  auf  die  ihn  zunächst  berührende  (iasschicht  zu 
tliun  haben.    Dabei  ist  es  jedoch  mrjglich,  wie  aus  der  nicht  vollständigen 


*)  Samsurr,  (Jilbort's  Annah'ii  naiul  XTiVII. 
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üebereinstimmung  der  beiden  Kcihen  zu  schliess^i  ist,  dass  auch  cbemiftche 
Einflüsse  mit  wirksam  sind. 

Feuchte  Koble  absorbirt  weniger  Gas  als  trockne;  so  fand  Sanssure 

für  Buchsbaumkohle 

trocken  feucht 

Kohlensäure 33  17 

Stickstoff 7,6  6,5 

Sauerstoff 9,25  3,25. 

Auch  über  die  Gasmenge,  welche  von  den  festen  Körpern  unter  ver- 
schiedenen Drucken  absorbirt  wird,  hat  Saussure  Versuche  angestellt,  in^ 
dess   halben   dieselben    nichts    gesetzniiissiges   ergeben.     Bei   geminderten^ 
Drucke  vei*mindert  sich  das  Volum  des  absorbirten  Gases. 

Ebenso  wie  Kohle  zeigen  alle  Kürjier,  wenn  sie  mir  eine  hinreicheiid« 
Oberfläche  besitzen,  die  Fähigkeit,  grosse  Mengen  Gas  zu  verdichten,  ^ 
gepulveiiie  Köri)er,  Platinschwamm  etc. 

Auf  der  grossen  Verdichtung   des   Sauerstoffes   der  Luft,  in  Platii-J 
schwamm    l>eruht  die   Wirkung   der  Döbereiner'schen  Zündmaschine  xadr 
überhaupt  die  Fähigkeit  des  Platins,  Wasserstoff  und  Sauerstoff  zu  Wauarj 
zu  verbinden.     Bei  der  Verdichtung  der  Gase  tritt  nämlich,  wie  bei  j< 
Compression,  Wärmeentwickelung  ein.     Wird  nun  Platin  in  ein  Gemi^ 
von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  gebracht,  oder  auf  Platinschwamm,  der 
verdi(;htetem  Sauerstoff  erfüllt  ist.  Wasserstoffgas  geleitet,  so  ist  die 
wickelte  Wärmemenge  gross  genug,  um  das  Knallgas  zu  entzünden. 

Wir  werden  später  bei  Betrachtung  des  Siedens  nochmals  Gelegenhöt 
haben,  auf  die  Verdichtung  des  Gases -an  der  Oberfläche  fester  Kriqjern* 
rückzukommen. 

Quincke*)  leitet  aus  einer  Reihe  von  Erscheinungen,  welche  versdu^J 
dene  mit  solchen  Atmosphären  verdichteten  Gases  erfüllte  Körper  in  mii-i 
cherlei  Beziehung  zeigen,  die  uns  grösstentheüs  im  weitern  Verlaufe  onaerarj 
Aufgabe  l)egegnen  werden,  den  Satz  her,  dass  die  Menge  des  absorbirtnj 
Gases  nicht  nur  mit  der  Grösse  der  Oberfläche,  sondern  auch  mit  der  DiA*1 
tigkeit  des  cöndensii*enden  Körpers  zunimmt;  ein  Satz,  der  allerdings  aul] 
theoretischen  Gründen  viel  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat. 


§.  107. 

Moser'sche  Bilder.    Moser  ^)  hat  zuerst  beobachtet,  dass,  wenn  xnU-- 
mit  einem  Holzstäbchen  über  eine  glatte  Fläche,  sei  es  Metall  oder  Ohm^i 
oder  irgend  eine  andere  Substanz,  hinfährt  und  dann  die  Stelle  behaudiU 
<lass  dann  durch  eine  Verschiedenheit  in  dem  Beschlagen  der  Fläche  die 
Züge  auf  der  Fläche  deutlich  hervortreten.    Noch  deutlicher  zeigen  sie  sid^ 
wenn  man  die  Fläche  Quecksilberdämpfen  aussetzt,  indem  sich  die  Queck- 
silljerdämpfe  entweder  vorzugsweise  an  den  berührten  Stellen  niedertcU»' 
gen  oder  an  den  nicht  berührten. 

Ebenso  zeigte  Moser,  dass,  wenn  man  auf  eine  beliebige  Platte  einei 
gesclmittenen  Stein,  einen  gravirten  Metallstempel  oder  irgend  einen  andäi 

*)  Qtnmke.  Poggcnd.  Ann.  Bd.  CVIIT. 

^)  Moser,  Poggend.  Ann.  Bd.  LVI  und  LVII. 
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K5rper  legt,  nach  einiger  Zeit,  wenn  man  die  Platte  behaucht  oder  sie  dem 
lanfiusse  von  Quecksilberd&mpfen  aussetzt,  ein  Bild  des  Steines  oder  Stem- 
pels auf  der  Platte  sichtbar  wird,  indem  die  Dämpfe  sich  an  den  berührten 
Stellen  mehr  oder  weniger  niederschlagen,  oder  doch  ein  anderes  Aussehen 
hieten,  als  an  den  nicht  berührten  Stellen.     Selbst  wenn  der  Stempel  die 
Metallplatte  nicht  berührte,   sondern  durch  zwei  an  der  Seite  untergelegte 
GlimmerblSttchen  in  einem  geringen  Abstände  davon  gehalten  wurde,  trat 
Bavh  dem  Behauchen  das  Bild  desselben  auf  der  Platte  hervor. 

Waidele^)  hat  diese  Bilder  auf  das  vollständigste  aus  der  Gasatmo- 
sphSre  erklärt,  welche,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen,  an  der 
Oberfläche  der  Körper  verdichtet  ist,  und  seine  Erklärung  durch  eine  grosse 
Seihe  von  Versuchen  bestätigt. 

Durch  das  Hinüberfuhren  eines  Holzstäbchens  oder  das  Aufsetzen  eines 
Stempels,  selbst  wenn  er  die  Platte  nicht  unmittelbar  berührt,  wird  eine 
Aeoderung  in  der  Gasatmosphäre  bewirkt.,  und  diese  Aenderung  bevdrkt 
ta  den  verschiedenen  Stellen  eine  verschiedene  Condensation  der  Dämpfe. 

Um  dieses  nachzuweisen,  versah  Waidele  Platte  oder  Stempel  mit  Gas- 
ttmosphären,  oder  nahm  sie  ihnen  imd  zeigte,  dass  er  dadurch  im  Stande 
nr,  die  Bilder  willkürlich  zu  ändern. 

Dass  eine  Aenderung  der  Gasatmosphäre  eine  verschiedene  Conden- 
'4iiition  der  Dämpfe  bewirkt,  wies  Waidele  zimächst  durch  folgenden  Ver- 
iodi  nach. 

Wenn  man  auf  eine  mit  einer  Gasatmosphäre  versehene  Platte  einen 
KSrper  von  sehr  grosser  Oberfläche  bringt,  dem  durch  Glühen  seine  Gas- 
atmosphäre  genommen  ist,  so  muss  nach  dem  Vorigen  der  Platte  ihre  Gas- 
itmosphäre  genommen  werden.  Wenn  man  daher  eine  Daguerre'sche  Platte, 
Si  dne  mit  Silber  plattirte  Kupferplatte,  mit  frisch  geglühtem  und  dann  unter 
Abschluss  der  Luft  erkaltetem  Trippel  oder  Kohlenpulver  belegt,  und  dann 
du  Kohlenpulver  mit  reiner  Baumwolle  abkehrt,  so  ist  der  Platte  ihre 
Oasatmosphäre  genommen.  Beim  Behauchen  zeigt  diese  Platte  eine  bläu- 
Gehe  Färbimg,  während  eine  an  freier  Luft  gelegene  Platte  beim  Behauchen 
eine  bräunliche  Färbung  zeigt. 

Bringt  man  die  Platte  aber  mit  einem  Körper  in  Berührung,  der  bei 
grosser  Oberfläche  eine  dichte  Gasatmosphäre  besitzt,  so  wird  die  Platte 
an  ihrer  Oberfläche  von  dem  Körper  Gas  aufnehmen  und  verdichten. 

Waidele  nahm  nvm  eine  Daguerre'sche  Platte  und  belegte  die  eine 
Softe  derselben  mit  frisch  geglühtem  und  unter  Abschluss  der  Luft  in 
ciaem  Platintiegel  erkaltetem,  die  andere  Hälfte  mit  frisch  geglühtem,  aber 
m  einem  Strome  von  Kohlensäure  erkaltetem  Kohlenpulver  und  wischte 
!  4um  die  Platte  mit  reiner  Baumwolle  ab.  Beim  Behauchen  zeigte  die  eine 
BUfte  eine  bläuliche,  die  andere  eine  bräunliche  Färbung. 

In  Quecksilberdampf  gebracht,  condensirte  sich  derselbe  nur  auf  der 
Äicht  mit  Gas  bedeckten  Hälfte,  die  andere  Hälfte  blieb  frei. 

Versieht  man  eine  Platte  mit  einer  Atmosphäre  von  Kohlensäure,  in- 
dem man  sie  mit  Kohlenpulver  bedeckt,  welches  in  der  angegebenen  Weise 
piSparirt  war,  imd  legt  dann  eine  kleine  flache  Schei])e  frisch  geglühter 


*)  Waidele,  Poggend.  Ann.  Bd.  LIX. 
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Bnehsbaiunkohle  aof  dieaellie,  »o  wird  an  der  Stelle  in  sehr  kuracr  Zeit  di« 
Gasutmo Sphäre  tortgenomnitm;  behaucht  man  die  Platte  nach  Entfernung 
der  Scheihe,  so  zeigt  sie  an  der  Stelle,  wo  diese  lag,  eine  bliulich«,  im 
Uebrigen  eine  bräunliche  Pilrbiing, 

Erhitzt  man  einen  Stempel,  putzt  ihn  mit  einer  durch  Alkohol  bvfmtch- 
teten  Bürgte,  so  kunn  mim  ihn  von  seiner  Gaeatmoephilre  befreien.  Setzt 
tuan  Um  io  frisch  gereinigt,  auf  eine  mit  Kohlensäure  aberzogene  fUttte, 
SD  nimmt  er  das  Gas  von  derselben  fort.  Wird  die  Platte  nach  Abheben 
det^selhen  QtiecksilberdBuipfen  ausgesetit,  verdichten  sich  letKt«re  Vorzug»- 
weise  an  den  vom  Stempel  berühr1«n  Stellen. 

Legt  man  den  Stempel  in  kohlensaurehaltigeti  Kohleupulver  und  sotxt 
ihn  auf  eine  von  ihrer  GaaatmosphSre  befreit«  Platte,  so  nimmt  die  Platte 
von  dem  Stempel  Kohlensaure  auf.  Wird  die  Platte  nach  Fortnahm«  d« 
Stempels  behaucht  oder  Quecksilber  dämpfen  ausgesetzt,  so  zeigt  siah  iIk* 
Bild  des  Stempels,  indem  vorzugsweise  an  den  Stellen  sich  der  Dampf  cnn- 
densirt,  welche  mit  dem  StemiHsl  nicht  in  Berührung  waren. 

Stellt  man  dagegen  einen  ftisch  gereinigten  Stempel  auf  eine  frisch 
gereinigte  Platte,  ao  zeigt  sich  so  gilt  wie  kein  Bild,  die  BSrnpfe  worden 
gleiehmOsaig  condensirl-,  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  einen  mit  Kohlen- 
sfiiire  versehenen  Stempel  auf  eine  mit  KohlensSure  bedeckte  Platte  legt. 

Waidele  stellte  femer  einen  mit  KoblensBiire  bedeckten  Stemjml  nwb 
einander  auf  sechs  verschiedene  frisch  gereinigte  Silberplatten.  Auf  dor 
ersten  nnd  zweiten  Hess  er  ihn  30  Minuten,  es  zeigte  sich  beim  Behandeln 
mit  Queckdilberdampf  ein  deutliches  Bild,  auf  die  dritte  und  vierte  Platte 
stellte  er  ihn  eine  Stunde,  die  dritte  zeigte  ein  Bild,  wenn  auch  schwach, 
die  vierte  beim  Behauchen  nur  die  Spur  eine«  Bildes.  Auf  der  fünften  unii 
sechsten  Platte  Hess  er  den  Stempel  zwei  Stunden  stehen;  sie  zeigt«n  gw 
keinen  Unterschied  beim  Behauchen,  es  zeigte  ^ich  gar  kein  Bild. 

Dieser  Versuch  beweist  auf  das  allerentschiedenste  die  Bichtigkeit  d«r 
Wwdele'schen  Erklärung,  dasB  es  eine  Aendenmg  der  Ga3atmosi)härB  uf 
den  Platten  sei,  welche  die  Mo3er')>cbcn  Bilder  erzeugt.  Denn  l>«i  den 
ersten  Versuchen  war  der  Stempel  mit  der  dichten  AtmoRphUn)  versehen, 
und  in  der  kurzen  Zeit  von  30  Minuten  condensirte  die  Platte  rings  nmlKT 
nicht  viel  Luft  an  ihrer  Oberflttche ,  die  Bilder  wurden  deutlich  und  Bohvf j  , 
je  mehr  aber  die  Gasatmosphüre  am  Stempel  abnahm  und  die  Verdicfatnog 
der  Luft  auf  der  übrigen  Platte  grösser  wurde,  um  so  undeutlicher  wnrd»  ■ 
das  Bild. 

Wir  sind  also  berechtigt,  die  Moeorschen  Bilder  als  eine  Vnlgv  der  ' 
an  einzelnen  Stellen  geänderten  Oasatmosphare  anzusehen:  denn  im  AU-  ■ 
gemeinen  werden  die  GasatmosphUreu  an  de»  veri^chledenen  Kfirpem  immer  ' 
verschieden  dicht  sein,  eine  Berührung  xweier  KSrper  ahn  auch  an  der  II«-  ' 
rühningsstelle  eine  Aenderiing  der  Dichtigkeit  hervorbringen. 

Das  wird  selbst  dann  der  Fall  sein,  wenn  sich  die  Ktiiper  nicht  an-"" 
mittelbar  berühren,  da  die  Gasatm n&)>liSron  eine  gewisse  Dicke  halien  mlb-     - 
sen,  und  selbst  wenn  sie  nicht  so  dick  sind,  das»  sie  in  einander  übvriTriieB. 
doch  ein  Austausch  zwischen  denseltien  stattfinden  miiss '). 
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§.  108. 

Molekularwirkungen  zwischen  Gasen  und  Flüssigkeiten.  In 
gleicher  Weise,  wie  die  festen  Körper  die  Gase  anziehen  und  absorbiren, 
thuen  es  auch  die  Flüssigkeiten. 

Füllt  man  z.  B.  eine  oben  geschlossene  Glasröhre,  welche  in  Queck- 
silber taucht,  mit  Ammoniakgas,  und  bringt  dann  über  das  Quecksilber  in 
die  Röhre  ein  wenig  Wasser,  so  steigt  das  Quecksilber  sofort  in  der  .Röhre 
in  die  Höhe;  ein  Beweis,  dass  das  Gas  vom  Wasser  verschluckt  ist. 

Ein  und  dieselbe  Flüssigkeit  verschluckt  von  verschiedenen  Gasen  bei 
gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  verschiedene  Mengen;  verschie- 
dene Flüssigkeiten  von  demselben  Gase,  imter  sonst  gleichen  Umständen 
ebenfalls  verschiedene  Mengen,  so  dass  die  Menge  des  absorbirten  Gases 
bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  von  der  Natur  des  Gases 
sowohl,  als  auch  der  der  absorbirenden  Flüssigkeit  abhangt. 

Seit  Priestley,  der  zuerst  die  Absorption  der  Gase  untersuchte,  indem 
er  nachwies,  dass  imter  gewöhnlichem  Barometerdrucke  ein  gegebenes  Vo- 
lumen Wasser  ein  gleiches  Volumen  Kohlensäure  absorbire,  haben  sich 
viele  Physiker  und  Chemiker  mit  den  Absorptionserscheinungen  beschäftigt, 
und  zu  bestimmen  gesucht,  welche  Gasmengen  verscliiedene  Flüssigkeiten 
aufzunehmen  im  Stande  sind,  und  wie  die  aufgenommene  Menge  dessell)en 
Gases  bei  gleicher  Flüssigkeit  sich  mit  dem  äussern  Drucke,  unter  welchem 
das  Gas  steht,  ändert. 

Was  die  letztere  Frage  betrifft,  so  haben  die  Versuche  von  Henryk) 
ergeben,  dass  das  Volumen  des  von  einer  Flüssigkeit  aufgenommenen  Gases 
Htets  dasselbe  ist,  welches  auch  der  äussere  Druck  ist,  unter  welchem  sich 
clas  (ias  über  dem  Wasser  befindet.  So  absorbii*t  ein  gegebenes  Wasser- 
volumen bei  gewöhnlicher  Temperatur  (15^  C.)  ein  nahezu  gleiches  Volumen 
Kohlensäure,  ob  nun  die  Kohlensäure  in  dem  Räume,  in  welchem  die  Ab- 
h>ori»tion  vor  sich  geht,  unter  dem  Drucke  von  einer  oder  mehreren  Atmo- 
«>pbären  steht.  Da  nun  nach  dem  Mario tte'schen  Gesetze  die  Dichtigkeit 
eines  (Jases  sich  dii'ekt  verhält,  wie  der  äussere  Druck,  so  folgt  daraus, 
fhws  die  Gewiehtsmengen  des  absorbirten  Gases  sich  direkt  verhalten,  wie 
<lie  äusseren  Drucke,  unter  denen  das  Gas  steht. 

Kennt  man  darnach  die  Gasmenge,  welche  unter  einem  bestimmten 
Drucke  absorbirt  wird,  so  kann  man  daraus  leicht  für  alle  andern  Drucke 
die  absorbirten  (iasmengen  berechnen. 

Bunsen^)  nennt  deshalb  das  auf  (V  und  den  Druck  von  760™"*  redu- 
cirte  Gas  Volumen,  welches  die  Volumeinheit  der  Flüssigkeit  unter  dem 
Drucke  von  TGO™"*  al)snrbirt,  den  Absorptionsee »efficienten  des  Gases  für 
die  Flüssigkeit. 

Diese  Zahl  gibt  dann  sogleich  das  Volumen  an,  welches  unter  irgend 
einem  Drucke  P  al)sorl>irt  wird,  und  wir  erhalten  für  die  Gasmenge,  welche 
diesem  Volumen  entspricht, 

'^  ~    7(;o  ' 

»)  Henry,  IMiilt)s.  Transact.  lor  18():i.  Tart.  T.  p.  29.     Gilliert,  Ann.  XX. 
*)  Jinnsin^  Gasonictrisch«»  iMrtlioden.    hranuHehweig  1857.     Liebig'H  Anualen 
Bd.  XCllI. 
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wenn  wir  mit  a  den  Absori)tion8coefiicienten  bezeichnen  und  als  Gasmenge 
das  Volumen,  welches  eine  gegebene  Gasmenge  imter  dem  Barometerdrnck 
von  760™™  einnimmt.  Für  die  von  dem  Wasservolum  h  absorbirte.  Gas- 
menge erhalten  wir  dann 

a.h,P 

^  =  -760— 

Kennt  man  nun  in  einem  dem  Eingangs  erwähnten  ähnlichen  Versuche 
das  Volumen  des  in  der  Rölire  enthaltenen  Gases  V  imd  den  Druck  P,  unter 
dem  es  steht,  die  Differenz  zwischen  der  Barometerhöhe  und  dem  Niveau- 
unterschied des  Quecksilbers  in  und  ausser  der  Rühre;  lusst  man  dann  ein 
Fl (Issigkeits Volumen  /*  in  die  Röhre  eintreten  und  bestimmt  das  Volum  V 
und  den  Druck  I^  des  nach  der  Absoq^tion  tibrigbleibenden  Ga^svolumen.^, 
so  kann  man  den  Absori)tionscoeilficienten  leicht  erhalten. 

Die  vor  dem  Versuche  in  dem  Rohre  enthaltene  Gasmenge  ist 

V.  P 

760  ' 

V .  P'      . 
die  nach  dem  Versuche  noch  vorhandene     „^ ,    ,  die  absorbirte  also 

760    ' 

VP       V  v 

76U  760 

Da  der  endliche  Druck  P  ist,  so  ist  die  Flüssigkeit  unter  diesem 
Drucke  gesättigt.  Nach  dem  Henry'schen  Gesetze  verhalten  sich  nun  die 
absorbirten  Gasmengen  wie  die  Drucke;  unter  dem  Drucke  7G0"""  würde 
demnach  die  absorbirte  Gasmenge 


(VP  _  r^\  760  _(yZ^  v\ 

\76o       100  J 1^      y  y      ^ ) 


gewesen  sem. 

Die^e  Gasmenge  würde  beim  Drucke  760  von  der  Flüssigkeitsmenge  k 
absorbirt  sein,  das  Flüssigkeitsvolumen  1  hätte  demnach  die  Menge 


.-l(r^-v) 


absorbirt.    Diese  Grösse  a  ist  es  nun,  wi»Uho  wir  den  Absorptionscoefficien- 
ten  nannten. 

Zur  Bestimmung  des  Absorptionscooffii-ienten  der  verschieilensten  Gase 
für  mehrere  Flüssigkeiten  wandte  Bimsen  das  Absoqjtiometer  an,  welchem 
er  folgende  Einrichtung  gab  (Fig.  188).  Ein  seiner  ganzen  Länge  nach  in 
Millimeter  getheiltes  kalibrirtes  Rohr  <\  welches  oben  geschlossen  ist,  ist 
mit  seinem  untern  ofihen  Endo  in  eine  Schraubenhülse  h  (Fig.  189)  ein- 
gekittet, welche  der  Schraubenmutter  des  kleinen  Stuhles  an  entspricht 
Die  Bodenplatte  des  Stuhles  a  ist  mit  Kautschuk  überzogen,  so  dass  beim 
Hinabschrauben  des  Rohres  c,  dessen  unterer  abgeschliffener  Rand  gegen 
den  Kautschuk  drückt,  imd  damit  das  Rohr  geschlossen  wird.  Die  zwei 
Federn  cv  am  Stuhle  aa  (Fig.  189)  passen  in  zwei  Rinnen  des  Fusses  { 
(Fig.  188)  so,  dass  wenn  mim  das  Rohr  r  in  den  Fuss  /'  einsetzt,  der 
Stuhl  aa  nur  auf  und  ab  bewegt,  nicht  aber  gedreht  werden  kann.  Eine 
Drehnng  des  Rohres  r  bewirkt   deshalb  ein  Lösi'U  oder  fester  Ziehen  der 


Absorption] i'k'r  von  Bimsen. 


421 


i  b  und  damit  eine  Erhebung  von  der  Bodenplatte  und  Oeffniing 
res  e,  oder  ein  featea  Drücken  gegen  dieselbe,  den  dichten  Ver- 
ron  e-  Baij  Rohr  c  dient  aU  Absorptionsrohr.  Das  Rohr  int  seiner 
Lange  nach  von  dem 
oder  gg  umhüllt.     Der 

ist  mit  seinen  abge- 
en  RSndern,  auf  denen 
ukringe  liegen,  in  den 
und  gegen  den  untern 
s  eisernen  Ringes  k  niit- 

ScUraubon  n  fest  an- 
.    Die  Röhre  r,  welche 

innem  Baume  des  Cy- 
ifi)  communicirt,  dient 
agiessen  und  Ablassen 
cksilber,  um  den  Druck 
m  des  Absorptionsroh- 
^iliren  za  können.  Der 
Cy linder  ist  über  dem 
Iber  mit  Wasser  ange- 
n  das  Absorptionsrohr 
j tanter  Temperatur  zu 
,  welche  mit  dem  Ther- 
r  k  bestimmt  wird.  Der 
Uylinder  kann  mittels 
kels  p  fest  verschlossen 

in  dessen  Mitte  eine 
r  Kautschukplatte  über- 
■iseme  Platte  gegen  den 
!c!   Absorptionsrohre^ 


i  dass 


prSn- 


l'eat  i 


stellei 


?  Versuche  werden  nun 
■rmaassen  angestellt.  In 
{ueeksilbcrwanne  lUBst 
das  zunächst  ganx  mit 
Iber  gefüllt«  Absorp- 
r  das  zu  untersuchende 
steigen,  und  misst  das  1 
V  des  Gases  und  den 
',  unter  dem  es  steht, 
Gaamenge  ("das  auf  0" 
i"°  Druck  reducirte  Vo- 

erhalten.  Darauf  lässt 
er  das  Quecksilber  ein 
Bea  Volum  h  völlig  luft- 
Vaasers  eintreten,   schliesHt  das  Rohr   mittels  des   Stuhles  a  und 

in  den  Boden  f  des  mit  Quecksilber  und  darUber  voUsUIndig  mit 
gefüllten  Cylinders  g  ein. 
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Durch  eine  kleine  Drehung  öffnet  man  dann  daB  Ahäorptionsrohr,  setzt 
dadurch  den  Druck  im  Innern  desselben  mit  dem  äussern  Druck  ina  Gleich- 
gewicht, verschliesst  es  wieder  und  schüttelt  dann  den  ganzen  Apparat  eine 
Minute  lang  auf  das  heftigste,  öffnet  dann  wieder  das  Absorptionsrohr,  um 
die  Drucke  neuerdings  auszugleichen,  schliesst  und  schüttelt  wieder  und 
so  fort,  so  lange  bis  beim  Oeffnen  des  Absoi*ptionsrohres  keine  Volum- 
iindenmg  des  Gases  mehr  eintritt. 

Darauf  wird  das  Volum  Fj  des  rückständigen  Gases  und  sein  Druck  P^ 
bestimmt,  und  wir  haben  alle  Daten  zur  Bestimmung  des  AbsorptionscoefE- 
cienten  a. 

Um  V^  und  P^  zu  bestimmen,  bedarf  es  ausser  der  Beobachtung  des 
Barometer  und  Thermometer  k  folgender  Ablesungen ,  die  mit  dem  Katheto- 
meter  gemacht  werden. 

1.  Bestimmung  des  Quecksilbemiveau  h  im  Absorptionsrohr. 

2.  Bestimmung  des  obem  Wassemiveau  im  Absorptionsrohr  t\ 

3.  Bestimmung  des  Quecksilbemiveau  a  (Fig.  188J  und 

4.  Bestimmung  des  Wasserniveau  d  im  äussern  Cylinder  gg. 

Um  den  Gang  des  Versuches  und  der  Berechnung  deutlich  zu  nuiche 
wird  es  am  besten  sein,  einen  Versuch  Bunsen's  vollständig  vorzuführe 
es  ist  ein  Versuch  über  Absorption  des  Stickstoffes. 

Um  V  und  P  zu  bestimmen,  dienen  folgende  Daten.    p]he  Wasser 
das  Absorptionsrohr  eingelassen  war ,  fand  sich : 

Der  Unterschied  der  Quecksilberniveaus  im  Absorptions- 
rohre und  der  Quecksilberwanne 315™",! 

Barometerstand 744     ,4 

Druck  des  trocknen  Stickstoffs P=  420'""*,3 

Volumen  des  Gases  unter  diesem  Drucke V=    32     ,008- 

Darauf  wurde  Wasser  eingelassen   \md   in   der  vorhin  beschriebenen 
Weise  operirt;  es  fand  sich  am  Schlüsse  des  Versuchs 

Barometerstand d  =  743,8 

QuecksilbeiTiiveau  bei  h b  =  350,7 

Quecksilbemiveau  bei  a a  =  352,3 

Differenz  der  Niveaus ^i  =      h^ 

Höhe  der  Wassersäule  in  c^  eh  = tr  =  285,2 

Höhe  der  Wassersäule  im  Cylinder  ad  = /r,  =  344,3 

Differenz  beider,  also  auf  das  Gas  in  c  drückende  Wassersäule  ft\  —  tv  =    50,0 

Diese  Differenz  auf  Quecksill)erdruck  rcducirt (/  =     -i)*« 

Somit  ist  der  innere  Druck  des  Gases  im  Absorptiometer  stärker  bIs  der 
Druck  der  äussern  Atmosphäre,  da  der  Unterschied  der  Quecksilbemiveaus 
nur  1"*",5  beträgt,  dagegen  durch  die  h"»here  Wassersäule  in  gg  nach  dem 
Innern  von  c  hin  ein  Druck  ausgeübt  wird,  der  gleich  4™™,4  Quei'ksilber 
Druck  ist.  Um  P^  zu  erhalten,  müssen  wir  demnach  zu  dem  Barometer- 
stande d  die  Differenz  clieser  Drucke  oder  2"*™,<J  addiren.    Darnach  würde 

Pj  =  746"»»,H. 

An  diesem  Drucke  müssen  wir  aber  noch  eine  Corrcction  anbringen. 
Wir  werden  später  in  der  Wärmelehre  sehen,  dass  ebenso  wie  die  Gase,  so 
auch  die  Däiui)fe  auf  tlie   Wände  der  Gefässe,  in  denen  aio  eingeschlossen 
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and,  einen  Druck  ausüben,  der  sich  mit  der  Temperatur  ändert.  Das  Was- 
ler  im  Absorptionsrohre  verdampft  nun  und  füllt  den  Baum  über  dem 
Wasser  mit  Dampf  an.  Dieser  Dampf  drückt  das  Quecksilber  herab, 
md  zwar  bei  der  zu  19*\2  beobachteten  Temperatur  des  Absorptionieters 
am  16"",3.  Wäre  demnach  kein  Wasserdampf  im  Absoii^tiometer,  so  würde 
das  Niveau  des  Quecksilbers  im  Absorptiometer  um  16"*°* ,3  höher  stehen. 
Der  Druck  P^  des  trockenen  Stickstoffgases  ist  demnach  um  diese  Grösse 
kleiner,  oder 

Das  Volume»  Fj  des  nicht  absorbiiien  Gases  war  auf  0^  reducirt 

Fi  =  1 6,52. 
Und  schliesslich  das  absorbii*ende  Wasservolumen 

h  =  182,37. 

Damach  wird  der  Absorptionscoefficient 

X    /       P  \'  1       /  4*>9  33  \ 

"^'-ny^P;-  ^i)  =  l82;i^  (32,608  ^  -  ir.,52j 

a  =  0,01448, 

fisheisst,  das  Wasservolumen  1  absorbirt  bei  der  Temperatur  von  19^V-^- 
^U48  seines  Volumens  an  Stickstoff. 

Bimsen  fand  nun,  dass  der  Absorptionscoefficient  sich  mit  der  Tempe- 
^^  der  absorbirenden  Flüssigkeit  ändert.  Ein  Gesetz  dieser  Aenderung 
^^  sich  nicht  erkennen,  man  musste  sich  begnügen,  eine  empirische 
ormel  aufzustellen,  um  die  Werthe  von  cc  zu  bestimmen. 

Die  Formeln  von  Bunsen  haben  alle  die  Gestalt 

orin  /  die  Temperatur  in  Graden  nach  der  hunderttheiligen  Skala  r/,  &,  c, 
'ei  ftir  jedes  Gas  und  jede  Flüssigkeit  verschiedene  Constanten  sind,  welche 
irch  eine  Anzahl,  wenigstens  drei  Versuche  bei  verschiedenen  Tempera- 
Ten  zu  bestimmen  sind. 

Für  Stickstoff  in  Wasser  ist  z.  B. 

et  =  0,020346  —  0,00053  887  /  +  0,000011156  .  f\ 

Für  Stickstoff  in  Alkohol  aber 

a  =  0,126338  —  0,000  418  /  +  0,0  000060  ^^ 

Diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  bis  zu  imgetiihr  20^\  bis  wohin  die 
ersuche  reichen. 

Wir  lassen  hier  eine  Reihe  der  Absorptionscoefficienten  der  wichtigsten 
»«86,  welche  Bunsen  untersuchte,  folgen,  für  Wasser  und  Alkohol  bei  der 
Temperatur  15®. 

Namen  der  Ghhü  «  in  Wasser  «  in  Alkohol 

Stickstoff 0,01478  0,12142 

Wasserstoff 0,01930  0,06  725 

Sauerstoff 0,02089  0,28397 

Kohlensäure 1,0020  3,1993 

Kohlenoxydgas    ....       0,02432  0,20443 
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Namen  der  Gase  a  in  Wasser    a  in  Alkohol 

Stickoxydul 0,7778  3,2678 

Grubengas 0,03909  0,48  280 

Elayl  • 0,1616  2,8826 

Aethyl     0,02147  — 

Methyl 0,0508  — 

Schwefelwasserstoff.  .       3,2326  9,639 

Schweflige  Säure  .  .  .     43,664         144,65 

Ammoniak 727,2  — 

Atmosphär.  Luft    .  .  .       0,01796  — 

Mit  Hülfe  des  Henry'schen  Gesetzes  und  der  von  Bunsen  bestimmten 
AbsorptionscoefQcienten  ist  man  nun  auch  im  Stande,  die  Absorption  eines 
Gasgemisches  oder  die  Mengen  zu  bestimmen,  welche  von  den  einzelnen 
Gasen  eines  Gemisches  absorbirt  werden,  umgekehrt  aber  auch,  wenn  man 
die  Zusammensetzung  des  absorbirten  Gases  bestimmen  kann,  daraus  die 
Zusammensetzung  des  Gasgemisches  zu  berechnen,  welches  der  Absorption 
ausgesetzt  wurde. 

Ein  Volumen  atmosphärischer  Luft  besteht  z.  B.  aus  0,79  Stickstoff 
und  0,21  Sajierstoff.  Uebt  dasselbe  den  Druck  p  aus,  so  ist  der  Druck  des 
Stickstoffes  0,79  i?  und  der  des  Sauerstoffes  0,21  p.  Ist  nun  der  Absorptions- 
coefficient  des  Stickstoffes  a^ ,  der  des  Sauerstoffes  a^ ,  so  ist  die  von  einem 
Wasservolumen  h  aus  der  Luft  absorbirte  Menge  Stickstoff 

«1    .  Ä  .   0,79  p 

^^  76Ö 

und  des  Sauerstoffes 

a^  ,h  .  0,21  p 

Setzen  wir  nun  /*  =  1,  /)  =  760,  so  muss  g^  +  g^  gleich  dem  Ab- 
sorptionscoefficienten  ftlr  atmosphärische  Luft  sein.    Die  Rechnung  gibt  mi 
dem  Versuche  übereinstimmend 

0i-\-9t  =  Öj79  .  0,01 478  +  0,21  .  0,02989  =  0,01  796 
als  Absorptionscoefficient  für  atmosphärische  Luft  bei  15®. 

Hat  man  allgemein  ein  Gasgemisch  unter  dem  Drucke  j),  welches  r|Theil^ 
eines  Gases,  r^  eines  zweiten,  r3,  r^  .  .  .  r«  Theilo  eines  3,  4  ...  n- Gases 
enthält,  so  sind  die  von  jedem  Gase  absorbirten,  in  der  Volumeinheit  ent- 
haltenen Gasmengen 

^ 

_P_ 


• 


g^  =  a^.  r, 


760 

Kennt  man  die  Zusammensetzung  des  zur  Absorption  verwandten  Gases 
nicht,  aber  kann  man  die  Zusammensetzung  des  absorbirten  Gases  und  somit 
9iy  9ii  9i  *  •  bestimmen,  so  kann  man  daraus  r^,  fg . . .  oder  die  Zi 
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Satzung  des  zur  Absorption  verwandten  Gases  berechnen.  Auf  diese  Weise 
Wt  Bunsen  der  Absorptiometrie  in  der  Analyse  der  Gase  eine  wichtige  An- 
wendung gegeben.. 

§.  109.      . 

Ansströmen  der  Gase.  Wenn  in  die  Wand  eines  mit  Gas  unter  dem 

Drucke  j)  gefüllten  Gefässes  eine  Oeffnung  gemacht  wird  und  vor  der  Oeff- 

fiiing  weniger  dichtes  Gas  oder  ein  leerer  Raum  ist,  so  strömt  das  Gas  aus 

der  Oeffnung  hervor,  um  so  rascher,  je  höher  der  Druck  ist,  unter  welchem 

daa  Gas  im  Gefösse  steht  und  je  geringer  die  Spannung  des  Susseren  Gases 

ist.    Wegen  der  freien  Beweglichkeit  der  Theile,  welche  die  Gase  mit  den 

tropfbaren  Flüssigkeiten  gemein  haben,  müssen  auch  die   Ausströmungs- 

g'esetze  der  Gase  mit  denen  der  Flüssigkeiten  Übereinstimmen. 

Wir  gelangen  daher  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher 

©ui    Gas  aus  einer  Oeffnung  in  der  Wand  eines  Gefässes,   in  welchem  es 

hinter  stärkerm  Druck  steht,  als  der  Druck   ausserhalb  des  Gefässes  ist, 

aiiHfliesst,   durch   Anwendung  ganz   derselben  Principien,  welche  wir  auch 

S-    B3  anwandten.    Wir  denken  uns  zunächst  das  Gas  im  Innern  des  Ge- 

"'öHes   unter   einem   constantem   Drucke  p^  und   ebenso  werde  der  Druck 

^'iHöerhalb  auf  constanter  Höhe  erhalten,  so  dass  ein  stationärer  Strömungs- 

^^ist-ajid  eintritt.    Das  Kennzeichen  dieses  stationären  Zustandes   ist  dann, 

"a.«s  durch  jeden  Querschnitt^  durch  welchen  das  Gas  hindurchtritt,  in  gleichen 

^eiton  gleiche  Mengen  des  Gases  hindurchgehen  müssen.    Haben  wir  des- 

"5*1  !:>  ;£wei  Querschnitte  (?  und  (Ji  und  sind  die  mittlem  gegen  diese  Querschnitte 

J^^ulc rechten  Geschwindigkeiten  u  und  w,,  so  sind  die  durch  die  Querschnitte 

"J^   ^«r  Zeiteinheit  hindurchtretenden  Gasvolumina  Q  .  u  und  Qi  .  «i.    Diesen 

^  *^lixmen  entsprechen  aber  nur  dann  gleiche  Mengen,  wenn  in  diesen  Quer- 

=*'^-rnxitten  die  Drucke,  welchen  <Ue  Gase  doii  ausgesetzt  sind,  gleich  sind, 

^  ^    tiur  dann  die  Dichtigkeit  des  Gases  dieselbe  ist.    Sind  die  Drucke  nicht 

^*^oii!h,  sondern  ist  der  Druck  im  Querschnitt  Q  gleich  P,  im  Querschnitt 

Vi    i;^leich  P^,  so  ist  die  Dichtigkeit  im  Querschnitt  Q  gleich  !?,  im   Quer- 

^^uiiitt  Qi  gleich  s^ ,  und   die  durch  diese  Querschnitte  hindurchfliessenden 

■^«mengen,  die  einander  gleicli  sein  müssen,  sind 

Da  nun,  bei  der  von  uns  als  Überall  gleich  vorausgesetzten  Temperatur, 
*^uch  dem  Mariotte'schen  Gesetze 

so  können  wir  die  Gleichung  schreiben 

P  .  Ö  .  «  =  i^  .  ft  .  Wi- 

Eine  weitere  Beziehimg  erhalten  wir  auch  hier  wieder  durch  die  Bemerkung, 
dass  bei  dem  stationären  Zustande  die  Gase  sich  in  constimten  Bahnen  be- 
wegen; denken  wir  uns  deshall)  wieder,  wie  in  §.  h;^  einen  Kanal  OA  von 
überall  gleichem  Querschnitt  q  durch  das  Gas  gelegt,  so  können  wir  in 
diesem  die  Geschwindigkeitsänderung  bestimmen.  Sei  Fig.  190  MJMXN 
dad  QefUss,  aus  dem  das  Gas  aus  einer  engen  Oeffnung  ausfliesst,  in  welchem 
der  constante  Druck   etwa  dadurch  erhalten  wird,  dass  das  GeHlss  mit 
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j  =  log  {p  +  dp)  —  log  i>, 
rliche  Logarithmen  zu  nehmen  sind,  somit  wird  die  Summe  dort 

—  ^  (logi>  — logi>o) 
ere  Gleich img  zwischen  v  und  j;  wird 

t,«  -  V  =  2  -^  log  '-^  ■ 

wir  über  die  Lage  des  gedachten  Gaskanals  gar  keine  besondere 
tzung  gemacht  haben,  so  gilt,  wie  wir  schon  §.  83  für  die  aus- 
;  Flüssigkeit  bemerkten ,  diese  Gleichung  für  die  ganze  ausströmende 
3,  es  ist  überall  dort  die  Geschwindigkeit  der  strömenden  Gasmasse 

wo  der  Druck  gleich  }>  ist- 

eichnen  wir  mm  den  Druck  in   der  Ausströmungsöffnung   mit  jpj, 
ti windigkeit  des  Gases  dort  mit  t\^  so  erhalten  wir 


rr  [1  -  ^,j  =  2  -^    log 


P 


nun  schliesslich  das  Verhältniss  -7  zu  bestimmen,  setzen  wir  wieder 


'•i 


lass  in  der  Fläche  bei  0,  wo  die  Bewegung  des  Gases  beginnt  und 
cffnung  bei  -4,  die  wir  als  sehr  klein  nehmen,  die  Geschwindig- 
y  und  i\  die  mittleni  gegen  die  betreffenden  Querschnitte  senk- 
(iesch windigkeiten  seien.  Ist  dann  Q  der  Querschnitt  des  Ge- 
der  der  Oeffnung,  so  ist 

2h  fh  ^'1  =PaQ  '  ''() 
*'o  _  Pi  fix 

it 


?'i' 


'•1 

Pi> 

Q 

0 

n 

J 

log 

1 


\Po  Q) 


der  Querschnitt  der  Oeffnung  gegen  jenen  des  Gewisses  hinreichend 
können  wir  da  auch  j;,  <i>o  ^^^^  muss,  wenn  überhaupt  ein  Aus- 
stattfindet, das  zweite  Glied  des  Nenners  vemachlUssigen,  und  dann 


r,  =y^io.  ^'^ 


°  Ih 


*  AusdiMick  für  i\   wii'd  einfacher,   wenn  dei   Druck  p^  nur  wenig 
i  Drucke  py   in  der  Austlussöffnung  verschieden  ist.    Wir  erhalten 

l0g^=-log?L=_l„g(l   _^JLZ1^). 
P\  Pi)  \  F  *)     / 

in  ist,  wie  in  der  Analysis  bewiesen  wii'd, 

('  -  '-^)  -  '---^^ + i  c^'')* + *  c^y +■■■■ 
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Wenn  nun  p^y  nur  wenig  grösser  als  2>i  ist,  so  können  in  dieser 
alle  Glieder  nach  dem  ersten  vernachlässigt  werden,  und  es  wird 


t'i=]/ 


2«  ^     Po  —  Pi 


Po 

Es  ergibt  sich  somit,  dass  bei  kleinen  üeberdrucken  die  Geschwi 
keit  des  Ausströmens  bei  einem  und  demselben  Gase  der  Quadcatvi 
aus  dem  Quotienten  des  Ueberdruckes  j^o  —  Ih  ^^^  ^®^  Druckes  im 
behSlter  proportional  ist;  bei  gleicher  Druckdifferenz  p^)  —  p^  nimmt 
die  Ausflussgeschwindigkeit  proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  Di 
2)q  ab. 

Für  Luft  von  der  Temperatur  0^  wird  der  Werth  des  Coefficii 

l/^^L?,  da  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Drucke    der    Atmosp 

0",76  Quecksilber,  gleich  0,001293  ist,  und  die  Dichtigkeit  des  Queckäi 
gleich  13,59  ist, 

V       a  V  0,001298  '        ' 

somit 

v^  =  396",002  lA" "~  ^' . 

'         Po 

Bezeichnen  wir  nun  das  specifische  Gewicht  irgend  eines  andern  C 
jenes  der  Luft  gleich  1  gesetzt,  mit  eZ,  so  erhalten  wir  flir  die  Aus 
geschwindigkeit  desselben 

oder  bei  gleichen  Drucken  p^y  und  p^^  ist  die  Ausflussgeschwindigkeil 
schiedener  Gase  der  Quadratwurzel  aus  ihrer  Dichtigkeit  umgekehrt 
portional. 

Eine  Prüfung  dieser  Sätze  durch  Messung  der  Geschwindigkeit  i 
nicht  möglich,  da  die  Geschwindigkeit  des  Gases  in  der  Ausflussöffhun^ 
nicht  messen  lässt.  Dieselbe  ist  dagegen  möglich,  indem  man  die  Meng 
ausgeflossenen  Gases  misst. 

Man  kann  das  am  besten,  indem  man  bei  einer  der  in  Fig.  190  i 
deuteten  ähnlichen  Vorrichtung  die  Volumverminderung  des  Gases  in 
Gefässe  misst,  welche  sich  unmittelbar  aus  dem  Volumen  oder  Gewicht 
nachströmenden  Flüssigkeit  ergibt.  Ist  der  Querschnitt  der  Oefihun 
so  ist  das  in  der  Sekimde  ausfliessende  Gasvolumen 

Da  dieses  Volumen  aus  der  Oeffhung  bei  dem  Drucke  p^  hervor 
so  entspricht  in  dem  Gef&sse,  in  welchem  der  Druck,  wenn  wir  das« 
als  ein  cylindrisches  Reservoir  voraussetzen,  überall  gleich  p^^  ist,  ein 
lumen  tv^  welches  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  sich  ergibt 

w  :  Wj^  =  pi  :  Pq 
tc  = 


Po         ^^  Po'   y  o  .d        Po 
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Lftsst  man  die  Gase  in  die  freie  Luft  ausströmen,  und  wendet  nur 
imen  kleinen  üeberdruck  an,  so  kann  man  fUr  den  Druck  in  der  Ausfluss- 
tfiiung  den  Druck  der  äussern  Atmosphäre  einsetzen,  und  erhält  dann, 
venn  q^  in  Quadratmetern  gegeben  ist,  das  Volumen  der  ausgeflossenen 
Qaamenge  in  Kubikmetern. 

Die  Versuche  ergeben  indcss  auch  hier,  wie  bei  den  tropfbaren  Fltissig- 

ittten,  dass  die   wirkliche  Ausflussmenge  kleiner  ist  als   die  theoretische; 

vflirend  indess  bei  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  der  sogenannte  Erfahrungs- 

ioefficient  constant  war,  scheint  er  bei  den  Gasen  mit  wachsendem  Drucke 

1^  etwas  abzunehmen,   schon  innerhalb  der  Grenze,  bei  welcher  die  ange- 

jhdierte  Formel  noch   ausreicht,  was  bis  etwa  1"  Wasserdruck  als  Ueber- 

jAraek  der  Fall  ist.    Bei  sehr  geringen  Difl'erenzen  der  Drucke  p^  —  p^, 

tarifichen  0™,028  und  0™,14  Wasserdruck  fand  D'Aubuisson^)  den  Erfahrungs- 

bei  Oe&ungen  in  dünner  Wand 


fi  =  0,65, 

fWeisbach^)  erhielt  bei  ähnlichen  Verhältnissen 

II  =  0,671, 

sehr  nahe  mit  dem  übereinstimmend ,  mit  welchem  man  die  theoretisch 
^hnetete  Ausflussmenge   der  Flüssigkeiten  multipliciren  muss,   um  die 
;htete  Ausflussmenge  zu  erhalten. 
G.  Schmidt^)  erhielt  für  eine  Druckhöhe  von  0°\913  als  Coefficienten 

fi  =  0,52 

einen  nicht  viel  davon  verschiedenen  Werth  bestimmte  Koch*)  für  das 
-Omen  der  Luft  aus  Oeffhungen  in  dünner  Wand. 
Diese  Verschiedenheit  der  Resultate  aus  den  Beobachtungen  und  der 
>rie  weist  darauf  hin,  dass  bei  der  theoretischen  Entwicklung  der  Aus- 
Gesetze  nicht  alle  Umstände  in  Betracht  gezogen  sind,  welche  auf  die 
regung  des  Gases  von  Einfluss  sind.    Wir  erkennen  dieselben  leicht  in 
liehen  Verhältnissen  wie  bei  den  Flüssigkeiten,   das   Gas  bewegt  sich 
allen  Seiten  gegen  die  Oefinimg  hin  imd  dadurch  wird  die  gegen  die 
ijxng  senkrechte  Geschwindigkeit  des  ausfliessenden  Gases  gestört. 
Den  experimentellen  Beweis  dafür  liefert  uns  der  Einfluss  von  Ansätz- 
en an  die  Gefässöfinung  auf  die  Menge  des  ausfliessenden  Gases.    Nach 
Versuchen  von  D'Aubuisson,  Schmidt,  Koch  und  Weisbach  wird  die 
des  ausfliessenden  Gases  durch  solche  Röhren  ähnlich  wie  bei  den 
m  Flüssigkeiten  grösser,  so  lange  die  Röhren  nicht  zu  enge  imd 
lang  sind.    Nach  den  Versuchen  von  D'Aubuisson  ist  für  kurze  cylin- 
che Röhren,  deren  Länge  gleich  ist  dem  fünffachen  Durchmesser  ft  =0,92 
für  kurze  konische  Ansatzröhren,  den  engem  Durchmesser  nach  aussen  ge- 
.,  f4  =  0,93,  Weisbach  findet  für  cylindrische  Ansatzrohre  ft  =  0,839, 
konische  0,883. 


^  jy  Ä%ibui88on ,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  XXXII. 
*)  Weitbcuh,  Experimental  -  Hydraulik  p.  184  ff". 
*)  G.  G,  Schmidt,  Gilbert  Aimalen  LXVI. 

)  r f .  L.  Koch,  Versuche  und  Beobachtungcu  über  die  Geschwindigkeit  und 
"■tot  verdichteter  Luft,  welche  aus  OcH'uungen  et<;..ausHtröint.  Götting.  1824. 
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Schmidt  findet  für  konische  Ansatzrühren,  wenn  der  grössere  Durch- 
messer nach  aussen  gekehrt  ist,  fi  noch  um  vieles  grösser,  nSmlich  1,122,  so 
dass  alo  die  beobachtete  Ausflussmenge  selbst  grösser  ist  als  die  theoretisch 
bereclmete. 

Wendet  man  anstatt  kurzer  verhältnissmässig  weiter  Ansatzröhren  lange 
und  enge  Röhren  an ,  so  zeigt  sich  auch  hier  Uhnliches  wie  bei  den  tropfbaren 
Flüssigkeiten;  der  Ausfluss  der  Gase  folgt  ganz  andern  Gesetzen  als  bei  An- 
wendimg  von  Oeflnungen  in  dünnen  Wänden.  Nach  den  ausgedehnten  Ver- 
suchen von  Girard^)  verhalten  sich  die  Ausflussmengen  bei  nicht  zu  engeiv 
Röhren  direkt  wie  die  Drucke,  unter  welchen  das  ausfliessende  Gas  stebt^- 
imd  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Röhrenlängen,  durch  welche  das 
abfliesst. 

Dass   die   Ausflussgeschwindigkeit   der  Gase   der  Quadratwurzel   ai 
ihrer  Dichtigkeit  umgekehrt  proportional  ist,  kann  man  am  bequemsten 
durch  nachweisen,  dass  man  gleiche  Volume  verschiedener  Gase  imter  de 
selben  Druckverhfiltnissen  aus  einer  engen  Oeflhung  ausströmen  lässt,  ura.i 
die  dazu  erforderliche  Zeit  beobachtet.    Die  Quadrate  dieser  Zeiten  müs?«E*: 
sich   dann  verhalten  wie  die  Dichtigkeiten  der   Gase.     Bunsen  hat  ilie-s* 
Methode  angewandt  imd  darauf  ein  Verfahren  gegi'ündet,  die  specifisch^: 
Gewichte  der  Gase  mit  einander  zu  vergleichen*),   ein  Verfahren,  welchic? 
besonders  für   technische   Zwecke,    wie  zu  Dichtigkeitsbestimmungen  ro 
Leuchtgas,  sehr  bequem  ist. 

Lilsst  man  verschiedene  Gase  durch  lange  Rrihrenleitungen  gehen, 
hängt  nach  den  Versuchen  von  Girard  die  Ausflussgeschwindigkeit  niel»"it 
mehr  von  der  Dichtigkeit  des  Gases  ab;  unter  Voraussetzung  gleicher  Druck: - 
Verhältnisse  ist  die  Ausflussgeschwindigkeit  für  die  verschiedenen  G 
dieselbe. 

Noch  in  einer  andern  Weise  können  wir  die  abgeleiteten  Gleichung? 
prüfen,  indem  wii*  aus  ihnen  die  Vertheilung  des  Druckes  in  der  strömenden 
Gasmasse  berechnen.     Bezeichnen   wir  in  irgend  einem  Querschnitt  q  der 
strömenden   (iasmasse   den   Druck    mit  j),  die   Geschwindigkeit    mit  r,  so 
erhalten  wii*  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  t;,,  wenn  in  der  AuHflnssöffnoog' 
der  Druck  gleich  ^>i  ist,  aus  der  vorhin  aufgestellten  (Jleichung 

7  n   q    dp 

V(h  = — , 

0       p  ' 

indem  wir  jetzt  von  r  bis  i\  imd  von  p  bis  p^  summiren 

,,.  A__4\==2^  log  ^, 

»        \  i\'    )  G  ^      p,' 

eine  Gleichung,  welche  uns  mit  Hülfe  der  Beziehung 

welche  gilt,  wenn  wir  eine  derartige  Form  des  Gefiisses  und  der  Ausflni** 
öflnung  voraussetzen,  dass  wir  die  Geschwindigkeiten  als  senkrecht  xu  *fc» 

';  Girard  f  Memoires  de  rAcjulemie  de  Vln^titut  de  France.  T.  V. 
Neui're  Versuche: 
Saitit'Vcftant  und    Watdcelj  Couiptrs  remhiä de  TAcad.  de  Pari«,  T. X^I. 
*)  Jiuiiscn ,  CJasometriHohe  Mctlioden.  j».  IIS  Ö*. 
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betreffenden  Querschnitten  annehmen  dürfen,  den  in  den  verschiedenen 
QoerBchnitten  des  Gef^sses  vorhandenen  Druck  p  zu  berechnen  gestAttet. 
ZonSchst  erhalten  wir 

Setzen  wir  nun  voraus,  dass  das  Ausfliessen  überhaupt  nur  unter  kleinen 
Arocken  erfolge,  so  können  wir  zunächst  setzen 


nd  weiter 


(5)*-ar'=('+'ro"'"'-^'^,'^+'er)>- 

^nd  können  in  dieser  Reihe  schon  das  dritte  Glied  vernachlässigen.    Dann 
r«iialten  wir 


^\ 


daraus 


(h 


<•> 


2(?, 


',  indem  wir  im  Nenner  rechts  ?;/  durch  seinen  Werth 
stzen. 


jPi 


3^-7.^ 


^0  -i>i 


^i^-^i"^ 


Das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  hängt  davon  ab,  ob  rj  >  q^  oder 

<^,,  denn  da  unsere  ganze  Entwicklung  nur  gilt,  so  lange  j;,) — Jh  S^^^^ 

1  sehr  klein  ist,  so  ist  der  Nenner  der  rechten   Seite   bei  allen  in  der 

xis  herzustellenden  Vorrichtungen  als  positiv  zu  nehmen.     Dann  ergibt 

ich,   dass  in  allen  Querschnitten,  welche  grösser  sind   als    die    Ausfluss- 

nng,  p  >i?i ,  in  allen,  welche  kleiner  sind  als  die  Ausfius8r)fFnung,  dagegen 

<j/,.  Lilsst  man  deshalb  Gas  oder  Luft  in  die  äussere  Atmosphäre  ausströmen, 

da^s  in  der  Ausflus&öflhung  der  Druck  p^  gleich  dem  der  äussern  Atmo- 

ihAre  iat,  so  wird  an  allen  Stellen,  an  welchen  das  ausströmende  Gas  einen 

ierschnitt  passirt,  der  kleiner  ist  als  die  Ausströmungsöffnung,  der  Druck 

iaer  als  derjenige  der  Atmosphäre. 

Mit  Hülfe  des  kleinen  Apparates  Fig.  191  kann  man  diesen  geiingeren 
Druck  leicht  nachweisen.  Eine  Glasröhre  mündet  in  der  Mitte  einer  Scheibe 
«nd  in  einiger  Entfernung  von  letzterer  ist  eine  zweite  nicht  durchlöcherte 
Scheibe  mittels  dreier  Drähte  festgehalten,  welche  sich  der  Mündung  der 
e  nähern  kann.  Bläst  man  nun  kräftig  in  die  Röhre  bei  h  hinein,  so 
nefat  man,  wie  sich  die  Scheibe  r  der  Schwere  entgegen  zur  Scheibe  a  hin- 
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bewegt,  einen  Moment  die  Oeflnung  der  Röhre  verschliesst,  dann 
abgestossen  wird,  wieder  sich  gegen  a  hinbewegt,  und  so  auf  und 

sich  bewegt,  so  lange  man  in  die 
hineinbläst.  Die  Ausflussöflbung 
die  ringförmige  Spalte  zwischen  dt 
dem  der  beiden  Scheiben,  nach  ^ 
von  der  Mitte  aus  die  Luft  sich  i 
Radien  hinbewegt.  Die  einzeln 
den  Mittelpunkt  der  Scheibe  a  g 
zur  Scheibe  a  und  c  senkrechten 
förmigen  Schnitte  bilden  also  d 
Bchiedenen  Querschnitte,  welche 
alle  kleiner  sind  als  die  Ausflussö 
so  dass  auf  die  ganze  Scheibe  yos 
nach  oben  ein  stärkerer  Druck  wi 
von  oben  nach  unten.  In  dem  . 
blicke  aber,  in  welchem  in  Folge 
Druckes  die  Platte  c  sich  vor  di 
nung  der  Röhre  legt,  die  Luft  a 
Ausflie^sen  gehindert  wird,  tritt  der  statische  Druck  der  in  der  B 
verdichteten  Luft  in  Wirksamkeit,  imd  treibt  die  Platte  fort,  welch 
wieder  gegen  a  bewegt  wird,  und  so  fort. 

Mit  der  Anordnung  Fig.  192  kann  man  diesen  kleinem  Druck 

direkt  sichtbar  machen.  Mai 
j^      •  '  in  ein  weiteres  Glasrohr  A^  j 

,,  ches  ein  kleines  Manometer 

■ü.ifcfl»  angeschmolzen  ist,  mit  eine 
pfen  ein  engeres  Rohr  h  und 
dasselbe  soweit  hinein,  da 
Ende  sich  in  dem  Querschi 
findet,  in  welchem  das  Manc 
röhr  angeschmolzen  ist.  FüJ 
dann  das  Manometer  mit  ^ 
und  bläst  dann  durch  das 
eben  6,  so  steigt  das  Wasser  in  dem  Schenkel  des  Manometerrohres 
welcher  mit  der  Röhre  A  in  Verbindung  steht.  Die  Niveaudifferenz 
beiden  Röhren  gibt  dann  die  Differenz  der  Drucke  in  der  Mündu: 
engen  Rohres  und  an  der  Ausflussöflnung. 

Die  bisher  abgeleiteten  Beziehungen  gelten  nur  für  das  Aus 
durch  eine  Oeffnung  in  dünner  Wand  oder  durch  Röhren,  welche  ei 
Verhältniss  zu  ihrer  Länge  nicht  zu  kleinen  Querschnitt  haben;  las 
die  Gase  durch  capillare  Röhren  ausfliessen,  so  werden,  wie  das  sich 
aus  ausgedehnten  Versuchen  Grahams^)  ergab,  die  Gesetze  des  Aus 
wie  bei  den  Flüssigkeiten,  ganz  andere,  welche  beweisen,  dass  ai 
den  Gasen  eine  innere  Reibung  vorhanden  ist,  und  ebenso  eine  Reib 
den  Wänden  der  Röhre,  durch  welche  die  Gase  fliessen.     Wenn  n 


*)  Grcüiam,  Philosophical  Transactions  of  London  R.  S.  for  the  yei 
und  1849. 
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immt,  dass  die  Constante  der  innern  Reibung  von  der  Dichtigkeit  der  Gase 
inabhftngig  ist,  so  lassen  sich  die  Gesetze  des  Ausflusses  der  Gase  durch 
a^llare  Röhren  in  ähnlicher  Weise  ableiten,  wie  es  §.  85  für  Flüssigkeiten 
gttchehen  ist*).  Misst  man  das  Volumen  V  des  imter  constanten  Druck- 
fayitmssen,  das  heisst  während  des  ganzen  Versuches  constantem  Dnicke 
ff  beim  Anfange  und  pe  am  Ende  der  capillaren  Röhre,  durch  die  Röhre 
geätrSmien  Gases  unter  dem  arithmetischen  Mittel  der  Drucke  2^a  i^nd  p,^ 

iln  nnter  dem  Drucke  -  T    •-,  so  liefert  die  Theorie  für  dieses  Volumen 

da  Ausdruck 


aho  genau  denselben  Ausdnick,  welchen  wir  für  das  Volumen  der  au'bge- 
bsenen  Flüssigkeiten  fanden,  wenn  wie  dort  k\  die  Constante  der  innern, 
ijeae  der  äussern  Reibung,  />  die  Länge  und  B,  den  Radius  der  capillaren 
Hire  bedeutet. 

Misst  man  das  Volumen  des  ausfliessenden  Gases  unter  einem  andern 
dncke,  etwa  jp«  oder  j;^,  so  ändert,  sich  diese  Gleichung  etwas,  da  dann 
b  Volumen  nach  dem  Mariott^'schen  Gesetze  ein  anderes  wird;  messen 
W  z.  B.  das  Volumen  uniyer  dem  Dnicke  pa^  so  wir<l  dasselbe  F« 


p</  —  jtv 
2 
Unit 


y a  *  Pa  y  o         ? 


\^  y\  L  .  pa     \         '  f         / 


An  den  im  Jahre  184G  und  1849  von  Graham  angestellten  Versuchen 
t  0.  E.  Meyer*)  die  Ilebereinstimmung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung 
abgewiesen.  Unter  den  vielen  Versuchsreihen  Grahams  ist  eine,  bei  wel- 
T  die  Drucke  pa  und  pt>  constant  erhalten  wurden;  es  wurde  unter  con- 
ntem  Dnicke  pa  ein  bestimmtes  unter  dem  Drucke  Pa  gemessenes  Volumen 
[t  in  die  Glocke  einer  Luftpumpe  strömen  gelassen,  in  der  durch  fort- 
eiotes  Pumpen  ein  luftleerer  Raum  erhalten  wurde,  imd  die  Zeit  he- 
chtet, welche  bei  verschiedenen  Drucken  p^  dazu  erforderlich  war.  De- 
hnen wir  die  da/u  erforderliche  Zeit  mit  /,  so  wird,  <la  wir  p^  =  0 
en  k/innen, 

it 

16  7?  X  1 


Die  rechte  Seite  der  Gleichung  ist,  da  immer  dasselbe  Volumen  T'« 

dieselbe  R^Jhre  benutzt  wurde,  constant,  es  muss  also  bei  diesem  Ver- 

le  da«  Produkt  aus  dem  Drucke  Pa  und  der  Zeit  f  constant  sein.    Das 


1)   O.  B.  Meyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVII.  p.  262  ff. 
«)    O,  E,  Meyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVII. 

rCT«liJ(S<k»  Physik.  T.    3.  Aufl.  28 


1  in  der  That  die  Versuche  Graliaiiis;  liei  3  Vennithsn»i1ien  erffibm 
aich  folgende  Werthe 

105O 
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WeHbe,  welebe  m  wenig  von  cinandei:  uliweichen,  dass  man  sie 
tracht  der  Schwierigkeit  der  Verbuche  als  eine  Hestatigiing  des  ftbgelMt«teii 
Satxea  ansehen  muss. 

Bei  d«i  Obrigen  Versuchen  liess  Graham  entweder  nur  pa  oder  p,  ctm— 
stant;  indwn  Meyer  aber  aus  obiger  fOx  den  stationllren  Zustand  geltenden 
(döichung  jene  ableitet«,  welche  filr  ein  nur  conatantes  Pa  oder  für  ein  eaa~. 
stimteB  j),  gültig  sind,  könnt«  er  zeigen,  daas  alle  Veranebe  Grahams  nii^J 
der  Voraussetzung  der  theoretischen  Entwicklung  llbereinMtimmen,  das»  e 
die  Reibung  der  Gase  ist,  welche  die  Ausflusserscheinungen  diirt-h  cnpUlti 
IWhren  bedingt,  und  duxB  die  Reihungsconatant-e  von  der  Dichtigkeit  >iet 
Gases  unabhängig  ist 

Dass  letrf*res  der  Fall  ist,  ergibt  sich  auch  aus  der  von  Maxwell')^  ^ 
St*fan*_),  0.  E.  Meyer'j  und  andern  entwickelten  Theorie  der  Keitiagar^i 
welche  wir  im  dritten  Bande  nach  Darlej^ng  d^r  dynamischen  Gaathemi^^ 
besprechen  worden,  und  ausserdem  ergibt  es  sich  aus  direkten  Versuchen 
von  Maxwell^)  und  0.  E.  Meyer').  Die  Versuche  zur  Bestimmung  dea 
Reibungsconstonte  der  Luft  waren  ähnlich  angeordnet  wie  die  im  §.  83  er' 
wühnten  Versuche  zur  Bestimmung  der  Reib ungscons tan te  des  Wassers;  a 
wurde  die  Abnahme  der  SchwingungsbGgen  homontal  schwingender  hori-.f' 
zontaler  Scheiben  beobaehtet,  welche  durch  Torsion  eines  dünnen  Drahte«»^ 
an  welchem  die  Scheiben  hingen,  in  Schwingung  versetzt  wurden.  Gend^' 
wie  die  in  Wasser  schwingenden  Scheiben  durch  die  Reibung  der  mit  b«-^9 
we^^en  an  der  Scheibe  haftenden  Schicht  an  den  entferntem  weniger  ximOm .W' 
liewegten  Schichten  eine  stete  Abnahme  der  SchwingiingsbÖgen  erfahKB..^fl 
so  auch  die  in  der  Luft  schwingenden  Scheiben,  und  aus  dieser  VerkleiiW'^^ 
rung  der  Schwingimgsbögen  iKsat  sich  in  hier  mcht  durchüufllhrender  Wosey^^ 
wie  wir  schon  bei  den  PlUssi^kelten  erwähnten,  der  Beibungacoeflicieot  be  «r^i 
rechnen.  Es  ergibt  sich  nun  in  der  That  ans  diesen  Versuchen,  lUs»  be^;^ 
»nnstanter  Tempemtur  der  Keibungsooefßcient  von  der  Dichtigkeit  der  LitT^feL; 
unabhängig  i>:t,  und  als  Werth  des  Reihungacoeflicicnten  der  Lul^  bemgcc^^ 
auf  Milligramm,  Millimeter  und  Sekimde,  gerade  wie  wir  es  bei  den  Klfl^^*  ^ 
»igkeiten  gethan,  ergibt  sich  nach  Maxwell  und  Meyer") 
,  -  0,.»»»s««. 

Kennt  man  so  den  Werth  der  Reihungsconstante  fUr  ein  (las,  du  U^^bsI 
sich  derselbe  aus  den  Beobachtimgen  Grahauia  fUr  die  tlbi-igen  \(tn  Gnth) 


'J  (Mrrk   ifamreU,  rhiloBOphical  Magazin   4.   Serie»  vol.  XIX. 
Tul,  XXXli.  vul.  XXXV. 

■)  Stefan,  SiUniiKKberiuhte  der  Wiener  Akndmaie  Bd.  Xl.VI. 


')  0.  Ä.  Jtfrjfcr.  PüßgenJ.  Ann.  Üd.  CXXV. 
•)  Clerk  Mtiiiiell.  PhiloxuphicTiil  Tnuiaucti«»« 
')  O.  K  Meyer,  l'ogfren.l.  Am.,  ßd,  CXXV. 
•)  n.  K.  Mner,  I'OKneiirl.  Ann,  IW.  L'XI.Ill. 
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xa  semen  Versnclien  benutzten  Gase  ableiten.  Lässt  man  nämlich  aus  einer 
R5hre  vom  Radius  72  und  der  Länge  L  ein  imter  dem  Drucke  Pa  gemesse- 
]|£S  Volumen  F«  Luft  ausfliessen,  so  ist  die  dazu  erforderliche  Zeit  ia  nach 
der  obigen  Gleichung  gegeben  durch 


Va  =  ta 


.     --  - 


1^  ,  L  .  Pa  ri 

Lässt  man  das  gleiche  Volumen  eines  andern  Gases  unter  genau  den- 
aelben  Umständen  ausfliessen,  so  ist  die  dazu  erforderliche  Zeit  /  eine  an- 
dere, wenn  der  Reibungscoefficient  ein  anderer  ist;  bezeichnen  wir  denselben 
nt  ^'  und  den  Coefficienten  der  äussern  Keibimg  mit  f',  so  wird 

Y  ^^    n{pa'^p.').R*     ^'^^TÜ 


.   _ —  -._ . 


16  ,  L  .  Pa  rj 

nd  aus  diesen  beiden  Ausdrücken  folgt. 

* V .  __    n 


Diese  selbe  Beziehung  gilt  nun  auch  für  die  Ausflusszeiten  gleicher 
'Tolnmina  verschiedener  Gase,  wenn  der  Ausfluss  unter  den  von  Graham 
fiw&hlt«n  Umständen,  also  constantem  Drucke  pa  oder  p^  erfolgt.  Verhal- 
ten sich  nun  die  Gase  den  festen  Köiiiem  gegenüber  wie  benetzende  Plüs- 
•^^itien,  so  dass  f  unendlich  gross  ist,  so  ergibt  sich,  dass  die  Nenner  der 
>echt«n  Seite  gleich  1  sind,  und  es  wii'd 

i  =  i 

ta  rj 

öder  die  Ausflusszeiten  verhalten  sich  direkt  wie  die  Reibungscoefficienten 
I  fer  Gase. 

Letjsteres  scheint  nun  in  der  That  der  Fall  zu  sein,  da  Graham  an- 
(Öht,  dass  die  Transpirationszeiten,  so  l)ezeichnet  er  die  Ausflusszeiten  durch 
CftpiUare  Rfihren,  verschiedener  Gase  immer  in  demselben  Verhältnisse  ste- 
hen, welches  auch  die  Röhrenweite  ist,  durch  welche  man  die  Gase  unter 
■mist  gleichen  Umständen  transpiriren  lüsst.    Man  muss  daraus  schliessen, 

dass  wenn  £  nicht  unendlich  gross  ist,  wenigstens  die  Coefficienten  -  -  für 

c 

%Ue  Gase  denselben  Werth  haben,  dass  also  die  Constanten  der  äussern 
fteibnng  in  demselben  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  wie  jene  der  innem 
fieibung. 

Für  die  Reibungscoefficienten  ergeben  sich  dann  nach  Meyer  aus  den 
Versuchen  von  Graham  folgende  Werthe^)  ftlr  die  Temperatur  von  18*^  C. 

Sauerstoff"    i]  =  0,ooo0228 

Luft  0,0000200 

Stickstoff"  0,0000190 

Kohlenoxyd  0,0000194 

Kohlensäure  0,00001  «H 

Wasserstoff  0,()000098. 

1)   O.  -E.  Meyer,  Poggeml.  Ann.  1kl.  C'XLIII. 
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Auf  die  Theorie  der  Reibung  der  Gase  werden  wir  im  dritten  Baa 
bei  Entwicklung  der  dynamischen  Theorie  der  Gase  zurückkommen,  m 
dort  diese  Zahlen  zur  Berechnung  der  mittlem  Weglänge  der  Moleküle  l 
nutzen,  wir  werden  dann  auch  die  Abhängigkeit  der  innem  Iteibimg  v« 
der  Temperatur  der  Gase  besprechen. 

§.  110. 

DifftLBion  der  Gase.     Bisher  haben  wir  angenommen,  wenn  Gas 
einen  nicht  leeren  Raum  strömte,  dass  im  letztem  dasselbe  Gas  enthalL 
sei,  welches  aus  dem  GefUsso  ausfloss.    Für  diesen  Fall  war  die  Ausflug 
geschwindigkeit  gleich  0,  wenn  keine  Differenz  im  Drucke  des  Gases  ina« 
halb  und  ausserhalb  des  Gefässes  vorhanden  war.     Da«  ist  jedoch  nid 
mehr  der  Fall,  wenn  in  den  beiden  durch  eine  Oeffnung  in  Verbindung 
stehenden  Räumen  verschiedene  Gase  vorhanden  sind.    Zwar  lässt  sich  durci 
den  Versuch  nachweisen,    dass   substantiell   verschiedene   Gase   denselben 
Druck  auf  einander  ausüben,   wie  die  Theilchen  gleichartiger  Gase,  aber 
dennoch  tritt  stets  eine  Vermischung  ein,  wenn  verschiedene  (iase  unto* 
gleichem  Drucke  durch  eine  Oefftiung  mit  einander  in  Verbindung  steh» 
Dass  ersteres  der  Fall  ist,  zeigt  folgender  Versuch^).    Wenn  man  einenÄ, 
Luft  gefüllte  unten  verschlossene  Glasrühre  vom  Boden  aus  mit  einem  g^' 
färbten  Gase  zur  Hälfte  anfüllt,  welches  schwerer  ist  als  Luft,  z.  D.  jnk 
unterchloriger  Säure,  so  ruht  in  dem  obem  Theile  der  Röhre  anfiiogUdi 
eine  farblose  Luftsäule  auf  dem  geförbten  Gase.    Bringt  man  dann  lawli 
das  obere  Emle  der  Röhre  mit  einer  Luftpumj)e  in  Verbindung  imd  ]»uinjit 
einen  Theil  der  Luft  aus,  so  rückt  die  an  der  Farbe  erkenntliche  üreni- 
lläche  beider  Gase  mit  der  zunehmenden  Verdünnung  aufwärts,  der  Druck 
der  Gase  ändert  sich  aber  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Röhre  in  gleicher 
Weise,  denn  seitlich  angebrachte  Manometer  zeigen  in  jedem  Momente  aa 
allen  Stellen  der  Röhre  den  gleichen  Druck.    Aber  imgeachtet  dessen,  d»»* 
die  verschiedenen  Gase  auf  einander  denselben  Druck  ausüben,  als  die  eifl- 
zelnen  Theile  desselben  Gases,  vermag  ein  Gas  ein  anderes  nicht  in  einem 
Räume  abzusperren. 

Der  erste,  welcher  diese  Vermischung  verschiedener  Gase  nachwies» 
war  Dalton"),  er  wandte  zwei  Flaschen  von  gleicher  Capacität  an,  welch« 
durch  einen  Hahn  mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden  konnten. 
Die  eine  füllte  er  mit  Kohlensäure,  die  andere  mit  atmosphärischer  Luft 
unter  gleichem  Drucke  und  bei  gleicher  Temi)erutur,  und  stellte  sie  so  auf, 
<lass  die  Kohlensäure  in  der  untern,  die  Luft  in  der  obem  Flasche  sich  be- 
fand. Auf  diese  Weise  konnte  durch  die  verschiedenen  specifischen  ü^ 
wichte  der  Gase  eine  Mischung  derselben  nicht  eintreten,  da  die  Kohlen- 
säure als  das  specifisch  schwerere  Gas  unt«n  und  die  leichtere  Luft  darüber 
war.  Nach  geöifiietem  Hahne  war  der  Druck  im  Innem  der  Flaschen  ^' 
geändert  derselbe  geblieben,  nach  mehreren  Stimden  waren  aber  Wide  G*^ 
gleichmässig  in  beiden  Flaschen  vertheilt,  ungeacht-et,  dass  die  Schwer« 
dieselben  getrennt  zu  erhalten  suchte.    Es  folgt  daraus,  dass  jedes  der  bei-  i 


*)  BuvseHf  (jliwoiuctrischo  Methoden  p.  209. 
»;  Daltnn,  Gilbert  Ainialeii  Bd.  27. 
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Gase  sich  in  dem  ganzen  Räume  verbreitet  hatte,  als  wenn  es  in  dem- 
selben allein  vorhanden  gewesen  wäre.  Jedes  der  Gase  dehnte  sich  dadurch 
xiif  den  doppelten  Raum  aus,  sein  Druck  musste  dadurch  die  Hälfte  des 
frühem  werden,  die  Unveränderlichkeit  des  äussern  Druckes  zeigt  daher 
ebenfalls,  dass  auch  die  Drucke  verschiedener  Gase  sich  simmiiren. 

Diese  Mischung  der  Gase  ihrem  Gewichte  entgegen  bezeichnet  man 
oiit  dem  Namen  der  Diffusion  der  Gase.  Das  ausgedehnteste  und  wichtigste 
Rei»piel  derselben  zeigt  uns  unsere  Atmosphäre,  welche,  wie  wir  bereits 
früher  erwähnten,  ein  Gemische  zweier  Gase,  Sauerstoff  und  Stickstoff,  ist. 
Obwohl  nämlich  der  Sauerstoff  schwerer  ist  als  der  Stickstoff  und  zwar  im 
Verhältniss  von  110  zu  97,  so  zeigt  die  Luft  doch  an  allen  Stellen,  wo  sie 
auch  geschöpft  wird,  ganz  dieselbe  Zusammensetzung  von  79  Theilen  Stick- 
stoff und  21  Theilen  Sauerstoff. 

Wir  müssen  uns  hier  damit  begnügen,  die  Thatsache  der  Diffusion  zu 
erwähnen;  eine  genauere  Besprechung  dieser  Erscheinung  ist  erst  im  dritten 
15ande,  in  der  Wärmelehre,  mögUch. 

Trennt  man  zwei  Gase  durch  eine  poröse  Scheidewand,  z.  B.  durch 
«ine  poröse  Thonplatte  oder  durch  ein  Gypsdiaphragma,  dessen  Poren  so 
enge  sind,  dass  in  Folge  selbst  bedeutender  Drucke  die  Gase  nur  mit  ge- 
ringer Geschwindigkeit  hindurchfiiessen,  so  zeigt  sich,  dass  auch  durch 
solche  Scheidewände  hindurch  die  Gase  sich  mit  grosser  Geschwindigkeit 
mischen.  Sorgt  man  nun  dafür,  dass  der  Druck  auf  beiden  Seiten  der 
Scheidewand  während  der  ganzen  Dauer  des  Versuches  genau  gleich  ist, 
so  sieht  man,  dass  die  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  die  Scheide- 
wand hindurchtretenden  Gasvolumina  keineswegs  gleich  sind,  dass  also  die 
chemisch  verschiedenen  Gase  die  Scheidewand  mit  verschiedenen  Geschwin- 
digkeiten durchdringen. 

Die  ersten  genauem  Versuche  über  die  Diffusion  der  Gase  durch 
trockene  poröse  Scheidewände  rühren  von  Graham^)  her.  Derselbe  Hess 
verschiedene  Gase,  die  er  in  Röhren,  welche  mit  einem  trockenen  Gyps- 
pfropf  verschlossen  waren,  über  Quecksilber  absperrte,  in  atmosphärische 
Luft  diffundiren,  und  fand,  dass  das  gegen  Luft  imter  constantem  Drucke 
ausgetauschte  Gasvolumen  nahezu  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichtigkeit 
der  Gase  umgekehrt  proportional  war.  So  verhält  sich  z.  B.  die  Dichtig- 
keit der  Luft  zu  der  des  Wasserstoffes  wie 

1,000  :  0,06926, 
oder  wie 

14,43  :  1 ; 

für  1  Volumen  Luft,  welches  in  die  Diffusionsröhre  durch  den  Gypspfropf 
eingetreten  war,  traten  nun  .*J,l  Vohmiina  Wasserstoff  aus;  die  Quarlrat- 
wurzeln  aus  den  Dichtigkeiten  der  Luft  und  des  Wasserstoffes  verhalten 
sich  aber  wie  8,8  :  1 ;  man  sieht,  dass  die  ausgetauschten  Gasmengen  nahezu 
im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  aus  den  Dichtigkeiten 
stehen. 

Da  die  sich  austauschenden  Gasmengen  diejenigen  sind,  welche  in 
gleichen  Zeiten  durch  die  Scheide wan<l  hindurchtreten,  so  messen  sie  zu- 


»)  Graham,  roggend.  Annalcn  Dd.  XVll  imd  XXVIII. 
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gleich  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  die  verschiedenen  Gase  durch  di< 
Seheidewand  hindurchfliessen. 

Vorhin  sahen  wir,  dass  die  Ausflussgeschwindigkeiten  verschietlenei 
Gase  aus  Oefl&iungen  in  dünner  Wand  unter  gleichem  Drucke  den  Quadrat 
wurzeln  aus  ihren  Dichtigkeiten  umgekehrt  proportional  sind.  Die  Diffu 
sionsgesch windigkeiten  verhalten  sich  also  nahezu  wie  die  Ausflussgeschwin 
digkeiten  aus  dünner  Wand. 

Graham  nahm  mm  an,  dass  die  Diffusionsgeschwindigkeiten  mit  de^ 
Ausflussgeschwindigkeiten  genau  Übereinstimmen,  und  gründete  darauf  eip? 
Erklärung  der  Diffusionserscheinungen.  Nach  dieser  verbreitet  sich  e^ 
Gas  in  ein  anderes  gerade  so  wie  in  den  leeren  Baum  und  die  Bewegu^ 
erfolgt  mit  derselben  Geschwindigkeit.  Die  Poren  der  Thonplatte  siöi 
man  dann  an  als  Oeffnimgen  in  dünner  Wand  und  dann  folgt  unmittelb^ 
dass  die  ausgetauschten  Gasmengen  sich  verhalten  müssen  wie  die  rec 
proken  Weiihe  aus  den  Quadratwurzeln  der  Dichtigkeiten. 

Bunsen^)  machte  jedoch  später  darauf  aufmerksam,  dass  die  Erkluri/n^ 
nicht  zulässig  sei,  da  nur  bei  Anwendung  von  Oeffhungen  in  dünner  Wand 
die  Ausflussgeschwindigkeiten  in  dem  erwähnten  Verhältnisse  stehen,  nicht 
aber  bei  der  Anwendung  enger  und  besonders  capillarer  Röhren.  Wena 
nun  auch  bei  der  Anwendung  poröser  Diaphragmen  die  Gesetze  des  Ans- 
strömens  nicht  einfach  diejenigen  dör  Transpiration  durch  lange  capillare 
Röhren  sein  werden,  so  ist  es  doch  walirscheinlich,  dass  die  Gase  durch 
solche  Diaphragmen  nicht  wie  aus  Oeffnungen  in  dünner  Wand  fliessen. 

Letzteres  hat  Bunsen  dann  zunächst  nachgewiesen;  eine  mit  einer 
Theilung  versehene  und  kalibrirte  Glasröhre  wurde  oben  mit  einem  Gypt»- 
pfropf,  der  bei  60^  getrocknet  war,  geschlossen,  mit  Quecksilber  gefüllt, 
und  dann  mit  dem  Gypspfropf  nach  oben  in  ein  tiefes  Quecksilbergefaes 
gesenkt.  Dann  wurde  das  obere  durch  den  Gypspfropf  geschlossene  Ende 
der  Röhre  mit  einem  Räume  in  Verbindung  gesetzt,  der  mit  den  verscliie- 
denen  Gasen  imter  dem  während  des  ganzen  Versuches  constant  erhaltenen 
Drucke  einer  Atmosphäre  gefüllt  werden  konnte.  Wurde  dann  das  Rohr 
all^iälig  aus  dem  Quecksilber  herausgezogen,  so  strömte  durch  das  Dia- 
phragma das  Gas  in  die  Röhre.  War  dann  der  Druck  in  der  Röhre  nur 
wenig  mehr  von  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  verschieden,  so  hielt  man 
durch  langsames  Heben  der  Röhre  den  Druck  des  Gases  eine  Zeit  lang  auch 
im  Innern  der  Röhre  constant,  und  beobachtete  dann  die  Zeit,  welche  er- 
forderlich war,  dass  eine  bestimmte  Menge  Gas  durch  das  Diaphragma  in 
die  Röhre  einströmte. 

Dabei  ergab  sich,  dass  die  Einströmungsgesch windigkeit,  das  ist  die 
immer  unter  demselben  Drucke  von  1'"  in  der  Zeit  1"  einströmende  Gas-, 
menge  der  Differenz  der  an  beiden  Seiten  des  porösen  Diaphragmas  vor- 
handenen Drucke  bei  den  einzelnen  Gasen  proportional  war,  und  dass  die 
EinStrömungsgeschwindigkeit  verschiedener  Gase  keineswegs  in  dem  reci- 
l)roken  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  aus  den  Dichten  stehen.  So  er- 
hielt Bunsen  unter  andern  folgende  Werthe: 


*)  Bunaai,  Gasometiische  Methoden.    Braunschweig  1857. 


§.       111.  Stoss  und  Widerstund  der  Luft.  439 

Sauerstoff 

ZEinströmungsgeöchwindigkeit  V^ 0,09187         0,1977         0,3068 

Druckdifferenz  |>  in  M.  Quecksilber   .  .  .  0,0167  0,0335         0,0520 

2j- 5,893  5,901  5,881. 

P 

Wasserstoff 

JCinströinungsgesch windigkeit  V^ 0,2665  0,5369         0,8431 

Druckdifferenz  2>  in  M.  Quecksilber   ...  0,0167  0,0338         0,0520 

Y± 15,96  15,89  16,21. 

p  * 

Während  also  die  Druckdifferenzen  von  16,7°*™  bis  52"*"*  Quecksilber 
w- Achsen,  zeigen  sich  die  Einströmungsgesch windigkeiten  den  Drucken  scharf 
P*"oportional. 

Das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  für  Wasserstoff  und  Sauerstoff 
itit  im  Mittel  1  :  2,71,  während  das  Verhältniss  der  reciproken  Quadrat- 
wurzeln der  Dichten  1  :  3,995  ist. 

Das  Verhalten  der  durch  Diaphragmen  strömenden  Gase  kommt  also 
'^it.  dem  durch  capillare  liöhren  strömenden  Gase  tiberein,  und  das  Ver- 
'^^Itiiiss  der  von  Bunsen  beobachteten  Einströmungsgesch  windigkeiten  weicht 
^^^eli  nicht  sehr  von  dem  Verhältniss  der  reciproken  Werthe  der  Reibungs- 
^oof^cienten  ab,  wie  sie  sich  im  vorigen  Paragraphen  aus  Grahams  Beobach- 
••  Flügen  der  Transpii-ationszeiten,  1  :  2,2,  ergaben. 

Wollte  man«  mm  im  Uebrigen  die  Graham'sche  Theorie  beibehalten, 
^*«o  die  Diffusion  der  Gase  einfach  als  eine  Strömung  durch  capillare  Röh- 
ansehen,  weil  ein  Gas  ein  anderes  nicht  in  einem  bestimmten  Räume 
sperren  kann,  so  müssten  sich  die  Diffusionsgeschwindigkeiten  nahe  wie 
^\e  Ausströmungsgeschwindigkeiten  durch  capillare  Röhren  verhalten,  das 
^**t  aber  nach  den  vorhin  angegebenen  Zahlen  Grahams,  welche  Bimsen  be- 
stätigt fand,  nicht  der  Fall.    Bimsen  fand  das  Verhältniss  der  Diffusions- 
^'esch windigkeiten  Luft :  Wasserstoff  wie  1  :  3,34,  Sauerstoff  zu  Wasserstoff 
\vic  1  :  3,345,  Zahlen,  welche  dem  Verhältniss  der  reciproken  Werthe  der 
tiuad  rat  wurzeln  aus  den  Dichten  nälier  kommen  als  dem  Verhältniss  der 
vorher  bestimmten  EinStrömungsgeschwindigkeiten. 

Ausserdem  nimmt  Bunsen  an,  dass  die  Verhältnisse  der  Diffusions- 
geschwindigkeiten von  der  Natur  des  Diai)hragmas  abhängig  sind,  wodurch 
eine  weitere  Abweichung  von  den  einfachen  Strömungserscheinungen  der 
Gase  bedingt  wäre. 

Leider  sind  die  Versuche  Bunsens,  welche  in  den  aus  ihnen  zu  ziehen- 
den Schlüssen  in  manchen  Punkten  wesentlich  von  den  Resultaten  Grahams 
abweichen,  zu  wenig  zahlreich  und  zu  wenig  variirt,  um  die  Verhältnisse 
der  Gasdiffusion  durch  jjoröse  Diaphragmen  schon  vollständig  tibersehen  zu 
Irönnen;  es  wäre  daher  sehr  wünschenswerth,  wenn  diese  Frage  neuerdings 
einer  gründlichen  expeiimentellen  Untersuchung  unterzogen  würde. 

§.  111. 

StOBS  und  Widerstand  der  Luft.     Wenn  die  bewegte  Luft  gegen 

^incn  festen  Körper  stösst,  so  verliert  sie  wie  jeder  bewegte  Körper,  wenn 

auf  einen  ruhenden  trilfl,  an  Geschwindigkeit.     Diese  Geschwindigkeit 
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wird  auf  den  getroffenen* Köri)er  übertragen,  und  ist  der  AnstoBä  hinre 
chencl  gross ,  so  kann  letzterer  durch  den  Stoss  der  Luft  in  Bewegung  vei 
setzt  werden.  So  ist  es  der  Stoss  der  Luft,  welcher  die  Segelschiffe  treibi 
oder  die  Flügel  der  Windmühlen  dreht.  Die  Kraft,  welche  die  bewegt 
Luft  ausübt,  Iftsst  sich  nach  den  frühem  Gesetzen  bestimmen,  sie  ist  pr 
portional  dem  Produkte  aus  der  Masse  der  bewegten  Luft  in  das  Quadc- 
der  Geschwindigkeit  der  Bewegimg.  Je  rascher  die  Bewegung  der  Lta 
ist,  um  so  kräftiger  sind  daher  auch  die  Wirkungen j  welche  ilft-  Stoss  h« 
vorbringt;  die  zerstörenden  Wirkungen  der  Orkane  sind  bekannt. 

Ebenso  wie  die  bewegte  Luft  einen  Theil  ihrer  Geschwindigkeit  ve 
liert,  wenn  sie  gegen  andere  Körper  stösst,  so  muss  auch  die-Geschwindij 
kcit  eines  in  ruhender  Luft  bewegten  Körpers  abnehmen,  da  er  gegen  dn 
ruhenden  Luftmassen  stösst  und  diese  aus  der  Stelle  drängen  muss.  Dus 
die  Grösse  dieses  Widerstandes  von  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Kör- 
pers abhängig  sein  muss,  das  erkennt  man  leicht,  da  je  gi'Össer  die  6^ 
schwindigkeit  ist,  um  so  mehr  ruhende  Luft  von  dem  Körper  getroffo 
wird.  Newton  nahm  an,  dass  der  Luftwiderstand  dem  Quadrate  des  he- 
wegten  Körpers  proportional  sei.  Man  kann  diese  Annahme  in  folgende 
Weise  plausibel  machen. 

Ist  die  Geschwindigkeit  des  Köq>ers  zur  Zeit  t  imd  während  der  i* 
endlich  kleinen  Zeit  dt  gleich  t\  und  verdrängt  er  während  dieser  Zeit  & 
Luftmasse  m,  so  überwindet  er  den  Luftwiderstand  dadurch,  dass  er  dieuff 
Luftmenge  die  Geschwindigkeit  v  ertheilt.    Die  dazu  erforderliche  Kraft  iat 

iflV 

aber  nach  §.14  Gleichung  I  gleich  yr-,  oder  auch,  wenn  wir  den  in  der  Zeit 

dt  zurückgelegten  Weg  mit  ds  bezeichnen,  da  dann  ^  =  -77»  gleich  -^^ 

Die  Masse  m  ist  nun  aber  dem  in  der  Zeit  dt  zurückgelegten  Wege  pro- 
portional, so  dass  wir  dieselbe  setzen  können  m  =  fi .  ds.  Setzen  wir  die- 
sen Werth  in  obigen  Ausdruck  ein,  so  erhalten  wir  ftlr  die  zur  üeberwin- 

düng  des  Widerstandes  erforderliche  Kraft  (i  •  yry  oder  (i  r*.    In  Folge  dw 

liuftwiderstandes  ist  es  also  gerade  so,  als  wenn  an  dem  Körper  eine  meiner 
augenblicklichen  Bewegungsrichtung  entgegengesetzte,  dem  Quadrat  apiner 
Geschwindigkeit  proportionale  Kraft  angriffe.  Daraus  folgt  aber,  dass  uein 
Verlust  an  Geschwindigkeit  in  jedem  Augenblicke  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  ist. 

Dieses  Newton'sche  Widerstandsgesetz  schliesst  sich  jedoch  der  Erfah- 
rung nicht  genau  an,  dieselbe  zeigt  vielmehr,  dass  das  WiderstandsgeseU 
für  verschiedene  (ieschwindigkeiten  selbst  verschieden  ist.  Ein  Uini^tan«! 
ist  bei  der  Ableitung  jenes  Gesetzes  auch  ganz  ausser  Acht  gelassen,  näm- 
lich die  Reibung  der  Luft,  wodurch,  wie  wir  im  §.  109  sahen,  selbst  die 
liewegimg  solcher  Körper  verzögert  wii'd,  welche  keine  Luft  aus  der  SteUe 
verdrängen,  wie  etwa  um  eine  verticale  Axe  rotirende  oder  schwingende 
horizontale  Kreisscheiben.  Dieser  Widerstand  ist  der  Geschwindigkeit  der 
i5ewegung  direkt  proportional,  wie  wir  §.  85  bei  den  Flüssigkeiten  specieller 
diu'chführten,  welche  Bemerkungen  wir  dann  §.  109  direkt  auf  Gase  an- 
wenden konnten.  Wir  müssen  deshalb  den  Widerstand  der  Luft  nicht  nur 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers,  sondern  aucli 
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der   ersten  Potenz  dei^selben  proportional  setzen.    Ja  letzteres  Glied  ist  so- 

g-ar    bei  langsamen  Bewegungen,   wie  Pendelschwingungen,   das  tiberwie- 

^encle.    Für  sehr  rasche  Bewegungen  nimmt  der  Widerstand  in  einem  noch 

rasobem  Verhältnisse  zu,  als  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit.   Der  Grund 

davon  ist  der,  dass  bei  jeder  Bewegung  vor  dem  bewegten  Körper  eine 

Verdichtung  der  Luft  entsteht.    Bei  langsamer  Bewegimg  gleicht  sich  nun 

iliese  Verdichtung,  da  sie  sich  rasch  auf  die  entferntem  Luftschichten  Über- 

tragrfc^  bald  aus,  so  dass  der  Körper  bei  seinem  Vorschreiten  die  Luft  schon 

iwieder  in  der  gewöhnlichen  Dichtigkeit  vorfindet;  bei  raschem  Bewegungen 

lÄit;    clas  nicht  der  Fall,  da  findet  die  Ausweichung  der  Lufttheilchen  nicht 

so    rasch  statt,  so  dass  vor  den  bewegten  Körpern  eine  Schicht  verdichteter 

I-«n£t,  sich  befindet.    Hinter  denselben  dagegen  ist  die  Luft  verdünnt;  denn 

sehr  rascher  Bewegung  kann  die  Luft  nicht  rasch  genug  in  den  vorher 

dem  Körper  eingenommenen  Baum  eindringen,  um  dort,  gleich  nachdem 

Körper  sich  fortbewegt  hat,  die  normale  Dichtigkeit  wieder  herzustellen. 

Eö     tritt  also  zu  der  vorhin  betrachteten  Ursache  eines  Geschwindigkeits- 

verliistes  bei  sehr  raschen  Bewegungen  noch  die  liinzu,  dass  der  Körj)er  in 

^®r    seiner  Bewegung  entgegengesetzten  Richtimg  einen  stUrkem  Druck  er- 

^'^Hrii  als  in  der  Richtung  derselben. 

Ausser  von   der   Geschwindigkeit  des    bewegten  Körpers   hängt   der 
'^^iclerstand  der  Luft  auch  wesentlich  ab  von  der  Gestalt  desselben,  beson- 
*ie-r&  von  dem  Flficheninhalt  des  auf  der  Bewegungsrichtung  senkrechten 
"^^^rschnittes  des  Körpers,  denn  mit  diesem  ändert  sich  in  obigem  Ausdruck 
^^*"    Coefficient  (a.    Je  grösser  dieser  Querschnitt  ist,  eine  um  so  grössere 
"■^^^^^kmenge  muss  der  Körper  aus  der  Stelle  drängen.     Es  ist  unmittelbar 
^■^**ichtlich,  dass  diese  zu  verdrängende  Luftmenge  und  damit  der  von  dieser 
P'*>l»öngigo  Widerstand  der  Luft  der  Grösse  dieses  Querschnitts  proportional 
®^-       Ausserdem  übersieht  man  leicht,  dass  bei  gleichem  Querschnitt  der 
i^erstand  aucli  von  der  Gestalt  abhängt,  dass  also  ein  vorn  keilf<)rmig 
*^*S'^3schärfter  Körper  einen  kleinem  Widerstand  findet  als  ein  vom  flacher. 
j^^  Bei  gleicher  Gestalt  und   gleicher  (Jeschwindigkeit  zweier  bewegter 

*^*^er  mit  verschiedener  Masse  erfahrt   der  Körper  kleinerer  Masse  eine 
^^"kere  Verzögerung  als  der  Körj^er  mit  grösserer  Masse,  weil  er  bei  klei- 
lübcndiger  Kraft  denselben  Widerstand  zu  überwinden  hat.    Daraus 
dann  umnittelbar,  dass  l»ei  dem  freien  Fall  in  der  Luft  leichte  Körper 
^^samcr  fallen  müssen  als  schwere,  so  dass  wir  in  dem  Widerstände  der 
Q   ^^  ^H  neben  dem  früher  erwähnten  Gewichtsverlust  der  Körper  in  der  Luft 
^^     Grund  der  beobachteten  Abweichung  vom  Fallgesetz  erkennen. 


Dritter  Abschnitt. 

Von  der  Wellenbewegung. 

Erste«  Kapitel. 

Theoretische  Principien  der  Wellenbewegung. 

§.  112. 

Schwingende  Bewegung  eines  Fanktes.  Wenn  ein  materiell 
Punkt  A  (Fig.  193\  welcher  durch  irgend  welche  Kräfte  in  einer  bestimmt^^ 
Lage  so  festgehalten  wird,  dass  er,  sobald  er  aus  derselben  fortgescbobenb^'*' 
wieder  in  seine  frühere  Lage  zurückgezogen  wird,  durch  eine  Süssere  Knt^ 
aus  seiner  Gleichgewichtslange  nach  B  entfernt  und  dann  der  Wirkung  d^^^** 

ihn  in  die  Ruhelage  zurückziehenden  KrSflt'^ 

*  •*•  ^'•^^-  überlassen  wird ,  so  wird  er  zunSchst  wieder  5-^ 

f A. a, 1    seine  frühere  Lage  zurückkehren.  Da  aber  di  ^ 

Kräfte,  welche  den  Punkt  zurückziehen,  fc^-^ 
lange  auf  ihn  wirken,  bis  er  die  Lage  in  A  wieder  erreicht  hat,  so  ist  di^ 
ihm  erthoilte  Bewegung  eine  beschleunigte,  imd   der  Punkt  ist  in  ^  m^^ 
einer  gewissen  gegen  C  gerichteten  Geschwindigkeit  begabt.   In  Folge 
Geschwindigkeit  muss  nun  der  Punkt,  gerade  wie  das  bewegte  Pendel 
die  verticale  Lage,  sich  über  die  Ruhelage  hinaus  gegen  C  hin 
Von  der  Zeit  an  aber,  wo  er  die  Ruhelage  nach  der  andern  Seite  ▼< 
hat,    wirken  die  ihn  nach  A  ziehenden  Krftfte  wieder  auf  den  Punkt 
Diesmal  aber  sind  sie  der  Bewegung  entgegengerichtet,  bewirken  also, 
die  Bewegung  des  Punktes  eine   verzögerte  wird,  bis  er  in  dem  Abstanc!^ 
ÄC  von  A  auf  einen  Augenblick  in  Ruhe  kommt,  wenn  durch  die  Wirku 
der  nach  A  gerichteten  Kräfte  die  dem  Punkte  auf  dem  Wege  BA  ertheiE*^ 
Geschwindigkeit  vernichtet  ist. 

Der  Abstand  AC  ist  gleich  dem  Abstände  AB^  da  der  bewegte  Pua-fc^  * 
die  Geschwindigkeit  in  A  nur  in  Folge  der  gegen  A  gerichteten  Kräfte  erhalt-^^^* 
hatte,  und  dieselben  Kräfte  es  sind,  welche  die  Bewegimg  desselben  hemm^»*** 
Von  C  aus  wird  dann  der  betrachtete  Punkt  gerade  so  nach  A  zurückkehrt**? 
wie  vorher  von  B,  wird  ebenso  in   Folge  der  auf  diesem  Wege  erlanglt^ 
Geschwindigkeit  sich  über  A  hinausl  je  wegen  nach   B  hin,    weiter  von 
wieder  über  A  nach  ü  imd  so  fort.    Kurz  der  Punkt  wird  eine  hin  und 
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gehende  Bewegung  um  den  Punkt  A  vollführen,  indem  er  in  Folge  der 
ihn  gegen  Ä  hinziehenden  Kräfte  sich  abwechselnd  der  Gleichgewichtslage 
nfthert  und  von  ihr  entfernt. 

Eine  solche  hin  und  her  gehende  Bewegung  eines  Punktes  um  eine  be- 
stimmte Lage  nennt  man  eine  schwingende  Bewegung,  sie  wird  tiberall  doi*t 
eintreten,  wo  ein  Punkt  aus  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt  ist,  ohne  in 
dneneue  Gleichgewichtslage  übergeführt  zusein;  ein  specielles  Beispiel  einer 
solchen  haben  wir  bereits  früher  beim  Pendel  kennen  gelernt,  welches  in 
Folge  der  Schwerkraft  Schwingungen  um  die  Verticale  vollführt.  Andere 
Arten  von  schwingenden  Bewegungen  der  einzelnen  Theilc  fester,  flüssiger 
Bad  gasförmiger  Körper  werden  wir  demnächst  zu  betrachten  haben. 

Den  Abstand  der  äussersten  Punkte  der  Bahn  des  Beweglichen  von  der 
Bahelage,  die  Länge  ÄB^  nennen  wir  die  Schwingungsweite  oder  Amplitude 
der  Schwingrmg,  und  die  Zeit,  welche  der  Punkt  zum  Zurücklegen  einer 
ganzen  Schwingimg  gebraucht,  das  heisst,  um  den  Weg  von  B  nach  C  und 
wieder  zurück  zu  durchlaufen ,  die  Schwingungsdauer.  Den  Bewegungszu- 
liand  des  Punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  oder  an  einer  Stelle  a  der  Bahn 
le88eU>en  nennt  man  die  Oscillationsphase ,  so  dass  also  die  Phase  durch 
«n  Abstand  Aa  von  der  Ruhelage,  die  Geschwindigkeit  und  Bewegungs- 
(iehtimg  des  Punktes  in  dem  betrachteten  Augenblicke  bestimmt  wird, 
fihrend  einer  ganzen  Oscillation  ist  der  bewegte  Punkt  in  allen  möglichen 
%i8en,  d.  h.,  er  nimmt  alle  überhaupt  bei  den  Schwingimgen  möglichen 
bwegungszu stände  an.  Zugleich  sieht  imm,  dass  die  Zeit,  welche  verfliesst, 
Ji  der  Punkt  wieder  in  derselben  Phase  ist,  ebenfalls  der  ganzen  Oscil- 
(tionsdauer  gleich  ist.  Die  um  eine  halbe  Schwingungszeit  von  einander 
itfemten  Phasen  nennt  man  entgegengesetzte.  Der  bewegte  Pimkt  be- 
Bdet  sich  dann  in  gleichen,  aber  der  Richtung  nach  entgegengesetzten 
ewegungszuständen ;  die  Abstände  von  der  Ruhelage  sind  dann  gleich,  aber 
i  verschiedenen  Seiten,  und  die  Geschwindigkeiten  sind  gleich,  aber  nach 
itgegengesetzten  Seiten  gerichtet. 

Wir  nahmen  vorhin  an,  dass  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes 
idnreh  eingeleitet  wurde ,  dass  äussere  Kräfte  denselben  nach  B  entfernten 
öd  dann  ihn  der  Wirkung  der  nach  A  gerichteten  Kräfte  überliessen;  es  ist 
idoehklar,  dass  die  schwingende  Bewegung  auch  dadurch  eingeleitet  werden 
ftmn,'  dass  dem  Punkt  A  durch  einen  Stoss  eine  gewisse  nach  B  gerichtete 
^Bchwindigkeit  ertheilt  wird.  Er  wird  sich  dann  in  der  Richtung  nach  B 
ewegen,  bis  durch  die  Wirkung  der  ihn  nach  A  zurückziehenden  Kräfte 
I©  dem  Punkte  ertheilte  Geschwindigkeit  aufgehoben  wird,  dann  sich  mit 
esehleunigter  Bewegung  nach  A  zurückbewegen,  darüber  hinaus  gegen  C 
fai  und  von  da  an  ganz  in  der  vorhin  betrachteten  Weise  über  A  nach  B^ 
m  die  soeben  betrachteten  Schwingungen  zu  vollführen. 

§.  113. 

Geeetee  der  achwingenden  Bewegung  eines  Punktes.  Um  die 
thwingende  Bewegung  eines  Punktes  zu  bestimmen,  ist  es  not h wendig,  in 
Bdem  Aogenblicke  den  Ort  sowohl  als  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  der 
htee  und  Richtung  nach  zu  kennen.  Wir  werden  daher  eine  Gleichung 
obuBuchen  haben,  worin  der  Abstand  des  beweglichen  Punktes  von  der 
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Ruhelage,  femer  die  Geschwindigkeit  deBselben  als  abhängig  von  de 
dargeHtellt  wird.  Es  ist  nun  klar,  dass  beides  wesentlich  davon  ab 
nach  welchem  Gesetze  die  Kraft,  welche  den  Punkt  gegen  die  Gle 
wichtslage  hinzieht,  sich  mit  dem  Abstände  desselben  von  der  RuJ 
ändert. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  auf  den  Punkt  in  jedem  Augenblick 
kende  Kraft  dem  Abstände  desselben  von  der  Gleichgewichtslage  e 
proportional  ist.  Bezeichnen  wir  dann  die  Kraft,  welche  den  Punkt  zi 
zieht,  wenn  er  sich  im  Abstände  y  von  der  Gleichgewichtslage  be 
mit  if;,  und  mit  X)  eine  Constante,  so  ist  unsere  Voraussetzung  darg 
durch 

'^  =  —  p  .y. 

Wir  müssen  dem  Ausdrucke  für  if;  das  negative  Vorzeichen  geh 

die  Richtung,  nach  welcher  der  Punkt  gezogen  wird^   immer  der  Ric 

entgegengesetzt  ist,  nach  welcher  derselbe  aus  der  G leidige w^icht4>lag 

fcrnt  ist;  befindet  sich  der  Punkt  rechts  von  ^  in  a  (Fig.  103 ),  so  w 

nach  links  hin  gezogen,  befindet  er  sich  aber  zur  Linken  von  A^  so  w 

nach  rechts  hin  gezogen.    Setzen  wir  in  unsere  Gleichung  für  t/;  de; 

stand  y  =  1,  so  wird 

^  =  —  p^ 

so  dass  p  die  Kraft  bedeutet,  welche  den  beweglichen  Punkt  ^a^e: 
Gleichgewichtslage  zieht,  wenn  er  sich  in  der  Einheit  des  Abstände 
derselben  befindet. 

Wir  messen  die  Kraft  j>  nun  am  bequemsten  durch  die  Beschleunii 
welche  sie  dem  betrachteten  Punkte  ertheilt;  nennen  wir  iliese  k  im 
Masse  des  Punktes  m,  so  ist  nach  §.14 

m 

und  ist  nun  q>  die  Beschleunigung,  welche  die  im  Abstände  y  wirk 
Kraft  ertheilt,  so  ist 

9  =  —  Tc  ,  y. 

Bei  dieser  speciellen  Voraussetzung  erkennt  man  nun  leicht,  dati 
Grösse  der  Amplitude  auf  die  Oscillationsdauer  ohne  Einfluss  ist.  De; 
die  bewegende  Kraft  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  Ruhelage  pi 
tional  ist,  so  wächst  in  eben  demselben  Verhältnisse,  in  welchem  die 
plitude  der  Schwingung  zunimmt,  auch  die  Beschleunigung  und  som 
Geschwindigkeit  der  Bewegung.  Der  grössere  Raum  wird  aber  bei  d 
demselben  Verhältniss  grössern  Geschwindigkeit  in  derselben  Zeit  d 
laufen  als  der  kleinere  Raum  mit  der  kleinem  Geschwindigkeit. 

Nehjnen  wir  deshalb  eine  Oscillation,  nach  welcher  der  Punkt  in  e 
Ruhelage  wieder  ankonmit,  wenn  er  im  Anfange  derselben  davon  aut 
als  geschlossenes  Ganzes,  und  bezeichnen  die  Zeit,  welche  der  Punkt  bra 
um  dieselbe  zurückzulegen,  mit  jT,  so  wird  es  am  bequemsten  sein 
Zeit  /,  von  welcher  wir  den  Abstand  y  des  Punktes  von  der  Ruhelage  i 
die  diosem  Abstände  entsprechende  Geschwindigkeit  abhängig  darsi 
wollen,  von  dem  Anfange  einer  solchen  Oscillation  zu  reohnen  und  sie 
Theilen  der  Oscillationsdauer  zu  messen« 
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Nennen  wir  nun  die  Amplitude  der  Schwingung  «,  so  leitet  die  analy- 
tische Mechanik  für  den  von  uns  angenommenen  Fall  aus  der  Gleichung 
für  die  beschleunigende  Kraft 

q>  =  —  k  ,y 
ib  Gleichung  zwischen  ff  und  /  ab 

y  =  a  .  sin  2  TT  •  -y, , 

Bul  als  Gleichung  fllr  die  Geschwindigkeit  v  des  bewegten  Punktes  zur 
Zeit/ 

t?  =  of  -^  •  cos  27r  „,  =  p  .  cos  27r  ^i 

wenn  wir  annehmen,  dass  zur  Zeit  /  ==  0  oder  zu  Anfang  der  Bewegung 
der  bewegliche  Punkt  sich  in  der  Ruhelage  befindet,  er  also  durch  einen 
Stoss  in  Bewegung  gesetzt  wird. 

Wir  müssen  es  uns  versagen,  die  Ausdrücke  für  ?/  und  v  aus  der  Glei- 
ekang  für  <p  herzuleiten,  da  es  nicht  ohne  zu  w(»it.  gehende  Anwendung  der 
Integralrechnung  geschehen  kann.  Wir  wollen  dagegen  nachweisen,  dass 
lUH  der  ersten  Gleichung 

y  =  a  .  sin  27t  -;7 (1) 

flhr  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Ruhelage  zur  Zeit  /  die  Gleichung, 
Welche  die  Geschwindigkeit  darstellt,  hervorgeht,  und  dass  diese  Gleichung 
tuf  einen  Ausdruck  für  die  beschleunigende  Kraft  der  durch  die  Gleichimg  (1) 
dlrgestellten  Bewegung  führt,  welche  mit  dem  von  uns  angenommenen  über- 
feJTiKtimmf.  Dann  wollen  wir  weiter  zeigen,  dass  die  durch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellte Bewegung  diejenige  ist,  welche  wir  im  vorigen  §.  beschrieben  haben. 
W'ir  sahen  früher,  §.  1,  dass  wir  bei  ungleichtf innigen  Bewegungen 
die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Köri)ers  an  irgend  einer  Stelle  der  Hahn 
erhalten  durch  den  Quotienten 

wo  dy  ein  sehr  kleines  Stück  des  von  dem  K<)r])er  durchlaufenen  Raumes 
bedeutet,  so  klein,  dass  wir  die  Gcisch windigkeit  des  Kör[»ers,  während  er 
dasselbe  durchläuft,  als  constant  annehmen  dürfcm,  untl  dt  die  Zeit  ist,  in 
welcher  der  Körper  den  Raiuu  zurücklegt. 

Ist  nun  der  Abstand  des  Punktes  y  von  seiner  Ruhehige  zur  Zeit  / 

2/  =  «  .  sin  27t  -^- , 

80  erhalten  wir,  da  der  P\mkt.  in  der  kleinen  Zeit  di  den  Weg  dif  zurück- 
\ßgt^  für  den  Abstand  y  +  ''//  ^-^^^  ^^^^  ^  "1"  ^^^ 


y  -{-  dy  =  a  ,  sin  27r  T  ^,  +  -^  j 


Drücken  wir  nun  den  Sinus  der  Summe  nach  der  bekannten  trigono- 
metrischen Formel  durch  Sinns  imd  Cosinus  der  einzelnen  Summanden  aus. 
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so  wird 

y  -f-  dy  =  a  .  am  2  jr  y,  -cos  2  ä  -^^ — \-  a  .  co»  2it  -^  '  Ria  2n  -^' 

Siil)trahiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  y ,  so  wird 

ay  =  a  .  8m27r  -y,  •  cos  27r  „7  +  «  .  cos  2n  -^  •  sin  2«  -«7  —  »  •  sin 2%«« 

Die  Zeit  f//  ist  so  bestimmt,  dass  während  derselben  die  Geschwindig- 
keit constant  sei;  das  ist  diesell)e  aber  nur  für  eine  verschwindend  kleine 
Zeit.    Deshalb  können  wir  ohne  Ungenauigkeit  setzen 

cos   2  TT   y   =    1  7 


.     ^      di         ,,     dt  . 
sin  2ä  -«7  =  27r  -^t* 


Dadurch  wird  dann 


.     rk       ^     I  ^     dt  ^      t  •     ^     ' 

ffi/  =  er  .  sm  2  «  -y,  +  «  •  2  TT  Y  •  ^^^  2ä  ^-,  —  «  •  sin  2n  -j- » 

oder 

dt  t 

dy  =  a  .  2%  -j,  .  cos  2  n  -j, 

und  wenn  wir  an  l)eiden  Seiten  durch  dt  dividiren,  schliesslich 

dy  2 «  _        <  /nx 

r=  ^  =  «  •  -TT  •  cos  2 TT  -«7 (ül- 

dt  J  T 

Wir  sehen  also,  dass  bei  einer  Bewegung,  bei  der  die  Abstände  jf  de« 
Beweglichen  von  der  Bullelagc  durch  die  Gleichung  (I)  dargestellt  werden, 
die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  /  durch  die  Gleichung  (11)  dargestellt  wird. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  nun  nachweisen,  dass  diese  Bewegnnff 
durch  eine  Kraft  veranlasst  wünl,  welche  den  Abst-änden  y  proportional  tt, 
oder  dass 

q>  =  —  l'  ,y  =  —  A'.asin27r  -qr 

ist. 

Wir  sahen  im  §.  1 ,  dass  bei  ungleiohn>rmigen  Bewegungen,  bei  welchen 
lue  Geschwindigkeit  sich  stets  iindei*t,  die  Beschleunigung  der  I^ewegung  in 
jeilem  Augenblicke  dargestellt  wird  durch  den  Quotienten 

dv 
dt  ' 

worin  dv  die  Grösse  ist,  um  welche  die  Geschwindigkeit  v  des  Körpers  wäh- 
rend der  sehr  kleinen  Zeit  dt  zunimmt,  indem  dieser  Quotient  angibt,  luo 
wieviel  die  Geschwindigkeit  in  der  Einheit  der  Zeit  zunehmen  wünle,  wenn 
sie  in  jedem  Zeittheilchen  dt  um  die  gleiche  Grösse  dv  zunähme.  Wir  httl>eii 
nun  vorhin  die  Beschleunigung  des  Pimktes  in  dem  Abstände  y  von  «ler 
Gleichgewichtslage  <p  genannt,  es  ist  daher 

dr 
"^^'di 

der  Ausdruck,  weh-her  uns  in  den  Stand  setzt,  aus  der  in  je<lem  Augen- 
blirke  vm'handenen  Geschwintlij^keit  der  Bew«*gung  die  Beschleunigfung  der- 
selben zu  erhalten. 
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Nehmen  wir  nun  an,  dass  in  iinserem  Falle  in  der  Zeit  dt  sich  die 
Geschwindigkeit  um  dv  ändere,  so  i»t  nach  Gleichung  (II),  welche  uns  die 
Geschwindigkeit    v  zu  jeder  Zeit  t  angibt, 

V  -\-  dv  =  a  '  -^  '  cofi  27t  ( Y  +  f) 

and  jB^erade  wie  vohin 

,     ,  2«  ^       t  ^^     dt  2n     .    ^,      t      .    .     dt 

r  -f-  dr=a'  -=;  •  coß  2ä  -j,  •  cos  27r  -^  —  a  •  -y?  •  nm  2«  -^  •  sm  2ä  -«r  • 

Da  wir  hier  ebenfalls  dt  verschwindend  klein  neken  müssen,  so  ist  wieder 

cos  2jt  ^  =  1, 

.     ^      (U         ^      dt 
8in  2«  -7j~  =  27t  -TjT 

und  somit 

V  ~\- dv  =  tt  •  -77T   •    cos   2  TT    Y a   •    -«^^^    •   f//    .    sin   2  TT    yT  • 

Ziehen  wir  an  beiden  Seiten  r  ab,  so  wird 

dv  =  —  a  •  rjT^  •  f?/ .  sin  2  TT  y 


nnd  dividiren  wir  durch  dt,  schliesslich 


dr 


An'^  t 


•  • 


(1"), 


4«* 


__  47r2 


ein  Ausdruck,  der  vollstilndit?  mit  unserer  Voraussetzung 

q>  =  —  Ä-  •  ?/ 

Obereinstimmt,  wenn  wir  die  constante  Grösse 

oder 

9  = 

setzen. 

Wir  sehen  somit,  dass  die  durch  Gleiclnmcr  (I)  dargestellte  Bewegimg 
oae  Elraft  zur  Voraussetzung  hat,  welche  dem  Abstände  des  bewegten 
Ponktes  von  der  Ruhelage  i)roportional  ist.  Da  wir  nun  im  vorigen  §.  ge- 
*dien  haben,  dass,  wenn  auf  einen  Punkt,  d(?r  aus  seiner  Gleichgewichts- 
^e  gebracht  ist,  derartige  Kräfte  einwirken,  eine  schwingende  Bewegung 
^Bktstehen  muss,  so  folgt,  dass  die  durch  Gleichung  (I)  dargestellte  Be- 
legung mit  der  im  vorigen  §.  beschriebenen  übereinkommt.  Indess  ist  es 
feieht,  durch  eine  nähere  Betrachtung  der  Gleichung  nachzuweisen,  dass 
'iQ  eine  schwingende  Bewegung  darstellt. 

Zunächst  übersieht  man  sofort,  dass  die  durch  die  Gleichung 


f/  =  «  •  sin  2n  „, 
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dargestellte  Bewegung  eine  periodische  ist;  denn  wir  erhalten 

y=        0  für  f  =  0,  V.  T,  %  T,  \  T,  %  T,  %  T.  ..  . 

y=       afiXTt  =  \T,%2\%T 

y  =  -amrt  =  %Ty,  2\  "/^  T .  .  . 

Denn  im  ersten  Falle  ist 


im  zweiten 


und  im  letzten 


3/  =  of  •  sin  MTT  =  0, 


n 


y  =  et '  sin(4n  -|-  1)  —  =  a 


y  =  et'  sin  ( 4w  +  3)  -;r  =  —  «. 


2 

Für  alle  übrigen  Werthe  von  /  erhalten  wir  Werthe  ftlr  i/,  welche  -^ 
von  0  versclüeden  zwischen  -|-  u  und  —  u  liegen. 

Dies  stimmt  nun  vollständig  mit  der  von  uns  betrachteten  Bewegung?  -^-t 
überein,  denn  für  /  =  0  befindet  sich  der  bewegte  Punkt  in  der  Ruhelage  -^^ 
und  ebenso  nach  jeder  Anzahl  von  halben  Oscillationen,  da  der  Punkt  die  ««-^  e 
halbe  Oscillationsdauer  braucht,  um  sich  von  A  nach  B  oder  Cund  wieder  -3K-—r 
zurückzubewegen.  Am  Knde  <le8  ersten  Viertel  der  Oscillationszeit  befindet  -^  -st 
sich  der  Punkt  an  dorn  Jlusscrsten  Punkte  seiner  Bahn  und  ebenso  am  Ende'?-=»  Ml^ 
jeder  ungeraden  Anzahl  von  Vierteln ,  der  Werth  von  y  ist  also  gleich  o—  sc^  «. 
Am  Knde    des   1,  5,  9...  überhaupt  jedes  (4«  -\-  1)  Viertels  befindet  erv  ^^  er 

sich  in  7/,  am  Ende  jedes  3,  7,  11 tlberhaupt  jedes  (4fi  +  3)  Vierteler  X^ls 

dagegen    in  C  an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Gleichgewichtslage,  diL»^  Ak 
Zeichen  der  Abstände  müssen  also  für  diese  Fälle  sich  entgegengesetzt  sein^rx^  mavl 

Zu  allen  übiigen  Zeiten  sind  die  Abstände  bahl  an  der  positiven,  l>alr»  M  Mh\ 
an  der  negativen  Seite  von  A  gr")sser  als  0  und  kleiner  als  a,  wie  unser»-:«  -i?re 
(ileichung  es  darstellt. 

Femer  nehmen  in  der  Gleichung 


die  Wertlie  von  y  erst  rascher,  dann  langsamer  zu,  von  /  =  0  bis  /  ==  ^^ 

da  tler  Ausdruck   ^lit  -„,  während  dieser  Zeit  alle  W(^rthe  von  0  bis  -  durch ä^*--*^^^^ 

1  2 


läuft,  und  die  Sinus  der  Br>gcn  anfangs  in  demselben,  si)äter  aber  viel  lang*^a^^8 
samern  Verhältnisse  wachsen  als  <lie  Bögen.  Von  der  Zeit  /  =  ^j^  T  bis  i  ^  ■*** 
/  =  y^  T  nehmen  dann  die  Wei-the  von  //  erst  langsamer,  dann  rascher  ab*' '  ^^ 
aber  sie  haben  von  /  =  0  bis  <  =  ^^^T  dasselbe  Vor/eichen.  Für  alle  Werthe  ^^  ^"' 
zwischen  i  =  /j,  T  und  /=  '/'erhält  dann  y  das  entgegengesetzte  Zeichen ä*  *^^**^" 
sein  Werth  wird  aber  von  /  =  Y^  Tbis  /  =  '*/ 1  7' in  derselben  Weise  grus^eiff  -3»»=«e 
als  von  ^  =  0  bis  /  =  V^  T  und  von  /  =  »^  r  bis  /  =  Tnach  demeelbeir«-^*^' 
Gesetz  kleiner  als  von  /  =  V,  7M)is  /  =  ^j^  T, 

Dasselbe   (Jesetz   befolgen   aber   auch   die   Abstände  y  des  bewogtenr*  *^^" 
I'unktes  von  der  Ruhelage  in  den  verschiedenen  Phasen  der  Osciilation.  InC*  •^'^ 
dem  ersten  Viertel  der  Schwingung  entfernt  sich  der  l^unkt  mit  abnehmender^  --c^*'" 
Geschwindigkeit  na<h   B  hin,  so  dass  also  die  Abstände  anfangs  rascher,^"*^  '• 
dann  langsamer  wachsen:  in  d**ni  zweiten  Viertel  kehrt,  der  Punkt  mit  l>e-  —  '^  " 
schleunigter  (iescbwindigkeit  nach  A  zurück,  <lie  Abstände  desgelben  nehmen 


S'  113*  Gesetze  der  schwingenden  Bewegung  eines  Punktes.  449 

also  anfangs  langsamer,  dann  rascher  ab.  In  der  ganzen  zweiten  Hälfte 
<3er  Oscillation  befindet  sich  der  Punkt  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
von  A^  die  Abstände  haben  also  entgegengesetztes  Vorzeichen;  im  dritten 
A^iertel  wachsen  sie,  im  vierten  nehmen  sie  ab  in  derselben  Weise,  wie  im 
ersten  und  zweiten  Viertel. 

Man  sieht  somit,  wie  durch  unsere  Gleichung  die  Abstände  des  be- 
-wegten  Punktes  auf  das  vollständigste  bestimmt  werden,  da  wir  mittels 
derselben  den  Ort  des  Beweglichen  in  jedem  Augenblicke  erhalten  können. 

Ebenso  ist  durch  eine  Betrachtung  der  einzelnen  Phasen  leicht  ersicht- 
lich, dass  die  Gleichung  (11) 

V  ==  ß  .  cos  2n  •  -^ 

<3ie  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  zu  jeder  Zeit  wiedergibt. 

Die  Geschwindigkeit  v  nimmt  ab,  wenn  die  Abstände  des  bewegten 
X^unktes  wachsen,  da  die  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  ihn  stets  nach  der 
Huhelage  hinziehen;  ist  der  Abstand  gleich  der  Amplitude  der  Schwingung, 
so  ist  die  Geschwindigkeit  gleich  0,   da  sich  dort   die  Kichtung  der  Be- 
^^regung  umkehrt.     Während  dann  der  Punkt  nach  der  Ruhelage   zurück- 
Icehrt,  ist  die  Bewegung  eine  beschleunigte,  die  Geschwindigkeit  hat  das 
entgegengesetzte  Zeichen  wie  vorhin,  sie  nimmt  aber  zu  bis  zu  dem  Augen- 
V>licke,  wo  y  =  0,  der  Punkt  also  wieder  in  der  Gleichgewichtslage  ange- 
Xangt  ist.    Während  des  dritten  Viertels  der  Oscillation  entfernt  sich  dann 
^er  Punkt  wieder  von  der  Gleichgewichtslage,  die  Geschwindigkeit  nimmt 
^b,  bis  sie  am  Ende  dieser  Zeit  gleich  0  geworden  ist.     Von  da  ab  kehrt 
sieb  die  Geschwindigkeit  wieder  um  und  wird  grösser,  während  y  kleiner 
'^prird,  bis  sie  für  y  =  0  wieder  ihren  grössten  Werth  erreicht     Ganz  die- 
selben Werthe  durchläuft  die  Gleichung  (II).    Der  Cosinus  ist  1  ftlr  t  =  0 
'tmd  nimmt  ab  von  /  =  ()  bis  /  =  %  T,    Zwischen  t  =  Vi  ^  ^^^  ^=72^ 
nächst  er  von  0  bis  —  1  und  dann  von  /  =  Y^  T  bis  ^  =  %   T  geht  er 
Ton  —  1  bis  0.    In  der  folgenden  Zeit  wächst  er  dann  wieder  von  0  bis  1, 
'Während  /  von  %  T  bis  T  zunimmt. 

Man  sieht  also,  wie  durch  die  (Gleichungen  (1)  und  (II)  die  Gesetze 
<ler  oscillirenden  Bewegung  eines  Punktes,  welcher  durch  Kräfte  bewegt 
'wird,  die  seinem  Abstände  von  der  Ruhelage  proportional  sind,  vollständig 
dargestellt  werden,  da  sie  uns  in  jedem  Augenblicke  den  Ort  wie  die  Ge- 
schwindigkeit des  bewefi^ten  Punktes  nach  Grösse  und  Richtung  wiedergeben. 
Die  Gleichung  (III )  setzt  uns  auch  in  den  Stand,  die  Dauer  einer  gan- 
zen Oscillation  zu  bestimmen,  wenn  wir  die  beschleunigende  Kraft  der  Be- 
wegung kennen.    Denn  wir  hatten 


nnd  daraus 


(p  =  —  h  ,y, 


(") 


Können  wir  demnach  /;  auf  irgend  eine  Weise  unabhängig  von  2^  be- 
**timraen,  so  kr»nnen  wir  daraus  ^'  berechnen.  Wir  werden  demnächst  die- 
^hn  Ausdruck  zu  «lern  Zwecke  benutzen. 

W0LI.1IXR,  Phyiik.  I.    3.  Aufl.  21) 
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§.  114. 

Geometrische   Darstellung  der   Schwingungen   eines  Funkte 

Wenn  wir  mit  einem  Iladins  r,  den  wir  der  Amplitude  der  schwingende 
Bewegung  a  gleich  setzen,  einen  Kreis  beschreiben  und  annehmen,  dass  di 
Dauer  einer  Oscillation  T  durch  den  Umfang  des  Kreises  dargestellt  win 

80  geben  uns  die  Sinus  und  Cosinus  der  Böge 
dieses  Kreises  die  Abstände  des  Punktes  vc 
der  Gleichgewichtslage  und  die  diesen  AbstJi 
den  entsprechenden  Geschwindigkeiten. 

Xehmcn  wir  an,   der  bewegliche  Pa^ 
befinde  sich  zur  Zeit  ^  =  0  im  Mitt^lpunC 
des  Kreises  und  er  bewege  sich  auf  dem  Du^* 
messer  Ca  hin  und  her,  so  wird  er  sich  i^ 
V^^  Undulation  in  y^  befinden,  denn 

?/^  =  of .  sin  27t  •     V- 

und  die  in  diesem  Augenblicke   stattfindend^ 
Geschwindigkeit  ist  dem  Cosinus  des  Bogens  V^g  T  oder  der  Lllnge  .ij  f 
proportional.    Nach  ^j^  T  ist  der  Punkt  in  a,  der  Abstand  hat  den  gr5äglii 
Werth  erreicht,  und  die  entsprechende  Geschwindigkeit  ist  gleich  0,  gkid 

cos  2  TT  •     '^,     =  cos  —'    So  auch  in  den  folgenden  durch  die  Bogen  dei 

Kreises  gemessenen  Zeiten,  die  Sinus  ?/",  y'"  der  entsprechenden  Bfigen 
geben  die  Abstünde  des  Pimktes  und  die  zugehörigen  Cosinus  sind  den  Ge- 
schwindigkeiten desselben  in  den  verschiedenen  Phasen  der  Bewegung  pro- 
portional. 


§.  115. 

Schwingende  Bewegung  eines  Punktes  unter  Annahme  eine* 
andern  Eraftgesetzes.  Für  die  meisten  der  von  uns  zu  untersuchenden 
schwingenden  Bewegungen  reicht  das  von  uns  angenommene  Gesetz  der 
Kraftwirkung,  welches  in  der  Gleichung 

9  =  —  ^y 

ausgedrückt  ist,  aus.     Indess  werden  wir  einige  Fälle  von  schwingenden 
I3ewegungen  zu  besprechen  haben,  bei  denen  das  Gesetz  der  Kraft  Wirkung 
auf  die  schwingenden  Punkte  ein  complicirteres  ist.     So  ist  sofort  daj?  Ge- 
setz der  Kraftwirkimg  ein  anderes,  wenn  der  betrachtete  Pimkt  in  einem 
Medium  sich  bewegt,  welches  seiner  Bewegung  in  jedem  Augenblicke  einen 
Widerstand  entgegensetzt.    Ein  solcher  Widerstand  wirkt,  wie  wir  §.111 
bemerkten,  in  jedem  Augenblicke  wie  eine  der  augenblicklichen  Bewegnngs- 
richtung  entgegengesetzte  Kraft;   wir  wollen  nun  den  Fall   untersuchen, 
Avcnn  dieser  Widerstand  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  des  beweijrt^'fl 
Punktes  proportional  ist.    Nennen  wir  die  Verzögerung,  welche  der  Punkt 
bei  der  Geschwindigkeit  1  erftihrt,  2f,  so  ist  die  Verzögerung  tpi.  die  er 
erfuhrt,  wenn  er  die  Geschwindigkeit  v  hat. 
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Wurde  nun  die  Beschleunigung   in  einem  widerj>tandslosen  Medium 
durch  das  bisher  angenommene  Gesetz  dargestellt 

<Pi==  —  Ic,  y, 

so  erhalten  wir  jetzt  für  die  Beschleunigimg  des  Punktes  in  dem  wider- 
stehenden Medium 

(p  =  (Pi^  —  (Pi  =  —  h  y  —  '1  s  V, (a) 

da  wir,  um  die  resultirende  Beschleunigung  zu  erhalten,  von  der  Beschieu- 
mgimg,  welche  der  Punkt  ohne  Widerstand  erhalten  würde,  die  Verzöge- 
rung in  Folge  des  Widerstandes  abziehen  müssen. 

Um  nun  die  Bewegung  des  Punktes  bei  diesem  Be.schleunigungsgesetze 
darzustellen,  müssen  wir  auch  hier  wieder  aus  der  Gleichung  (a)  ope  Glei- 
chung zwischen  y  und  der  Zeit  /  und  zwischen  v  und  t  ableiten.  Wir  können 
indess  in  diesem  ebenso  wenig  wie  in  dem  vorhin  betrachteten  einfachem 
Paüe  eine  solche  Beziehimg  ohne  Hülfe  der  Integralrechnung  ableiten;  des- 
halb begnügen  wir  uns  auch  hier  wieder  damit,  den  Nachweis  zu  führen, 
dasB  die  von  der  hohem  Analjsis  abgeleitete  Beziehimg  zwischen  y  und  t 
ftrdie  Beschleunigung  (p  die  Gleichung  (a)  liefert.,  dass  sie  somit  das  durch 
dieselbe  dargestellte  Beschleunigungsgesetz  zur  Voraussetzung  hat. 

Die  von  der  Analysis  aus  der  Gleichung  (a)  abgeleitete  Beziehung 
mschen  tf  und  t  ist 

y  =  Ae'-''^mt  j/^-  — 6-, (I) 

worin  e  wie  immer  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensyst^ms  bedeutet. 

um  die  bei  dieser  Bewegung  in  jedem  Augenblicke  stattfindende  Ge- 

»diwindigkeit  v  und  Beschleunigung  q>  zu  erhalten,  haben  wir  gerade  wie 

m§.  113  die  Quotienten  -jr  =  r  und  -jr  =  (p  zw  bilden,  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  dt  ein  verschwindend  kleines  Zeittheilchen  ist. 

Wachst  in  Gleichung  (I)  i  imi  dt^  so  wächst  y  um  dy^  somit  erhalten 
wir  zunächst 


y-\-dy  =  A.  c-'('+'''>  sin  (/  -f  dt)  Yk  —  s'. 
Entwickeln  wir  den  8inus  und  beachten,  dass 

sowie  dass,  weil  dt  verschwindend  klein  ist, 


cos  Yk  —  B''dt=  1,  sin  yT—  e-  dt  =  }/ä-  —  r 
Bo  erhalten  wir 


(lt. 


|+(/y=6-*''<|^c-*^sinfyA•  — ^^  +  ^^-'^}/Ä•  — £^//cos/]/A'  — f-j^ 

Den  Exponentialausdnick  c~"*'"  kann  man  nun  in  eine  Reihe  entwickeln 
^  schreiben 


.—  ttit 


dv 


=  1-6.?/+^^- 


Schon  das  mit  dem  Quadrat  von  dt  behaftete  Glied  und  ebenso  alle 
"^l^enden  kann  man  als  gegen  edt  unendlich  klein  vernachlässigen.  Be- 
"*lteii  wir  die  beiden  ersten  Glieder  bei  und  führen  die  angedeutete  Multi- 


/-k<V     4 
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plication  ans,  wobei  wir  wieder  das  mit  d(^  behaftete  Glied  vemachl&sigen. 
so  wird 

1/  -\-  dy  =  Ä  ,  e~*'  .  8in  t  Yk  —  «- 

—  [a.Äe-*'  .  sin  i  Yk^^'  —  A  .  p-" Yk  —  b'  .  co.s  /  Y^^^^'}<^ 

Das  Glied  vor  der  Klammer  ist  gleich  p.    Ziehen  wir  auf  beiden  Seit  ^ 
y  ab  und  dividiren  durch  J/,  so  erhalten  wir 

^  =  r  =  — ^.f-"  j^  .  sin  /  ]//;— e-  — ]/Ä^=^€*.cosf  ]/Ä-"^'*j.(r/) 

Lassen  wir  nun,  um  <p  zu  entwickeln,  in  dem  Ausdrucke  ftlr  r  die 
Zeit  t  um  dt  wachsen,  so  wächst  v  um  r/r,  und  es  ist  zuerst 

v  +  dv  =  —  Ä,e-'^'-^'^'K 

[e  sin   (t  +  dt)   ]/A;  — r  —  ]/A;"— «^ .  cos  (/  +  dt)  Y^  —  i^]- 

Verfahren  wir  gerade  wie  vorhin  imd  beachten,  dass  auch  jetzt  wieder 

cos  "j/Ä^^e^  df  =  1,  sin  I/ä*  — ?  dt  =  }/ä  —  a^  .  dt, 
so  wird 
v  +  dv  =  —e-'^*.sÄe-'^  {sin/yT^^  +  l/^^^-.c//.co6/  VJT^j  ^ 

+  c— ^''ylc— '  {■)//:  — «^ cos  /l//7^"?"—(Ä:— £-).(/ /.sin  /  ViT^]- 

Setzen  wir  auch  jetzt  wieder  c— *'"  =  1  —  « c//,  führen  die  angedeutete 
Multiplication  aus,  und  ordnen  so,  dass  die  nicht  mit  dt  versehenen  Glieder 
fllr  sich  stehen,  so  wird 

t;-f  (U'  =  — ylc""  {fsin  /  "|/A;-^2_y^ZI7.co8/yA~— ?} 

+  Ae-*'  {e^öin/  yÄ~?-2£yÄlT-.  cos  /  •j/^Z?_(A--€*) sin /)//;-£- jrff. 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  gleich  f;  ziehen  wir  desball» 
V  auf  beiden  Seiten  ab,  dividiren  durch  dt  und  ziehen  die  Glieder  pa-sitend 
zusammen,  so  wird 

9  =  ^  =  2  f  .  ^  c-*'  (e  sin  /  l/T— 7*  —  Y^^^'  -  cos  /  )/A- -  r) 

—  k  .  Ä  c"""  .  sin  /  Y^  —  ^^• 

Das  erste  Glied  auf  der  rechton  Seite  ist  aber  nach  Gleichung  (H' 
—  2  s  v^  das  zweite  nach  Gleichimg  (I)  —  ky^    so  dass  wir  also  erhalten 

(p  =  —  ky^2€V ( HI)- 

Wie  man  sieht,  ist  die  Gleichung  (III)  mit  der  Gleichung  (a)  iden- 
tisch, und  somit  stellt  die  Gleichung  (l)  die  Bewegung  des  Punktes  dar, 
wenn  seine  Beschleunigung  durch  Gleichung  (a)  gegeben  ist.  Ob  nun,  wie 
wir  zimilchst  annahmen^  die  der  Geschwindigkeit  proportionale  Verzögerung 
daher  rührt,  dass  der  Punkt  sich  in  einem  widerstehenden  Medium  bewegt» 
oder  ob  es  eine  andere  Kraft  ist,  welche  in  jedem  Momente  dem  Punkte 
eine  seiner  Geschwindigkeit  proportionale  Verzögerung  gibt,  das  ist  glei«*^' 
gtlltig;  sobald  durch  irgendwelche  Umstände  das  Beschleunigongsgesetz  ^ 
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durch  Gleichung  (a)  gegebene  ist,   «teilt  Gleichung  (I)  die  Bewegung  des 
Pankf«s  dar. 

Dass  auch  diese  Bewegung  eine  schwingende  ist,  ergibt  die  Form  der 
Gleichung  unmittelbar,  denn  es  folgt  aus 

y  =  Äc~^^ ,  sin  /  |/ä  —  £^, 
(lassfür 

t  Yk  —  e^  =  n  .  TT  immer  y  =  0 

and  dass  jedesmal,  wenn  die  Zeit  t  alle  Werthe  von  /  yk  —  e'^  =  2  «tc  bis 

(  yk  —  £*  =  (2  n  -f-  2)  TT  durchlUuft,  alle  Phasen  der  Oscillation  vorkom- 
meii,  gerade  wie  bei  dem  vorhin  betrachteten  Fall.  Führen  wir  auch  hier 
die  Oscillationsdauer  T  ein,  so  ist  dieselbe  nach  der  eben  gemachten  Be- 
merkung gegeben  durch 

T.yF— £-  =  2;r, 
somit 

Yk  —  £-  =  "y, 

and  damit 

y  =  Ä  ,  e~^^ ,  ti'in2n  ip' 

In  dieser  Form  tritt  es  deutlich  hervor,  dass  sich  die  Bewegung  von 
der  im  §.  113  betrachteten  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  Amplituden 
nicht  constant  sind,  sondern  mit  der  Zeit  stetig  abnehmen.  Wir  erhalten 
die  Amplituden,  wenn  wir  die  Werthe  von  y  zur  Zeit 

t  =  ^-'^-C"^T f2«+l)-^ 

4  4  4  •        '    4 

bestimmen;  dieselben  sind 

Ä  e~^~*^ .,  Ä  c~   V..ylc''~*  r A  c~        4      . 

Das  Verhilltniss  zweier  auf  einander  folgender  Amplituden  ist 

A  .  e  ^ *  ^ 

A  .e    '       4     ■ 

Die  auf  einander  folgenden  Amplituden  nehmen  somit  in  geometrischer 
Progression  ab,  da  der  Werth  von  q  constant  ist.    Schreiben  wir 

log  ^  =  V  log  ^ 

^  folgt,  dass  die  Dift'erenzen  der  Logarithmen  der  auf  einander  folgenden 
Amplituden  constant  sind.  Diese  Differenzen  nennt  man  nach  Gauss  ^)  die 
^^^garithmischen  Decremente  der  Schwingungen.  Wie  man  sieht,  sind  diese 
^garithmischen  Decremente  der  verzögernden  Kraft  proportional  und  kön- 
^  als  Maass  derselben  dienen.  Auf  der  Beobachtung  dieser  logarith- 
^^hen  Decremente  in  Wasser  oder  in  der  Luft  schwingender  Scheiben 


')  Gauss,  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im 
J«liie  1837.  p.  68  ff. 
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beruht  die  früher  erwähnte  von  Maxwell  und  Meyer  benutzte  Methode  zur 
Bestimmung  der  Innern  Reibung  von  Flüfctsigkeiten  und  Gasen.  Wir  werden 
sie  ebenfalls  später  zur  Messung  von  derartigen  verzögernden  Kräften  be- 
nutzen. 

§.  116. 

Schwingung  von  Funktreihen.    Entstehung  der  Wellen.    We^ 
wir  in  einer  Reihe  von  Punkten,  welche  durch  Kräfte,  die  zwischen  (^ 
einzelnen  Punkten  thätig  sind,  in  einer  bestimmten  Lage,  der  Gleichgewicl^ 
läge,  festgehalten  werden,  einen  Punkt  in  eine  schwingende  Bewegung  ^-^ 
setzen,  so  wird  dadurch  nicht  nur  das  Gleichgewicht  dieses  einen  Punlc/^ 
gestört,  sondern  das  der  ganzen  Reihe.     Da  die  Gleichgewichtslage  dure^ 
die  Wirkung  der  übrigen  Punkte  bedingt  wird,  so  muss  dadurch,  da«s  der 
eine  Pimkt  seine  Lage  ändert,  zunächst  die  der  angrenzenden  Punkte  ge- 
stört werden,  und  von  diesen  sich  die  Gleichgewichtsstörung  auf  immer 
weitere  übertragen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  einzelnen  Punkte  sich  anziehen,  und  dtei 
die  Anziehung'skraft  sich  ändert  mit  der  Entfernung  der  I'unkte  von  m- 
ander.  Ueberdies  setzen  wir  voraus,  dass  der  vollständigen  Annälieru^ 
der  Punkte  abstossende  Kräfte  entgegenwirken,  die  ebenfalls  mit  der  EM- 
femimg  der  Punkte,  aber  nach  einem  andern  Gesetze  als  die  anziehenJa 
Kräfte  sich  ändern.  Nehmen  wir  an,  dass  mit  einer  Annäherung  der 
Pimkte  die  abstossenden  Kräfte  viel  rascher  wachsen  als  die  anziehende!, 
so  ist  durch  ein  System  solcher  Kräfte  die  Gleichgewichtslage  der  Punkte 
vollständig  bestimmt.  In  dieser  sind  die  an  jedem  einzelnen  Punkte  nach 
entgegengesetzter  Richtung  wirkenden  Kräfte  gleich.    Wird  nun  der  Punkt « 

pj    JJJ5  (Fig.  195)  aus  seiner  Gleich- 

illii£^2  2ii  ^  IL  2  ^'evnchtslage  gebracht  und 
l^l'^  **********  z.  B.  nach  «'  versetzt,  « 
••    ^     *  wird   dadurch  der  Abstand 

zwischen  a  und  ß  grösser. 
Durch  die  Aenderung  des  Abstandes  aß  in  a' ß  werden  nun  die  auf  ^  von« 
wirkenden  Kräfte  geändert,  sowohl  die  anziehenden  als  die  abstossenden 
werden  kleiner.  Da  aber  die  Abstossungen  sehr  viel  rascher  abnehmen  al3 
die  Anziehimgen,  so  ist  der  Erfolg  dieser  Aenderungen,  dass  ß  jetzt  stfirker 
nach  a'  gezogen  wird.  Da  nun  in  der  Gleichgewichtslage  die  Wirkung  der 
an  ß  angreifenden  Kräfte  sich  aufhebt,  so  muss  jetzt,  da  die  Anziehung 
nach  «'  zugenommen  hat,  der  Pimkt  ß  sich  a  zu  nähern  suchen,  aber  nicht 
in  der  Richtung  ßa\  sondern  in  einer  andern  Richtung  ßß\  Denn  mit  der 
Bewegimg  von  ß  nach  unten  hin  ändert  sieh  ebenfalls  der  Abstand  ßy,  nnd 
auch  hier  muss  wegen  der  raschern  Abnahme  der  abstossenden  Kräfte  die 
Anziehimg  überwiegen.  Auf  den  Punkt  ß  wirkt  daher  eine  nach  a  nri 
eine  nach  y  gerichtete  Anzieliung  ein,  ß  wird  sich  also  in  der  Richte 
der  Resultirenden  nach  ß'  bewegen. 

Bewegt-  sich  nun  der  Punkt  a  nach  a",  so  muss  ß  aus  eben  den  Grün- 
den folgen  imd  sich  nach  ß"  bewegen,  zugleich  muss  aber  y  seine  Ruhelag« 
verlassen,  da  jetzt  die  Anziehung  von  ß  auf  y  die  Abstossung  überwiegt, 
und  von  y  sich  nach  y'  bewegen. 
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dio  gleiche.  Hat  sich  demnach  die  Bewegung  in  einer  Zeit  /  um  tlie  Länge 
jfr  fortgepflanzt,  und  ist  die  Zeit  f  =  w  .  T,  wo  T  wie  vorhin  die  Oscilla- 
tioKisdauer  eines  der  Punkte  bedeutet,  so  hat  sich  die  Länge  x  in  n  Theile 
V'OXÄ  der  Länge  einer  Welle  zerlegt,  in  deren  jeder  alle  Punkte  sich  gerade 
so  l>c wogen,  wie  die  zwischen  «  und  v  gelegenen  Pimkte.  Da  nun  unter 
dic^firfer  Voraussetzung  auch  die  Oscillationsdauer  immer  dieselbe  ist,  so 
ixi.i.i>$s,  da  während  der  Zeit  T  die  schwingende  Bewegung  sich  um  die  Länge 
einor  Welle  fortpflanzt,  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Bewegung 
a.m&l*  immer  weitere  Punkte  tlberträgt,  die  Foi*tpflanzungsgeschwindigkeit  der 
Wellenbewegung  constant  sein. 

Wir  haben  bisher  über  die  Richtung,  in  welcher  die  einzelnen  Punkte 
fc»i<j-H  bewegen,  gar  keine  Yoraussetaun;jf  gemacht,  um  die  Betrachtung  ganz 
Allgemein  zu  halten.  Die  Richtung  wird  bedingt  durch  diejenige,  welche 
ilefx-  Punkt  u  anfönglich  besitzt,  und  durch  die  Kräfte,  welche  auf  die  Punkte 
<l<*ir     Reihe  einwirken. 

Bewegt  sich  der  Punkt  «  anfönglich  in  der  Richtimg  der  Punktreihe, 
so  tsicht  man  sofort,  dass  dann  alle  Pimkte  ebenfalls  in  derselben  Richtung 
^•iin.  und  her  gehen  müssen,  da  dann  nur  Kräfte  auftreten,  w(*lche  in  dieser 
^icrlitung  wirken.  Die  Richtung  der  Bewegung  der  Punkte  fällt  dann  mit 
*^<s>^i^nigen,  in  welcher  sich  die  Bewegung  fortpflanzt,  zusammen.  I^ei  die- 
^^>x  ^  den  sogenannten  longitudinalen  Schwingungen  oder  longitudinalen 
^^^c>llen,  tritt  eine  Gestalts Veränderung  der  Punktreihe  nicht  ein,  sondern 
*\**^:"  eine  Verdichtung  und  abwechselnde  Verdünnung,  indem  die  Punkte 
**^^1^    abwechselnd  einander  nähern  und  von  einander  entfernen  (Fig.  100). 

FiK.   lt»0. 


Ist  die  Bt?w<'gung   der  Punkte   senkrecht   gegen  die  Punktreihe,   so 

^/^•**Jt   man  die  Schwingungen  transversale;  die  Richtung,  in  welcher  die 

'»»iktc  sich  bewegen,  ist  dann  senkrecht  gegen  die  Richtung,  in  welcher 

^  ^    Bewegimg  sich  fortpflanzt.     Eine  solche  transversale  schwingende  Be- 

.     ^^uiijr  tritt  nicht  immer  dann  ein,  wenn  die  urs])rüngliche  Bewegung  des 

|\  ^^'st  bewegten  Punktes  eine  transversale  ist,  sondern  nur  dann,  wenn  die 

rzi  **^^*Atirende  sämmtlicher  auf  die  einzelnen  Punkte  der  Reihe,  wenn  sie  die 

^*^hge wicht slage  verlassen  haben,  wirkenden  Kräfte  gegen  die  Punktreihe 

^^^echt  ist.    Wir  werden  später  Fälle  der  Art  zu  betrachten  haben. 

^  ^filglich   ist  es   femer,   dass   die   longitudinale   und  transversale  Be- 

^^  ^^Xtig  sicli  combinirt  imd  dass  die  einzelnen  Punkte  dadurch  geneigte 

\Y"     ^    knimmlinige  Bahnen  besclTreiben.    Wir  werden  letztere  bei  einer  Art 

** Verweilen  linden. 
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überschritten;  rf  ist  wie  «  von  der  Uussersten  Lage  in  dieselbe  zui 
kehrt;  d^  und  t  haben  ähnliche  Wege  zurückgelegt,  wie  ß  und  y;  der  P 

der  am  Ende  der  ' 
Zeit  seine  Bewegu 
fing,  hat  den  grössl 
e  stand  erreicht,  und 


Fig.  198. 


i 


,  ,      fi   haben    eine   Bei 

*  *      erhalten,  wie  ß  ur 

•      ,  X     •  der  zuerst  betracht 

•  und  f  in  der  folgenc 

&  und  t  in  der  der  letzten  unmittelbar  vorhergehenden  Zeit.    Die  Bei 

hat  sich  also  bis  zum  Punkte  v  fortgepflanzt,  der  gerade  im  Begriff« 

seine  Bewegung  zu  beginnen. 

Dadurch  also,  dass  einem  Punkte  a  einer  Punktreihe,  welche 
anziehende  .und  abstossende  Kräfte  der  einzelnen  Punkte  im  Gleich^ 
gehalten  wird,  eine  oscillirende  Bewegung  ertheilt  wird,  erhalten  a 
folgenden  Punkte  eine  oscillirende  Bewegung,  welche  sich  von  Pi 
Punkt  in  der  Reihe  fortpflanzt.  Dauert  die  Bewegung  des  Punktes 
so  dauert  ebenso  die  Bewegung  der  folgenden  Punkte  fort.  Voi 
pflanzt  sich  die  Bewegung  gerade  so  weiter  fort,  und  zwar  wenn  y 
aussetzen,  dass  alle  Verhältnisse  auf  der  ganzen  Punktreihe  dieselb 
ben,  während  der  ersten  Oscillation  von  v,  welche  mit  der  zweitei 
gleichzeitig  ist,  um  eine  der  Länge  ccv  gleiche  Strecke  und  so 
Ebenso  wie  nach  der  einen  Richtung  pflanzt  sich  die  Bewegung  au< 
der  entgegengesetzten  in  ganz  gleicher  Weise  fort.,  so  dass  nach  ui 
sämmtliche  Punkte  imserer  Punktreihe  eine  oscillirende  Bewegung  oi 

Wenn  die  Punkte  bei  ihrer  oscillirenden  Bewegimg  die  Vun 
verlassen,  wie  wir  es  der  Deutlichkeit  wegen  in  imseren  Figuren  an 
men  haben,  so  erhält  die  Punktreihe  im  Laufe  der  Bewegung  eine 
förmige  Gestalt,  deshalb  nennt  man  die  Bewegung  eine  Wellenbev 

Die  Strecke,  über  welche  sich  die  oscillirende  Bewegung  währei 
ganzen  Oscillation  des  Punktes  a  verbreitet,  hat  die  Gestalt  einer 
deshalb  nennt  man  sie  eine  Welle  oder  Wellenlänge.  Auf  dieser 
sind  alle  Oscillationsphasen,  welche  der  einzelne  oscillirende  Piml 
und  nach  annimmt,  neben  einander  vorhanden,  weil  jeder  Punkt  au 
Strecke  seine  Oscillation  um  ein  wenig  später  beginnt,  imd  dann  ge 
zurücklegt  als  der  Punkt  a. 

Die  einzelne  Welle  besteht  aus  zwei  congruenten  Theilen,  ein 
dem  und  einem  hintern,  dem  Wellenberge  und  dem  Wellenthaie,  i 
die  homologen  Punkte,  das  heisst  diejenigen,  welche  gleich  weit  v 
fange  jeder  Wellenhälfte  entfernt  sind,  mit  gleichen  aber  entgegei 
gerichteten  Geschwindigkeiten  begabt  sind.  Die  gleich  weit  vom  . 
jeder  Wellenhälfte  liegenden  Punkte  befiiiden  sich  daher  in  entg 
setzten  Phasen.  Um  diesen  Gegensatz  auszudrücken,  ist  auch  dci 
Wellonberg  und  Wellenthal  gewählt  worden,  jeder  der  Hälften  ka 
den  ^'amen  Wellenberg  oder  Wellenthal  beilegen. 

Bei  der  fortschreitenden  Bewegung  theilt  sich  die  Reihe  in  ein 
solcher  Wellenlängen,  und  wenn  die  Verhältnisse  in  der  ganzen  Rc 
selben  sind,  so  ist  auch  die  Länge  der  Wellen  in  der  ganzen  l\u 
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di^  gleiche.  Hat  sich  demnach  die  Bewegung  in  einer  Zeit  /  um  die  LUnge 
ac-  fort-gepflanzt,  und  ißt  die  Zeit  t  =^  n  .  T^  wo  'f  wie  vorhin  die  Oscilla- 
lionsdauer  eines  der  Punkte  bedeutet,  so  hat  sich  die  Länge  x  in  n  Theile 
'V'on  der  Länge  einer  Welle  zerlegt,  in  deren  jeder  alle  Punkte  sich  gerade 
so  "bewegen,  wie  die  zwischen  «  und  v  gelegenen  Punkte.  Da  nun  unter 
cli€?»Her  Voraussetzung  auch  die  Oscillationsdauer  immer  dieselbe  ist,  so 
uae^s,  da  während  der  Zeit  T  die  schwingende  Bewegung  sich  um  die  Länge 
Welle  fortpflanzt,  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Bewegung 
immer  weitere  Punkte  überträgt,  die  Foi*tpflanzungsgesch windigkeit  der 
ellenbewegung  constant  sein. 

Wir  haben  bisher  über  die  Richtung,  in  welcher  die  einzelnen  Punkte 
öi^-h  bewegen,  gar  keine  Voraussetzung  gemacht,  um  die  Betrachtung  ganz 
a^U^cmein  zu  halten.  Die  Richtung  wird  bedingt  durch  diejenige,  welche 
tl^r"  Punkt  a  anfönglich  besitzt,  und  durch  die  Kräfte,  welche  auf  die  Punkte 
<-l^ir     Reihe  einwirken. 

Bewegt  sich  der  Punkt  et  anfänglich  in  der  Richtung  der  ]^inktreihe, 
so  i=!iicht  man  sofort,  dass  dimn  alle  Punkte  ebenfalls  in  derselben  Richtung 
^*i^  und  her  gehen  müssen,  da  dann  nur  Kräfte  auftret^^n,  welche  in  dieser 
^iolitung  wirken.  Die  Richtung  der  Bewegung  der  Punkte  t^llt  dann  mit 
^*^*^€nigen,  in  weh-her  sich  die  Bewegung  fortpflanzt,  zusammen.  Bei  die- 
den  sogenannten  longitudinalen  Schwingungen  oder  longitudinalen 
*llen,  tritt  eine  Gestalts  Veränderung  der  Punktreihe  nicht  ein,  sondern 
^J^^^  eine  Verdichtung  imd  abwechselnde  Verdünnung,  indem  die  Punkte 
***'^^>   abwechselnd  einander  nahem  und  von  einander  entfernen  (Fig.  199). 

FiK.   1!»0. 


•   • 


V-; 


Ist   die  Bewegung   der  Pimkte   senkrecht  gegen  die  Punktreihe,   so 
nt  man  die  Schwingungen  transversale;  die  Richtung,  in  welcher  die 
^^  *' *  ^^kte  sich  bewegen,  ist  dann  senkrecht  gegen  die  Richtung,  in  welcher 
"^      Bewegimg  sich  fortpflanzt.     Eine  solche  transversale  schwingende  Be- 
^  ^W"^K  *"^^  nicht  immer  dann  ein,  wenn  die  ursprüngliche  Bewegung  des 

^^     ^^rst  bewegten  Punktes  eine  transversale  ist,  sondern  nur  dann,  wenn  die 
""^ ^ultirende  sümmtlicher  auf  die  einzelnen  Punkte  der  Reihe,  wenn  sie  die 
Eichgewicht slage  verlassen  haben,  wirkenden  Kräfte  gegen  die  Punktreiho 
^^recht  ist.    Wir  werden  später  Fälle  der  Art  zu  betrachten  haben. 

Möglich   ist  es   femer,   dass   die   longitudinale   und  transversale  Be- 
^mg  sich  combinirt  imd  dass  die  einzelnen   Punkte  dadurch  geneigte 
^l^^r  knimmlinige  Bahnen  besclfreiben.    Wir  werden  letztere  bei  einer  Art 
^Hsserwellen  finden. 
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§.  117. 

Mathematische  Darstellung  der  Wellenbewegnng  einer  Punkt- 
reihe. Um  die  Bewegung  der  einzelneu  Punkte  einer  Reihe  vollständig 
darzustellen,  müssen  wir  fllr  jeden  Zeitpunkt  den  Ort  jedes  Punktes  der 
Reihe,  sowie  seine  Geschwindigkeit  der  Grösse  und  Richtung  nach  bestim- 
men können.  Wir  müssen  demnach  auch  hier,  wie  bei  der  oscillirenden 
Bewegung  eines  Punktes,  eine  Gleichung  aufsuchen,  welche  uns  die  zu  be- 
stimmenden Grössen  als  abhängig  von  der  Zeit  und  von  ihrer  Lage  in  der 
Punktreihe  wiedergibt. 

Aus  dem  Vorigen  geht  mm  zunächst  hervor,  dass  alle  Punkte  der 
Reihe  eine  eben  solche  oscillatorische  Bewegung  besitzen,  als  der  erste 
Pimkt,  von  welchem  aus  die  Bewegung  sich  der  Reihe  mittheilte,  dass  je- 
doch jeder  der  entfemtem  Punkte  etwas  später  seine  Bewegung  beginnt. 

Ist  nun  die  Oscillationsamplitude  des  zuerst  bewegten  Punktes  «r,  so 
ist  der  Abstand  y  desselben  zur  Zeit  t  von  der  Gleichgewichtslage  nach 

II  =  et ,  sm  2:r  ,., , 

worin  T  die  Dauer  der  ganzen  Schwingung  bedeutet. 

Ein  in  «1er  Punktreihe  um  die  Strecke  x  von  a  entfernter  Punkt  W 
ginnt  nun  seine  Schwingung  um  die  Zeit  t'  sputer;  nennen  wir  nun  r  die    . 
Zeit,  die  von  dem  Augenblicke  an  verflossen  ist,  wo  dieser  Punkt  seine  os-    , 
cillirende  Bewegung  begonnen  hat,  so  ist  der  Abstand  //  dieses  Theilchena 
von  der  Gleichgewichtslage  durch  die  Gleichimg  gegeben 

//  =  cif .  sm  2n  «, , 

da  dieser  Pimkt  zur  Zeit  r  =  0  seine  Bewegimg  beginnt.  Für  x  könnioi 
wir  nun  einsetzen 

da  die  Zeit  r  von  dem  Augenblicke  anftingt,  wo  seit  Beginn  der  Zeit  /  die 
Zeit  t'  verflt»ssen  ist.    Wir  haben  sonach 

tf  =  a  .  sm  2.T  — =;— 

T 

als  Abstand  dos  um  x  von  dem  ersten  entfernten  Punktes  von  der  Gleich- 
gewichtslage zur  Zeit  /. 

Nennen  wir  nun  die  Fort  pflanz  »mgsgesch  windigkeit  der  Wellenbewepmg, . 
den  Weg,  um  welchen  sie  sieh  in  einer  Sekunde  fortpflanzt,  c,  so  iht 

da  der  um  x  voui  Anf;uige  entfernte  Punkt  zur  Zeit  t'  seine  Bewegung  be- 
ginnt, in  dieser  Zeit  also  die  Bewegung  sich  durch  die  Strecke  x  fortge- 
pflanzt hat. 

Daraus  folirt 
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ad  setzen  yrir  das  in  unseren  Ausdruck  fUr  y  ein,  so  wird 

y  =  a  .  sin  27r  ( Y  —  ^,V 

Wahrend  der  Zeit  T  pflanzt  sich  nun,  wie  wir  sahen,  die  Bewegung 
im  eine  Wellenlänge  fort;  bezeichnen  wir  diese  mit  A.,  so  ist 

c.T=k 
md 

2/  =  a  .  sin  27r  (  y  —  ^y 

Dieser  Ausdruck  gibt  uns  den  Abstand  y  jedes  Punktes  der  Reihe  von 
Bdner  Gleichgewichtelago  zur  Zeit  /,  indem  wir  den  entsprechenden  Ab- 
itBiid  X  des  betreffenden  Punktes  von  dem  Anfangspunkte  der  Bewegung 
einseizen. 

Man  sieht  sofort,  wie  dieser  Ausdruck  den  Zustand  der  Punktreihe  so 
lurstellt,  wie  wir  ihn  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  haben.  Fixiren 
irir  einen  Zeitpunkt,  in  welchem  der  Punkt,  von  welchem  aus  sich  die  Be- 
wegung fortpflanzte,  gerade  eine  ganze  Oscillation  zurückgelegt  hat,  wo 
ibo  t  ==  nT  ist.    Für  den  ersten  Punkt  selbst  ist  o;  =  0,  demnach 

^  =  a  .  sin  2«7C  =  0. 

Daö  Gleiche  ist  der  Fall  für  alle  Punkte,  welche  um  irgend  eine  Anzahl 
[Uizer  Wellenlängen  vom  Anfangspunkt  entfernt  sind;  denn  für  diese  ist 

af  =  m  .  a;  y  =  '^^ 

//  =  a  .  sin  2  (n  —  m)  tc  =  0. 

Auch  diejenigen  Punkte,  welche  vom  Anfangspunkte  um  irgend  eine 
i^erade  Anzahl  halber  Wellenlängen  entfernt  sind,  befinden  sich  in  der 
leichgewichtslage;  für  diese  ist 

x  =  (2„»+l)-^;f  =  (-^'^ 

1/  =  a  .  sin  (2n  —  (2w  -f-  1))  %  =  0. 

Die  letztern  Punkte  besitzen  aber  eine  den  vorigen  entgegengesetzte 
»geh  windigkeit.  Wir  erhalten  die  Geschwindigkeit  der  oscillirenden  Punkte 
mltes  §.  113  durch  die  Gleichung 


t;  =  j3  .  cos  27r  (  Y T ) 


Beizen  wir  nun  hier  die  beiden  Werthe 

X  ,  X        2m  +  1 

a,  so  wird  im  ersten  Falle 

t;  =  j3  .  cos  2  (n  —  7n)  n  =  ß  ,  cos  2%  =  /3, 
1  zweiten 

£;  =  j3  .  cos  (2»  —  (2m  +  1))  ^  =  /^  .  cos  tc  =  —  ß. 
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Die  vom  Anfangspunkte  um  7n  .  l  entfernten  Punkte  besitzen  deninac 
dieselbe  Geschwindigkeit  und  nach  derselben  Richtung  wie  der  Anfang  55-5^^ 
punkt,  die  von  diesen  um  '  ^  l  entfernten  der  Grösse  nach  zwar  dieselh^  ,-^ 
der  Kichtung  nach  aber  die  entgegengesetzte  Geschwindigkeit, 

Die  übrigen  Punkte  der  Reihe,  so  weit  sich  die  Bewegung  fortgepfiac^^t 
hat,  befinden  sich  ausserhalb  der  Gleichgewichtslage. 

Setzen  wir  z.  U.  x  =  (m  -f-  ViM»  ^^  ^'""^^ 


II  =  a  .  sin  27r  (n  —  m  —  '^ ,)  =  a  sin  — 


n 


a 


1 


und  niarhcn  wir  x  =  (m  -f-  */,)  l 

fß  =  a  ,  sin  2;r  (n  —  m  —  •/4)  =  a  .  sin  —  ^:^  n  =  «. 

Auf  den  Strecken  von  r  =  ml  bis  .r  =  (m  +  ^ ^)  l  befinden  sich  al.so 
die  Punkte  auf  der  einen  Seite  auf  den  Strecken  x  =  (m  -f-  %")  X  bis  (m  -\-l)  Ä 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Gleichgewichtslage. 

Ks  wird  tiberflüssig  sein,   die  Vorgleichung  unseres  Ausdruckes  mi^ 
der  Darstellung  des  vongen  Paragraphen  weiter  durchzuführen,  da  da» 
geführte  hinreichend  zeigt,  dass  dieser  Ausdruck  die  iJewegung  der  Punki 
in  der  Reihe  vollständig  wiedergibt. 

§.  118. 

Zusammensetzung  mehrerer  Wellenbewegungen.     Interferenz- 
Werden  zugleich  an  verschiedenen  Stellen  einer  Punktreihe  Punkte  in  Bc- 
wegimg  gesetzt,  so  pflanzen  sieh  die  Bewegungen  von  jeder  Erregungsstell^* 
in  der  Reihe  fort;  es  fragt  sich  nun,  wie  wird  die  Bewegung  derjenigen 
Punkte  sein,  welche  zugleich  von  beiden  Bewegungen  afficirt  werden.  Jeder 
dieser  }*unkte,  an  welchem  z.  B.  zwei  Bewegungen  zugleich  ankommen,  er- 
Itlhrt  dann  zwei  Impulse,  und  es  ist  klar,  dass  seine  Bewegung  durch  beide 
Impulse  bestimmt  wird. 

Nun  sahen  wir  früher,  dass  zwei  Kräfte,  welche  zugleich  einen  Punkt 
angreifen,  ganz  imabhängig  von  einander  wirken,  dass  der  Punkt  jeder  der 
beiden  Kräfte  gerade  so  folgt,  als  wenn  die  andere  nicht  vorhanden  w&re. 
Wirken  demnach  die  Kräfte  in  derselben  Richtimg,   so  summiren  sie  sich 
imd  ebenso  die  Geschwindigkeiten  und  die  in  Folge  der  Wirkung  der  KrSfie 
durchlaufenen  Räume.    Wirken  die  Kräfte  aber  in  verschiedenen  Richtungen. 
so  gab  uns  der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  der  Grösse  und  lÜch- 
tung  nach   die   resultirende  Kraft,   und   durch   diese  die  resultirende  Ge- 
schwindigkeit, sowie  den  in  Folge  der  letzt«»rn  durchlaufenen  Raum.    Gerade 
so  muss  nun  auch  die  Geschwindigkeit  und  der  in  einer  Zeit  (  bei  der 
schwingenden  Bewegung  zurückgelegte  Raum  aus  den  einzelnen  Impulsen, 
oder  aus  den  G (»seh windigkeiten  und  durchlaufenen  Wegen  bestimmt  wer- 
den.   Sind  die  Bewegungen  einander  parallel,  also  entweder  in  allen  einzel- 
nen Wellen  longitiulinal  oder  in  allen  transversal  und  parallel,  so  siunmiren 
sich  die  Bewegungen;  die  beschleunigende  Kraft  sowohl  als  die  Goschwin- 
digk(*it  des  von  den  sämmtlichen  Hewegungen  getroff*enen  Theilohens  ist 
die   algebraiische    Summe   der   beschleimigenden   Kräfte   und   Geschwiniüg- 
keit(»n,  welche  das  Theilchen  einzeln  besitzen  würde,  wenn  jede  Bewegung 
ohne  die  andere  auf  das  Theilchen  eingewirkt  hätte.    Entgegengesetxt  ge- 
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liete  Bewegungen  sind  bei  der  Bildung  dieser  Summe  mit  entgegen- 
etzten  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Würde  nun  das  Theilchen  in  Folge  der  einzelnen  Impulse  in  der  Zeit  t 
h  y,  p\  v'"--?fn  versetzt,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass  der  wirk- 
te Abstand  des  Punktes  Y  auch  die  Summe  der  einzelnen  Abstände, 
r  dass 

Y  =  y'  +  y''  +  y'''  +  ""Vn 

1  wird. 

Betrachten  wir  nun  zimächst  diesen  Fall  und  nehmen  an,  dass  in  einer 
iktreihe  zwei  Bewegungen  zu  gleicher  Zeit  ihren  Anfang  nehmen  und  sich 
der  Reihe  nach  der  gleichen  Richtung  fortpflanzen.  Die  Anfangspunkte 
'  Bewegungen  seien  um  a  von  einander  entfernt. 

Nennen  wir  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  der  Reihe  von  dem 
ten  der  beiden  Punkte  x^  so  haben  wir  für  den  Abstand  y  dieses  Punktes 
1  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t 


?/  =  a.  sin2;r  (y  —  yj, 


nn  wir  mit  cc  die  Amplitude,  mit  T  die  Oscillationsdauer  und  mit  i  die 
>llenliinge  dieser  Bewegung  bezeichnen. 

Nennen  wir  nun  die  Entfernung  desselben  Punktes  von  dem  Anfangs- 
Qkte  der  zweiten  Bewegung  .r',  so  erhalten  wir  als  Abstand  des  Punktes 
1  seiner  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  ^,  wenn  nur  die  zweite  Bewegung 
i  afficirte,  den  Ausdruck 

y'  =  a  .  sin  27r  f  ^  —  y  j , 

an  wir  mit  «'die  Amplitude  der  zweiten  Bewegimg  bezeichnen  und  an- 
tmen,  dass  die  Oscillationsdauer  T  und  somit  die  Wellenlänge  X  in  bei- 
i  Fällen  dieselbe  sei. 

Die  Entfernung  des  zweiten  Mittelpunktes  der  Wellenbewegung  vom 
ten  nannten  wir  a,  wir  können  demnach  ftir  x'  einsetzen 

x'  =  X  —  rt, 

l  erhalten  somit  für  y' 

/          /      .    o     /  *         x—a\ 
y  =  a   .  sm  27C  I  y j—j. 

Der  Abstand  Y  des  Punktes,  der  zugleich  von  diesen  Bewegungen  ge- 
Fen  wird,  ist  nun,  wie  wir  eben  sahen,  die  Summe  der  beiden  Abstände 
-  jf',  somit 

T  =  cc ,  Hin  2n  (  y  —  y  j  +  «'  •  sin  2;r  f  y r—  j 

r 

=  sin  2n  (j; x)    |«  +  a'  cos  27r  y  i  + 

+  cos  27C  l-jT j-)   Ice'  .  sin  27t       L 
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Bestimmen  wir  nun  zwei  Grössen  A  und  D  so,  dass 

A  ,  cos  2;r        =  a  -^  a  ,  cos  2n  — 

^  .  sin  27r       ==  «' .  sin  27t  y? 

so  erhalten  wir  fttr  Y  den  Ausdruck 

r  =  -4  .  cos  2«  Y  .  sin  27t  (  Y  —  -,  )  +  ^  .  sin  27C  y  .  cos  27r  ( -^ -j-) 

oder 


r  =  .l.sm2«(^-f  +  ^) 


Es  resultirt  somit  aus  den  beiden  einzelnen  Wellenbewegungen  eine 
neue,  deren  Amplitude  gleich  A  ist  und  deren  Phase  gegen  die  erste  um 
/),  gegen  die  letzte  um  a  —  7)  verschieden  ist.  Die  Schwingungsdauer  T 
und  somit  die  Wellenlänge  X  haben  sich  nicht  geändert. 

Für  A  erhalten  wir  aus  den  obigen  Ausdrücken 

A' .  cos^  27^^  =  **^"!"  2«*^^'  cos  27r       +  a^  cos*  27r  - 
A^  .  sin*  27r  Y  =  «'*  sin*  2«  -r 


^*  =  a*  -|-  of'*  +  '^^«'  cos  27r  y 
^  r^  1/  a-  -{-  «'^  -j-  2««'  cos  27r  -y 

und  flir  i)  erhalten  wir  dann 

.    j.     B        et'      .    c^     ^ 

sin  27r  —  =    .  -  sm  27t-r' 
X         A  X 

Diese  Ausdrücke  geben  uns  ein  sehr  bequemes  Mittel,  um  mittels  geo- 
metrischer Construction  sowohl  den  Werth  für  A  als  i)  zu  erhalten. 

Wenn  wir  aus  a  imd  a'  ein  Parallelogramm 
■^   c^nstniiren,  und  den  Winkel,  den  diese  bei- 

/  ,^  /      den  Seiten  einschliessen,  gleich  27r  y  machen 

■'■  ^^"  ^'■'         (Fig.  200),  so  ist  die  den  Winkel  In  -   thei- 

lende  Diagonale  nh  des  Parallelograinmes   die 
neue  Amplitude  Ar  Denn  bekanntlich  ist 

({{)-  =  «-  -|-  a  -  —  2aa   .  cos  c 
r=  180'^—  27C  Y 

cos  r  =  cos  2  TT  Y 

/!?>«  ==  a*  +  «'*  -|-  2««'  .  cos  2«  Y  "=  -^*- 

Und  der  Winkel,  den  ah  mit  o  einschliesst,  ist  der  zu  bestimmende 
Winkel  27r    .  •    Denn  es  ist 


A' 


^ 
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a?> :  «'  =  sin  c  :  sin  hac 

.     ,  a'       .     ^      a  .  D 

sin  oac  =  -T-  •  sin  27r  Y  =  sin  27r  y  • 

Der  Ausdruck  für  Ä  zeigt,  dass  die  Amplitude  der  resultirenden  Wel- 
lenbewegung ausser  von  den  Amplituden  der  Theilbewegimgen  wesentlich 
Ton  der  Grösse  a  abhängt,  dem  Abstände  der  erregenden  Mittelpunkte, 
oder  was  dasselbe  ist,  der  PhasendifFerenz  der  beiden  comi)onirenden  Be- 
wegungen.   Der  Ausdruck 

^^  =  «2  _|_  ^'2  _|_  2aa'   cos   27t  -j- 

hat  je  nach  dem  Werthe  des  dritten  Gliedes  verschiedene  Werthe,  welche 
iwisehen  einem  Maximum  und  einem  Minimum  liegen. 
Ist  fi  =  «  .  i,  so  ist 

cos  27t  —  =  cos  2n7t  =  1 , 

A^  =  cc^  +  a'^  +  2aa   =  («  +  cc'f, 
A  =  cc  -{-  a\ 

Wenn  also  der  Phasenunterschied  der  Theilstrahlen  0,  oder  ein  Viel- 
ll^bes  einer  ganzen  Wellenlänge  beträgt,  so  ist  die  resultirendc  Amplitude 
fjfie  Summe  der  Theilamplituden.  Es  folgt  das  auch  unmittelbar  aus  der 
Jfatnr  der  Bewegung,  denn  in  diesem  Falle  wird  jeder  Punkt,  der  von  den 
ioden  Bewegimgen  getroifen  wird,  zugleich  nach  derselben  Richtung  ge- 
|. trieben,  und  da  sich  die  Impulse  dann  einfach  addiren,  so  muss  auch  die 
]liDplitade  der  resultirenden  Bewegung  gleich  der  Summe  der  Theilampli- 
[taden  sein. 

Ist  aber  n  gleich  einer  halben  Wellenlänge,  oder  einem  ungeraden 
lelfacben  derselben,  so  ist 

COS  27C  —  =  cos  27t —  —  =  cos  ei«  -(-  1  )  7t  =  —  1  , 

A=  a    -j-  (t      —  2aa    =  ( a  -  -  a  j  , 
A  ==  a  —  a' 
in  dem  Falle,  wo 

a  =  «', 


^  =0. 

Durch  das  Zusammenwirken  beider  Bewegungen  w^ird  die  Bewegung 
Punktreihe  gestört,  die  Punkte  bleiben  in  Ruhe. 
Auch  dieses  ersieht  man  unmittelbar,  denn  in  diesem  Falle  treffen  die 
len  Wellenbewegungen  in  entgegengesetzter  Phase  zusammen,  die  Im- 
je,  welche  die  einzelnen  Punkte  treffen,  sind,  im  Falle  «  =  a'  an  Grösse 
lu  gleich,  der  Richtung  nach  aber  gerade  entgegengesetzt;  die  Bewe- 
gen müssen  sich  also  aufheben.    Sind  die  Impulse  nicht  gleich,  so  be- 
regi  sich  der  Punkt  mit  der  Differenz  der  Geschwindigkeiten  in  der  Rich- 
des  starkem  Impulses. 

Für  alle  übrigen  Werthe  von  a  liegt  die  resuliirende  Amplitude  zwi- 
len  der  Summe  imd  Differenz  der  Theilamplituden.    Setzen  wir  z.  B. 


404 


ßildnnfr  stehender  Wellen. 


§.  119. 


so  ist. 


a 


COR  27t  y  =  COS  (2n  +  %)  n  =  cos    -  =  0, 

A  =  Ya'  +  «'". 
Ist  «  =  «',  so  winl  (las  Parallelogiamm  (Fig.  200)  ein  Quadrat  imd 

A  =  «  .  }/2 , 

D  =  %  A. 

Die  resultirende  Wellenbewegung  ist  also  gegen  die  erste,  und  somit 
gegen  beide  um  ^j^  Wellenlänge  verschoben.     Man  sieht  (Fig.  201 ),   wie 

Fig.  201. 


auch  dieses  unmittelbar  aus  der  Natur  der  betrachteten  Bewegung  folgt, 
die  beiden  punktirten  Linien  gehören  den  componirenden  Bewegungen  aa» 
die  ausgezogene  stellt  die  resultirende  dar;  an  jeder  Stelle  der  Reihe  ist 
der  resultirende  Abstand  gleich  der  Summe  der  TheilabstUnde;  daraus  er- 
gibt sich,  wie  man  sieht,  für  diesen  Fall  die  grössere  Amplitude,  sowie  die 
Verschiebung  der  resultirenden  Bewegung  um  V„  Wellenlänge. 

Lassen  wir  nun  a  von  {n  +  Vij  ^  ^^^  (''  "h  V2)  ^  wachsen,  so  nimmt 
die  Amplitude  der  resultirenden  Bewegung  bis  auf  0  ab,  während  sie  hh 
a  -f-  «'  wächst,  wenn  die  Phasendifferenz  von  {n  +  ^jj  A  bis  nl  abnimmt. 

Derselbe  Wechsel  findet  statt  zwischen  in  +  %)  A  und  (w  +  1 )  A,  die 

Amplitude  nimmt  zu,  ist  bei  (n  -(-  ^/i)  A  gleich  ya^  +  «'*  und  bei  (11  +  1 )  A 
wieder  gleich  a  -j-  a'. 

Die  durch  Interferenz  mehrerer  Wellenzttge  entstehende  Bewegung  in 
einer  Reihe  von  Punkten  hängt  somit  wesentlich  von  der  Phasendifferenz 
der  Theilbewegungen.ab,  je  nach  dieser  kann  sich  die  Bewegimg  schwächen 
oder  stärken,  sie  kann  vollständig  aufgehoben  werden  oder  gleich  der 
Summe  der  Thcilbewegungen  sein. 


5?.  HO. 

Inl^erferenz  sich  in  entgegengesetzter  Eichtung  fortpflansenA^f 
Wellenbewegungen;  Bildung  stehender  Wellen.    In  dem  vorigen  Pa  ^ra- 
gr&phen  haben  wir  die  resultirende  Bewegung  betrachtet,  welche  aus  t.^'*'" 
Zusammensetzung  zweier  Wellenbewegungen  hervorgeht,  welche  in  eir»<*'' 
Punktreihe  sich  nach  gleicher  Richtung  verbreiten.    Wie  wir  aber  sah^J*« 
pflanzt  sich  von  jedem  Anfangspunkte  einer  Wellenbewegung  die  Beweg«-»'^ 
in  ganz  gleicher  Weise  nach  beiden  Seiten  fort.    Wenn  daher  die  Anfan/c?>- 
punkte  zweier  Wellenbewegungen  um  die  Strecke  a  von  einander  entfern' 
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sind,  so  müssen  in  dieser  Strecke  sich  zwei  Wellenbewegungen  nach  ent- 
ge^ngesetzter  Richtung  fortpflanzen,  es  fragt  sich  daher,  wie  sich  die 
Punkte  dieser  Strecke  bewegen.  Es  ist  klar,  dass  auch  für  diese  Strecke 
das  im  vorigen  Paragraphen  allgemein  aufgestellte  Interferenzgesetz  gültig 
bleibt;  die  resultirende  Bewegung  ist  gleich  der  Summe  der  Theilbewegun- 
gen;  wir  haben  daher,  um  den  Bewegungszustand  der  in  dieser  Strecke 
aithaltenen  Punkte  zu  erhalten,  gerade  wie  vorhin  die  Bewegung  der  Punkte 
in  Folge  der  einzelnen  Wellen  zu  bestimmen  und  diese  zu  summiren. 

Seien  zu  dem  Ende  C  und  C  die  beiden   um  a  entfernten  Punkte 
(Fig.  202),  und  pflanze  sich  die 
Bewegung  von  C  nach  C  und  *'»«•  202. 

fosi  C  in  entgegengesetzter  Rieh-      .  J^ — ^^^^ 

tong  nach  C  fort.     Sei  nun  der  — ^ ^'  ~^ 

Abstand  eines  um  x  von  C  ent- 
fernten Punktes  })  von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  /  in  Folge  der  von 
C  ausgehenden  Bewegung  gleich  y,  so  haben  wir 

y  =  a  ^m2n  (-J,  —  yV 

Nehmen  wir  femer  an,  der  Punkt  C  beginne  seine  Bewegung  zu  der- 
ttlben  Zeit  und  die  Bewegimg  habe  dieselbe  Amplitude  und  dieselbe  Oscil- 
Jiiäoniidauer.  Bezeichnen  wir  mm  den  Abstand  des  Punktes  p  von  C  mit 
\\  so  erhalten  wir  für  den  Abstand  y'  dieses  Punktes  von  der  Gleichge- 
wichtslage zur  Zeit  /  in  Folge  der  von  C  ausgehenden  Bewegung 


y'  =  cf  .  sin  27r 


(i  -  x) 


fc  Um  nun  x'  durch  x  auszudrücken,  haben  wir 

x  '\'  X  =  a, 
*  x'  =  a  —  X 

»  jmd  setzen  wir  das  in  unseren  Ausdruck  für  y'  ein. 


y  =  a  .  sm  27C  l^ —y 


Man  sieht,  wie  dieser  Ausdruck  die  Fortpflanzimgsrichtung  als  der 

•  ersten  Bewegimg  entgegengesetzt  darstellt,  da  x  mit  dem  entgegengesetzten 

•  Vorzeichen  versehen  ist. 

Für  den  Abstand  des  Punktes  p  von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t 
in  Folge  der  beiden  zusammenwirkenden  Bewegimgen  erhalten  wir  dem 
Interferenzgesetz  gemäss 

;  Y==y  +  y\ 

y  =  a  .  sin  27r  Ty  —  y )  -{^  a  ,  sm  27C  /y ^ V 

Setzen  wir  nun  anstatt  der  Summe  der  beiden  Sinus  nach  der  bekann- 
ten trigonometrischen  FoiTnel 

sini?  +  sin  (?  =  2  sm  V^  (p  +  q)  cos  y^  {p  —  q) 

WCU^VBB,  ntjaik.  L    3.  Aufl.  SO 


n  .  Hill  'in  I 

In  diesem  Ausdrucke  fUr  Y  int  nun  x  nicht  mehr  in  der  frühem  Weise 
mit  \  verbunden,  ea  ist  deshalb  nicht  mehr  für  die  Phase,  das  heisst  lUr 
die  Richtung  und  Geschwindigkeit  der  Pimkte  in  der  frUheru  Woisn  lie- 
stimmend.  Die  Abetilnde  von  der  Gleiohgewiebtslage,  welche  die  einzelnen 
Punkte  XU  den  verschiedenen  Zeiten  /  erlangen,  werden  durch  den  let.xU?n 
Factor  der  Gleichung  fllr  1'  beBtimnit 


■^). 


aus  diesem  ist  r  verschwunden,  die  verschiedenen  Punkte  der  Iteihe  darcb- 
laufen  daher  nicht  nach  und  nach  die  einzelnen  Phasen  der  Bewe^ing. 

Der  Coeflicient. 

2J-  — a 
iu  .  cos  -  - —  JT 

bestimmt  die  Amplitude  der  Bewegung,  diese  erhält  je  nach  dem  Wertt»^ 
von  X  verschiedene  Werthe,  sie  kann,  je  nachdem  cos  — r —  jt  jiosit'ir  od^ 
negativ  ist,  verscliiodone  Vorzeichen  haben.  Alle  Punkte,  die  so  U^fE^ 
dass  dieser  CoefBcient  positiv  ist,  befinden  sich  immer  zugleicli  au  d^ 
einen,  alle,  fUr  welche  derselbe  negativ  ist,  zugleicli  an  der  entgegengesttt^ 
t«n  Seite  der  Gleichgewichtslage. 

Die  Punkte  der  einzelnen  Gruppen  befinden  sich  alle  zugleich  in  d^  > 
Heiben  Phase,  die  Punkte  der  verschiedenen  Gruppen  in  entgegengeeetzt^ 
Phase.  Die  einzelnen  Gruppen  sind  getrennt  durch  Punkte,  für  welche 
einen  solchen  Werth  hat,  dass  cos  — j — n  =  0,  die  also,  welchen  Wi 
auch  /  hat,  inmier  in  der  Gleichgewichtslage  bleiben. 

Dia  Funktreihe  zerföllt  demnach  in  eine  Anzahl  von  Theilen,  wel< 
zwischen  je  zwei  ruhenden  Punkten  eingeschlossen  sind;  die  einzelnen  Piml 
dieser  Theile  befinden  sich  alle  in  derselben  Phase,  ihre  AmpHtuile  ist  j 
doch  nach  dem  Werthe  von  z  verschieden.    Man  nennt  die  Schwingung 
her  eine  stehende,  und  die  Strecke  zwischen  zwei  ruhenden  Punkt*^  «ivs' 
Ntebende  Welle. 

Um  den  Zustand  der  Eeihe  nSher  zu  untersuchen,  nehmen  wir  an,  iIai*  \ 
Abstand  a  der  beiden  Punkte  sei  irgend  ein  Vielfaches  einer  ganzen  Wellen- 
Itüige,  also 
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Dann  wird  nnser  Ausdruck  für  Y 

r  =  2a  .  cos  ( -T^  —  n\  n.Hm2n  (^  —  2"  ) ' 

r  =  2a  { cos  nn  cos  —  tc  -f-  sin  nn  sin  -r-  n  j 

{  sin  2n  -^  cos  wtt  —  cos  2n  -^  sin   «jr }  • 
Nun  ist  bekanntlich 

cos  WTT  =   +   1, 

sin  WTT  =  0 , 

JMmit 

F  =  2c  cos  -i^  n .  sin  2«  «,  • 
Man  siebt,  wie  zur  Zeit  f  =  0,t=  T,  f=  2T...  t  =  wT, 

sin  27r  y  =  0 

h,  also  alle  Punkte  zu  gleicher  Zeit  durch  die    Gleichgewichtslage  hin- 

ivcbgehen. 

T 
Ferner  zur  Zeit  /  =  {2n  -f-  1)  -^  ist 

sin  2jc  jT  =  öin  (2n  +  1 )  tt  =  0. 
Wiederum  befinden  sich  alle  Punkte  der  Reihe  in  der  Gleicbgewichts- 

T 
Zur  Zeit  /  =  (4w  +  1)  -7-»  ^agegeii  i«* 

sin  2«  -y,  =  sin  (4n  +  1)  —  =  1. 

Die  Punkte  befinden  sich  alle  an  der  ttussersten  Stelle  ihrer  Bahn,  der 
erth  des  Abstandes  ist  jedoch  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Reihe 
iBchieden.    Suchen  wir  diese  Werthe  auf. 

Unser  Ausdruck  für  1'  wird  dann 

y  =  2a  .  cos  —  n. 


Ist  nun  X  —  0 ,  so 

wi 

y  —  2« 

;i 

^       -4- 

y  —  0 

l 

^  -  -2 

?/  —  -  2a 

:u 

^-   4 

y  =  0 

X—  X 

»  —  2« 

X  =  %  l 

?/  —  0 

=r-%i 

y  —  —  2«  u.  8.  f. 

Unsere  vorigen  Entwicklungen  werden  also  durch  die  Betrachtung  der 
:elnen  Punkte  bestätigt,  welche  zugleich  ergibt,  dass  die  Länge  der  ein- 

30* 
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zelnen  stehenden  Wellen,  der  Abstand  der  ruhenden  Punkte  gleich  ist  der 
halben  LSnge  der  Wellen  in  der  fortschreitenden  Bewegung. 

Wir  erhielten  soeben  den  Zustand  der  Reihe  zur  Zeit  /  =  %  ^»  oder 

^^^]1   T,    wächst    nun   die   Zeit  von  \^  T  bis  \'^  T,   oder  ^Ü^ll)  jj^ 

~— '  T,  so  nehmen  die  Werthe  von  Y  alle  gleichzeitig  und  gleichmitoig 

bis  auf  0  ab,  da  in  jedem  Zeitmomente  die  Abstände  sämmtlicher  Punkte nüi 
demselben  Coefficienten  zu  multipliciren  sind  imd  wenn  /  =  %  T,  dann  be- 
finden sich  alle  Punkte  wieder  in  der  Gleichgewichtslage.  Nimmt  der  Wertb 
von  /  weiter  zu,  so  wird  der  Coefficient 

sin  2n  -j, 

negativ ,  da  dann  27t  ip  >  tt.    Die  Punkte  befinden  sich  dann  an  der  ent 

gegengesetzten  Seite  der  Gleichgewichtslage,  und  zwar  am  weitesten  ölt 
femt,  wenn 

t  =  y^T  oder  —  -'—  T;   sm  ^tt  y  =  sm  ^ '^  tt  =  —  1. 

Es  wird  dann  für 

r=  —  2a,    0,     2a,    0,      —2a,    0... 

so  dass  also  die  den  Abständen  —  ,  ^/_^  A,  %  i-«-  (2n+  l)  T    ^^^   ^  ^ 

sprechenden  Punkte  immerfort  iu  Ruhe  sind,  imd  nur  die  zwischen  ili«Ä 
Punkten  liegenden  Punkte  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  voll 
Die  Pimkte  der  Reihe ,  welche  sich  immerfort  in  der  Gleichgewichtslage 
finden,  nennt  man  die  Schwingungsknoten,  und  es  ist  ersichtlich,  dass 
deshalb  immer  in  Ruhe  sind,  weil  stets  gleichzeitig  durch  sie  nach  entgeg* 
gesetzten  Richtungen  ein  Wellenberg  und  ein  Wellenthal  hindurchgeht  Dil 
mitten  zwischen  den  Schwingungsknoten  liegenden  Punkt«  sind  Schwingnng»" 
maxima,  dort  treffeu  immer  gleichzeitig  zwei  Wellenberge  oder  Thäler  l»jj 

sammen.   Die  Gestalt  der  Punktreihe  ist  demnach  (Fig.  203)  zur  Zeit  t=2n  -j 

Fig.  203. 


T 

eine  gerade  Linie  il/iS",  zur  Zeit  t  =  (4w  +1)    -7 ,    wenn     wir  annehmen 

dass  die  Bewegung  eine  transversale  sei,  die  punktirte  Wellenlinie  M'  N*^  zu 

T  3 

Zeit  (2w  -}-  1)  -^  wieder  die  gerade  Linie  MN^  und  zur  Zeit  /  =(4n  +  3)  - 


r "    ■»  ▼  " 


die  ausgezogene  Wellenlinie  M   N 

Durch  die  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetzter   Richtung  fof 


r 
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tchreitender  Wellenbewegungen  theilt  sich  somit  die  Punktreihe  in  lauter 
Strecken  von  der  Länge  einer  halben  Wellenlänge,  in  deren  jeder  alle 
Funkte  in  derselben  Phase  der  Oscillation  sind,  von  denen  aber  die  Punkte 
ia  abwechselnden  Strecken  iit  entgegengesetzter  Phase  der  Bewegung  sich 
kfinden.  Die  Schwingungsdauer  einer  solchen  stehenden  Schwingung  ist 
l^ch  der  Oscillationsdauer  der  beiden  Wellenbewegungen,  deren  Resul- 
firende  die  stehende  Schwingung  darstellt. 

§.  120. 

Fortpflan  yn ngageachwindigkeit  der  Wellenbewegung.  Wir  sahen 
b  §.  116,  dass  eine  Wellenbewegung  in  einer  Punktreihe  sich  mit  ,'con- 
itanter  Geschwindigkeit  fortpflanzt  und  weiter,  dass  sie  sich  während  der 
Dttaer  einer  Oscillation  gerade  um  eine  Wellenlänge  fortpflanzt.  Bezeichnen 
lir  demnach  die  Oscillationsdauer  der  Bewegung  mit  T,  die  Länge  der 
(Teilen  mit  X,  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  das  heisst  die  Strecke, 
larch  welche  sich  die  Bewegung  während  einer  Sekunde  ausbreitet  mit  c, 
X)  besteht  zwischen  diesen  drei  Grössen  die  Beziehung 

Diese  Beziehung  genügt  jedoch  noch  nicht,  um  die  absolute  Länge  einer 
^elle  oder  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  bestinmien,  welche  jeden- 
Jlg  von  der  Natur  der  in  einer  Punktreihe  thätigen  Kräfte  abhängt.  Könnten 
ir  aber  noch  eine  andere  Beziehung  zwischen  jenen  Grössen  auffinden,  die 
B  gestattete,  eine  derselben  zu  eliminiren,  so  würde  es  in  einem  bestinmi- 
II  Falle  nur  der  Beobachtung  einer  jener  drei  Grössen  bedürfen,  um  die 
nden  andern,  und  somit  die  Wellenbewegung  vollständig  zu  bestinmien. 
itHülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätze  über  die  stehenden 
^ellen  können  wir  nun  eine  solche  Beziehung  zwischen  T  und  X  erhalten. 

Die  Schwingimgsdauer  2^  einer  stehenden  Welle  ist  nämlich  nach  den 
bleitiingen  des  vorigen  Paragraphen  gleich  der  Schwingungsdauer  der 
mkte  in  der  fortschreitenden  Welle ,  durch  deren  Interferenz  die  stehenden 
eilen  sich  gebildet  haben;  die  Länge  L  der  stehenden  Welle  ist  gleich 
r  Hälfte  einer  fortschreitenden  Welle. 

Die  Dauer  der  Schwingung  einer  stehenden  Welle  ist  deshalb  eben- 
lö  gegeben  durch  die  Gleichung 


r=2«.-)/J, 


rin,  wenn  wir  mit  j)  die  einen  Punkt  der  Welle  bewegende  Kraft  im  Ah- 
nde 1  von  der  Gleichgewichtslage  und  mit  m  die  in  dem  Punkte  bewegte 
.sse  bezeichnen, 

m  ' 

0  die  dem  betrachteten  Punkte  im  Abstände  1  ertheilte  Beschleunigung 
leutet. 

Für  die  in  der  stehenden  Welle  schwingenden  Punkte  können  wir  nun 
i  Werth  von  k  mit  Hülfe  der  Elasticitätsgesetze  ableiten,  somit  den  Werth 
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von  T  mul  mit  diesem  dann  die  Fortpflan;(unjjMgehn;h windigkeit  der  Well 
beätiiunieu,  iWren  Interferenz  die  stehenden  Wellen  ergeben  h»l. 

Die  Kraft,   welche  in   einer  schwingenden    I'unktreihe    die    eiuzeli 
Punkte  bewegt,  ist  die  Anziehung  und  AhatosBimg  der  einzelneu  PunI 
Hilf  einander,  welche  dadurch  entsteht,  dass  die  Punkte  bei  der  Bewe} 
»ich  in  andern  Abständen  von  einander  befinden,  uL«  wenn  ttic  in  dw  Bi 
luge  sind.    Da  wir  nun  in  der  stehenden  Welle  einen  stationären  Zni 
hergestellt  haben,  da  alle  zu  einer  Welle  gehörigen  Punkte  immer  glei 
zeitig  in  derselben  Phaite  der  Bewegung  MJnd,  so  können  wir  dort  die 
Qudoning  in  den  Abst!Lnden  der  Punkte  leicht  ableiten. 

Ea  stelle  «  Ä  »(  (Fig.  204)  die  Lage  der  Punkte  einer  stehenden  Wi 

dar,  entweder  einer  transversal  schwingenden  oder  einer  longitudinai  seh' 

j..|    juj  genden  Punktreihe.   Schwingt 

^  ,  Welle  tronsveriuil,  so  sind  die 

t  *"■        ••  rechton  Abstände  derPunkte^, 

i  *^  -       ^  von  nnj  in  der  That  die  Ahat^^^t 

X ■ - ^-! ] L.    ...4    der    einzelnen    Punkte    von  dvr 

Gleichgewichtslage.  Schwingecz^  lij, 

Punkte  longitudinai,  so  stellen  die  Abstände  der  Pimkte  von  tr»)  die 

Kchiebungen  der  Punkte  aus  der  Oleiehgewichtelage  (Fig.  20i>1  dar,  ia«frq 

die  Verschiebimg  en  in  dem    Orte      der 

Fla,  »ü5.  ^        ^     Gleichgewichtslage,  z.  B.  er  ^'-    mß,\ 

♦  *'••••     uy'  —  uy,  etc.  i^enkreclit  aufgetra^ftg  | 

.  /  j  t     ""     -     £  Betrachten  wir  nun  drei  Punkte.   \ 

•  ■  •  rf,  «,  f  (Fig.  204),  welche  luumMet 
bar  neben  einander  liegen,  die  also  in  der  Gleichgewichtslage, 
dieselbe,  wie  in  den  letzten  Paragraphen  durch  die  AbstKnde  J  der  Piinki» 
von  einem  festen  Punkte  bestimmen,  um  die  sehr  kleine  Grtiäse  är  Tm 
einander  entfernt  sind,  so  Ist  die  durch  die  Bewegung  eingetretene  V«r- 
ilnderung  in  den  der  Gleichgewichtalage  entsprechenden  Abstanden  df 
Punkte  E  Tind  £  dem  Unteracliied  t  h  der  beiden  .senkrechten  AbstSnde  Aei 
Punkte  S  imil  t  von  aij,  und  ebenso  die  Verschiebung  von  e  gegen  i  ^ 
Differenz  di  —  at  ^  tV  proportional.  Wenn  die  Punkte  longitodiBil 
schwingen,  so  ist  e  &  die  Verschiebung  der  Punkte  gegen  einander  aeIlAt< 
wie  BUB  der  soeben  angegebenen  Construction  der  Welle  fUr  dimea  FiU 
sich  ergibt.  Schwingen  die  Punkte  transversal,  so  wird,  wenn  wir  rV- 
aussetzen,  dasg  die  Länge  der  Wellen  gegen  den  AbstAnd  drr  PankH 
sehr  gross  ist,  eine  merkliche  Veränderung  der  AbstSnde  der  Punkte  iiif^t 
irtattfinden;  es  bildet  aber  dann  tlie  Verbind imgsUnie  ;ewe!er  Punkte  mit  der 
Verbindungslinie  derselben,  wenn  sie  sich  in  der  Ol  eich  ge  wichtf  tage  ^ 
fiaden,  einen  Wmkel  tfft.  Die  Tangente  dieses  Winkels,  oder,  da  viA 
imserer  Voraussetzung  der  Winkel  immer  äusserst  klein  ist,  der  V«- 
Hchiebungs winke!  selbst  i^t  dann  gleich  dem  Quotient-en  r— ,  ako  gleich  ^ 
Quutient«u  aus  der  Verschiebung  dividirt  durch  den  ursprtlngUehen  Äl^ 
stand  der  MoleklUe. 

In  der  Lehre   von  der  Elasticitllt  haben   wir  nun  den   Nachwob  g^ 
liefert,  dus  wenn  die  der  Gleichgewi chUlage  ent«prcchenden  AbstAnde  ^n 
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oleküle  geftndert  werden,  Ki'äfte  zwischen  den  Molekülen  thätig  werden, 
eiche  dieselben  wieder  in  die  Gleichgewichtslage  zurückführen  wollen, 
rlfte,  denen  wir  eben  den  Namen  Elasticitätskräfte  l)eilegten.  Von  diesen 
riften  haben  wir  gezeigt,  dass  sie  der  Verschiebung  der  Moleküle  gegen 
lander  proportional  sind.  Als  Maass  derselben  führten  wir  den  Elastici- 
tsGoefficienten  ein,  die  Kraft,  mit  welcher  die  Moleküle  gegen  ihre  Gleich- 
iwichtslage  hingetrieben  werden,  wenn  ihre  Verschiebung  gegen  einander 
rem  ursprünglichen  Abstände  gleich  geworden  ist.  Ist  demnach  der  ur- 
rüngliche  Abstand  der  Moleküle  gleich  djr,  und  werden  sie  um  die  Grösse 
gegen  einander  verschoben,  so  ist  die  Kraft,  mit  der  sie  dann  in  ihre 
latiYe  Gleichgewichtslage  zurückgezogen  werden, 

PMi  wir  den  Elasticitätscoefficienten  der  betreffenden  Substanz  mit  e  be- 
ichnen. 

Ebenso  wiesen  wir  im  §.  54  nach,  dass  wenn  eine  Verschiebung 
rder  Molekülschichten  gegen  einander  stattfindet,  ohne  dass  die  Schichten 
oander  genähert  oder  von  einander  entfernt  werden,  eine  dem  Verschie- 
tngswinkel  proportionale  Kraft  auftritt,  welche  die  Moleküle  in  ihre  rela- 
re  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  sucht.  Diese  Bjraft  ist  für  die  Einheit 
8  Verschiebungswinkels  ein  bestimmter  Bruchtheü  des  Elasticitätscoeffi- 
mten,  so  dass  wir  die  einem  Verschiebungswinkel  et  entsprechende  Kraft 

/"i  ==  a  ,  e  .  a 

tzen  können,  worin  a  eine  Constante  bedeutet. 

Diese  Sätze  dürfen  wir  direkt  auf  unsere  Punktreihen  anwenden,  wir 
tzen  dann  voraus,  dass  zwischen  den  Punkten  des  Systems,  in  welchem 
3  betrachteten  Punkte  eine  Reihe  büden,  Kräfte  thätig  sind,  welche  nach 
nselben  Gesetzen  wirken,  wie  die  zwischen  den  Molekülen  der  Körper 
Itigen  Kräfte. 

In  unserer  Punktreihe  ist  nun  die  Verschiebung  des  Punktes  £  gegen 
n  Punkt  6  gemessen  nach  dem  ursprünglichen  Abstände  der  Punkte  in 
rer  Gleichgewichtslage,  resp.  bei  transversaler  Bewegimg  der  Verschie- 

ngswinkel  gleich  -r- ,•  die    Kraft,  mit  welcher   der  Punkt  £  gegen  seine 

eichgewichtslage  in  Bezug  auf  (J,  also  nach  h'  gezogen  wird,  ist  demnach 

Bfeben  durch 

f  6' 

nn  wir  mit  c  die  Elasticität  der  Punktreihe  bezeichnen,  und  a  die  oben 
lon  eingeführte  Constante  bedeutet,  welche  gleich  1  zu  setzen  ist,  wenn 
Bewegimg  eine  longitudinale  ist. 

Die  Verschiebung  des  Punktes  b  gegen  f  bewirkt,  dass  b  gegen  h  hin- 
rieben wird,  gegen  die  Stelle,  an  welcher  er  in  Bezug  auf  f  in  der 
tichgewichtslage  ist;  die  Grösse  der  Kraft,  welche  in  diesem  Sinne  auf 

i  Punkt  wirkt,  ist 

e  h 

dx 


Foi-tjiflnn;iiitij!rtfiivi'iLwinili(!koit  rk'r  WrUeiil)Owc[|tnnp. 


Dieae  beiden  auf  ilen  l'iinki  wlrkenilen    Kriifle   wirken  gerade 
entgegengesetzter  Richtung,  die  den  Punkt  c  wirklich  bewegende  Kraft  ist^ 
also  die  Differenz  beider  oder 


Der  Punkt  t  wird  nun  vorzitgi^ weise,  ja  wir  dilrfen  sagen  iillein  darcl^a^ 
die  ihm  benachbarten  Punkte  gezogen,  der  eben  gefundene  Ausdruck  U^^^ 

daher  in  der  That  die  den  Punkt  e  bewegende   Kraft.    Um  dieseibe  yoll  - 

ständig  beatimmt  /u  erhalten,  bedarf  es  noch  der  Berechnung  der  Pifferonaii  ^ 
tli'  —  eil.    Wir  gelangen  dazu  imf  folgende  Weise.    Die  senkrechten  AW 

stände  der  einzelnen  Punkte  ß,  y  •  .      _.i 
'''*■  *""■  (Fig.  20C)  von  der  Linie  «ij  worden 

{         ■- 'i,  nach  dem  vorigen  Paragraphen  b^ 

i  '  >| i  stimmt  durch  die  Gleichung 

'  y  =1  2«  •  COS  y  rr  ■  Sin  2«  -=■, 

den  Abstund  des  gerEide  betrachteten  Punktes  von  dem  Anfänger^ 
punkte  der  Wellenbewegung  bedeutet.    Wir  erhalten  djirch  diese  GleiehaKz; 
zu  jeder  Zeit  l  die  AbstSnde  .'/  der  einzelnen  PuAkte  von  at},  indem  wir  ^B 
denselben  entsprechenden  Werthe  von  x  einsetzen.    Bezeichnen  wir  nun  d    ■* 
Abstand  der  Gleichgewichtslage  des  Pirnktes  ä  von  dem  Anfangspunkte  ^H 
Wellenbewegung  mit  j-,  so  ist  der  Abstand  des  Punktes  t  von  demseHw      ua 
Punkte  X  -{-  dx  ^  x'  und  derjenige  des  Punktes  J  gleich  x'  -{-  dx 
Die  senkrechten  AbstBnde  8d  ^  j/,  at  ^  »/',  et  ^  y"  erhalten  wi 
indem  wir  in  die  Gleichung  für  y  die  Werthe  x,  x' ,  x"  einsetzen.     Pia    t 
ist  th  =^y'  —  j/";  th'  =  ,v  —  y'  und  die  von  uns  gesuchte  Differenn 
th'  ~  A  =  (,j  ~  y")  —  {y'  —  y"). 
Fühlen  wir'  diese  Rechnungen  durch,  so  ist,  wenn  wii'  zugleich    -^.  «J« 
Lltnge  der  stehenden  Welle  mit  /,  bezeichnen, 


p- 
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Gleiehgewlchtslage  ist ,  der  von  dem  Punkte ,  von  welchem  aus  die  Ab- 
stSnde  x  gerechnet  sind,  wieder  um  (Ix  weiter  entfernt  ist  als  der  Punkt  6. 
Dadurch  wird 

«      .    «       *     f         X  +  dx              dx  .     x  +  dx     \ 

y   =  2«  sin  2«  ^  |  cos  — j- —  n y-  n  .  sin  — j-—  %  \  • 

Entwickeln  wir  wieder  die  in  der  Klammer  stehenden  cos.  und  sin.  und 
beachten,  dass  auch  jetzt  wieder 

dx  .      ,      dx  dx 

cos  -y-  jr  ==  1 ;  sin  — ^  n  =  -y-  jr, 

80  wird 

*_        .ft*f  X  ^dx       ,     X  dx*      o  X       \ 

$  =  2a  .  sin  27C  -y  I  cos  y-  •  tc  —  2  -v-  «  sin  j-  «  —  y-j-  •  «^  cos  -j-  •  n:  |  • 

Daraus  ergibt  sich  dann 

ib  =  y   —  y    =^  2a  *  sm  27t  -777  { -r 7t .  am  j-  ^  ~\ — rj  tt"  .  cos  j  tt  [  • 
ud  schliesslich 

so    —  e  b  =  —  2a  -i-s-  •  tu  .  cos  ^-  ;r  •  sin  27t 


<ider  schliesslich 

dcc^ 


,1'— ,1  =  -'--- ^^ 


Setzen  wir  die  so  bestimmte  Differenz  der  Verschiebungen  in  den  vorhin 
frfimdenen  Ausdruck  ein,  welcher  uns  die  Kraft  gibt,  mit  welcher  der 
fönkt  £  bewegt  wird,  so  erhalten  wir  daraus 

n*  dx*  n*  dx 

-  «  -i'Td^  y  .  e  =  -  a  -^j-  •  y.e, 

'öa  Ausdruck,  in  welchem  das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dass  der  Punkt 
8^en  seine  wirkliche  Gleichgewichtslage ,  gegen  a  hingotrieben  wird.  Diese 
&aft  ist  dem  augenblicklichen  Abstände  des  Punktes  von  der  Gleichge- 
^chtslage,  dem  Werthe  von  y  proportional.  Wir  erhalten  somit  die  vorhin 
Diit  p  bezeichnete  Grösse,  die  Kraft,  welche  den  Pimkt  treibt,  wenn  er 
^  im  Abstände  1  von  der  Gleichgewichtslage  befindet,  wenn  wir  y  =  1 

Hetzen,  somit 

n*  dx 
p=  a  -jj-'C. 

Um  nun  den  Werth  von  Jc^  die  gegen  die  Gleichgewichtslage  gerichtete 
Beschleunigung  zu  erhalten,  wenn  der  Punkt  sich  in  der  Einheit  des  Ab- 
^tandes  von  der  Gleichgewichtslage  befindet,  haben  wir  nur  den  Werth  von  p 
^ch  die  Masse  m  des  Punktes  e  zu  dividiren;  damit  wird 

,  p  n*  dx 

Die  Grösse  dx  bezeichnet  den  Abstand  zweier  Punkte  unserer  Punkt- 
^^e  in  der  Gleichgewichtslage;  der  reciproke  Werth  derselben  oder 

1    

dx 

^^eutet  daher  die  Anzahl  von  Punkten,  welche  in  der  Längeneinheit  der 
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Reihe  enthalten  sind.    Führen  wir  diesen  Werth  ein,  00  wird  die  Beschleu- 
nigung des  runktes  gegen  h  hin 


«"  .  e 


Jj^  mn 


Die  Grösse  wm,  das  Produkt  aus  der  Masse  eines  Punktes  und  der  An- 
zahl von  Punkten  in  der  Längeneinheit  ist  die  Masse  der  Längeneinheit  der 
Punktreihe;  wir  können  sie  füglich  die  Dichtigkeit  der  Punktreihe  nennen. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  d,  so  wird  schliesslich 


k  =  a 


w« 


Mit  Hülfe  des  so  bestiuimten  Werthes  von  k  erhalten  wir  min  die 
Schwingungsdauer  des  betrachteten  und. damit  aller  Punkte  der  stehenden 
Welle  nach  der  vorhin  abgeleiteten  Relation 


i/?--y.>k-^-v? 


Die  Schwingungsdauor  der  stehenden  Welle  ist  somit  der  Länge  der- 
selben und  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichtigkeit  der  Punktreihe  direkt, 
der  Quadratwurzel  aus  der  Elasticitttt  der  Reihe  umgekehrt  proportional. 
Da  nun  die  Schwingungsdauer  der  stehenden  Welle  gleich  ist  jener  der 
fortschreitenden  Welle,  aus  deren  Interferenz  sie  entstAnden  ist,  so  gilt  der- 
selbe Ausdruck  auch  für  die  fortschreitende  Welle ;  für  diese  ist  also,  wenn 
wir  für  2  7v  das  Zeichen  A,  die  Lange  der  fortschreitenden  Welle,  wieder 
einsetzen, 


1/? 


Zwischen  der  Wellenlänge  A,  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und 
1er  Oscillationsdauer  der  fortschreitenden  Wolle  besteht  nun  die  Beziehung 


demnach  erhalten  wir  für  c 


..v...y^.-c.y:^., 


wenn  wir  y~(r  =  C  setzen. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  ist  somit  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Elasticität  direkt,  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichtigkeit 
umgekehrt  proportional,  sie  ist  unabhängig  von  der  Wellenlänge.  Letztere 
Unabhängigkeit  gilt  aber  ganz  allgemein  nur  für  die  longitudinalen  Wellen, 
nicht  ebenso  für  die  transversalen,  für  letztere  nur  bei  der  ausdrOcklidi 
von  uns  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Länge  der  Wellen  gegen  die 
Verschiebungen,  oder  was  dasselbe  ist,  gegen  die  Abstände  der  Punkt« 
sehr  gross  ist.  Denn  nur  imter  dieser  Voraussetzung  dürfen  wir  dort  die 
Verschiebungswinkel  der  Moleküle  gegen  einander  der  Differenz  ihrer  Ver- 
schiebungen aus  der  Gleichgewichtslage  proporti(mal  setzen.  Wenn  da^ 
nicht  der  Fall  ist,  und  wir  werden  später  in  den  Licht erscheinungen  Wellen 
kennen  lernen,  deren  Längen  möglicher  Weise  einen  mit  den  Abstftnden  der 
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Punkte  vergleichbaren  Werih  haben,  so  hängt  die  Geschwindigkeit  der  Port- 
pflanzung von  der  Lftnge  der  Welle  ab.  Für  diese  Wellen  erhält  Caiichy ') 
fiir  das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einen  Ausdruck  von  der 
Form 

c*  =  «0  +  TT  +  -f J-  •  •  • 

eine  Reihe  nach  fallenden  Potenzen  von  /l,  in  welcher  die  Zilhler  Constante 

sind,  die  von  der  Beschaffenheit  des  Mittels  abhängen,  in  dem  die  Schwin- 

gtmgen  stattfinden.     Wir  werden  in  der  Lehre  vom  Licht  auf  diese  Frage 

zurückkommen;  hier  möge  nur  bemerkt  werden,  dass  für  alle  Schwingimgen, 

die  wir  in  diesem  Abschnitte  zu  betrachten  haben ,  die  Wellenlängen  gegen 

die  Abstände  der  Moleküle  als  unendlich  gross  l)etrachtet  werden  können. 

§.  121. 

Zosammeiisetziing  mehrerer  Wellenbewegungen,  deren  Schwin- 
l^xxngen  nicht  gleich  gerichtet  sind;  elliptische  Schwingungen.  Wir 
^u.l>en  im  Bisherigen  den  besondern  Fall  der  Zusammensetzung  der  Wel- 
lenbewegungen betrachtet,  in  dem  die  Vibrationen  alle  gleich  gerichtet  sind. 
Eb  können  nun  ebenso  gut  in  einer  Punktreihe  sich  zwei  Bewegungen 
foirtpflanzen,  deren  Richtimgen  nicht  zusammenfallen,  eine  Wellenbewegung 
loxigitndinaler  Schwingimgen  und  einß  transversaler  Schwingungen,  oder 
ei  zur  Fortpflanzungsrichtung  der  Bewegung  senkrechte  Schwingungen, 
dche  jedoch  irgend  einen  W^inkel  mit  einander  bilden. 

Wie  wir  im  §.  118  sahen,  erhalten  wir  in  diesem  Falle  die  aus  dem 
Zusammenwirken  der  beiden  Bewegungen  resultirendo  Kraft,  durch  den  Satz 
VomParallelogranmi  der  Kräfte;  in  jedem  Augenblicke  wird  uns  die  Diagonale 
?i«  aus  den  beschleunigenden  Kräften  der  Theilbewegungen  construirten 
irallelogramms  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  resultirende  Kraft  geben 
id  somit  die  Geschwindigkeit  und  die  Bahn  des  bewegten  Punktes. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  beiden  Wellenbeweg\mgen   gleiche    Oscil- 
^^Ä-tionsdauer  imd  somit  gleiche  Wellenlängen  besitzen,   so  muss  die  resul- 
"^^ende  Bewegung  ebenfalls  die  gleiche  Oscillationsdauer  haben;  die  Bahn, 
'^'«Iche  die  Punkte  beschreiben,  kann  aber  weder  mit  der  einen  noch  mit 
der  andern  Bewegung  zusammenfallen,  sie  muss  jedoch  nothwendig  in  die- 
selbe Ebene  fallen,  welche  durch  die  Richtung  der  Bewegungen   in   den 
einzelnen  Wellen  gelegt  wird.    Um  die  Gestalt  der  Bahn  zu  erhalten,  wird 
es  am  bequemsten  sein,  von  dem  mathematischen  Ausdrucke  für  die  Be- 
wegung des  Punktes  in  Folge  jeder  einzelnen  Bewegung  auszugehen  und 
^  erhaltene  Resultat  dann  näher  zu  betrachten. 

Zugleich  ist  klar,  dass  wir  die  Bahn  nur  eines  Punktes  zu  bestimmen 
kaben,  und  dass  diejenigen  aller  übrigen  Pimkte  der  Reihe  damit  überein- 
>timinen.  Denn  da  der  Voraussetzimg  nach  jede  der  Theilbewegungen  sich 
"Wt  gleicher  Geschwindigkeit  in  der  Punktreihe  fortpflanzt,  so  sind  die 
Bahnen  aller  Pimkte  dieselben. 

Nennen  wir  nun  den  Abstand  eines  Punktes  der  Reihe,  welcher  vom 
AnfiuigBpimkte  der  Bewegimg  um  x  entfernt  ist,  von  seiner  Gleichgewichts- 

')  Cau^,  Memoire  sur  la  dispemion  de  la  lumi^re.  Prag  1835. 
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läge  zur  Zeit  f,  y,  so  haben  wir 

y  =  a  .sm27t(^-Y  —  y-) (l). 

In  Folge  der  zweiten  Bewegung,  wenn  sie  allein  wirkte,  würde  der 
Punkt  in  einer  andern  Richtung  sich  von  der  Gleichgewichtslage  entfernen, 
sei  der  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t  gleich  Z]  nehmen 
wir  femer  an,  der  Anfangspunkt  dieser  Bewegung  sei  von  dem  der  ersten 
um  a  entfernt,  die  Bewegung  habe  aber  auch  dort  im  Anfange  der  Zeit  / 
begonnen,  so  haben  wir  für  z  den  Ausdruck 

z='ß.'sm2z(^--~-) (2). 

Entwickeln  wir  nun  aus  diesen  beiden  Ausdrücken  für  die  Abstände  y 
imd  z  eine  Gleichung  zwischen  y  imd  z^  so  gibt  uns  diese  die  zu  einander 
gehörigen  Abstände  in  der  einen  und  in  der  andern  Richtung,  oder  den  Ort 
des  Punktes  in  jedem  Augenblicke,  wenn  wir  den  Abstand  des  Punktes 
nach  der  einen  Richtung  aus  einer  der  obigen  Gleichungen  bestimmen. 
Diese  Gleichung  gibt  uns  somit  die  Bahn  des  bewegten  Punktes. 

Aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  erhalten  wir  nun  unmittelbar  die 
beiden  folgenden 

i=-2«(4.-f) (3) 

^  =  sin  2«  ( -j,  —  T-]  cos  2;t  ^  +  cos  2«  |  y  —  y  j  sin  2«  -j-     -    (4). 


a 


Multipliciren  wir  nun  die  Gleichung  (3)  mit  cos  27r  -r- ,  so  wird 

—  •  cos  27t  -y-  =  sin  27r  |  y r- J  cos  27r  -j-  •     •     •     •     (5) 

und  subtrahiren  wir  jetzt  die  Gleichung  (5)  von  (4),  so  erhalten  wir 

-^ ^  •  cos  27r  -j-  =  cos  27r  (  y j-  I  sm  2«  -r-  •    •     •     (6). 

Quadriren  wir  nun  die  Gleichung  (6)  und  addiren  zugleich 

(^Vsin^  27C  -^  =^m'27t  Ur  -  -f-)  sin*  27r  -f , 
so  erhalten  wir 

=  sin*  2%  -^  I  sin*  2it  (-jf ^  j  +  cos*  2«  (jr j- j  1  • 

oder 

Die  Gleichung  (7)  gibt  uns  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Gleich- 
gewichtslage parallel  der  Richtung  der  ersten  Bewegimg  für  jeden  Werth, 
den  der  Abstiüid  des  Punktes  parallel  der  zweiten  Bewegung  erhalten  kann. 
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Die  analytische  Geometrie  zeigt  nun,  dass  alle  Punkte,  deren  zusammen- 
gehörige Abstände  parallel  zweien  festen  Richtungen,  von  einem  festen 
Punkte  durch  die  Gleichung  (7)  dargestellt  werden,  auf  einer  bestimmten 
krummen  Linie,  der  Ellipse,  liegen,  deren  Mittelpunkt  eben  jener  feste 
Punkt  ist,  von  welchem  die  Abstände  y  und  z  gerechnet  sind.  Wenn  sich 
zwei  Wellenbewegungen  in  einer  Punktreihe  fortpflanzen,  in  denen  die 
Schwingungen  verschieden  gerichtet  sind,  so  bewegen  sich  demnach  die 
Punkte  in  Ellipsen  um  ihre  Gleichgewichtslage. 

In  unseren  Ausdruck  (7)  für  die  Bahn  der  Punkte  geht  nun  auch  die 
Phasendifl^erenz  ein,  und  je  nach  dem  verschiedenen  Werthe  von  a  kann  die 
Beziehung  zwischen  y  und  z  immer  eine  andere  werden;  man  erhält  je  nach 
dem  Werthe  von  a  für  ein  bestimmtes  z  einen  immer  andern  Werth  von  y. 
Zwar  erfüllen  alle  diese  Werthe  die  Bedingung,  dass  sie  einer  Gleichung 
von  der  Form  (7)  genügen,  die  Bahnen  der  Punkte  sind  daher  immer  El- 
lipsen, aber  die  Lage  und  Gestalt  der  Ellipsen  ist  je  nach  dem  Werthe 
von  a  eine  andere.  Untersuchen  wir  die  Gestalt  der  Ellipsen  für  einige 
Werthe  von  «. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Schwingungsrichtungen  einen  Winkel  tp 
mit    einander   bilden,    und   dass   die 
Richtung   der    positiven  Abstände   z 
(Fig.  207)  des  Pimktes  P,  der  um  x 
von  dem  Anfangspimkte   der  Bewe- 
gung entfernt  ist,  von  der  Ruhelage, 
nach   rechts   liin,    und   die   Richtung 
der  positiven  //  nach  oben  gerechnet 
werde,  d.  h.,  dass  die  Bewegung  in 
gleicher  Phase  in  beiden  Theilbewe- 
fingen  ist,  wenn  der  Punkt  sich  zu- 
(^leich  nach  rechts  und  oben,  in  ver- 
schiedener,   wenn    er    sich    zugleich 
nach  rechts  und  unten  bewegt.     Ist 
nun   die   Phasendifferenz   der   beiden 
componirenden  Bewegungen  gleich  0, 
oder  einer  geraden  Anzahl  von  halben  Wellenlängen,  so  ist 

cos  "2%  -:r  =    1;  sm  2n  -r-  =0, 


Fig.  207. 


t 
a' 


aß     '     ß*  '' 


f-o. 


y_ 

z 


a 


In  diesem  Falle  stehen  also  stets  die  zusammengehörigen  Werthe  von 
y  und  z  in  dem  (konstanten  Verhältnisse  der  Amplituden  a  :  ß.  Bestimmen 
wir  «lemnach  die  den  Zeiten  /',  /",  T  entsprechenden  Abstände  z\  z'\  ß 
und  ziehen  von  z\  z'\  ß  mit  Py  parallel  z'p\  z" p'\  ßP'  so,  dass 

so  sind  die  Langen  z'p\  z''p''  etc.  die  zu  diesen  Werthen  von  z  gehörigen 
Werthe  von  ?/,   untl  die  Punkte  p\  p'\  P  gehören  der  Bahn  des  Punktes 
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an.    AuH  der  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber,  dass  di^ 
l^unkte  P,  p\  p'\  P'  auf  einer  geraden  Linie  liegen;  die  Bahn  des  Punkte^ 
iHt  demnach  eine  gerade  Linie,  welche  durch  die  Gleichgewichtslage  d^ 
I^inktes  P  geht,   deren  Richtung  zwischen   die  Richtungen  der  Theill^ 
wegungen  fällt. 

Für  die  Amplitude  PP'  der  resultirenden  Bewegung  erhalten  wir  n^^ 
dein  Satze  vom  Parallelogramm  der  Kräfte 

pp'  =  ypß^  +  P'p—2~PßTF'ß7coQ  PßP', 

A  =  Ya^  +  ß^~-{^2aß  .  cos  97 

und  für  den  Winkel,  welchen  die  Bahn  des  Pimktes  mit  z  bildet,  wenn  y^ri 
ihn  mit  tf;  bezeichnen,  erhalten  wir  aus  der  Proportion 

PP' :  P'ß  =  sin  PßP' :  sin  P'Pß, 
sm  1/;  =  -T  •  sm  q>, 

Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Amplitude  hängt  somit  von 
der  Grösse  der  Theilamplitnden  ab  imd  von  dem  Winkel,  welchen  die  Tlieü- 
bewegungen  mit  einander  bilden.     Die  resultirende  Amplitude  erhalt  des 
grössten  Weiiih  für  tp  =  0 

A  =  a-^  ß. 

Die  Bewegungsrichtung  aller  drei  Bewegungen  ist  dieselbe,  nnd  & 
resultirende  Amplitude  ist  die  Summe  der  Theilamplituden. 

Wir  hätten  in  diesem  Falle,  um  die  Bahn  des  Punktes  zu  erkennöi, 
nicht  nöthig  gehabt,  die  Gleichung  (7)  zu  entwickeln,  da  dieses  Kesnltat 
sich  unmittelbar  aus  den  Gleiclumgen  (l)  und  (2)  ergibt,  denn  ist  a=0, 

oder  2«  •         so  wird  ' 

'  t 


y  =  cf.sin  27r /^Y —   ^j, 
r  -=  /3 .  sin  27t(  rj, ^  | , 


und  daraus  y         ^^ 

Ist  die   Phasendifferenz  nicht  gleich  0,  oder  ein  gerades  Vielfaches 

einer  halben  Wellenlänge,  so  wird 
die  Bahn  des  Pimktes  eine  Ellipse. 
Die  Bewegungen  beginnen  dann  vi 
verschiedenen  Zeiten,  und  wachsen 
nicht  wie  im  vorigen  FaUe  gleich- 
massig;  bald  nimmt  y  rascher,  bald; 
rascher  zu,  ja  es  kann  y  selbst  ab- 
I  nehmen,  wenn  z  wfich8t>.  Ist  a  klei- 
ner als  \^lj  so  hat  (Fig.  208)  der 
Pimkt  P  bereite  einen  Theil  seines 
Weges  in  der  Richtong  der  s  zurück- 
gelegt, wenn  die  Bewegung  nach  9 
j  beginnt,  er  befindet  sich  inj»',  dn* 

4  ist  y  =  0,  so  gibt  Gletdiimg  (2)  oder 
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Gleichung  (7) 

z  =  ß  ,  sin  27t  -j- 

und  ist  a  z.  B.  =  ^/^^.  A,  so  wird 

;?  =  /3  .  sin  G7^5  =  0,923  ß. 

Während  jetzt  der  Punkt  in  der  RicHtung  nach  z  den  letzten  Theil 
seines  Weges  zurücklegt,  bewegt  er  sich  aber  schon  in  der  Richtung  y,  er 
beschreibt  daher  den  Weg  p'  P\  Er  ist  in  P'  angekommen,  hat  also  in 
der  Richtung  z  seinen  grössten  Abstand  erreicht,  wenn  nach  Gleichung  (7) 

-^'  +  1  —  2  ^  .  cos  2«  -^  =  sin*  27r  ~, 
-^  —  2  ^  .  cos  27r  ~  +  cos*  2«  -^  =  0, 

y  =  y   =  a  .  cos  2;r  Y» 

also  bei  dem  von  uns  angenommenen  Werthe  «  =  Vi«  A, ;/  =  a  .  cos  G7V>» 
oder  gleich  0,382  a  ist.  Während  dann  der  Punkt  in  der  Richtung  der  ;/ 
sich  weiter  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt,  kehrt  er  in  der  Richtung  z 
schon  wieder  zurück,  er  beschreibt  den  Weg  P' P"  imd  ist  in  P"  angelangt., 
wo  y  =  a  wird,  wenn  sich  der  Pimkt  in  der  Richtung  der  z  schon  wieder 
bis  auf 

2-  =  /5  .  cos  2«  y  =  0,882  ß 

dem  Anfangspunkte  genähert  hat. 

Von  da  ab  nehmen  y  und  z  gleichzeitig  ab,  z  aber,  da  der  Punkt  in 
dieser  Richtung  der  Ruhelage  näher  ist,  rascher  als  y\  der  Pimkt  bewegt 
sich,  bis  r  =  0  wird,  nach  p\  wo  //  =  0,923  a  ist.  Weiter  bewegt  sich 
der  Piuikt  dann  in  der  Richtung  der  z  nach  der  negativen  Seite  bis  p"\ 
während  der  Abstand  //  bis  zur  0  abnimmt  u.  s.  f.,  so  dass  der  Punkt  sich 
über  p"\  P'",  P^',  p'^'  wieder  nach  p'  bewegt,  wenn  y  wieder  gleich  0 
geworden  ist.  Dauern  die  Impulse  nach  beiden  Richtungen  fort,  so  legt 
der  Punkt  in  der  folgenden  Zeit  dieselbe  Bahn  zurück,  die,  wie  Gleichung  ( 7) 
uns  zeigt,  eine  Ellipse  ist. 

Ist  a  =  \\  iL,  so  befindet  sich  der  bewegte  Punkt  nach  der  Richtung 
der  z  in  seinem  äussersten  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  und  beginnt 
seine  zurückgehende  Bewegung,  wenn  er  in  der  Richtung  der  y  seine  Be- 
wegung beginnt.  Während  er  dann  in  der  Richtung  der  z  zur  Ruhelage 
zurückkehrt,  erreicht  er  nach  ;/  seinen  grössten  Abstand  oder  für  z  =  0 
ist  y  =  tf.  Wird  dann  z  =  —  |3,  so  wird  y  =  0,  und  wird  z  wiederum  0, 
so  wird  y  ==  —  a,  so  dass  also  die  zusammengehörigen  Werthe  von  y  un<l 
e  für  diese  vier  Stellungen  sind 

y  =  0,  y  =  a,  y  =  0,  y  =  —  a,  y  =  0 
z  =  ß,  z  =  0,  z  =  —  ß,  z  =  0,  z  =  ß. 

Die  Ellipse  geht  demnach  in  diesem  Falle  durch  die  Endpunkte  der 
Tbeilamplituden,  ihre  Lage  und  Gestalt  ist  anders  als  in  dem  vorigen  Falle, 
aber  die  Bewegung  des  Punktes  erfolgt  in  demselben  Sinne  wie  vorher. 
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Es  geht  dies  auch  aus  der  Form  hervor,  welche  die  Gleichung  der  Ba) 
dann  annimmt, 

Die  Schwingungarichtimgen  bestimmen  dann  ein  Paar  conjugirf« 
Durchmesser  der  Ellipse. 

Wenn  im  Besondem  in  diesem  Falle  die  beiden  Amplituden  gleich 
und  die  Bewegungsrichtungen  zu  einander  senkrecht  sind,  so  wird  die  Bahi 
des  Punktes  ein  Kreis.    Denn  in  dem  Falle  wird  unsere  Gleichung  der  Babi 

Da  nun  die  beiden  Richtungen  x  und  y  zu  einander  senkrecht  sind,  = 
bedeutet  a  den  Abstand  des  Punktes  von  dem  festen  Pimkte,  von  dem  a^ 
die  Richtungen  y  und  z  gerechnet  sind. 

Die  Punkte  der  Bahn  liegen  also  alle  auf  einer  Linie,  die  dadurch  fcz 
stimmt  ist,  dass  der  Abstand  aller  ihrer  Punkte  von  einem  festen  Pnnfa 
eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  a  ist;  das  ist  aber  bekanntlich  «j 
Eigenschaft  des  Kreises. 

Die  Gleichungen  (l)  und  (2)  geben  auch  dieses  unmittelbar,  otm 
dass  die  Gleichung  (7)  zu  Hülfe  genommen  wird,  denn  wenn  a  =  *(|l,  « 
werden  sie 


( ^.  -  f ) 


z  =  a  ,  cos  27r 
und  daraus 

y2  _j_  ^2  __.  ^2 

Wenn  n\m  die  Phasendifferenz  gi'össer  ist,  ist  die  Bahn,  bis  a  ==Vj^ 
wird,  wieder  in  allen  Fällen  eine  Ellipse,  deren  Lage  und  Gestalt  leicW 
nach  dem  Bisherigen  zu  erhalten  ist. 

Ist  dann  a  =  Y^  1  geworden,  so 
Fig.  209.  liefern  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 

oder  (7)  als  zusammengehörige Werth« 
von  y  und  z 

y^--^z. 

Die  Gestalt  der  Bahn  ist  aldo 
wieder  eine  gerade  Linie,  welche  je- 

-2 ^ "^v^ ' a     doch  anders  liegt,  wie  in  dem  F»ll8i 

wo  a  =  0  war.  Sie  liegt  jetzt  (Fig. 
209)  in  dem  Winkel,  den  die  Rieb- 
timg  der  negativen  z  mit  derjenige 
der  positiven  y  bildet.  Denn  jetzt  b^ 
ginnt  der  Punkt  P  zugleich  sich  itfcb 
der  Richtung  der  negativen  ir  und  der 
positiven  y  zu  bewegen,  und  zwar  80, 
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er 

y_  ^^ 5. 

wegt  sich  demnach  von  P  nach  P\  dann  über  F  nach  P"  u.  s.  f., 
nie  P'  P"  hin  und  her,  so  lange  die  beiden  Impulse  dauern, 
einem  noch  grossem  Werthe  von  a  geht  die  Bahn  wieder  in  eine 
ber,  in  welcher  jedoch  der  Punkt  jetzt  sich  in  entgegengesetzter 
bewegt  als  vorher.  Betrachten  wir  den  Fall,  wo  a  =  ^V^g  X  ist. 
jr  Punkt  P  (Fig.   210) 

Flg    210. 

wregung   nach   der  Rieh-  ^ 

)ginnt,  wenn  also  \ 


sm 


2-(y-T)  =  '>. 


sm  "/g  7c  =  —  0,923  ß.      -f -\y \|! ICSX , 

:t  P  befindet  sich  in  ^/.  \     \,        \  A^ 

end  mm  5r  bis  —  ß  wächst,  \        ^'^•^?^L^    J\ 

ch  der  Punkt  zugleich  in  \       '^ 

img  der  positiven  y,  bis  \ 

-  a .  cos  ^Yß  it  ==  0,382  a 

Punkt  bewegt  sich  von  p'  nach  P'. 

irend  sich  dann  weiter  der  Abstand  ;/  vergrössert,  nähert  sich  der 
der  Richtung^  wieder  der  Ruhelage.  Ist2/=a,  so  ist  z=ß.co%^^/^n 
V2  |3,  der  Punkt  befindet  sich  in  P",  hat  also  den  Weg  P'P"  durch- 
m  weitem  Verlaufe  nähert  sich  der  Punkt  anfangs  sowohl  in  der 

der  y  als  z  der  Gleichgewichtslage,  bis  er  in  ^"  ist.  Dann  ent- 
geh in  der  Richtung  der  positiven  z^  während  er  sich  in  der  Rich- 
em  Ausgangspunkte  der  Bewegung  noch  nähert;  er  bewegt  sich 

P"'  u.  s.  f.,  so  dass  der  Punkt  die  Bahnellipse  in  der  Richtung 
'"piv  durchläuft,  also  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  Fig.  208, 
hasendifferenz  gleich  ^/j^  X  war. 

jchen  der  Phasendiflferenz  %  ^  ^^^  ^  durchläuft  der  Punkt  die  je- 
5  Bahnellipse,  die  nach  Lage  imd  Gestalt  für  jeden  Werth  von  a 
en  ist,  immer  in  der  zuletzt  betrachteten  Richtimg.    Die  Gestalt 

•:e  nimmt  dabei  dieselben  Aenderungen  an,  wie  in  der  vorhin  be- 

ZX 

\  Periode  der  Phasendifferenzen,  sie  wird  anfangs  bis  a  =  -r-  ge- 

md  von  da  ab  bis  a  =  A  wieder  flacher,  bis  sie  für  den  letzten 
jr  Phasendifferenz  wieder  eine  gerade  Linie  wird,  welche  wieder 
igt,  wie  in  dem  Falle,  wo  a  =  0  war. 

Falle  also  die  componirenden  Bewegimgen  gleiche  Perioden  haben, 
Bahnen  der  einzelnen  Punkte  der  Reihe  Ellipsen,  und  zwar  für 
te  dieselben  Ellipsen.  Die  Verschiedenheiten  ki  den  gleichzeitigen 
^«zuständen  der  einzelnen  Punkte  der  Reihe  bestehen  dann  darin, 
an  verschiedenen  Punkten  der  Ellipse  sich  ])efinden  und  dort  mit 
ener  Geschwindigkeit  sich  bewegen. 

ts,  Pbyaik.  I.    3.  Aufl.  31 
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Die  Gestalt,  welche  die  Punktreihe  in  Folge  der  Bewegung  der  Punkte 
annimmt,  ist  verschieden  je  nach  der  Richtung,  in  der  die  componirenden 
Bewegungen  erfolgen.  Ist  die  eine  Bewegung  longitudinal,  die  andere  trann- 
versal,  so  beschreiben  die  Punkte  Ellipsen,  deren  Ebenen  die  Richtung,  in 
der  die  Bewegung  sich  fortpflanzt,  in  sich  aufnehmen.  Die  Punktreihe  wird 
also  eine  ähnliche  Gestalt  haben,  wie  bei  einer  transversalen  Wellenbe- 
wegung. Sei  z.  B.  eine  Punktreihe  zugleich  in  longitudinale  und  transver- 
sale Schwingungen  versetzt;  die  longitudinale  Bewegung  sei  der  transver- 
salen um  eine  viertel  Wellenlange  voraus  und  die  Amplituden  haben  gleiche 
Gr«)sse,  so  stellt  Fig.  211  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  in  einer  Wellen- 

Fig.  SJll. 


länge  dar.     a,  |3,  y,,,v  ist  die  Lage  der  Punkte   in  der  Ruhelage.    Dei 

Punkt  a  ist  im  Begriffe,  eine  neue  Bewegung  in  transversaler  Richtung  zi 1 

beginnen,  in  longitudinal  er  hat  er  das  erste  Viertel  seiner  Oscillation  zu 
rUckgolegt;  er  befindet  sich  in  a'.    Der  Punkt  6  hat  in  longitudinaler  Rieh 
tung  gerade  eine  Oscillation  vollendet,  dagegen  befindet  er  sich  in  trans —  - 
versaler  erst   am  Ende   des   dritten  Viertels  emer  Oscillation,   in   seinei 
grössten  Abstände  nach  negativer  Richtung.    Für  den  Punkt  ri'  ist,  um  ui 
sere  vorige  Bezeichnung  beizubehalten,  y  =  0,  ^  =  —  |3,  fllr  x  ist  //  = 
e  ==  0  und  für  v'  wieder  //  =  o  und  z  =  ß.    Die  einzelnen  Kreisbogen  2c5- 
gen  die  Bahnen  der  Punkte  an,   welche  von  /  =  %  T  an,  in  welchem  Mr*- 
mente  die  transversale  Bewegung  der  Pimkte  ihren  Anfang  nahm,  dureW- 
laufen  sind. 

Sind  beide  Bewegungen  transversal,  so  stehen  die  Ebenen  der  ellipti- 
schen Bahnen  auf  der  FortpÜanzungsrichtung  senkrecht,  die  Reihenfolge  der 
Bahnebenen  bildet  einen  elliptischen  Cy linder,  dessen  Axe  die  Punktrcihe 
in  der  Ruhelage  ist.  Eine  auf  dem  Cy  linder  gezogene  Schraubenlinie,  dereo 
Höhe  gleich  ist  der  Länge  der  Welle,  nimmt,  wie  man  leicht  übersieht 
die  Punkte  in  den  verschiedenen  Phasen  auf. 

§.  122. 

Zusammensetzung  von  Schwingungen  verschiedener  Wellen- 
länge. Wir  haben  im  Bisherigen  die  Zusammensetzung  der  Schwingungen 
in  ihrem  einfachsten  Falle  betrachtet,  unter  der  Voraussetzung  nämlich, 
dass  die  Schwingungen  sämmtlicli  dieselbe  Periode,  dieselbe  Schwingnngs- 
dauer  und  somit  auch  dieselbe  Wellenlänge  haben.  Es  fragt  sieh  nun,  ob 
sich  in  einer  Punktreihe  gleichzeitig  Schwingimgen  fortpflanzen  und  zu  einer 
resultirenden  Schwingung  zusammensetzen  krmnen,  welche  eine  verschiedene 
Schwingungsdauer  besitzen,  und  welches  die  resultirendo  Bewegung  dann 
sein  wird. 

Die  Mr»gliclikeit  der  gleichzeitigen  Fortpflanzung  von  Bewegungen  ver- 
schiedener Periode  erkennen  wir  daran,  dass  tue  unter  Voraugsetzung  der 


r" 
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Müglichkeit  sich  ergebende  resultirende  Bewegung  mit  unserer  fiindaraen- 

talen  Bedingung 

dv  , 

in üebereinstimmung  ist,  also  mit  diesem  Kraftgesetz  bestehen  kann.  Denn 
jede  Bewegung,  welche  dieses  Kraftgesetz  zur  Voraussetzung  hat,  kann  in 
fa  Punktreihen  bestehen. 

Um  diese  Untersuchung  bequemer  führen  zu  können,  wollen  wir  dem 
üiftgesetz  zunächst  eine  etwas  andere  Form  geben,  die  Form  nämlich, 
idche  wir  schon  §.  120  ableiteten,  und  von  der  wir  leicht  zeigen  können, 
fas  sie  auch  fUr  die  einfach  fortgepflanzte  Bewegung  gilt.  Für  die  Diffe- 
PHu  der  Verschiebungen  f  &'  —  th  dreier  auf  einander  folgender  Punkte  er- 
kielten wir  dort 

sh   —  sh  = -^ «/ 

Jer  wenn  wir  sJ/  —  sh  =  d^y  setzen 

dx^  —     x«  'y- 

Dass  wir  diesen  Werth  für  die  Differenz  der  Verschiebungen  dreier 
f  einander  folgender  Pimkte  auch  bei  der  einfach  fortschreitenden  Be- 
igimg bekommen,  lässt  sich  leicht  zeigen. 

Für  den  Abstand  eines  Punktes  zur  Zeit  /,  welcher  um  x  von  dem 
ifangspunkt  der  Bewegung  entfernt  ist,  haben  wir 


y  =  a  .  sin  2%  (  y  —  y  V 


•  den  des  nächstfolgenden  um  djr  weiter  entfernten  Punktes  zur  selben 
it  / 


y 


=  a  .  sin  27t  I  -rj,  —      '        j 


er  wenn  wir  in  gewohnter  Weise  unter  Beachtimg,  dass  dx  sehr  klein, 

10 

_     dx        .       .    _     dx         ^    dx 
cos  27r  -r-  =  1     sin  27r  -p  =  27t  — 

n  Werth  von  y'  berechnen, 

1/'  ==  a  .  sin  27t  (y r-J  —  27t    '    '  cos  27t  l^j,  —  yV 


Biit 


y'  —  y  =  dy  =  —  27r  ^-^  •  cos  27t  /^y  —  y  V 


-  Die  gleichzeitige  Verschiebung  y  des  noch  einmal  um  dx  weiter  ent- 
iten  Punktes  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  für  y'  gefundenen  Werthe  x 
f^h  X  ^  dx  ersetzen,  also 

/'  x=  a  .  ^m  27t  {-Tj^ -^^ —  I  —  27t  -r-  -  cos  27t  I  y z~    ) 

wenn  wir  die  Rechnung  wieder  durchfuhren: 

31* 


484                  Zusammensetzung  von  Wellen  verscliiedener  Lftnge.  §. 

y"  =  rt  .  sin  27C  ( y j- j  —  27r  -^  •  cos  2%  f  y j\ 


^     (Ix  ^     /  t  x\         ,    odjp^ 

—  27C  -z-  cos 


somit 


y    ^  y  =  «2/  =  —  2;r  Y  •  cos  2«  I  Y y)  —  ^^  "TT  •  sin  2jr  I  y  — 

und  weiter 

(y"  —  2/')  —  (?/'  —  .v)  =  dl/  ^dy  =  d^y  =  —  4jr^  -^  •  sin  2«  ( y  — 

oder  auch  *  ,,  .   a. 

wir  erhalten  somit  bei  der  fortschreitenden  Bewegung  dieselbe  Bezie 

zwischen  dem  Abstände  eines  Punktes  aus   der  Gleichgewichtslage  i/ 

der  Differenz  der  Verschiebungen  der  auf  einander  folgenden  Punkte. 

der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 

V_     d^ 

^  ~         4««  *  dx* 
und  indem  wir  diesen  Werth  flir  p  in  die  erste  Gleichung  einsetzen 

dv_     _Av^    d^y 
dt~^~  4w«  '  dx^ ' 

Da  nun,  wie  wir  früher  sahen, 

J'  —  — 

so  wird  unser  Kraftgesetz 

dt  ~  T''  dx"^  ~  ^    (U^' 

wenn  wir  nach  der  Beziehung  k  =  c  .  T  den  Quotienten  durch  das  Qua 
der  in  einer  gegebenen  Punktreihe  für  alle  Wellen  constanten  Fortp 
Zungsgeschwindigkeit  ersetzen. 

Diese  Beziehung  zwischen  der  Beschleunigung  q>  und  der  Diflfe 
der  Verschiebimgen  sagt  also  ebenfalls  aus,  dass  die  Beschleunigimg 
Abstände  der  Pimkte  von  der  Gleichgewichtslage  proportional,  alle 
wegungen  also,  welche  auf  diese  Beziehung  zwischen  Beschleunigung  t 
Punktes  imd  der  Differenz  der  Verschiebungen  führen,  können  in  der  Pa 
reihe  bestehen  und  sich  ausbreiten. 

Dass  darnach  Wellen  verschiedener  Länge  sich  zu  einer  Resultir« 
zusammensetzen  können,  ergibt  sich  leicht,  wir  haben  nur  nöthig,  es 
gleichgerichtete  Schwingimgen  zu  zeigen.  Für  diese  folgt  aus  der  AI 
meinheit  des  §.118  aufgestellten  Interferenzprincips,  dass  auch  hei  il 
die  Bewegung  jedes  Punktes  der  Reihe  zur  Zeit  t  einfach  gleich  sein  r 
der  algebraischen  Summe  aller  der  Theilbewegungen,  welche  durch 
einzelnen  Wellen  in  demselben  Augenblicke  dem  Punkte  ertheilt  wer 
Würden  die  Abstände  des  Punktes  von  der  Gleichgewichtelage  in  Folge 
einzelnen  Bewegungen  t/^,  ya?«"^«  sein,  so  ist  der  wirkliche  Abstand 
Punktes  y  gegeben  durch 
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Nehmen  wir  zunächst  an,  in  der  Punktreihe  pflanze  sich  eine  Reihe 
TOD  Wellen  fort,  deren  Ausgangspunkt  für  alle  der  gleiche  sei,  und  deren 
Gleichangen  seien 


Vi 


y,^  =  h  .  sin  'In  ij, y  I 


Vh  =i> .  fcJin  2n  (^r^  —  yV  • 
muss  die  resultircnde  Bewegung  gegeben  sein  durch 


l^a.^m^nlj, yj  +  2/ . sin 2n:  T^? yj  +  ..  .p,^m2%(^ ^\ 

Dass  diese  Bewegung  der  Punktreihe  bestehen  und  in  ihr  sich  ausbrei- 


dv 


kann,  erkennt  man  unmittelbar,  wenn  man  die  Beschleunigung    ,-  und 


d^V 


dt 


«ad 


Quotienten  —rTt  berechnet.   Man  erhält  dann  in  der  vielfach  angewandten 
bnungsweise 

^  =  -  -   J_  .  ,,  .  «in  2n  (^^;-    -  ^-J  +jyb.  sni  27t  (jr-  -  ^J  + 

+  . . .  -y-ä ,  2^  .  mn  2%  ij, j~\\ 


d^ 
dx* 


Da  nun 


^  .  a  .  sm  27t  l^---J+  —  .h.sm27t  (^^  _  _ j  + 
+  ...^.i>.sin2:r(^^-j-jj. 


Ar*    ^— ~   C  jl  I  ,    A.j   ~-~"  C   ^  2  •  *  ■  •  "/i   "^^  ^   -^  n  ^ 


9»  folgt 


L, 


.^^''y 


rf;r 


2  ) 


Lrorher  für  die  Möglichkeit  der  Bewegung  abgeleitete  Bedingung. 
Schon  die  Form  der  für  die  resultirende  Bewegung  abgeleiteten  Olei- 
g  zeigt,  dass  dieselbe  in  diesem  Falle  nicht,  wie  bei  der  Interferenz 
!^  Schwingungen  gleicher  Periode,  eine  einfach  periodische  sein  kann,  bei 
w  sich  die  schwingenden  Punkte  ebenso  weit  und  ebenso  lange  an  der 
^cn  Seite  der  Gleichgewichtslage  bewegen  wie  an  der  andern.  Denn  es 
Ihit  sich  kein  Werth  T  und  k  angeben,  der  für  alle  Werthe  von  t  und  x 
<ll  Abstand  Y  durch  eine  einfache  Gleichung  von  der  Form 


y  =  ^  .  sin  27r  l  „,  —  y  j 


ii  einem  von  x  und  t  unabhängigen  Werthe  der  Amplitude  A  wiedergeben 
isse.  Die  Bewegung  ist  vielmehr  eine  zusammengesetzt  periodische,  in- 
tm  jeder  Punkt  während  der  durch  den  ersten  Ausdruck  der  den  Werth 
n  Y  gebenden  Summe  dargestellten  hin  und  her  gehenden  Bewegung 
ich  nach  andern  Perioden  bewegt  wird.    In  Folge  dessen  bewegt  sich  der 


oder 
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Punkt  bald  rascher  bald  langsamer  nach  der  einen  Seite  als  nach  < 
dem,  bald  ist  die  Amplitude  nach  der  einen  Seite  grösser  bald  klei 
nach  der  andern,  je  nach  der  Grösse  der  Perioden  und  der  Amplitud 
componirenden  Schwingungen.  Ein  allgemeines  Gesetz  dieser  con 
periodischen  Bewegungen  lässt  sich  ausser  dem  angegebenen  nicht  auff 
wir  wollen  nur,  um  ein  Bild  derselben  zu  bekommen,  einige  Fälle  d« 
betrachten,  und  zwar  den  einfachsten  Fall,  dass  sich  zwei  Wellen 
Punktreihe  fortpflanzen,  deren  Schwingungsdauem  und  Wellenlänge 
wie  1  :  2  verhalten.  In  dem  Falle  wird,  wenn  wir  die  grössere  der 
Schwingungsdauem  mit  T  und  die  grössere  Wellenlänge  mit  A  beze 
der  Ausdruck  für  Y 

r  =  a  .  sin  2«  (y  -  1)  4-  fc  .  sin  2«  (^,  -  -^^ 

Y=  «  .  sin  27r  f  y  —  y  j  +  2/  .  sin  47r  f  y  —    '  j. 

Entwickeln  wir  die  beiden  Sinus,  so  wird 

F  =  a  .  sin  27r  -yT  •  cos  27t   .  —  a  .  cos  2%  ^  '  sin  2?^  -^- 

+  Z>  .  sin  4;r  -yT  •  cos  4:%  ^  —  ^  •  ^^^  47t  -^r  •  sin  47r  -^ 

und  fixiren  wir  den  Moment,  in  welchem  t  =  n  T  ist,  somit  sii 
=  sin  4  ;*  7t  =  0,  cos  2»  7t  =  cos  4  w  tt  =  1,  so  erhalten  wir 

Y  =  —  rt  .  sin  27r  -^:; Z>  .  sin  4  7t  -,-• 

Hiermit  werden  dann  die  Werthe  von  Y  für 

x=%X..Y=  —  a.  )/%  —  h 
%  k,.  —  a  +0 

*'H  ^  •  •         :h  0  +0 

%X..  ^la-V^-h 

%X..  +  a  +0 

'/   X 

/g  A  .  . 

Fig.  212  zeigt,  die  Wellenform,   welche  diesen  Werthen  von 
spricht,  und  zwar  für  6  =  2  a;  6  =  a;  &  =  Vg  a. 

Die  punktirten  Linien  deuten  die  einzelnen  Wellen  an,  die  auf 
nen  geben  die  resultirenden  Wellen.  Die  Figuren  zeigen,  dass 
wegung  eine  doppelperiodische  ist,  und  dass  je  nach  dem  Verhälti 
Amplituden  die  Art  der  Bewegung  eine  sehr  verschiedene  sein  kam 
kann  sie  im  allgemeüien  dahin  charakterisiren,  dass  die  Bewegung 
grössten  Amplitude  der  resultirenden  Bewegung  ihre  Periode  als  cl 
ristisch  aufdrückt,  und  dass  dann  durch  die  Übrigen  Bewegungen  in 
dieser  Perioden  wieder  periodische  Verschiedenheiten  auftreten,    t 

man  die  Welle  (Fig.  212  a)  als  eine  solche  von  der  Periode  —  bet 
in  welcher  durch  die  zweite  Bewegung  innerhalb  2  •  —  jedesmal  d 


0  +0 


f.1». 
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Wellenberg  und  das  letzte  Wellenthal  verstärkt  erscheinen,  während  die 
Welle  (Fig.  212  c)  entschieden  als  schwingende  Bewegung  von  der  Periode 


Fig.  212  a. 


Fig.  212  b. 


Fig.  218  o. 


a 

1 


i  erscheint,  welche  von  der  einfachen  Schwingung  sich  dadurch  unterschei- 
det, dass  der  schwingende  Punkt  mit  grosser  Geschwindigkeit  sich  nach 
;  fcr  positiven  Seite  von  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt,   dann  aber  sehr 
fiel  langsamer  sich  derselben  wieder  nähert  imd  sich  über  dieselbe  hinaus 
M  zu  seinem  grössten  Abstände  an  der  negativen  Seite  bewegt. 

In  derselben  Weise  setzen  sich  die  Bewegimgen  zusammen,  wenn  die 
flomponirenden  Wellen  in  weniger  einfachem  Verhältniss  stehen;  in  jedem 
>Wle  kann  man  in  der  angegebenen  Weise  die  resultirende  Bewegung  con- 
itruiren. 

Mit  einer  Verschiebung  der  Phase  der  einen  der  componirenden  Wellen 
kdert  sich  die  resultirende  Welle  ebenfalls,  wenn  auch  im  Übrigen  die 
[flompomrenden  Bewegungen  ganz  ungeändcrt  bleiben.  Die  oben  f(lr  die  re- 
'lltirende  Bewegung  hingeschriebene  Gleichimg  lässt  das  auch  sofort  er- 
Unnen;  wird  die  zweite  Bewegung  um  ein  Viertel  Wellenlänge  verschoben, 
•q  wird  der  Ausdruck  für  Y 

r=  a  .  sin  2n  ( {'  -  y)  +  «>  •  sin  2;r  (:^,  -  ^  -  y,) 
=  a  .  sin  27C  (j,  —  -M  —  b  .  cos  47r  (y  —  y  j ; 
ird  die  zweite  Bewegung  um  eine  halbe  Wellenlänge  verschoben,  so  wird 
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Y  =  a  ,  sm27t  l  jj  —  ~)  —  ^  .  sin  ^tt  ( -^ j- V 

Darnach  sind  die  Werthe  von  Y  für  diese  beiden  Fälle  folgende,  wenn 
wir  wieder  den  Moment  t  =  n  T  fixiren 


%X 


Phasendifferenz  = 
x=^%k..  Y  =  —  a'Y^,±0 


'/gl,, 
/g  A  .. 

7g  A  .  . 
/g  A.. 

/g  A.  . 

/g  A.  . 


a 


—  «•/%  +  0 

0  —6 

+  «•/%  +  0 


—    /*  * 

—  a  +0 

—  «]/%    —6 
0  +0 

-- «  4-0 

+  «.!/%- 6 

+  0  +Ü 


±0  +h 

Die  Figuren  213  a  und  b  stellen  diese  Bewegung  dar,  erstere  für  die 
Differenz  ^/g  X,  letztere  für  Yi  A,  unter  der  Annahme,  dass  b  =  */•♦  ^'-  '^i^ 
Zeichnungen  zeigen  also,  wie  sich  die  Fig.  212  c  dargestellte  Bewegimg 
durch  eine  Verschiebung  der  einen  Bewegung  lindert. 


Fig.  213 


Fig.  213  b. 


Wie  man  sieht,  ist  Fig.  213  b  gewissermaassen  das  Umgekehrte  von 
Fig.  212c,  die  Punkte  der  Reihe  bewegen  sich  sehr  langsam  nach  oben, 
dagegen  sehr  rasch  nach  unten,  während  bei  einer  Verschiebung  um  eine 
viertel  Wellenlänge  der  kleinem  Bewegimg  die  Form  der  Schwingung  eine 
ganz  andere  wird;  der  schwingende  Punkt  bewegt  sich  aus  der  Gleichge- 
wichtslage  mit  grosser  Schnelligkeit  zu  seiner  einen  äussersten  Lage,  be- 
wegt sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  von  dort  zurück  bis  zu  einer  ersten 
grössten  Ausweichung  nach  der  andern  Seite,  kehrt  langsam  bis  zu  einen? 
gewissen  Abstände  von  der  (ileichgewieht«lage  zurück,  entfernt  sich  wieder 
bis  zu  einem  dem  vorherigen  gleichen  Abstände  und  schwingt  dann  mit 
grosser  Schnelligkeit  wieder  bis  zu  dem  äussersten  Abstände  an  der  andern 
Seite  der  Gleichgewichtslage. 

In  ganz  gleicher  Weise  würde  man  verfahren,  um  die  Wellenformen 
zu  erhalten,  wenn  drei  oder  mehr  Schwingungen  verschiedener  Wellenlängen 
sich  in  der  Punktreihe  ausbreiten,  die  Form  der  Wellen  wird  dann  immer 
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coraplicLrter,  indem  jede  einzelne  Bewegung  in  der  resultirenden  als  be- 
stimmte Periode  auftritt.  Wir  werden  später  derartig  complicirte  Schwin- 
gangen  kennen  lernen. 

Ebenso  wie  gleich  gerichtete  Schwingungen  verschiedener  Wellenlänge 
können  auch  verschieden  gerichtete  Schwingungen  verschiedener  Wellen- 
Unge  sich  zusammensetzen.    Die  resultirende  Bewegung  unterschei<let  sich 
(laim  in  doppelter  Weise  von  den  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen,  in- 
dem eimnai  die  von  den  Punkten  der  Reihe  heschriehenen  Kurven  nicht 
mehr  Ellipsen,  sondern  complicirtere  Linien  sind  und  ferner  indem  im  all- 
gemeinen die  von  den  einzelnen  Punkten  nach  einander  und  die  von  den 
aufeinander  folgenden  Punkten  der  lleihe  gleichzeitig  heschriehenen  Kurven 
Terschieden  sind.    Das«  letzteres  der  Fall  ist,  ergibt  sich  daraus,  dass  bei 
gleichzeitiger  Ausbreitung  von  Schwingungen  versjchiedener  Periode  die  ein- 
Khen  Punkte  von  den  comi)omrenden  Wellen  nicht  immer  in  derselben 
Phase  getroffen  werden.     Denken  wir  uns  z.  B.  in  einer  Punktreihe  zwei 
weinander  senkrechte  transversah»  Schwingimgon  fortgepflanzt,  deren  Phase 
nur  sehr  wenig  verschieden  ist,  so  dass  durch  don  Unterschied  der  Phase 
der  Charakter  der  Kurven  nicht  alterirt  wird,  dass  dieselben  Ellipsen  blei- 
ben; nehmen  wir  z.  B.  an,   die  Schwingungsdauern  der  Punkte  verhalfen 
«ich  wie  100  :  101    und  die  beiden  Bewegungen  beginnen  gleichzeitig.    Ist 
<tie  Amplitude  beider  Bewegungen  gleich,   so  wird  die  erste  Schwingung 
im  Anfangspunkte  eine  lineare  sein,   wek-he  mit  jeder  der  componirenden 
wnen  Winkel  von  45®  bildet.    Bei  der  zweiten  Schwingung  ist  die  eine  d(T 
•ädern  aber  schon  0,01  Schwingung  voraus,  die  Bahn  des  Punktes  wird 
»Phon  elliptisch,   und  nach  10  Schwingimgen  ist  die  Phasendifferenz  der 
^hwingimgen  gleich  ^/^^.  Oscillation,  die  15a hn  des  Punktes  wird  eine  Ellipse 
wie  Fig.  208.     Nach  25  Schwingimgen  ist  die  Phasendifferenz  \\  Oscilla- 
tion, die  Bahn  wird  ein  Kreis,  nach  50  (Jscillationen  ist  sie  \\»  Oscillation, 
die  Bahn  wird  wieder  eine  Linie,  welche  zu  der  ersten  Schwingung  senk- 
recht steht;  kurz  man  sieht,  dass  nacli  100  Schwingimgen  der  Punkt  nach 
tmd  nach  alle  die  Bahnen  durcblaufen  bat,   welche  wir  im  vorigen  f^ara- 
ffraphen  besprochen  haben.     Alle  <liese  Bahnen,   welche  der  erste  Punkt 
nach  einander  durchlüuft,  sehen  wir  dann  in  den  ersten  100  Wellenlängen 
^gleichzeitig  neben  einander.     Denn  j«»der  Pimkt  durchläuft  nach  einander 
dieselben  Bahnen  wie  der  erste  Punkt.     Macht  nun  der  erste  Punkt   der 
100.  Welle  di^  erste  Schwingung,  so  findet  in  der  75.  Welle  die  25.  Schwin- 
gung statt,   diese  schwingt  also  geradeso  wie  der  Anfangspunkt  bei  der 
25.  Sch\i'ingung  u.  s.  f. 

In  einem  Falle  tritt  diese  Verschiedenheit  der  Schwingungen  nichf.  ein. 
Stehen  die  Schwingimgen  in  einem  einfachen  rationalen  Verhältniss,    also 
etwa  1  :  2  oder  1:3,  2:3  etc.,   so   sind  die  Bahnen  je<les  Punktes  der 
Kflihe  immer  dieselben.    Wir  wollen  auch  hier  nur  den  einfachsten  Fall  be- 
bachten,  um  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  die  Frage  nach  der  resultirenden 
Bewegung  zu  behandeln  ist,  da  wir  an  einer  andern  Stelle  nochmals  auf 
r      ^Besen  Punkt  zurückkommen  werden.    Wir  denken  uns  in  einer  Punktreihe 
*wei  zu  einander  senkrechte  Bewegungen  sich  fortpflanzen,  deren  Wollen- 
Uagen  sich  verhalten  wie  1:2.    Die  Gleichung  der  einen  Bewegung  sei 

y  ==  a  .  bin  27r  ^y  —  y  j (l) 
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jene  der  zweiten  hierzu  senkrechten 

r  =  6  .  sin  2n  ^YT-y.  —  ^T^V 
oder  was  dasselbe  ist 

r  =  &.  sin47r  (y  —  ~~T~) ^-.* 

worin  d  die  Phasendifferenz  der  componirenden  Bewegungen  bedeutet. 
Gleichung  (2)  können  wir  schreiben 

-T-  =  sin  4«  ( Y T- J  cos  4«  -T-  +  cos  4«  ( ^ j\  •  sin  4«  -p, 

und  weiter,  indem  wir  sinus  und  cosinns  des  doppelten  Bogens  durch  sinus 
und  Cosinus  des  einfachen  Bogens  ausdrücken, 


-^  =  2  .  sin  27r  ( Y r)  *  ^^  '^^  \'f t)  '  cos  4«  y 

+  ^cos«  2;r  (4  -  I)  -  sin*  2;r  (-i  - -J))  sin  4;r  ^ 


(3>. 


Nun  ist 
sin 


setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (3 )  ein,  so  erhalten  wir  als  Glei- 
chung zwischen  y  und  z 

y  =2  *^-^^,  -   -  •  COS  4;r  y  +  (^1  -  2  ^,j  .  Sin  4«  y  . . .  (AI 

Dieser  Ausdruck  liefert  uns  ftir  jedes  y  das  zugehörige  r,  und  man 
sieht,  wie  der  Werth  von  z  sich  gleichzeitig  mit  der  Phasendifferenz  d 
Sndert. 

Nehmen  wir  an,  die  Wellen  haben  denselben  Anfangspunkt,  so  ist  für 
diesen  Fall  rf  =  0,  damit  wird  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  =  0, 
und  es  vrird,  wenn  wir  noch  a  =  b  setzen. 


-'  =  ±2--Jj/a*-r. 


Die  hienlurch  dargestellte  Kurve  zeigt  Fig.  214cr.     Der  schwingende 
Pimkt  bewegt  sich  vom  Anfangspunkte  aus  gleichzeitig  nach  y  und  j,  aber 

rascher  nach  z  als  nach  //,  denn  es  ist  r  =  ci,  wenn  y  ^=  a  ,  y\i'    Indem  jr 

dann  von  a  .  Y^l  bis  ff  wächst,  nimmt  z  von  a  bis  0  ab;  nimmt  ff  dann 

wieder  bis  a  Y\'2  J*b,  so  wfichst  r  negativ  wieder  bis  a  nnd  wird  wieder 
mit  y  gleich  0.  Diese  Hälfte  der  Kiu-ve  l>esteht  also  aus  zwei  congmenteii 
Stücken.  Ganz  ebenso  ist  die  andere  Hälfte  der  Kiurve  für  die  negativen 
Werthe  von  v  beschaffen. 

Ist  die  zweite  Bewegung  der  ersten  um  den  achten  Theil  ihrer  Schwin- 
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lUig  voraus,  so  haben  wir,  da  wir  mit  l  die  Wellenlänge  der  Schwingungen 
er  grössern  Periode  bezeichnet  haben,  für  d  einzusetzen  Vig  k.  Damit  wird 

ie  Gleichung  der  resultirenden  Kurve,  indem  wir  flir  cos  -  -  =  sin    -  =  Y% 

iren  Werth  einsetzen, 


Fig.  214. 
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Fig.  214 j3  zeigt  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve;  wir  er- 
halten der  Kurve  entsprechend  aus  der  Gleichung  die  Werthe 

Z=  a  ,,  7/=+«-   y  —~-^~^  =  +  0,38268  o 

Z=:0  «  2/  =  +  V2  «  y"^  i  V^  =  ih  0,92385  a  und  +  0,38268  U 


z 


z  =  —  a 


.  y  =  ±|-]/m-2/V^'  --  1  =  0, 


75698  a. 


Wie  man  sieht,  unterscheidet  sich  diese  Kurve  von  der  vorigen  nur 
dadurch,  dass  der  Schnittpunkt  der  einzelnen  Kurvenäste  nach  der  Seite 
^r  positiven  z  verschoben  ist,  und  die  Kurve  in  ihren  beiden  Hälften  mehr 
*hgeflacht  ist.  Je  mehr  die  zweite  Bewegung  der  ersten  voraus  ist,  um  so 
Leiter  rückt  der  Schnittpunkt  nach  oben,  bis  er  für  ein  Vorauseilen  um 
/i  Schwingung  in  den  Werth  z  =  a  fällt,  wo  dann  gleichzeitig  die  Kurve 
*«  Gestalt  Fig.  214y  annimmt,  der  Punkt  bewegt  sich  in  der  Linie  qau  hin 
^  W.  Die  Gleichimg  der  Kurve  erhalten  wir,  wenn  wir  in  Gleichung  (4) 
^  *=  Vg  1  setzen 


^-»(.-^1-:). 
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Darnach  i«i 

z  =  a     für  Iß  =--=  0 

^  =  0       „    //  =^  +  a  .  |/% 

^  =  — «n    V  ==  +  <', 

wie  es  auch  obige  Kurve  zeigt. 

Nimmt  die  Phasemlifferenz  der  Bewegungen  weiter  zu,  m  tritt  zn- 
nüchst  wieder  die  Kurve  Fig.  214|3  auf;  sie  beliült  diese  Gestalt,  je- 
doch so,  dass  der  Punkt  q  immer  näher  an  0  heiunrtlckt,  bis  <lie  zweite 
Bewegung  der  ersten  um  V^  Schwingung  voraus,  d  also  ^/^  k  wird.  Der 
Unterschied  gegen  vorhin  ist  nur  der,  dass  der  Punkt  die  Kurve  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  durchläuft.  Ist  d  =  %  A,  so  tritt  wieder  die  Kurve 
Fig.  214  c  auf,  welche  von  dem  Punkte  aber  in  entgegengesetzter  Riehtimg 
durchlaufen  wird  wie  vorher,  als  d  =  0  war. 

Bei  noch  weiterer  Zunalmie  der  Phasendifferenz  tritt  wieder  die  Kune 
Fig.  214j3  auf,  aber  in  umgckehi*ter  Lage,  wir  erhalten  z.  B.  die  Kurve 
für  d  =  ^/i(.  A,  wenn  wir  uns  Fig.  21-1:^  und  für  d  =  %  A,  wenn  wir  ims 
Fig.  214y  einfach  auf  den  Kopf  gestellt  denken. 

Sind  die  Schwingungsverhältnisse  der  beiden  Bewegungen  nicht  gemiu 
1  :  2,  sondern  etwa  50  :  99,  so  durchläuft  jeder  Punkt  nach  und  nath  die 
soeben  abgeleiteten  Bahnen,  imd  ebenso  sehen  wir  dann  in  der  Punktreihe 
innerhalb  50  A  alle  die  Kurven  neben  einander. 

Sind  die  V^erhältnisse  der  Schwingungsdauern  weniger  einfach,  >o  wer- 
den die  Kurven  verwickelter,  ihre  Bestimmung  gelingt  indess  immer  aiif 
dem  angedeuteten  Wege. 

§.  128. 

Schwingungen  eines  Systems  von  Funkten.  Wenn  in  einem  im 
Raum  vertheilten  System  von  Punkten  das  Gleichgewicht  eines  Punktes 
gestört  wird,  so  muss  auch  das  aller  übrigen  gesUirt  werden,  wenn  wir 
voraussetzen,  dass  auch  hier,  wie  in  den  in  den  vorigen  Paragraphen  be- 
trachteten Punktreihen,  das  Punktsystem  durch  anziehende  und  abstossende 
Kräfte,  welche  zwischen  den  einzelnen  Pimkten  thätig  sind,  im  Gleich^- 
wicht  gehalten  wird.  Man  kann  jedes  System  von  Punkten,  welche  ir^en«!- 
wie  im  Räume  vertheilt  sind,  als  aus  l'unktreihen  zusammengesetzt  \^' 
trachten,  die  man  erhält,  wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  des  RanmC"? 
nach  allen  möglichen  Richtungen  gerade  Linien  legt.  Diese  Linien  lanfr^ 
dann  von  dem  Punkte  aus,  wie  die  Radien  einer  Kugel  von  dem  Mittel- 
punkte, und  jeder  dieser  unendlich  vielen  Radien  stellt  eine  Punktreihe 
dar.  Wird  nun  der  erste  Punkt  in  eine  oscillirende  Bewegung  versetit,  ^ 
muss  sic'h  diese  in  allen  den  Punktreihen  nach  den  bisherigen  Gesetz««» 
fortpflanzen,  da  der  Punkt  allen  Reihen  gleichzeitig  angehört. 

Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  INuikte  im  Raum  vertheilt  M 
kann  die  Fortpflanzung  der  Bewegimg  im  Systeme  verschieden  sein.  ^^^^ 
wir  sahen,  hängt  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Be- 
wegung nur  ab  von  dem  Quotienten  1/ -^,  der  Elasticität  der  Punktreihe 
und  ihrer  Dichtigkeit.    Sind  nun  die  Punkte  in  dem  Systeme  so  vertheiltj 
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dass  nach  den  einzelnen  Richtungen  hin  auf  der  ganzen  Länge  der  Radien 
dieser  Quotient  denselben  Werth  hat,  wie  wir  es  bei  Betrachtung  der  Punkt- 
reihen voraussetzten,  so  nennt  man  das  System  ein  homogenes.  In  einem 
solchen  System  pflanzt  sich  eine  Wellenbewegung  nach  jeder  Richtung  hin 
mit  constanter  Geschwindigkeit  fort,  auf  der  ganzen  Länge  jedes  Radius 
ist  die  Wellenlänge  dieselbe.  Die  schwingende  Bewegung  in  einem  solchen 
Systeme  können  wir  unmittelbar  mit  Hülfe  unserer  Entwickelungen  über 
die  Schwingungen  von  Punktreihen  erhalten. 

Behalten  auf  den  einzelnen  Radien  in  verschiedenen  Entfernungen  vom 
Mittelpunkte  Elasticität  \md  Dichtigkeit  der  Punktreihen  nicht  denselben 
Werth,  ändert  sich  die  Elasticität  allein  oder  die  Dichtigkeit,  oder  ändern 
sich  beide  in  einem  verschiedenen  Verhältnisse,  so  ist  das  Punktsystem  ein 
nicht  homogenes  oder  ein  heterogenes. 

In  einem  solchen  System  pflanzt  sich  die  Bewegung  in  verschiedenen 
Entfernungen  nicht  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  die  Wellenlängen 
sind  nicht  auf  der  ganzen  Länge  der  Radien  gleich,  sondern  ändern  sich 
überall  dort,  wo  auf  derselben  eine  Aenderung  der  Elasticität  oder  Dich- 
tigkeit eintritt,  denn  tiberall  dort  findet  eine  Aenderung  des  Quotienten 

l/*-  statt. 

Die  homogenen  Punktsysteme  können  entweder  isotrop  oder  anisotrop 
sein.  Isotrope  Punktsysteme  sind  solche,  bei  denen  für  sämmtliche  Schwin- 
gungen der  Quotient  T/-^-  derselbe  ist,   also  nicht  nur  auf  jedem  Radius 

des  Systems  für  sich  betrachtet,  sondern  auch  auf  allen  verschiedenen  Ra- 
dien, einerlei  nach  welcher  Richtung  auf  demselben  die  Schwingimgen  er- 
folgen. Gleichartige  Schwingungen,  also  auf  allen  Radien  longitudinale, 
oder  auf  allen  Radien  transversale,  pflanzen  sicli  nach  allen  Richtungen  mit 
derselben  Geschwindigkeit  fort.  Ein  derartiges  Punktsystem  würden  wir 
z.  B.  erhalten,  wenn  wir  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  des 
Raumes  die  Punkte  in  ganz  gleichen  Abständen  vertheilt  denken  und  an- 
nehmen, dass  tiborall  in  gleichen  Abständen  die  Punkte  mit  gleichen  Kräften 
auf  einander  wirken.  Die  Punkte  würden  also  auf  Ecken  von  Wüi-feln  lie- 
gen, welche  im  gauzen  System  gleidie  Seiten  haben. 

l&t  der  Quotient  l/l   nicht  nach   allen  Richtungen  hin  derselbe,  so 

nennt  man  das  System  ein  anisotroj)es  oder  heterotroi)es,  es  ist  das  der 
Fall,  wenn  die  Dicbti*^keit  der  verscliiedenen  Punktreiln-n  oder  die  Elasti- 
r-itäi  derselben  verschieden  ist,  wenn  also  die  Punkte  in  einer  Richtung 
sich  näher  lieg(m  od<*r  mit  stärkerer  Kraft  in  ihrer  Gleichgewichtslage  ge- 
halten werden  als  in  einer  andern,  oder  auch,  wenn  in  einer  und  derselben 
Reihe  der  Werth  von  r  verschieden  ist,  je  nach  der  Richtung,  nach  welcher 
der  Punkt  aus  s(^iner  (ileichgewichtslage  gebracht  ist.  In  j<;der  Punktreihe 
pflanzt  sich  dann  eine  gegeliene  Schwingung  mit  constanter  Geschwindig- 
keit fort,  welche  aber  von  Punkt  reihe  zu  Punktnrihe  verschieden  ist. 

Betraclifi'U  wir  die  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  in  isotropen 
Mitteln  etwas  genauer  und  nehmen  wir  an,  di«j  S«;hwingungen  haben  über- 
all in  Bezug  auf  die  Pimktreihen  die  gleiche  Richtung. 
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Bezeichnen  wir  wie  früher  die  0  ^cillationsdauer  der  schwingenden  Be- 
wegung mit  T  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenhewegunjf 
mit  c,  so  hat  sich  nach  Verlauf  der  Zeit  T  die  schwingende  Bewegung  allen 
Punkten  einer  Kugel  mitgetheilt ,  welche  mit  dem  Radius  J?  =  c  .  T  um 
den  Anfangspunkt  a  der  Bewegung  beschrieben  wird,  da  sich  in  diesem 
Systeme  die  schwingende  Bewegimg  nach  allen  Richtungen  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  fortpflanzt.  Die  auf  der  KugelflSche  befindlichen  Pnnkie 
beginnen  gerade  ihre  schwingende  Bewegung,  während  der  Punkt  a  eine 
ganze  Schwingung  vollbracht  hat,  imd  die  Punkte,  welche  die  einzelnen 

Radien  der  Kugel  bilden,  sich  in  den  verschiedensten  Oscillationäphasen 

cT 
befinden,  diejenigen,  welche  um  —  von  a  entfernt  sind,  haben  ^/^  ihm 

cT 
Schwingung  vollbracht,  die  um  —  entfernten  die  Hälfte  u.  s.  f.    Man  er- 
sieht, wie  alle  Pimkte,  welche  auf  einer  um  et  beschriebenen  Kugel  liegen, 
in  der  gleichen  Phase  sich  befinden. 

Der  Bewegungszustand,  der  innerhalb  der  Kugel,  die  mit  dem  Radiw 
J?  =  rT  beschrieben  war,  am  Ende  der  Zeit  T  stattfindet,  pflanzt  sieh  nnn 
in  der  folgenden  Zeit  T  in  der  Richtung  der  Radien  weiter  fort,  so  da» 
am  Ende  der  Zeit  2T  alle  Punkte  einer  Kugel  vom  Radius  "IcT  an  de^B^ 
wegung  Theil  nehmen.  Die  Punkte,  die  auf  der  Flüche  dieser  Kugel  lieg«^ 
sind  im  Begriffe,  ihre  schwingende  Bewegimg  zu  beginnen,  und  die  Punkte 
auf  der  Kugel  vom  Radius  vT  haben  ihre  erste  Oscillation  zurtlckgeltfl 
Die  Punkte,  welche  in  der  von  diesen  beiden  Kugeln  eingeschlossenen 
Schale  sich  befinden,  haben  alle  einen  grösseren  oder  kleineren  Theil  einer 
Oscillation  zurückgelegt;  sie  befinden  sich  in  derselben  Phase,  wie  die  ent- 
sprechend liegenden  Punkte  iimerhalb  der  Kugel  vom  Radius  cT  zur  Zeit  T. 
Die  von  a  um  %  cT  entfernten  Punkte  haben  ^z^,  die  um  %  vT  entfernten 
%  Undulation  zurtlckgelegt. 

Die  Punkte  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  vT*  befinden  sich,  wenn 
die  Erregung  im  Mittelpimkt  der  Bewegung  fortdauert,  in  denselben  Oscil- 
lationsphasen  wie  zur  Zeit  7',  jetzt  aber  bei  Zurtlcklegung  ihrer  zweiten 
Oscillation. 

In  der  folgenden  Zeit  T  pflanzt  sich  der  Bewegungszustand  der  Kugel- 
schale, die  zwischen  den  Kugeln  vom  Radius  2cT  und  vT  enthalten  ist,  in 
der  Richtung  der  Radion  auf  die  Punkte  fort,  welche  weniger  als  ZcT  von 
dem  Punkte  a  entfernt  sind;  eine  Kugel  vom  Radius  3r7'ist  die  Grenze  der 
Bwegimg.  Dort  beginnen  die  Punkte  ihre  erste  Oscillation,  während  sie 
auf  der  Kugelfläche,  welche  zur  Zeit  \tT  die  Grenze  der  Bewegung  war, 
ihre  zweite  Oscillation  beginnen;  alle  zwischen  diesen  Kugeha  befindlichen 
Punkte  haben  gi'össere  oder  kleinere  Theile  ihrer  OscUhition  voUftthrt,  j? 
nach  ihren  Abständen  vom  Anfangspunkte  oder  von  der  Kugel,  die  in  der 
vorigen  Zeit  die  Grenze  der  Bewegung  bildete. 

Man  sieht,  wie  nach  und  nach  der  Raum  rings  um  den  Punkt  u  ^v:^ 
in  eine  Reihe  von  Kugelschalen  theilt ,  deren  Dicke  jedesmal  gleich  cT  i?t. 
und  in  denen  die  gleichweit  von  d(?r  Grenze  der  Schalen  entfernten  Funkte 
in  den  gleichen  Phasen  der  Oscillation  sich  befinden.  Jeder  Radius,  drfi 
wir  von  dem  Punkte  a.  nach  der  äussersten  Grenze  der  Bewegung  ziehen, 
hat  sich  elx'uso  in  eine  Anzahl  Wellenlängen  getheilt,  wie  wir  es  früher  fllr 
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die  einzelnen  Punktreihen  gesehen  haben.  Deshalb  nennt  man  auch  hier 
die  Dicke  der  einzelnen  Kugelschalen,  welche  dnrch  Kugeln  vom  Badius- 
n  ,  cT  und  («  —  Ij^T  begrenzt  werden,  die  Wellenlänge,  und  diese  Kugel 
schalen  selbst  Wellen. 

Es  geht  demnach  aus  dem  Gesagten  hervor,  dass  in  einem  isotropen 
Punktsystem  die  schwingende  Bewegung  sich  in  kugelförmigen  Wellen 
fortpflanzt. 

Hört  nach  einiger  Zeit  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes  et  auf, 
so  gelangen  dadurch  auch  die  auf  a  folgenden  Punkte  auf  allen  einzelnen 
Badien  zur  Ruhe,  da  die  schwingende  Bewegimg  des  Punktes  a  es  ist^ 
welche  die  Bewegung  der  folgenden  Punkte  veranlasst,  indem  er  bei  seiner 
Bewegung  die  folgenden  Punkte  nach  sich  zieht.  Dadurch  entsteht  neben 
der  äussern  Grenze  der  Wellenbewegung  eine  innere,  an  der  die  Bewegimg 
der  Punkte  aufhört. 

Diese  innere  Grenze  muss  ebenso  eine  Kugel  sein ,  deren  Mittelpimkt  a 
ist  und  deren  Radius  stetig  mit  der  Zeit  /  gerade  so  wächst,  wie  der  Radius 
der  äussern  Grenze.  Daraus  folgt,  dass  von  der  Zeit  an,  wo  «  aufhört  sich 
zu  bewegen,  eine  Kugelschale  die  sämmtlichen  bewegten  Punkte  umfasst, 
deren  Dicke  gleich  ist  cV,  wenn  wir  mit  /  die  Zeit  bezeichnen,  während  wel- 
cher der  Punkt  cc  sich  bewegte.  Zur  Zeit  /'  werden  die  Grenzen  dieser 
Kugclschale  die  beiden  Kugeln  vom  Radius  c/'  und  c  {t'  —  /)  sein,  erstere 
die  äussere,  letztere  die  innere.  Mit  wachsender  Zeit  erweitert  sich  diese 
Schale  immer  mehr,  aber  die  Dicke  derselben  ist  immer 

cC  —  V  it '   -  t)  =  et, 
also  constant. 

In  nicht  isotropen  Systemen  kann  eine  Wellenbewegung  sich  auch 
nicht  in  kugelff)rmigen  Wellen  fortpflanzen,  dort  hängt  der  Abstand,  bis  zu 
welchem  sich  in  den  verschiedenen  Riclitungen  die  Bewegung  in  gleichen 
Zeiten  überträgt,  ab  von  der  Dichtigkeit  der  einzelnen  Radion  sowie  von 
der  Elasticität  dieser  Reihen.  Um  demnach  die  Grenzen  der  Bewegung  in 
diesem  Falle  zu  erhalten,  müssen  wir  das  Gesetz  kennen,  nach  welchem 
sich  die  Eigenschaften  der  Punktreihen  ändern.  Wir  werden  später,  in  der 
Lehre  vom  Lichte,  die  Fortptlanzung  von  schwingenden  Bewegungen  in 
solchen  Systemen  zu  betrachten  haben. 

Die  nicht  homogenen  Punktsystem«'  können  wir  als  eine  Verbindung 
an  einander  grenzender  homogener  Punktsysteme  ansehen.  Die  Fortpflanzimg 
der  schwingenden  B<»wegungen  in  denselben  können  wir  demnaeh  auf  die 
Fortpflanzimg  der  liewogung  in  homogt^nen  Punktsystemen  zurückführen, 
nur  ist  es  nothwendig,  die  Aenderimgen  zu  untersuchen,  welche  die  schwin- 
gende Bewegung  ei*fährt  beim  Uebergange  aus  einem  homogenen  System 
in  ein  anderes  ebenfalls  homogenes  System. 

§.  124. 

Huyghens^sches  Princip.  Man  kann  sich  von  der  Fort))flanzuug 
einer  Wellenbewegung  noch  ein«*  etwas  andere  Vorstellung  bilden,  weicht» 
zuerst  von  Iluyghens  angewandt  ist  und  die  auf  dem  von  uns  in  §.  11 H 
bereits  zum  Tlhril  aiisgesprorhcni'U  und  angewandten  Princip  dur  (.-oexisfenz 
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Fig.  215. 


kleiner  Bewegungen  beruht.  Dieses  Princip  lässt  sich  vollständig  so  aus- 
sprechen: Ein  Punkt  eines  Systemes,  der  durch  mehrere  Impulse  erregt 
wird,  vollführt  eine  Bewegung,  die  sich  als  Resultante  nach  dem  Satze  vom 
Parallelogramm  der  Kräfte  bestimmen  lässt.  Wenn  nun  durch  die  Bewegung 
dieses  Punktes  auch  benachbarte  Punkte  des  Syst^jmes  bewegt  werden,  die 
Bewegung  der  letztem  aber  nur  Folge  ist  einer  der  componirenden  Be- 
wegungen des  zuerst  bewegten  Punktes,  so  bewegen  sich  dieselben  gerade 
so,  als  besässe  der  ursprünglich  bewegte  Punkt  nur  diese  Theilbewegung. 
Wenn  nun  in  einem  Pimktsystem  eine  Wellenbewegung  vorhanden  ist 
und  die  Bewegung  bis  zu  einer  gewissen  Fläche  fortgeschritten  ist,  so  ist 
die  Bewegung  irgend  eines  nicht  in  dieser  Fläche  liegenden  Punktes  des 
Systems  die  Resultante  aller  jener  Theilbewegungen,  welche  die  verschie- 
di'nen  Punkt«  der  Welle  zu  ihm  hinsenden. 

Sei  nun  CJ>  (Fig.  215)  die  äussere,  C'  D'  die  innere  Grenze  einer 
Welle,  welche  von  dem  Punkte  a  ausgegangen  ist.    Wir  können  mm  alle 

Punkte,  welche  zwischen  den 
Grenzen  CJ)  und  C  D'  liegen, 
als  neue  Wellenmittelpunkte 
betrachten,  von  denen  aas 
sich  eine  schwingende  Be- 
wegung nach  allen  Richtungen 
hin  fortpflanzt,  gerade  wie 
vom  Punkte  a  aus. 

Diese  von  den  einzelnen 
Pimkten  ausgehenden  Wellen 
sind   bei   der   Voraussetzung, 
dass  das  System  ein  isotropes 
ist,  ebenso  kugelförmig,  wie 
die    Flächen,    deren    Durch- 
schnitte CD  und  C  J)'  wn*L 
Von  dem  Punkte  v  wird 
sich  z.  B.  die  Bewegung  wäh- 
rend einer  Zeit  /auf  die  mit 
dem  Radius   vi  =  c  ,  i  \^ 
sehriebene  Kugel  fortgepflanzt 
haben,  deren  Mittelpunkt  J«*r 
Punkt  V  ist.    Gh'ichos  gilt  für  alle  Punkte  dor  Kugelfläche  ('/>,  von  aUen 
geh«*n  na4;h  allen  Richtungen    Bewegungen  aus  in  der   Form   von   knfjel 
tVirini^^en  Wollen,  deren   Radien  gleich  v.  .  t  sind. 

Die  äussere  (irenzt?,  bis  vm  der  sich  auf  diese  Weise  die  Wellenbewegung 
fori^'epflanzt  hat,  wird  nun  die  Fläche  s(*in,  welche  alle  diese  einzelnen  Ku- 
;,'ehi  berührt,  wehhe  also  alle  diese  Kufj^eln  einhüllt.  Diese  Fläche  ist  nun  aW 
ott'enbar  eine  Kugel  Fjh\  welehe  den  Punkt  «  zum  Mittelpunkt  hat,  un<l 
deren  Radius  gleit-h  ist  uv  -{-  r  .  t  =  €tL  Denn  die  von  «  am  weitesten 
eutfernt<*n  Punkt<*  der  einzelnen  Ku»,'»»ln  sind  diejenigen,  wo  deren  Radien  w 
mit  d«'ui  Radius  uv  gt'nide  Ijinien  bilden:  diese  liegen  aber  auf  einer  Kü^jel- 
flfirli»*.  ilrten  Radius  gleich  ak  ist. 

(ili'iihes  gilt  auch  vnn  den  Bewegungen  aller  übrigen  zwischen  T/J 
und  f.''  7>'   liegenden  Punkte,  auch    V(m   diesen   gehen  Bewegungen  nü'h 
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allen  Riclitungen  aus,  und  der  Schwingungszustand  der  auf  irgend  einer 
zwischen  CD  und  C  D'  liegenden  Kugelfläche  befindlichen  Punkte  hat 
sich  so  auf  eine  um  c  .  /  von  «  weiter  entfernte  Kugelttilche  tibertragen. 
Die  innere  Grenze  der  Wolle  ist  demnach  die  Kugelttilche  E'  y  ^  welche 
mit  dem  Radius  av'  -^  v'  k'  um  a  beschrieben  ist,  da  diese  Kugelfliiche 
alle  jene  einzelnen  Kugeln  berührt,  welche  von  allen  v'  der  Kugelfläehe 
C'  I)'  mit  den  Radien  v'  X'  beschrieben  werden. 

Wir  erhalten  somit  durch  Anwendimg  der  Huyghens'schen  Construction, 
indem  wir  jeden  Punkt  einer  Welle  als  Bewegungsmittelpunkt  ansehen^  von 
dem  aus  sich  die  Bewegung  weiter  fortpflanzt,  ganz  dieselbe  Wellenttäche, 
als  wenn  wir  von  dem  bewegenden  Mittelpunkte  «  aus  in  der  Richtung  der 
Radien  fortgeschritten  wären. 

Wir  haben  jedoch  nicht  nur  zu  zeigen,  dass  die  jedesmalige  Begrenzung 
\\or  Welle  nach  dieser  Construction  dieselbe  ist,  als  wenn  wir  eine  einfache 
Verbreitung  nach  den  durch  den  Bewegungsmittelpunkt  gelegten  Radien 
annehmen,  sondern  auch  nachzuweisen,  dass  die  Bewegung  der  einzelnen 
Punkte  in  diesen  abgeleiteten  Wellen  dieselbe  ist,  als  nach  unserer  ersten 
Vorstellung  und  somit  die  doi-t  stillschweigend  gemachte  Voraussetzung  der 
geradlinigen  Verbreitung  von  Wellen  in  einem  Punkt^^ystem  zu  rechtfertigen. 

Sei  zu  dem  Ende  die  uui  den  Mittelpunkt  a  bescliriebene  Kugel  AßC-D 
die  Wellenttäche  zu  irgend  einer  Zeit  /,  und  jii  ein  Punkt  des  Systemes,  der 
eine     Strecke   ö    von     dem  Kijj.  mu 

Punkte  V  auf  dem  Radius  av  ^    ■ —  -. 

entfernt  liegt.  (Fig.  2 IG.)  *r  ^.t 

Der  Pimkt  ft  hat  nun,       /  \ 

wenn    die     Bewegimg    sich  J.  ■"" 

fortpflanzt,   nach    einer   ge-     /  X        ...l~--:o^^ 

wissen  Zeit  x  zunächst  eintj     |  * ^^ TTr-rSd*-? 

Bewegimg  durch  die  von  v  '^  '  '' 

in  der  Richtung  des  Radius       ^  ^y 

vn  sich    fortpflanzende    1^»-  -/^  ' 

wegung.     Nehmen  wir    an,  ^  .  '  ■ 

dass  der   Punkt  v  am  Ende 

der  Zeit  /'  oder  im  Bcginn(^  der  /«»it  t  seine  Bewegung  gerade  beginnt,  so 

ist  die  Phase  der  Oscillation  «Ics  Punktes  (i  bestimmt  durch  die  Gleichung 


//  =  //  .  sin  27r 


(y-      0' 


wenn  wir  mit  a  die  Amplitud«»,  mit  7^  die  ()scillati(msdauer  und  mit  A  die 
Wflb'nlängr  der  srhwingeuden  B»*wegung  bezeichnen. 

Nach  unserer  AnnaliUK?  sind  nun  aber  alle  Punkte  der  Wellenfläche 
Mittelinmkte  der  Bi*\vr*gung,  von  denen  sich  Schwingungen  nach  allen 
Richtungen  hin  foi-tpflanzen.  Zur  Zeit  t  ist  daher  von  allen  Punkten  der 
Wellenfläche  AIU'I)  eine  Bewegung  auf  den  I'unkt  fi  übertragen.  Da  aber 
die  Abstände  der  einzelnen  Pimkte  i/'  von  fi  unter  sich  sowohl  als  von  v(i 
verschieden  sind,  so  sind  di(^  gleichzeitig  in  ^  ankoimnemlen  Bewegimgen  zu 
verschiedenen  Zeiten  von  der  Welle  AJU'I)  ausgegangen,  es  folgt  daraus, 
dass  die  Phasen  Jilh*r  gleichzeitig  auf  den  ]^mkt  jii  wirkenden  Bewegungen 
unter  sich  suwolil  als  von  der  von  p  ausgtdienden  Bewegung  verschieden 

WCLI.XKK,  rh>aik.    I.    3.  Aufl.  32 
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sind.  Xennen  wir  den  Abstand  eine«  Punktes  r'  von  a  nun  6\  so  erhalten 
wir  als  Ab>tand  des  Punkte?  u  von  der  Gleichgewichtslage  in  Folge  dieser 
Beweeung 

und  al>  Pha>emliderenz  .Irr  l-t^iden  Bewegungen  die  Differenz 

6—6  ^ 

—       m 
m 

K 

Je  nach  der  Lajje  •le>  Punkte?  r'  hat  mm  diese  Differenz  immer  andere 
Wrnhif.  ?ie  wachst  stetig.  jV  weiter  der  Punkt  ^v'  von  i-  entfernt  lie.irl.  ?o 
da->  al"«.  vrl«:^ichzeitig  Bewegungen  in  allt-n  mr-glichen  Pha?en  auf  den 
Punkt  u  einwirken.  Um  die  Rcsultir<rnd».*  aus  diesen  sämmtlichen  Be- 
wegungen VW  erhallen,  denken  wir  uns  •ivj*ch  Kreide,  deren  Miitelpunkte 
auf  au  lietren.  -ind  die  zu  uu  senkrecht  sind,  die  WellentlSche  CD  in  vine  Reihe 
von  Zonen  v  v'  v'  r"  zerlesTt.  so  zwar,  dass  die  Abstände  derauf 
einander  folgenden  Pimkte  v  und  a  sich  immer  imi  ^  *a  unterscheiden,  f«» 
•lass  also 

V  a   —    V  a  =  r   u  —  i'u  ==     i-'  u  —     r    u  =    r  '  u  —  i'u  =  ^  *  i. 

4«  t  '  4  '  ■  i«>  ••  ••  •  '• 

Die  5 ammt liehen  Bewegungen ,  welche  v :n  den  auf  der  zunächst  um  v 
liegenden  Zone  benndlichen  P*inkten  ausi:»='hen,  treiben  zur  Zeit  r  den  Punkt  m 
nach  derselben  Riiihtunir.  da  «üe  Phasendifferenz  -üe-'-r  Brweurjniien  kleiner 
als  ^ .  i  ist.  Die  v.-n  den  pT;nk:en  der  zweiten  Zon»-  v  v'  v'  r"  a'i>- 
gehenden  Beweg^m^ren  treiben  den  Punkt  u  dagegen  nach  entgegengeseCM 
Rieh:  mg.  da  alle  .Strahlen  «iieser  Zone  gegen  «lie  entsprechend  liegenden 
der  vorigen,  zunaclist  um  r  liege n-ivn  Z-.ne  um  eine  halbe  Wellenlänge  ver- 
schoben sind.  Die  von  der  dritten  Z-:  ne  aisjehenden  Bew^rg-ungen  sind  nnn 
eegen  die  «ier  ersten  :mi  vin-^-  gviUJe  Well-nlünge  versohoben,  sie  besitzen 
Lils"  keine  Phasendiff'-ren^  ijetTvn  jene  ".md  bewehren  demnach  den  Punkt  ■ 
wi—ier  ir^  demselben  >iime.  Ihnen  eniijeiren  wirken  ar»er  nun  tlie  Strahlen 
•i»-r  v:-r:-n  Z-ne.  w-rlcii-  eine  Ph-isendifferva:  v-n  '^i  mit  den  von  Jen 
P  nkten   ier  ■iritTen  Z«  n-:-  iierrT.Ljrenden  Pieweirm*:' n  "•■esitzen. 

E'-'ens--  is:  e-  nii:  allen  rVlgenden  Zonen.  -•■  dars  die  abwechselnden 
Z«'nen  stet*  Beweg'.msren  in  a  erzeug-.n.  w»>K'::r  eine  Phasen«iiffer»-n2  w* 
•=-iner  halben  Wellenlänge  besitzen,  welche  sioi:  als--  irejeCseitii:  schwachen. 

r»:e  resilrirend^'  Heweg':ng  i::  .i  -.viri  .-Is  •  wesen:!:.»:  v  n  der  AmpÜ- 
Mde  abhünirlij  sein,  welche  -ede  d-r  Z-  cen  in  u  'ire-isn.  I'iese  aber  hänjit  vi« 
zwei  Um-:änien  i'r-.  -imr.al  n^nil:.-:  vn  -ier  Anzahl  der  In  jeder  Z^-ne 
sohwiniTenden  Punkte,  und  'iänn  v.r.  i-r  Neij^-.ni:  der  in  -e^ier  Z^-n»*  statt- 
fmdrnden  Schwiii^m:^en  ^reiTen  ■üe  in  ü  durcV.  «I-n  Punkt  i-  de*  Ra^iin.* 
erregte  Schwing^m.:.  Deim  V'':r.i'.ht'  n  wir  n;r  TrAnsv-r-ale  >':hwiiiirangen. 
*  ■  kann  j.  B.  von  der  *—.:>':' n  Z;n»"*  her  n;r  d:-*  ».•  üii^-nrn:-*  In  Brtraiht 
k.mmen.  w-l.jhe  .:';  la  "enkr-cLt  i-:.  Zir  Berecl  n -.nu:  der  Re- litirendi-n 
riiVi-^ten  wir  ais  ■  iie  S:nin;e  der  v-  n  .illen  Z-  n«  :i  k-  nir.ienden  ^^;hwini!'lmgen 
■'•ild-n.  'Vie  mul::i-l:.:rt  it-it  d-i::  '.'--sin"-  -l-s  N- :_:  mjswinkels.  den  si- luit 
•br  S'.hwiiu— m*:  '•  e:  v  bil-ie*.  In  di- ser  F..  ii::  würl-  die  L--sun«'  dr- 
P r '  ■  r . i ^ ir. -  -iie  jt " - :■  t e  >c L w ie rl v: k •.  :t  bieten.  •  1 1  u  kl: ■: ":: e ra  ri ^ e  k ann  man  «1  x** 
Pr-.bl-iL.  aich  ander»  Ania-sen.  Indeii.  !...ia  n:r  ■'.',*■  Wirkunvrm  der  unmit- 
leibar   «'►•na^.Lbarten  Z-iüen  vergiei«.L:,    als-    die  der  ^weiten  mit  jenen  Jtf 
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ersten  und  dritten,  die  der  vierten  mit  jenen  der  dritten  und  fünften.  Da 
die  Neigungen  der  unmittelbar  benachbarten  Zonen  nur  ttusserst  wenig  ver- 
schieden sind ,  so  können  wir  bei  dieser  Betrachtungsweise  die  Verschieden- 
heit derselben  vernachlässigen  und  die  von  jeder  Zone  in  (a  erregte  Be- 
wegung der  Grösse  der  Zone,  der  Anzahl  der  in  ihr  schwingenden  Punkte 
proportional  setzen.  Wir  haben  deshalb  nur  die  Grösse  der  einzelnen  Zonen 
2U  bereclinen;  sei  zu  dem  Ende  3IX  der  Durchschnitt  durch  ein  Stück  der 

Fig.  217. 

M 


**  .^ 


TS 


primären  Welle,  welche  nach  fi  ihre  Schwingungen  sendet,  und  seien 
Vj  Vgl  ^'2  V3  die  Durchschnitte  durch  zwei  benachbarte  Zonen,  so  dass  die 

Abetfinde  ihrer  Grenzen  von  fi  sich  um       unterscheiden,  so  dass  also 

.     X  .     X 

seien.  Denken  wir  uns  den  Durchschnitt  um  afi  als  Axe  rotirt ,  so  beschreibt 
der  Bogen  3fN  das  betreffende  Stück  der  primären  Welle,  und  der  Bogen 

»1  Vjj  die  zwischen  r  und  r  -j — r-  liegende  Zone.   Tim  die  Grösse  dersell)en 

w  erhalten,  denken  wir  uns  bei  v^  ein  unendlich  kleines  Stück  des  Schnittes, 
dessen  Länge  im  Bogenmaass  wir  mit  du  bezeichnen,  dessen  Lunge  in 
Limenmaass  also  a  .  du  ist,  wcim  wir  den  Radius  der  primären  Welle  mit 
«  bezeichnen.  Der  Abstand  dieses  Elementes  von  der  Drehungsaxe  ist  Vj  />, 
die  Grösse  der  von  demselben  beschriebenen  Zone  somit  gleich  27t  .v^  hM,du, 
Setzen  wir  jetzt  den  Winkel  v^  a  ^i  gleich  ?/,  so  ist  v^  h  =  a  .  sin  n  und 
^amit  die  Grösse  der  von  dem  Element  du  beschriebenen  Zone  2%  a^ .  sin  ?/  du, 
Jedes  Element  du  des  Durchschnittes  v,  v^  beschreibt  eine  solche  Zone,  und 
^6  Summe  aller  dieser  Elementarzonen  ist  die  gesuchte  Zone.  Die  ein- 
geben Elementarzonen  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  eben  abgeleiteten 
Ausdnicko  nach  und  nach  für  u  alle  Werthe  einsetzen  von  u  =  v^aiiL  =  u 
big  M  =  V  cf  a  =  1/  -t-  t;,  weim  wir  den  Winkel  v,  et  v^  =  r  setzen.  Wir 
*oiuien  diese  Simame  in  der  schon  mehrfach  benutzten  Schreibweise  schreiben, 
^enn  wir  die  Grösse  der  Zone  gieich  Z^   setzen 


Zn  =    j  27t  n^  .  sin  ?/  du  =  27t  fr    j    sin  u 


du. 


u 


^  wir  den  jedem  Gliede  der  Summe  angehörigen   Factor  27t  a'  vor  das 

3-2  • 
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Summenzeichen  setzen  können.    Der  Ausdruck  unter  dem  Summenzeiclitf 

ist  nun  gleich  der  negativen  Differenz  —    { cos  (ff-|- rfu)  — cosm}  •     Der 

entwicklen  wir  cos   (ti  -|~  ^*^)  ^^^  bedenken,  dass  du  unendlich  klein,  sou^ 
cos  du  =  1,  sin  du  =  rZw,  so  ist 

—    I  cos  n  —  sin  u  du  —  cos  t*  1   =  sin  u  du. 

Daraus  folgt  aber,  dass  die  gesuchte  Summe  die  Summe  aller  Diff<*p 
renzen  der  auf  einander  folgenden  Werthe  cos  u  ist,  wenn  u  nach  und  nac= 
alle  Werthe  von  Vj  a  ft  bis  v^  a  ft  aunimmt,  somit  dass  diese  Summe  gleicr^i 
der  Differenz  der  Uussersten  Werthe  oder 

—   I  cos  (%i  -\-  v)  —  cos  u  I 

ist.    Damit  ist  die  (i rosse  der  Zone 

Zn  =  2n  (r  { cos  u  —  cos  (?/  +  v) }  • 

Setzen  wir  nun  den  Abstand  der  primären  Welle  von  fi  gleich  fc,  ülM 
a  fi  =  n  -}-  h^  HO  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie 

r^  =  {a  -\-  li)'  -^  a^  —  2a  (a  -^  h)  •  cos  u 
(r  4-  ^y  =  (a  +  hf  +  n^  —  2«  {a  +  h)  -  cos  (m  +  v) 

fr  -(-  --)  —  r^'^  =  r  k-\-       =  2n  {a  -\-  b)  { cos  m  —  cos  (u  +  *' )  1 

CO8  u  -  cos(«  +  v)  =  ^^^^Tb)  (»■  ^  +  t)  ' 
SO  dass  schliesslich  die  gesuchte  Grösse  der  Zone  wird 


^-  -  Ä  ("+ v ) 


Die  Grösse  der  folgenden  Zone  erhalten  wir  aus   diesem  Ausdrucke 
sofort,  indem  wh*  flirr  einsetzen  ri=r-|-  — ,  dieselbe  wird  damit 

und  die  Grösse  der  auf  diese  folgenden  Zone,    wenn  wir  zu   r  nochfflÄb» 
-^  addiren,  also 


^«+^  =  £f,('-^  +  ^-^) 


Wir  sehen  also,  dass  die  Grössen  der  auf  einander  folgenden  Zonen 
nicht  gleich  sind,  dass  aber 

oder  die  Grösse  jeder  einzelnen  Zone  ist. genau  gleich  der  halben  Sonu»* 
der  vorhergehenden  und  der  nachfolgenden  Zone.  Mit  diesem  Satze  i^ 
unsere  Aufgabe  gelöst,  denn  es  folgt  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung» 
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dwH  lUc  Wirkunff  '1er  zweiten  Znne  durch  die  hall«  erste  und  haJbe  dritte, 
dio  der  vicrt-i^n  (hirch  die  halba  dritte  und  halbe  fllnfle  Zone  aufgehoben 
wird,  und  an  fort  Über  die  ganzo  primäre  Welle,  soweit  von  derselben  Be- 
willig mich  n  koniRit.  Es  bleibt  Homit  uiu*  die  von  der  halben  unmittelbar 
mn  V  liegenden  Zone  ausgehende  Bewegung  Übrig;  die  Bewegung  des 
Fonktea  fi  ist  aUo  ganz  dieselbe,  als  wenn  nur  in  der  liiuhtung  ttvfi  die 
Bewegung  Mich  fortgepflauzt  hätte,  ohto  in  der  Bichlimg  des  durch  tt  und  v 
gtäegten  Radius. 

Wir  gelangen  demnach  durch  die  Huyghens'Bche  Construction  ganz  t» 
denselben  Resultaten  wie  nach  der  im  vorigen  I'unigraphen  dargelegten 
Anschauung  Über  die  Fori.|>flfti»:ung  ilei*  Wcllenbewegimg;  wir  werden  daher 
in  apttt«rn  FiUlen  sowohl  die  eine  als  die  andere  Anschauungsweise  an- 
wenden können. 

§.  125. 

FortpflanEung  der  Wellen  in  nioht  homogenen  Systemen;  Re- 
flexion der  Wellen.  Kin  nicht  homogene.-'  Punktsystem  können  wir.  wie 
bereit«  erwllhnt,  alH  aus  homogenen  Punktsystemen  zusammengesetiit  an- 
sehen. In  den  einzelnen  Theilen  des  Systems  wird  daher  die  Fortpflanzung 
der  Wellenbewegung  denselben  Gesetzen  folgen,  wie  in  einem  homogenen 
Syntem.  Die  Bewegung  wird  sich  in  kugelförmigen  Wellen  fortpflanzen, 
wenn  die  einzelnen  Systeme  isotrop  sind,  in  anders  geformten,  wenn  sie 
anisotrop  sind,  um  demnach  die  Fortpflanzung  der  Wellen  iu  nicht  liomo- 
gtoen  Systemen  voUstSndig  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  die  Erscheinungen 
in  untersuchen,  welche  heim  Uebergange  einer  Wellenbewegung  aus  deüi 
einen  Punktsysteme  in  ein  anderes  sich  darhieten. 

Wenn  eine  Wellenbewegung  sich  in  einem  homogenen  Mittel,  do^heisst 
in  einem  von  gleichfürmiger  Dichte  und  Ela^ticitfit  fortpflanzt,  so  kann  sie 
niemals  zurückkehren,  vielmehr  läast  sie  beim  Üebergunge  auf  neue  Schieb' 
Im  die  vorhergehenden  in  absoluter  Ruhe  zurtlck.  Ebenso  wie  eineKugel,  wenn 
aic  auf  eine  zweite  von  gleicher  Masse  stJisst,  an  diese  ihre  ganze  Geschwindig- 
keit abgibt  und  naA  dem  SUissein  Kühe  zurückbleibt,  so  UbertrSgt  auch 
jeder  schwingende  Punkt  auf  den  ihm  an  Grösse  genau  gleichen  folgenden 
seine  ganze  Geschwindigkeit.  In  der  Ruhelage  angekommen,  verlSsst  er 
dieselbe  daher  nicht  mehr,  wenn  nicht  ein  neuer  Impuhi  von  dem  bewegenden 
Mittelpunkt  her  ihn  trifft.  Die  Wellenbewegung  schreitet  daher  in  einem 
hoinrigenen  Punktsyt<t«m  einfach  voran,  ohne  je  surQckzubehren. 

Anders  jedoch,  wenn  eine  Wellenbewegung  die  Grenze  zweier  ver- 
echiedencr  Punktsysteme  tritft.  Wenn  eine  Kugel  auf  eine  zweite  stAsst, 
welche  mehr  oder  weniger  Masse  als  die  erste  besitzt,  so  bleibt  sie  in 
beiden  Fallen  nach  dem  Stoswe  noch  in  Bewegung.  Hat  die  zweite  Kugel 
mehr  Masse  als  die  ernte,  so  wird  die  erste  Kugel  zurückgeworfen,  die  gu 
trolT'Uie  Kugel  bewegt  Mich  vorwärts,  die  iitoBAende  ilirer  Ä-Ühem  Bewegung 
(mtgegen  zurück.  Hot  die  zweit«  Kugel  eine  geringere  Masse,  so  fllhrt' 
die  stossende  Kugel  fort,  sich  in  gleichem  Sinne  wie  vorhin  zu  bewegen. 
So  muss  ei)  auch  bei  der  Wellenbewegung  »ein,  wo  die  Bewegung  der  ein- 

I  l'imkte  Folge  der  Einwirkung  der  benachbarten  i'unkt«  ist   Kommt 
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Reflexion  der  Wellen. 


§.  1 


ritf.  21«. 


eine  Bewegung  an  der  firenzo  zweier  Mittel  an,  so  wird  die  Bewegung^ 
dats  zweite  Mittel  übergehen  und  dort  eine  Wellenbewegung  erzeugen,       ^ 
sich  nach  den  füi*  dieses  System  gtlltigen   Gesetzen  fortpflanzt.     Zugl^g^y^ 
]>leiben  aber  auch  die  in   der  letzten  Schicht  des  ersten  Mittels  lieget:^  ^^^ 
Punkte  in  Bewegung. 

Ist  das  zweite  System  weniger  diclit,  so  werden  die  in  der  GrenzscViicA/ 
liegenden  Punkte  einfacli  ihre  Bewegung  fortsetzen,  nur  wird  die  Amplitut/p 
der  folgenden  Bewegung  kleiner  sein.     Dadurch  werden  nun  diese  PimA-/e 
Mittelpunkte  neuer  Wellen,  welche  sich  rückwärts  im  ersten  Systeme  anji- 
breiten,   imd  da  die  Bewegungen  der  Mittelpunkte  dieser  neuen  Wellen 
gerade  so  erfolgen,   als  wären  sie  Folge  neuer  Impulse  von  ankommemlen 
Wellen,   so  müssen  auch  die  von  der  Grenze  zurückkehrenden  Wellen  ein- 
fach die  Fortsetzung  der  ankommenden 
Wollen  sein,  d.h.  die  Phasen  der  Schwin- 
gungen in  den  zurückkehrenden  Wellon 
sind  in  irgend  einem  Abstände  von  der 
Grenze  ganz  dieselben,  aU  wenn  sich  die 
Bewegung  in  ihrer  ursprünglichen  Rich- 
tung um  eine  gleiche  Strecke  weiter  fort- 
gepflanzt hätte. 

Stelle  nun  aßy  (Fig,  218)  eine  ai 
der  Grenze  zweier  Mittel,  von  denen  d« 
zweite  Mittel  weniger  dicht  ist  als  daj 
erste,  ankommende  Welle  vor.  Der 
Punkt  y  wird  in  Folge  der  einfallenden 
Welle  bewegt  und  nach  V4  Undulatinn 
sich  in  d'  befinden.  Da  derselbe  »her 
an  die  weiter  liegenden  ^Pimkte  des  zwei- 
ten Mittels  nur  einen  Theil  seiner  Ge- 
schwindigkeit abgibt,  so  behält  er  einen 
Theil  der  an  ihn  übertragenen  Bewegnnp 
bei.  Dieses  ist  nun  dasselbe,  als  wenn 
er  seine  ganze  Bewegung  abgäbe,  zu- 
gleich aber  einen  neuen  Impuls  in  der- 
selben Richtimg,  in  der  er  sich  bewegt, 
erhalten  hätte,  deshalb  pflanzt  sich  in  dem  Augenblicke,  wo  sich  der  Punkt;» 
bewegt,  die  nach  unten  gerichtete  Bewegung,  das  Wellenthal,  auch  nach 
rückwärts  fort.  Da  sich  nun  die  Bewegung  in  der  Pimktreihe  nach  rflek- 
wärts  mit  derselben  Geschwindigkeit  fortpflanzt,  mit  der  sie  ankommt,  ist 
die  reflectirte  Bewegung  nach  V.|  Undulationszeit  bis  y'  vorgeschritten,  so 
dass  die  vordere  Hälfte  des  reflectirten  Thaies  und  die  liint^re  Hälfte  des  ^ 
ankommenden  Thaies  in  ß' 6'  oder  y' 6'  zusanunenfallen;  die  Tiefe  des  an 
der  Grenze  entstehenden  WcUenthales  ist  also  die  Summe  der  Tiefen  des 
ankommenden  imd  dos  reflectirten  Thaies.  Weiter  nach  y,  Schwingiui^!^ 
daufT  ist  y  wieder  in  seiner  Ruhelage  angekommen,  in  ß'\  und  der  Wellen-  ] 
berg  cceß  ist  bis  an  die  Grenze  in  a"  b'  ß''  vorgeschritten.  Das  reflectirtf 
Thal  hat  sich  aber  ebenfalls  um  \'^  Wellenlänge  nach  rückwärtig  fo^tg^ 
pflanzt  imd  befindet  sich  in  y"  6"  ß".  An  der  Grenze  wird  daher  fÄr  ein« 
Augenblick  die  Bewegimg  gestört,  indem  durch  Interferenz  der  ankoDun^n- 
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SU  und  reflectirten  Welle  die  zwischen  a"  und  ß"  befindliehen  Punkte  nur 
irch  die  Differenz  der  ent-gegengesetzten  Impulse  bewegt  wird. 

Nach  einer  weitem  %  Schwingungszeit  ist  das  reflectirte  Thal  bis 
'  ^'"  ß'"  fortgeschritten,  der  in  der  Grenze  befindliche  Punkt  hat  in  Folge 
s  eingetroffenen  Wellenberges  sich  nach  der  entgegengesetzten  Seite,  nach 
bewegt.  Wieder  aber  hat  sich  die  Bewegung  dieses  Punktes  an  die 
?lnrSrts  liegenden  tibertragen,  da  er  wegen  der  geringem  Dichtigkeit  des 
eiten  Mittels  nicht  einen  so  grossen  Theil  seiner  Geschwindigkeit  an  die 
^enden  Punkte  abgegeben  hat.  Die  Höhe  des  Wellenberges  an  der  Grenze 
daher  viel  bedeutender  als  diejenige  in  den  fortschreitenden  Wellen,  und 
X  der  Grenze  aus  pflanzt,  sich  dem  vorher  reflectirten  Thale  folgend  ein 
jsllenberg  fort.  Nach  einer  weitem  viertel  Undulation  befindet  sich  das 
L«ctirte  Thal  in  y^^'d^^'/J^^'  und  ihm  folgend  vollständig  der  reflectirte 

Gerade  also  wie  in  der  ankommenden  Wellenbewegung  das  Wellenthal 
B  Wellenberge  vorausgeht,  so  auch  im  reflectirten,  die  Bewegung  ist  in 
r  reflectirten  Welle  dieselbe,  wie  wenn  sie  ungestört  nur  mit  kleinerer 
Qplitude  fortgeschritten  wäre.  Gerade  wie  das  Wellenthal  fortschreitend 
der  nächsten  Strecke  der  Punktreihe  ein  Wellenthal  und  der  Wellenberg 
len  Wellenberg  erzeugt,  so  erzeugt  auch  bei  der  Reflexion  das  ankom- 
mde  Wellenthal  ein  rückkehrendes  Wellenthal  imd  der  ankommende  Wel- 
iberg  einen  zurückkehrenden  Berg. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  das  zweite  Mittel  eine  grössere  Dichtig- 
it  besitzt.  Die  bei  der  longitudinaleu  Schwingung  sich  gegen  das  zweite 
Atel  bewegenden  Punkte  werden  zurtickgestossen,  imd  die  sich  von  der 
•enze  entfernenden  zurückgezogen,  in  jedem  Falle  also  wird  die  ankom- 
?nde  Bewegung  in  die  entgegengesetzte  verwandelt;  so  auch  bei  der  trans- 
rsalen  Bewegung;  die  sich  in  dem  einen  oder  andern  Sinne  von  der  Gleich - 
wichtslage  entfernenden  Punkte  werden  von  den  folgenden  Punkten  des 
reiten  Mittels  stärker  zurückgezogen,  als  wenn  die  folgenden  Schichten 
eiche  Dichtigkeit  hätten.  Die  Wirkung  des  dichtem  Mittels  ist  also  die- 
Ibe,  als  wenn  die  in  der  Grenze  befindlichen  Pimkte,  weil  ihre  Bewegung 
jhemmt  wird,  einen  ihrer  Bewegung  entgegengesetzten  Impuls  erhalten 
itten.  Dadurch  werden  sie  Mittelpunkte  einer  neuen,  in  dem  Augenblick, 
0  die  erste  ankommt,  beginnenden  Bewegung,  welche  der  Richtung  nach 
Jr  ankommenden  ent)?egengesotzt  ist.  Diese  der  ankommenden  entgegen- 
setzte Bewegung  pflanzt  sich  in  dem  ersten  Punktsystem  rückwärts  fort. 

Stellt  demnach  ußy  (Fig.  219)  eine  an  der  Grenze  zweier  Mittel,  deren 
weites  rechts  von  "MN  dichter  ist,  ankommende  Welle  dar,  so  wird  das 
ikommende  Wellenthal  als  Wellenberg  reflectirt.;  nach  der  Zeit  von  y^ 
'hwingong  ist  daher  die  Stellung  der  zwischen  j3'  imd  der  Grenze  gelege- 
5n  Punkte  durch  die  Differenz  der  ankommenden  und  reflectirten  Welle 
*tiinmt,  das  Wellenthal  hat  eine  viel  kleinere  Tiefe,  als  es  bei  ungehin- 
^ter  Fortpflanzung  der  Bewegung  haben  würde.  Nach  einer  folgenden 
Schwingungszeit  ist  der  ans  dem  ankommenden  Thal  reflectirte  Berg  in 
5  Stellung  y"d"j3"  fortgepflanzt,  und  ebenso  ist  der  Wellenberg  of£y  bis 
«"^"  vorgerückt,  an  der  Wand  bildet  sich  ein  aus  beiden  Bergen  resul- 
«nder  stärkerer  Wellenberg.  In  der  folgenden  Zeit  rückt  der  reflectirte 
*g  nach  y'"d'"j3'",  der  ankommende  ist  zur  Hälfte  in  a'"«'",  zur  Hälfte 
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als  Thal   rette<:tirt  ß" t'\  an  der  Wand  besteht  ein  Berg  von   geringerer 
Höhe.    Nach  weiterm  Verlauf  einer  '/i  Undulatioaszeit  ist  schliesslich  der 

aus  dem  We     nthal  reflectirte  Wellen- 
Fig.  21».  berg  nach  y'*^'*'|J'*' vorgerückt  und 

"       der  zuletzt  an  der  Grenze  angekommene 

, «^_.  Wellenberg  ist  als  Wellenthal  reflectirt 

„  -"^      ^_^f    _  ,r      und  hat  die  Lage  ß^^i^^'a^^. 

,f  _    '  "  Während  also  bei  der  ankoiiimeo- 

den    Bewegung    das    Wellenthal   dem 

..  "'         ~   .     ,         '         Wellenberge  vorausging,  geht  in  der 


*^ >* " —    ~  reflectirt en  umgekehrt-  der  Wellenl^erjj 

^  -~y      dem  Wellenthale  voraus.   Die  reflectirte 

"T"~^- .      i        Bewegung  hat  also  mit  der  ankommen- 

.:  '  nJ^-     den  entgegengesetzte  Phasen:  bii  im- 

^*  I        gestörter  Fortpflanzung  wäre  das  an- 

kommende Thal  in  der  nächsten  Strecke 
-     ~  .  ,.-'  '^-^      wieder  Anlas ^  zur  Bildung  eines  Thaies 

-     -      '^ —  -    'f~    ~'        geworden,  hier  hat  es  einen  Berjr  her- 

-  V     vorgerufen.     Durch   die   Reflexion  ist 
__/_^  also   der  reflectirte  Strahl   gegen  «len 

,^^^^  ■-  f -jp     einfallenden  um  eine  halbe  Wellenlänge 

-^       ^       .-^  verschoben. 

~  Die  in  lieideu  Fällen  reflectirten 

y      Bewegimgen    sind    demnach    ebenfalls 

in  gleichen  Abstunden  von  der  Grenw 

in  entgegengesetzter  Phase,   wo  in  dem  ersten  Wellenthal  ist,  ist  in  dem 

zweiten  Wellenberg  und  umgekehrt. 

Es  folgt  also,  wenn  eine  Wellenbewegimg  an  der  Grenze  zweier  Sy- 
steme ankommt,  in  denen  der  Coefticient   w—  verschietlene  Werthe  hat, 

.<o  bi.' wirkt  sie  immer,  das;?  von  der  Greuzstelle  aus  sich  zwei  Wellensv>teme 
.weiter  l>ewegen,  eine  in  das  erste  Mittel  zurück,  eine  reflectirte  oder  zu- 
rürkgeworfene  Welle,  und  eine  zweite,  welche  in  dem  zweiten  Mittel  tieh 
weiter  bewegt. 

Nehmen  wir  an,  <lie  beiden  Punktsysteme  seien  isotrop,  so  erhält  man 
mit  Hülfe  der  Huyghens'scben  Construction  leicht  die  fortschreitende  v^ 
zurückgeworfene  Welle.  Beginnen  wir  mit  der  letztem,  und  setzen  wir 
voraus,  dass  eine  kugelfVirmige  Welle  an  der  ebenen  Grenze  zweier  Mittel 
antreffe. 

Es  sei  nun  P  i  Fig.  220)  der  Mittelpunkt  der  Welle  im  ersten  Mittel 
CD  .>ei  ein  Durchschnitt  der  Welle  und  JO'  ein  Durchschnitt  der  das  ernte 
-Mittel  begrenzenden  Ebene.  Femer  sei  PQ  senkrecht  zu  J/A^,  also  (f  der 
erste  Punkt,  welcher  von  der  Wellenbewegimg  getroffen  wird.  Je<ier  Punkt 
i\vY  Grenze  wird  ein  Mittelpunkt  einer  neuen  in  das  erste  Mittel  zurück- 
kehrenden Welle,  sowie  er  von  der  ankommenden  Bewegung  getroff'en  wird. 
Es  wird  sich  demnach  zunächst  von  dem  Punkte  Q  eine  Bewegung  in  d»? 
erstr  Mittel  ausbreiten.  Da  nun,  wie  wir  sahen,  die  Fortpflanzungsgcdchwin* 
diirkpit  ».'iner  Welle  in  einem  elastischen  Punktsystem  nur  abhängt  von  dem 
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ienten  l/— ,  so  verbreitet  sich  die  zurückgeworfene  Welle  mit  eben 
dben  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  einfallende  Welle  verbrei- 


.N 


\  ■ 


in  der  Zeit  also,  in  welcher  von  den  Punkten  1)  oder  C,  von  denen 
der  Symmetrie  lialber  annehmen,  dass  sie  gleichweit  von  (^  entfernt 
sieh  die  schwin<rcnde  Hewo^'un<?  bis  lY  oder  C'  fortgepflanzt  hat,  wo 
von  diesen  Pimkton  aus  die  Wellenbewegung  reflectirt  zu  werden  be- 
t,  pflanzt  sich  von  Q  aus  die  Bewegung  bis  zu  einer  Halbkugel  fort, 
1  Radius  Qr  =  ('('/  ist.  Die  ne])en  Q  liegenden  Punkte  der  Grenz- 
ht  q\  q'\  <7^,  q^^  worden  immer  si)äter  von  der  Wellenbewegung  ge- 
rn, und  zwar  so  viel  spilter,  als  die  Bewegimg  der  ankommenden  Welle 
cht,  um  die  Strecke  (V  q\  d''  q"  zu  durchlaufen.  In  derselben  Zeit 
r,  in  welcher  sich  die  Bewegimg  von  Q  bis  zu  einer  Halbkugel  vom 
US  Qr  fortpflanzt,  verbreitet  sie  sich  von  q  bis  zu  einer  Halbkugel 
Radius  q  r'  =  Qr  q  (V  von  //"  bis  zu  einer  Halbkugel  vom  Radius 
'  =  Qr  —  //"  </"  imd  so  v(m  allen  übrigen  Punkten  bis  zu  einer  Halb- 
1,  deren  Radius  um  die  Länge  kleiner  ist  als  Qr^  welche  die  Wellen- 
»gung  noch  hat  durchlaufen  müssen,  um  den  betreffenden  Punkt  in 
ringimgen  zu  versetzen. 

Die  Grenze,  bis  zu  der  sich  demnach  die  Wellenbewegung  in  dem  er- 
Mittel rückwärts  ausgebreitet  hat,  ist  die  Fläche,  welche  alle  diese 
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einzelnen  Kugeln  berührend  umhllllt.     Es  ist  nun  leicht  ersichtlich,  dasj 
diese  Fläche  C  r"  /  rl)'  eine  Kugelfläche  sein  muss,  deren  Mittelpunkt  P 
ebenso  weit  hinter  MN  liegt,  als  der  Punkt  P,  von  welchem  die  ankom- 
mende Welle  ausging,  vor  MN  liegt.    Denn  denken  wir  uns,  dass  die  Welle 
ungehindert,  hätte  fortschreiten  können,  so  geben  die  andern  Hälften  der 
von  uns  um  (?,  q\  <{' . . .  beschriebenen  Kugeln,   nach  der  Hujgben:i'scliea 
Construction,  die  Wellenfläche  C'  <?'/),  bis  zu  der  sich  die  Bewegung  in 
derselben  Zeit  fortgepflanzt  hätte,  in  der  sie  in  der  Richtung  PC  sich  bw 
CO'  fortpflanzte.    Die  diese  Kugeln  nach  der  einen  Seite  einhüllende  FlSche 
ist  aber,  wie  wir  sahen,  eine  Kugel  vom  Radius  PC'  =  PQ'  =  P/>'.    Die 
Fläche,  welche  diese  Kugeln  von  der  andern  Seite  einhüllt,  muss  daher  eine 
Kugel  von  demselben  Radius  sein,  die  ihre  Convexitfit  jedoch  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  richtet,   deren  Mittelpunkt  also  in  P'  liegt,  so  dius 
J^'  =  r'r,  oder  da  Qr  =  QQ\  P'Q  =  PQ  ist. 

Von  einer  ebenen  Grenze  zweier  Punktsysteme  wird  demnach  eine  an- 
kommende Welle  gerade  so  reflectirt,  als  ginge  sie  von  einem  Mittelpunkte 
aus,  welcher  ebenso  weit  hinter  dieser  Grenze,  als  der  Mittelpunkt  der  an- 
kommenden Welle  vor  der  Grenze  liegt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  in  etwas  anderer  Form  aussprechen,  in  welcher 
er  in  manchen  Fällen  leichter  angewandt  wird.  

Aus  der  Gleichheit  P'Q  =  PQ  folgt,  dass  die  Dreiecke  P'C'O  ari 
WQ,  P'q'Q  und  Pq'Q,  P'aQ  "ntl  PqQ  etc.  sich  decken  imd  daraus, to 
die  Winkel 

T'q"Q  =  Pq"Q. 

P'q' Q  =  P'J'Q  eic, 

oder  da  die  Winkel  P'q'Q  =  r"q"C'  und  P'q'Q  =  r'q'C  sind  iilti  Scheitel- 
winkel, dass  die  Winkel 

p,j"Q  =  r"q"C', 

Pq'Q  =  rVC\ 

oder  die  Winkel,  unter  welchen  die  Radien  der  ankonuiienden  und  refle^ 
tirten  Welle  die  Grenzfläche  sehneiden,  einander  gleich  sind.  Nach  unserer 
ersten  Anschaiumg  von  der  Art  der  Fortpflanzung  der  Wellenbewegting  in 
einem  Punktsvstem  waren  die  Radien  der  Wellenfläche  die  einzelnen  Punkt- 
reihen,  in  welchen  sich  die  Bewegung  fortpflanzte.  Nennen  wir  mit  Röck- 
sicht darauf  die  Radien  die  Wellenstrahlen,  so  können  wir  obigen  Satz  auch 
so  aussprechen,  dass  bei  der  Reflexion  einer  Wellenbewegung  die  reflectirten 
Strahlen  und  die  ankommenden  mit  der  reflectirenden  Fläche  gleiche  Winkel 
bilden. 

Man  bezeichnet  nun  gewöhnlich  die  Verticale,  welche  in  dem  Punkte 
der  Trennungsttäche  beider  Mittel  errichtet  wird,  als  das  Einfallsloth  iukI 
den  Winkel,  welchen  der  ankommende  Wellenstrahl  mit  demselben  biUel, 
als  Einfallswinkel,  den  hingegen,  welchen  der  reflectirte  Strahl  mit  ihffl 
einschlit\sst ,  als  Reflexionswinkel. 

Sind  nun  die  Winkel,   welche   der   ankommende   und  der  reflodirta 
Strahl  mit  der  reflectirenden  Fläche  einschliessen,  einander  gleich,  so  sibA 
uch  diejenigen,   welche  sie  mit  dem  Einfallslothe  bilden,  woraus  dann 
dass  eine  Wellenbewegung  so  reflectirt  wird,  dass  der  einfkllenJe 
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l  reflecürte  Strahl  mit  «lern  EinfallHloth  in  einer  P]bene  liegen,  und  dass 
Einfallä winke!  gleich  dem  Reflexionswinkel  ist. 

Diese  Form  unseres  Satzes  ist  besonders  becjuem,  um  die  Gesetze  der 
Aexion  an  krummen  Flächen  zu  erhalten.  Wir  können  diese  als  eine 
tige  Reihenfolge  sehr  kleiner  Ebenen  betrachten,  deren  Normalen  nicht 
5  bei  einer  Ebene  einander  parallel,  sondern  immer  anders  genchtet  siml. 
rjede  noch  so  kleine  Ebene  gilt  nun  unser  Reflexionsgesetz;  kennt  man 
Ira:  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Nonnalen  der  auf  einander  folgenden 
men  Ebenen  geneigt  sind,  so  hat  man  darin  dann  zugleich  an  allen 
nkten  die  Richtung,  nach  welcher  ein  einfallender  Strahl  und  somit  eine 
kommende  Wellenbewegung  reflectirt  wird. 

Ist  z.  B.  die  Grenze  zweier  Mittel  eine  Kugelfläche,  so  fallen  die  in 
em  Punkte  der  Fläche  errichteten  Senkrechten  mit  den  Radien  der  Kugel 
iimmen.  Eine  an  der  Grenze  ankommende  Wellenbewegung  wird  daher 
mrückgeworfen,  dass  die  an  jedem  einzelnen  Pimkte  reflectirten  Strahlen 

die  ankommenden  mit  den  Radien  der  Grenzfläche  gleiche  Winkel  bil- 
.  Kommt  die  W'ellenbewegung  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kugel,  also 
ler  Richtung  der  Radien  an,  so  wird  jeder  Strahl  nach  dem  Mittelpunkte 
Ickgeworfen,  die  Bewegung  kehrt  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zurück. 

§.  126. 

Brechung  der  "Wellen.  Von  der  Grenze  zweier  Punktsysteme  pflanzt 
i,  wie  wir  sahen,  ausser  in  das  erste  System  zurück,  auch  eine  Wellen- 
regimg  in  das  zweite  System  fort.  .Ted er  Punkt  der  Grenzschicht  wird, 
ald  als  die  ankommende  Bewegung  ihn  trilft,  Mittelpunkt  einer  Welle, 
sich  in  das  zweite  System  fortpflanzt,  mit  einer  andern  Geschwindigkeit 
)ch,  als  sich  die  Bewegung  in  dem  ersten  Systeme  fortpflanzte.    Ist  das 

ite  System  (.lichter  als  das  erste,  d.  h.  ist  der  Quotient  1/ -7-  kleiner  für 

zweite  System  als  flir  das  erste,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  im  zweiten 
tel  langsamer,  ist  derselbe  grösser,  so  pflanzt  sich  dieselbe  rasclier  fort. 

Sei  nun  CT)  (Fig.  221)  ein  sehr  kleines  Stück  einer  Wellenfläche,  wel- 

«i  in  dem  ersten  System  sich  in  der  Richtimg  PI)  gegen  die  Grenze  MN 

ier  Mittel  bewegt.    Nehmen  wir  ferner  an,  dass  der  Mittelpunkt  der  an- 

mienden  Welle,  von  der  CD  ein  Stück  ist,  so  weit  entfernt  sei,  dass 

CT)  als  eine  zur  Ebene  NBP  senkrechte  Ebene  und  die  Wellenstrahlen 

und  P'C  als  parallel  ansehen  können.    In  dem  Augenblicke,  in  welchem 

Wellenstück  CD  bei  I)  die  Grenze  MN  berührt,  verbreitet  sich  von  I) 

eine  Welle  in  dem  zweiten  Systeme. 

Ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  dem  ersten  System  v  \md  in 
a  zweiten  v\  so  verhalten  sich  die  StJrecken,  durch  welche  sich  die  Wel- 
hewegung  in  gleichen  Zeiten  fortj^flanzt,  wie  r  zu  v\ 

Der  Radius  Dr  der  Kugel,  Über  welche  sich  die  W^ellenbewegung  im 
^ten  Mittel  ausbreitet,  während  dieselbe  im  ersten  sich  von  C  bis  C' 
rtpflanzt,  ist  daher 

j)r  =  CC\~' 

V 
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Von  den  zwischen  I)  und  C  gelegenen  Punkten  verbreiten  sich  eben- 
falls Wellenbewegungen  in  da«  zweite  Mittel,  aber  um  so  später,  als  sie 


/ 


M    ffy 


selbst  von  der  fortschreitenden  Wellenbewegung  getroffen  werden.   Von  k 
gend  einem  Pimkte  d'  beginnt  sich  die  Bewegung  erst  zu  verbreiten, 
die  Bewegung  im  ersten  Mittel  bis  cd'  fortgeschritten  ist.     Hat  sich 
Bewegimg  im  ersten  Mittel  bis  C  fortgepflanzt,  so  hat  sieh  von  d'  di< 
im  zweiten  Mittel  über  eine  Kugel  ausgebreitet,  deren  Radius  ^  gleiflh 


f  r^f 


Q  =  CC 


V 
V 


k 


Die  Grenze,  bis  zu  der  sich  die  Bewegung  im  zweiten  Mittel 
pflanzt  hat,  wenn  sie  im  ersten  Punktsystem  bis  C  fortgeschritten  ist, 
dann  die  Flüche,  welche  alle  Kugeln,  die  um  die  verschiedenen  PnnUij 
beschrieben  sind,  berührt.. 

Diese  Fläche  erhalten  wir  nun,  wenn  wir  durch  C  eine  Tangente 
den  um  D  beschriebenen  Halbkreis  ziehen  und  durch  diese  eine  lur 
C'Dr  senkrechte  Ebene  legen.     Denn  diese  Ebene  berührt  nicht  nur 
um  D  mit  dem  Radius  I)r  l)eschriebene  Kugel,  sondern  auch  sSi 
mit  den  betreffenden  Radien  um  die  Punkte  d  beschriebenen  Kugeln. 
ziehen  wir  von  d'  aus  d'r'  senkrecht  zu  CV,  so  sind  die  Dreiecke  CV 
und  CrW  ähnlich,  somit 

d'r'xl)r  =  C'd'  iCD. 


Ebenso   sind  aber  auch  die  Dreiecke  CDC'  und  cd'C  ahnlicb 


somit 


C\r  :C'I)  =  (/C':CC\ 


Da  nun  ferner 


r 


r 
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foist 


dV:  CC  '  -  =  r'C::CC\ 


oder 


V 


rt  /•  =  C  c  •  ~, 


du  heisst  die  von  d'  auf  Cr  herabgelassene  Senkrechte  ist  der  Radius  der 
lugel,  die  mit  dem  Radius  q  um  iV  beschrieben  ist,  oder  Cr  ist  Tangente 
n  dem  Durchschnitt  der  Kugel  mit  der  Ebene  NDP  und  somit  die  durch 
CIr  gelegt«  Ebene  Tangentialebene  an  die  um  d'  beschriebene  Kugel.  Ebenso 
gut  es  für  alle  um  die  Punkte  (V  beschriebenen  Kugeln. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Winkel  CDC  und  DCr^  welche  die  ankom- 
Äeade  und  die  in  das  zweite  System  übergegangene  Welle  mit  der  Grenz- 
Ikhe  bilden,  mit  tp  imd  tp\  so  haben  wir 

*ri  daraus 

sin  qp  V 

sin  9  t?' 

Der  Winkel,  welchen  die  in  das  zweite  Mittel  übergegangene  Welle 
Ader  Grenzebene  bildet,  ist  also  ein  anderer  als  derjenige,  welchen  die 
Kommende  Welle  mit  der  Grenzfläche  bildet,  oder  was  dasselbe  ist,  die 
^4w  zweite  Mittel  übergegangenen  Wellenstrahlen  bilden  mit  dem  Ein- 
llalotbe  andere  Winkel  als  die  ankommenden  Strahlen.    Da  aber  das  Ver- 

Btniss    — r  für  zwei  Mittel  constant  ist,   so  folgt,  dass  die  ankommende 

^le  nnter  einem  Winkel  ankommen  kann,  unter  welchem  sie  will,  sie 
%^^  sich  stets  unter  einem  solchen  Winkel  gegen  die  Grenzebene  weiter, 
iis  das  Verhältniss  der  Sinus  des  Winkels,  unter  welchem  sie  ankommt, 
d  des  Winkels,  unter  dem  sie  weiter  geht,  const-ant  ist.  Zugleich  sieht 
In,  dass  der  einfallende  und  gebrochene  Wellenstrahl  und  das  Einfallsloth 
dörselben  Ebene  liegen. 

Jede  an  der  Grenzebene  ankommende  kugelförmige  Welle  können  wir 
hl  als  eine  Reihenfolge  sehr  kleiner  Ebenen  betrachten,  die  alle  verschieden 
1^  die  Grenzfläche  geneigt  sind,  deren  Neigung  gegen  die  Grenzfläche 
^  bestimmt  wird  durch  den  Winkel,  welchen  die  zu  ihnen  gehörenden 
'^dlenstrahlen,  die  einzelnen  Radien,  mit  dem  Einfallsloth  bilden.  Mit 
ttfe  des  obigen  Satzes  ist  es  leicht,  die  fortgepflanzte  Welle  im  zweiten 
Biksjstem  zu  constmiren. 

Wir  erhalten  als  unmittelbare  Folge  aus  unserem  Satze,  dass  beim 
fiibei^gange  einer  Wellenbewegung  aus  einem  Punktsystem  in  ein  zweites, 

r  welches  der  Quotient  y  —f  kleiner  ist  als  für  das  erste,  der  Winkel, 

flldien  der  in  das  zweite  Mittel  übergegangene  Strahl  mit  dem  Einfalls- 
Bie  bildet,  kleiner  ist  als  der  Winkel,  welchen  der  ankommende  Wellen- 
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strahl  mit  demselben  cinschliesst.  Ist  dagegen  dieser  Quotient  grösser  für 
das  zweite  wie  für  das  erste  Mittel,  so  ist  der  Winkel,  welchen  der  in  du 
zweite  Mittel  übergegangene  *Strahl  mit  dem  Einfallslothe  bildet ,  grosser. 
Beim  Uebergange  einer  Wellenbewegung  aus  einem  Mittel  in  ein  zweit« 
werden  daher  die  einzelnen  Wellenstrahlen  stets  gebrochen;  beim  Ueber- 
gange in  ein  Mittel  von  grösserer  Dichtigkeit  werden  sie  zum  Einfallslolbe 
hingebrochen,  beim  Uebergange  in  ein  Mittel  von  geringerer  Dichtigkeit 
werden  die  Strahlen  vom  Einfallslothe  fort^cbrochen. 

Jede  kninmie  Fläche  können  wir,  wie  schon  bemerkt  wurde,  als  eia» 
Reihenfolge  unendlich  kleiner  Ebenen  betrachten,  welche  in  steter  Folgt 
gegen  einander  geneigt  sind.  Für  krumme  Begrenzimgen  zweier  Mittd 
muss  daher  das  Brechungsgesetz  dasselbe  sein;  um  den  Weg  der  einzelnen 
Strahlen  zu  bestimmen,  muss  man  aber  das  Gesetz  kennen,  nach  weKbem 
die  einzelnen,  unendlich  kleinen  Ebenen  oder  deren  Einfallslothe  gegen  ein- 
ander geneigt,  sind^). 

Zweites  Kapitel. 
Von  der  Wellenbewegung  fester  Körper. 

§.  127. 

Schwingende  Bewegung  einzelner  Theile  fester  Körper  in  Fe 
der  Elastieität.   Die  im  vorigen  Kapitel  aus  den  früher  erkannten  O« 

^)  Die  in  diesem  Kai>itel  vorgetragenen   Sätze  finden  sich   vorzugsweiiei 
den   Abhandlungeu  von    Frcs^ncl  und  andern   über    die    UndulationAtheone 
Lichtes  zuerst  in  iUinlicher  Form  entwickelt.     Es  gilt  das  besonders  von  J«; 
leitung  der  (Jleichungon  für  die  schwingende  lk*wognng  §.  114,  bi»?  §.  117. 
selben  befindcm  sich  in: 

Fresnely  Memoire  sur  la  diftraction  de  la  lumiere.  Memoire»  de  TAcal 
France  Tome  V.  Poggcnd.  Ann.  Bd.  XXX.     Oeuvres  compl^tes.  T.  I. 

Die  Sätze  über  Interferenz  der  Wellen  §.  1 18  in  derselben  Abhandlung 
Fresnel^  und  Schwerd ,  die  Beugungserscheinungen  des  Lichtes.    Mannheiui  U 

Die  stehenden  Wellen  durch  Interferenz  entgegengesetzter  Wellonzüjje 
wie  die  Fortpflanziuigsgeschwinrligkeit  der  Wellen  leitet  Fresnel  ähnlich  ab 
seiner  Abhandlung  über  die  Doppell>rechung  des  Lichtes:  Menioires  de  l'Ac 
d(i  France.    Tome  VJI.    Poggend.  Ajui.  XXlIl.    Oeuvres  completes.  T.  II.  p.<'*j 

Auf  die    elli])tischen   Schwingungen   machte    zuerst  autiuerksani  Freaiel 
seiner  Abhandlung  über  Reflexion  des  polarisirten  Licht-es:   Annales  de  chim. 
de  phys.  XLVI.  Poggend.  Ann.  XXII.  Airjf,  Ueber  die  I)opi)elbrechung  im  ~ 
krystall  im  4.  Bande   der  Transactions   of  the  Cambridge  Philosopliical 
Poggend.  Ann.  XXIII.  Die  von  uns  gegebene  Ableitung  ist  im  wesentlichen^ 
von  Ncumcnui  in  der  Abhandlung  über  die  Reflexion  an  Metallen.    PoggenJ. 
XXVI.     Man  sehe  darüber  auch  Beer,  Einleitung  in  die  höhere  Optik.    B 
schweig,  1853.     Die  Zusammensetzung  von  Schwingiuigen  verschiedeuor  Wdl 
länge  ist  besonders  von  lAssajmis  studirt  und  für  akustische  Zwecke  untihar 
macht.    Annales  de  chim  et  de  jdiys.  3.  8<^r.  t.  LI. 

Die  Fortpflanzung  der  Wellen  in  Punktsystemen  und  das  Huyghens'sche 
ist.  zuerst  von  Ibnjyhens  in  seinem  Werke  Trait^  de  la  lumiere,  Leiden  1690. 
wickelt,  ebenso  die  Ableitung  des  Reflexions-  und  Refraction8-Gesetze8._  VI 
ständiger  von  Fresnel  in  der  erwähnten  Abhandlung  über  die  Beugung  de« " 
und  in  einem  Zusatz  derselben:  lOrklänmg  der  Rtjfraction  des  Lichtes  nach  de 
dulationstheorie.     Auf  den   Unterschied  der  R^^flexion   an    dichtem  »nd  «13' 
Syst^imen  machte  zuerst  Thoman  Young  aufmerksam.     On  the  thoorj*  of  Ügl»^ 
coiours.    Philosoph.  Trausact.  of  the  Royal  Society  for  1802. 
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Virkiing  von  Kräften  theoretisch  abgeleiteten  Bewegungserschei- 
nnen  wir  in  der  mannigfachsten  Weise  in  den  Körpern  hervor- 
AUe  Körper  bestehen  nach  den  Entwickelungen  des  §.  48  aus 
leilen,  welche  durch  anziehende  und  abstossende  zwischen  ihnen 
Elfte  entweder  allein  wie  bei  den  festen  Körpern  oder  mit  Hülfe 
jräfte  wie  bei  den  flüssigen  und  gasformigen  Körpern  im  Gleich- 
)halten  werden. 

1  eine  Aenderung  der  auf  die  Körper  wirkenden  Kräfte  wird 
eine  Aenderung  dieses  Gleichgewichtszustandes  herbeigeführt, 
jrestaltsänderungen  der  festen  Körper  oder  Bewegungen  in  den 
der  gasförmigen  Körpern  hervor,  welche  wir  in  dem  zweiten  Ab- 
isführlich  betrachtet  haben. 

tränken  wir  uns  zunächst  auf  die  festen  Körper,  so  sahen  wir, 
durch  angehängte  Gewichte  verlängert,  oder  durch  Druck  ver- 
ien,  wie  durch  Drehung  um  eine  im  Innern  derselben  liegende 
Qzelnen  Schichten  der  Stäbe  gegen  einander  verschoben  wurden, 
durch  Biegung  denselben  eine  andere  Gestalt  gegeben    werden 

ich  sahen  wir  aber  stets  bei  der  Aenderung  des  Gleichgewichts- 
eines  Körpers  eine  Reaction  auftreten,  die  uns  zeigte,  dass  in 
er  Aenderung  eine  gewisse  Spannung  zwischen  den  Molekülen 
'S  auftritt,  durch  welche  sie  sich  bestreben,  in  die  Gleichgewichts - 
kzukehren.  Diese  Rückkehr  trat  ein,  wenn  die  Aenderung  in  den 
Kräften  aufhörte;  überschritt  die  Verlängerung  oder  Verkürzung 
»es  in  Folge  der  angebrachten  Gewichte  nicht  die  Elasticitäts- 
kehrte  der  Stab  nach  Abnahme  der  Gewichte  zu  seiner  ursprüng- 
ge  zurück,  war  die  Biegung  nicht  so  stark,  dass  die  Theilchen 
Gleichgewichtslage  angenommen  hatten,  so  nahm  der  Stab  seine 
3he  Gestalt  wieder  an. 

[glich  bei  dieser  Rückkehr  in  den  Gleichgewichtszustand  treten 
Bewegungen  auf,  welche  wir  damals,  wo  wir  unser  Augenmerk 
n  endlichen  Zustand  der  Körper  richteten,  ausser  Acht  Hessen, 
ir  zu  erkennen  uns  aber  nach  dem  Vorigen  leicht  ist. 
.  wir  einen  Stab  von  gegebener  Länge  imd  gegebenem  Quer- 
reh  ein  Gewicht  verlängerten,  so  ergab  der  Versuch,  dass  seine 
ing  proportional  war  der  wirksamen  Kraft.  Diese  Verlängenmg 
idliche  Zustand ,  in  welchen  der  Körper  durch  die  dauernde  Wir- 
Kraft  übergeführt  wurde,  er  trat  ein,  wenn  die  durch  die  Ent- 
r  Theile  von  einander  auftretende  Elasticitätskraft  dem  ziehenden 
gleich  wurde.  Die  Verlängerung  ist  eine  Entfernung  der  ein- 
chten  des  Stabes  von  einander,  deshalb  sind  jedenfalls  die  Ent- 
den  Verlängerungen  proportional,  das  lieisst,  bei  doppelter,  drei- 
jrhaupt  w-facher  Verlängerung  des  Stabes  haben  sich  auch  die 
Schichten  des  Stabes  um  die  doppelte,  dreifache,  überhanpt 
rosse  von  einander,  oder  was  dasselbe  ist,  von  ihrer  Gleichge- 
entfemt. 

m  die  Verlängerungen  des  Stabes  den  spannenden  Gewichten  pro- 
ind,  und  da  bei  dem  endlichen  Zustande  die  Kräfte,  mit  denen 
sn  Schichten  sich  rückwärts  anziehen ,  den  spannenden  Gewichten 
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an  Grösse  genau  gleich,  der  Bichtiing  nach  aber  entgegengesetzt  sind,  so 
folgt,  dass  die  Kraft,  mit  der  irgend  eine  Schicht  des  Stabes,  wenn  sie 
ausserhalb  der  Gleichgewichtslage  sich  befindet,  gegen  diese  hingczogeo 
wird,  dem  Abstände  derselben  von  der  Gleichgewichtslage  proportionalst. 

Bei  der  Rückkehr  jeder  Schicht  in  ihre  Gleichgewichtslage  ist  daher 
die  Bewegiing  derselben  eine  beschlcimigte,  in  derselben  angekommen,  be- 
sitzt sie  eine  gewisse  Geschwindigkeit,  vermöge  welcher  sie  sich  über  die 
Gleichgewichtslage  liinaus  bewegt.  Wenn  sie  dieselbe  überschritten  hat, 
wirken  aber  die  Krilfte  in  entgegengesetÄtem  Sinne  auf  sie  ein  und  Ter- 
nichten  so  allmählich  die  der  Schicht  vorher  ertheilte  Geschwindigkeit 
Dann  aber  tritt,  da  jetzt  wieder  dieselben  Elasticitätskräfte  auf  die  Schickt 
einwirken,  eine  rückgängige  Bewegimg  ein,  bei  der  sich  dasselbe  wieder« 
holt;  die  Schicht  erhält  also  eine  schwingende  Bewegimg.  Da  nun  du 
Gesetz,  nach  welchem  die  wirkenden  Kräfte  mit  der  Entfernung  der  Schicht 
von  der  Gleichgewichtslage  sich  äudern,  dasselbe  ist,  welches  wir  der  Ab- 
leitung der  schwingenden  Bewegung  von  Punkten  zu  Grunde  legten,  » 
können  wir  die  dort  erhaltenen  Hesultato  unmittelbar  auf  die  so  ent^tehes* 
den  Schwingimgen  der  festen  Körper  übertragen. 

Ganz  das  Gleiche  gilt  von  den  Bewegungen,  welche  ein  Körper,  der 
durch  Biegung  oder  Torsion  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gebracht  vAf 
bei  der  Rückkehr  in  dieselbe  vollführt;  auch  in  diesem  Falle  ist  die  Biegung 
und  Torsion  der  wirkenden  Kraft,  also  die  bei  der  Biegung  oder  Torsi« 
auftretende  elastische  Kraft  dem  Abstände  der  einzelnen  Theile  von  der 
Gleichgewichtslage  pro^jortional.  Bei  der  Rückkehr  in  dieselbe  mu«;^  dem- 
nach der  Körper  schwingende  Bewegungen  vollführen,  welche  den  soAm 
entwickelten  Gesetzen  folgen. 

§.  128. 

Longitudlnale  Schwingungen  der  Stäbe.  Wenn  man  einen  Stab 
in  seiner  Mitte  oder  an  einem  oder  beiden  Enden  festhält  und  ihn  O 
einem  Endo  rasch  mit  einem  Hammer  schlägt,  oder  seiner  Länge  nach  mit  der 
Hand,  nachdem  sie  mit  etwas  Colophonium  eingerieben  ist,  oder  mit  einea 
nassen  Tuche  stark  reibt,  so  geratheu  die  Theile  des  Stabes  in  longitudiiuto 
Schwingungen ,  das  heisst  sie  bewegen  sich  in  der  Richtung  der  LSngsaxe  doi 
Stabes  hin  und  her.  Bei  dieser  Bewegung  ändert  der  Stab  seine  äuiswi» 
Gestalt  nicht  merklich,  sondern  es  bilden  sich  in  seinem  Innern  n^^*^ 
wechselnde  Verdichtungen  und  Verdünnungen,  die  sich  in  der  §.  110  d«v 
gestellten  Weise  durch  den  Stab  verbreiten,  in  einem  begrenzten  Stabe  ä 
der  Grenze  reflectirt  werden  und  dadurch  zu  stehenden  Schwingimgen  d«i 
Stabes  Anlass  geben. 

Die  longitudLnalen  Schwingungen  eines  Stabes  sind  nicht  unmittelliir 
sichtbar,  indess  hat  Savart^)  sie  auf  folgende  Weise  sichtbar  gemacht  « 
befestigte  Glas-  oder  Metallstübe  von  verschiedenen  Dimensionen  auf  e«' 
80  Kilogramm  schweren  Bleimasse.  Ein  Sphärometer  mit  hoiuontikf 
Schraube  wurde  mit  dem  einen  Ende  des  Stabes  zur  Bertlhrung  gvhrta^ 
und  die  Stellung  der  Schraube  abgelesen,  dann  wurde  die  Schraube  xurtW- 


^)  Suvart  in  Amialea  de  chim.  et  phys.  LXV.  p.  837. 
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gedreht  und  der  Stab  in  Schwingungen  versetzt.  Darauf  wurde  die  Schraube 
dem  Stabe  wieder  vorsichtig  genähert  und  bei  einer  bestimmten  St^Uimg 
le^te  sich,  dass  die  Schraube  von  dem  Stabe  in  bestimmten  Zwischen- 
tarnen  gestossen  wurde,  ein  Beweis,  dass  der  Stab  sich  in  seiner  Längs- 
ehtong  abwechselnd  ausdehnte  und  zusammenzog. 

Es  bedarf  übrigens  nicht  einmal  solcher  Methoden,  um  die  longitu- 
nalen  Schwingungen  wahrnehmbar  zu  machen;  sie  sind  am  deiitlichsten 
i  erkennen  durch  den  Ton,  welcheji  sie  hervorbringen.  Diesen  können  wir 
doch  erst  im  nächsten  Abschnitte  betrachten,  in  w^elchem  wir  auch  die 
eisten  der  sofort  abzuleitenden  Gesetze  experimentell  nachweisen  werden. 

Ueber  die  Fortpflanzung  der  Bewegimg  in  einem  unbegrenzten  Stabe 
iben  wir  hier  nichts  hinzuzufügen,  sie  muss  nach  den  Gesetzen  erfolgen, 
siehe  wir  §.  116  ff.  ganz  allgemein  über  die  Fortpflanzung  schwingender 
)wegmigen  in  Punktreilien  abgeleitet  haben.  Zwar  haben  wir  es  hier 
cht  mit  einfachen  Punktreihen  zu  thun,  indess  kann  man  die  dort  abge- 
iteten  Gesetze  desshalb  einfach  übertragen,  weil  alle  Punkte  einer  zur 
tngsaxe  parallelen  Schicht  dieselbe  Bewegung  haben,  wir  also  die  Stäbe 
i  ein  Bündel  paralleler  Punktreihen  betrachten  können. 

Auch  für  die  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit  der  Wellen  in  einem 
Lehen  Stabe  muss  der  §.  120  entwickelte  Ausdruck  gelten 


c 


- "  ■  Vi 


Setzen  wir  für  e,  die  Elasticität,  den  Elasticitätsmodulus  E  der  be- 
iffenden  Substanz  ein,  wie  wir  ihn  im  zweiten  Abschnitt  bestimmten,  imd 
r  d  die  Masse  der  Längeneinheit  des  Stabes  für  den  Querschnitt  von 
)uadratmillimeter,  da  E  das  Gewicht  ist,  welches  einen  solchen  Stab  um 
ine  eigene  Länge  ausdehnt,  so  ist  nach  unserer  Ableitung  §.  120  die  con- 

inte  Grösse  (7  =  )/  a  gleich  1  zu  setzen,  da  die  dort  von  uns  mit  e 
sKeichnete  Grösse  den  von  ims  §.  50  mit  E  bezeichneten  Elasticitüts- 
efficienten  bedeutet,  und  es  wird^)  für  einen  Stab  vom  Querschnitte  f/ 

-V^-Vi- 

Da  somit  aus  dem  Ausdrucke  für  die  Geschwindigkeit  der  Fort- 
flftjjgnng  der  Querschnitt  verschwindet,  so  folgt,  dass  die  Fortpflanzungs- 
eschwindigkeit  longitudinaler  Schwingungen  von  dem  Querschnitte  der 
»tibe,  in  denen  sie  stattfinden,  unabhängig  ist. 

Der  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  findet  sich  häufig 
niter  einer  andern  Form.  Setzen  wir  für  E  seinen  Wertli  nach  §.  50,  so  ist 

tenn  wir  mit  P  das  Gewicht  bezeichnen,  welches  einen  Stab  von  der 
'^Qge  l  und  dem  Querschnitt  q  um  die  Länge  b  ausdehnt.  Setzen  wir  nun 
gleich  1  Meter  und  das  Gewicht  eines  Stabes  vom  Querschnitte  q  und  der 


')  Man  sehe  auch  Vornan  m  Memoiresde  VAcad.Royalft  de  France  VlTT.p.  441. 

'WCllvh,  Physik.  I.    3.  Aufl.  83 
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Länge  eines  Meter  gleich  tt,  so  wird 

wenn  d  die  Verlängerung  eines  1"*  langen  Stabes  durch  ein  dem  (lewichte 
des  Stabes  gleiches  Gewicht  bedeutet. 

Setzen   wir  nun  das  specifische  Gewicht  des  Stabes  gleich  ä,   so  er- 
halten wir 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  für  Fj  in  unsere  Gleichung  für  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit, so  wird 


-Vir 


d  ist  nun  nach  obiger  Angabe  die  Masse  der  Volunieinheit  des  bewegten 
Stabes,  wir  haben  daher,  da  s  das  Gewicht  desselben,  das  Gewicht  des  1" 
langen,  1'"*"  im  Querschnitt  haltenden  Stabes  bedeutet, 


und  daraus  schliesslich 


-Vi 


Uni  demnach  die  FoHpflanzungsgesch windigkeit  der  Wellenbewegung 
in  einem  Stabe»  zu  bestimmen,  bedarf  es  nur  der  Kenntniss  der  Beschleuni- 
gung g  beim  freien  Fall  und  der  Verljlngerung,  welche  ein  Stab  derselben 
Substanz  von  1  Meter  Länge  erfahrt,  weh-her  <lurch  ein  (iewicht  gezogHi 
wird,  das  s(^inem  eigenen  Gewichte  gleicli  ist. 

Wir  werden  im  nächsten  Abschnitte  in  der  Fortpflanzirngsgeschwindig- 
keit  des  Schalles  in  langen  Stäben  den  experimentellen  Beweis  fflr  dif 
Richtigkeit  diesrr  Ausdrücke  erhalten. 

§.  121». 

Bchwingungsdauer  von  Stäben.  Wenn  wir  einen  an  seinem  ein»*" 
Knde.  befestigt «ni,  an  dt^m  andeni  freien  Stal»  durch  Schläge  eines  Hammen* 
an  s(»inem  freien  Knde  oder  durch  Reiben  in  longitudinale  Schwingungen 
versetzen,  so  ist  der  einfachste»  Fall,  dass  alle  Theile  des  Stabes  sich  gleifb- 
zeitig  nach  (U»r  einen  oder  andern  Richtung  bewegen.  Um  die  SchwingungJ^ 
dauer  zu  erhalten,  haben  wir  uns  nur  danm  zu  erinnern,  dass  diese  st ehenJen 
Schwingungen  durch  Interferenz  der  an  dem  freien  Ende  erregton  und  ^^ 
an  dem  testen  Ende  retiectirten  Bew^egungen  entstehen.  Die  Schwingungs- 
dauer eines  solchen  Stabes  ergil)t  sich  daher  aus  imseren  Ausdrücken  ^^ 
§.  120,  für  die  Schwingimgsdauer  stehender  Wellen. 

Sei  zu  dem  Ende  ab  (Fig.  222)  ein  in  einen  Schraubstock  bei  a  W 
eingespannter,  bei  h  freier  Stab.  Wird  derselbe  durch  SchlSge  bei  h  in 
b)ngitudinale  Schwingungen  versetzt,  so  verlängert  untl  verkürzt  er  «cb 
abwechselnd,  und  es  ist  klar,  dass  das  Ende  //  die  grössten  Si'hwingungen 
vidlt'IUirt,  während  das  fest**    End(>   in     Ruhe    bleibt.     Mit    deu    htehendfO 
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Wellen  verglichen,  matlii  daher  der  SUl)  die  Hälfte  einer  stehenden  Welle 

aoa,  indem   das  eine  Ende  denselben  wie  die  Mitte  der  stehenden  Wellen 

die  grfissten  Excursionen  ^ig.  ^2. 

luachi     Die    Dauer  der 

Schwingungen  stimmt  da- 
her mit  derjenigen  eimiY 
stehenden  Welle  von  dop- 
pelter Lilnge  Überein. 

Um  diese  Ueberein- 
stimnmng  deutlicher  her- 
vortreten zu  lassen,  kön- 
nen wir  die  Bildung  der 
stehenden  Welle  genauer  verfolgen.  Durch  die  Schläge  des  Hammers  wird 
znnSchst  das  Ende  h  in  Schwingungen  versetzt,  und  diese  Sch^^-ingungen 
pflanzen  sich  von  Theilchen  zu  'J'heilchen  fort.  An  dem  festt?n  Ende  n  an- 
gekonmien,  tritt  eine  Reflexion  ein,  und  zwar,  da  das  Ende  fest  ist,  also 
an  a  gewissermassen  ein  dichteres  System  grenzt,  so,  dass  die  Phasen  der 
refloctirten  Welle  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  mit  denjenigen 
der  ankommenden  Welle. 

Nennen  wir  mm  den  Theil  der  fortgepflanzten  longitudinalen  Welle, 
in  welchem  alle  Theile  sich  nach  der  einen  Seite  von  der  Gleichgewichts- 
lajfe  entfernt  haben,  den  Wellenberg  und  die  andere  HUlfte,  in  welcher 
sie  sich  an  der  entgegengesetzten  Seite  befinden,  das  Wellenthal.  Nun 
kuniuie  zur  Zeit  /,  vom  Anfange  der  Bewegimg  bei  h  gerechnet,  der  erste 
Wellenberg  in  a  an,  so  wird  nach  dem  Frühem  ein  Wellenthal  als  reflec- 
tirte  Bewegung  nach  h  zurückkehren. 

Ist  nun  ah  =   */jA,  wenn  wir  mit  A  die  Wellenlänge  liezeichnen,  so 

T 
gelangt  der  erste  Wellenberg  nach  a  zur  Zeit  f=  —.  wo  das  Theichen  h 

gerwle  seinen  grüssten  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  erreicht  hat 
und  iiii  Begriff'e  ist,  in  dieselbe  zurückzukehren.  Zur  Zeit  t  jiflanzt  sich 
«laher  von  b  nach  a  die  zweite  HiLlfte  des  Wellonl)erges  fort,  während  sich 
von  a  nach  h  das  Wellenthal  fortzupflanzen  l>eginnt,  oder  es  schreiten  von 
den  Punkten  a  und  h^  die  um  %A  von  einander  entfernt  sind,  durch  den 
Stab  nach  ent-gegengesetzter  Richtung  zwei  Wellen  fort,  welche  eine  ]'hasen- 
differenz  von  y^  Wellenlänge  besitzen. 

Denken  wir  uns  nun  die  Bewegung  des  Pimktes  b  herkommend  von 
«ijiem  Punkte  b\  der   um   ^4  ^  rückwärts   von  b  entfernt  liegt,  in  einem 

Abstände  gleich  ab^  so  würde  der  Pimkt  ?>'  um  die  Zeit  —  früher  auge- 
fcngen  haben  sich  zu  bewegen,  als  der  Punkt  b^  er  würde  also  zur  Zeit 
'  *=  — ,  wo  b  Vi  Schwingung  zTirückgelegt  hat,  \.j  Schwingung  zurück- 
gelegt haben.  Von  dem  Punkte  />'  würde  sich  demnach  zur  Zeit,  wo  von  b 
sich  die  zweite  Hälfte  des  Wellenberges  nach  a  fortpflanzt,  das  Wellenthal 
*^h  a  fortpflanzen.  Die  Bewegung  des  Stabes  ab  ist  also  die  aus  der  In- 
terferenz der  beiden  Wellen  resultireude ,  welche  aus  a  amd  b\  also  zwei 
r unkten,  welche  um  y^  k  von  einander  entfernt  sind,  ohne  Phaseudifferenz 
*ich  gleichzeitig  in  entgegengesetzter  Richtung  fortpflanzen. 

3:j* 
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Dadurch  entsteht  eine  stehende  Welle.    Denn  nach  §.  119  ist  die  resnl- 
tirende  Bewegung  an  irgend  einer  von  a  um  x  entf ernten  Stelle,  welche 
aus  zwei  Wellen  hervorgeht,  die  sich  gleichzeitig  von  zwei  um  6  entfemt^;^ 
Punkten  gegen  einander  fortpflanzen, 

^r  o  2./— d  .  ,  M  S\ 

1=2«.  cos  TT      -■-  '  am  "Jn  l  ^r  —  -tj.) 

und  setzen  wir  dariu  ö  unserem  Falle  entsprechend 

ö  =  %  A, 

TT  ^  •  2.»-  -  t 

X  =  —  2a  .  sin  TT    j    -cos  27C   j,, 

oder  die  Oscillationsphase  der  verschiedenen  Punkte  ist  für  den  gomeo 
Stab  dieselbe,  der  Punkt  a,  für  den  a:  =  0  ist,  bewegt  sich  gar  nicht,  der 
Punkt  by  für  den  x  =  ^^l  ist,  vollführt  die  grössten  Schwingungen,  da 

für  ihn 

2x  .     n 

sm  TT  -p  =  sm  ~  =  1 

ist.    Für  alle  übrigen  Punkte  ist  die  Amplitude  kleiner,  da  für  alleWerthe   i 

I 

X  <  /',  ^    sin  TT  "^  <  1  \ 

ist.  ' 

Es  ist  übrigens  zu  beachten,  dass  in  diesem  Ausdrucke  die  Zeit  i 
nicht  von  dem  Anfange  der  Bewegung  des  Punktes  h  gerechnet  ist,  sondcra 
von  dem  Momente  an ,  wo  sicli  von  a  aus  die  reflectirte  Welle  gegen  h  hin- 
bewegt,  also  um  %  T  später.  Um  denmach  in  unserem  Ausdrucke  für  I 
die  Zeit  vom  Anfange  der  Bewegung  des  Punktes  h  zu  reclmen,  hal>enwir 

für  t  einzusetzen  ^  +    V  •  ' 

Dadurch  wird 

r  =  2«  .  sin  TT  ^  •  sin  27r  -y7 , 

wodurch  die  schwingende  Bewegung  des  Stabes  vollständig   wiedergegel»en 
wird.    Für  den  Punkt  h  erhalten  wii*  z.  B.  für 

t  =  o,  Y=o,f  =  V,  T,  y  =  2a,  f  =  %  T,  Y=o  u.  s.  f. 

Die  Schwingungsdauer  des  Stabes  ist  somit  gleich  der  Schwingung*- 
dauer  einer  stehenden  Welle  von  der  doppelten  Länge  des  Stabes,  da  der 
Stab  selbst  wie  die  Hälfte  einer  solchen  Welle  sich  bewegt.  Nennen  wir 
die  Länge  des  Stabes  /,  so  erhalten  wir  für  die  Schwingungsdauer  Tnad» 
§.  120,  und  da  die  dort  mit  L  bezeichnete  Länge  der  stehenden  Welle 
gleich  2  Z  ist, 

T  =  -'"-.  =  4L.  t/Z. 

Die  Anzahl  der  Schwingungen ,  welche  der  Stab  in  einer  Sekunde  to"- 
führt,  ist  dann 


T       |,^  .  u       Y  ~d 


\ 
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Die  constante  Grösse  Y~a  iat  hier  durch  die  Angabe  des  vorigen  Para- 
Taphen,  wonach 

c'  =  ]/7,:=i, 

ereits  bestimmt. 

0 

Damit  wird  dann 

r  -  »  .  >/^,  .V  „  ,  ■  .  V/| . 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  ist  nun 

eich  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung,  wir  erhalten 
mit 

Die  Anzahl  der  k)ngitudinalen  Schwingungen,  welche  ein  an  dem  einen 
ide  fester,  an  dem  andern  Ende  freier  Stab  in  einer  Sekunde  vollführt, 

gleich  dem   Quotienten  aus   der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bc- 
gimg  und  der  vierfachen  Länge  des  Stabes*). 

Die  Schwingungsdauer  von  Stäben  ist  eine  andere,  wenn  sie  an  beiden 
den  frei  und  in  der  Mitte  nur  locker  gehalten  werden,  oder  wenn,  sie  an 
den  Enden  fest  sind*).     In  beiden  Fällen  ist  die  Oscillationsdauer  nur 

Hälfte  von  derjenigen  eines  an  einem  Ende  befestigten  Stabes,  Im* 
tem  Falle  rührt  es  daher,  dass  in  der  Mitte  des  Stabes  ein  Schwingimgs- 
)ten  entsteht,  und  jede  Hälfte  desselben  so  schwingt,  wie  in  dem 
ben  betrachteten  Falle  der  ganze  Stab,  im  zweiten  weil  der  Stab  seiner 
izen  Länge  nach  nur  eine  stehende  Welle  von  der  Länge  des  Stabes 
det.  In  beiden  Fällen  ist  also  die  Länge  der  stehenden  Welle,  mit 
Icber  der  Stab  gleichzeitig  schwingt,  gleich  der  Länge  des  Stabes,  und 
Qit 


iV 


21    '    V     d  21  ' 


Es  ist  nicht  schwierig,  dieses  in  ähnlicher  Weise  abzuleiten,  wie  wir 
für  den  Fall  gethan  haben,  wenn  der  Stab  an  seinem  einen  Ende  fest- 
Jemmt  ist;  deshalb  wird  es  genügen,  wenn  wir  die  schwingende  Be 
^ung  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes,  der  in  seiner  Mitte  lose  fest- 
lalten  wird,  aus  der  Interferenz. entgegenkommender  Wellen  ableiten,  um 
Bildung  des  Schwingungsknoten  in  der  Mitte  des  Stabes   nachzuweisen. 

Sei  zu  dem  Ende  wieder  ah  ein  Stab  von  der  Länge  ?,  der  in  seiner 
-te  bei  c  locker  mit  der  Hand  festgehalten  wird,  imd  werde  durch  eine 
che  Folge  von  Hammersch lägen  oder  Streichen  mit  einem  nassen  Tuch 
5  Ende  b  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt.  Von  h  aus  pflanzen 
b  die  Schwingimgen  ungeliindert  durch  den  Stab  fort  nach  a,  und  in  a 

')  Poissofi^  M($moires  de  rAcadeniic  Royale  de  France.  T.  VIII.  p.  462. 
Cauchy,  Exercices  de  Matht^iatiqueö.  T.  111.  p.  269  ft*. 


i 
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werden  sie  nach  h  hin  reflectirt,  jetzt  jedoch ,  da  das  Ende  a  frei  ist,  ak^ 
an  a  ein  dünnere«   Mittel  grenzt,  so,  dass   die  Phasen  der  reilectirten  Jk- 

wegung  mit  denen  der  an- 
***'*''^^"  kommenden  gleiches  Yur- 

c ^     zeichen  haben.  Kommi  nun 

^^^K^Bi^^^B^BB^immmi^mKmmmmmaBi^m      zur  Zeit   t  nach  «lern  Be- 
ginne der  Bewegung  beim 
Punkte  a  ein  Wellenberg  an,  so  geht  derselbe  sofort  als  Wellenberg  nach     ' 
b  zurück.    Irit  mm  die  Lunge  ah  gleich  %  A,  so  befindet  sich  zur  Zeit  /der 
Punkt   h   gerade    in   der    Gleichgewichtslage,    er    hat    die    Hälfte  seiner     i 
Oscillation  vollendet  und  ist  im  Begriffe,  sich  nach   der  entgegengesetzten    i 
Seite  von  derselben  zu  entfernen,  oder  es  pflanzt  sich  zur  Zeit  t  von  /;  aiu 
ein  Wellenthal  nach  a  fort..    Von  den  beiden  um   y^  X  von   einander  ent- 
fernten  Punkten  pflanzen    sich    also    nach    entgegengesetzten  Seiten  zwei    ' 
Wellen   in  dem  Stabe  fort,  welche  eine  Phasendiflferenz   von  einer  halben 
Wellenlänge  besitzen. 

Es  würde  nun  ein  Leichtes  sein,  die  resultirende  Bewegung  hieraus  zu  J 
berechnen,  um  die  Rechnung  aber  möglichst  unseren  frühem  Rechnungen 
anzuschliessen,  denken  wir  Tins  wieder  die  Bewegung  herkommend  von 
einem  Punkte  ?/  rückwärts  von  /;  und  eine  halbe  Wellenlänge  von  dem 
Punkte  h  entfernt.  Von  dem  Pimkte  1/  geht  dann  zur  Zeit  /,  wenn  von  i 
nach  a  sich  ein  Wellenthal  fortpflanzt,  ein  Wellenberg  aus;  die  resultirende 
Bewegung  in  ah  können  wir  demnach  ansehen  als  hervorgehend  ans  der  1 
Interferenz  zweier  Wellenzüge,  welche  gleichzeitig  und  ohne  Phasendifferenz 
von  zwei  Punkten  ausgehen,  welche  um  eine  Wellenlänge  von  einander 
entfernt  sind. 

Für  die  resultirende  Bewegung  eines  um  x  von  a  entfernten  Punkte« 
haben  wir  dann  wie  früher 


i 


1  ==  2cc  .  cos  TT  -    3  —  •  sm  27r 

und  setzen  wir  für  d  seinen  Werth 

d  =  k 


Y  =  2a  .  cos  27r  ^  '  sinSTi;   y, 

r 

oder  unter  Beachtung,  dass    die  Zeit   t   in   diesem   Ausdruck   von  /  -|- v 
gerechnet  ist  auf  die  ursprüngliche  Zeit  t  bezogen 

X  t 

Y  =  —  2«  .  cos  27t  -.—  •  sin  27t  -^* 

Aus  diesem  Ausdrucke  ergibt  sich  unmittelbar  erstens,  da^s  hei  c sich 
(»in  Schwingungsknoten  bildet  und  zweitens,  dass  die  stehende  Wellt*,  mi* 
welcher  beide  Hälften  des  Stabes  isocliron  schwingen,  die  Länge  des  Sta- 
bes liat. 

T 

Denn  fixiren  wir  den  Zeitpunkt /  =  (4« -(- 3)-j-,  wo  die  einzelnen  Punlrt« 

ihren  grössten  Abstand  nach  der  einen  Seite  erreicht  haben,  also 

bin  2 TT  Y  =  —  1 
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ist,  80  erhalten  wir  als  Werthe  von  Y 

für  X  =  i)y      Y  =  2« 

:r  =  -^,     r  =  -  2«. 

Die  Miti«  des  Stabe«,  der  Tiinkt  r,  ii>t  also  immer  in  Ruhe,  oder  es 
esteht  dort  ein  Schwingimgsknoten.  Da  nun  femer  zugleich  an  den  Enden 
58  Stabes  zwei  entgegengesetzte  Schwingungsmaxima  sich  befinden,  welche, 
ie  wir  sahen,  immer  um  die  Länge  einer  stehenden  Welle  von  einander 
itfemt  sind,  so  folgt,  dass  die  Lilnge  der  stehenden  Welle  gleich  ist  der 
inge  l  des  Stabes. 

Die  Schwingungsdauer  7' ist  somit 

ie  wir  vorhin  angaben. 

§.  130. 

Theilung  der  sohwingenden  Stäbe;  Knotenpunkte.  Die  im  vori- 
m  Paragraphen  entwickelten  Schwing ongsdauern  oder  Schwingungszahlen 
(ul  diejenigen,  welche  den  langsamsten  longitudinalen  Schwingungen  ent- 
»rechen,  in  welche  die  Stäbe  versetzt  werden  können.  Durch  passendes 
Irkeres  Streichen  und  Festhalten  derselben  an  gewisssen  Punkten  können 
ir  bewirken,  dass  sie  in  raschere  Schwingungen  mit  küi-zern  Wellenlängen 
STsetzt  werden.  Dadurch  entstehen  ebenfalls  kürzere  stehende  Wellen  und 
den  Stäben  bilden  sich  Knotenpunkte.  Betrachten  wir  zunächst  den  ein- 
chsten  Fall  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  erregte  Welle  gerade  die  Länge  des  Stabes 
ibe,  80  wird  der  im  Punkte  a  nach  der  Zeit  /  =  T  ankommende  Wellen- 
erg  als  Wellenberg  zurückkehren.  Zur  selben  Zeit  geht  also  von  a  ein 
»^ellenberg  reflectirt  nach  ft,  wenn  von  h  der  zweite  Wellenberg  nach  a 
^h  fortpflanzt. 

Für  die  resultii'endo  Bewegung  eines  um  x  von  a  entfernten  Punktes 
iben  wir  also  gerade  wie  vorhin 

.<•  t 

Y  =  2«  .  cos  2%   -y-  •   cos    2%   -qr^ 

Ehrend  aber  vorhin  A  =  2^  war,  ist  jetzt  1  =  1. 

Die  stehende  Welle,  welche  der  Gleichung  entspricht,  hat  die  Länge 
=^  V2  ^  =  V2  ^  ^^^  Schwingungsdauer  des  Stabes  wird  somit 


^  i'^chwingungsdauor  ist  also  die  Häll'to  derjenigen,  welche  der  Stab    bei 
-1*  langsamsten  Bewegung  besitzt. 
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Um  den  Schwingungszustand  des  Stabes  und  die  Schwingungsknoten 
zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  die  Werthe  von  Y  für 

T  t 

i  =  (4m  +  1)  ^  ?  süi  2n;  «t  =  1 

aufzusuchen. 

Wir  erhalten  als  Werthe  von  Y 

für  X  ==  0-,  r  =  2«  .  cos  0  =  2« 

jc  ==  V  i.  Y  =  2«  .  cos    ^,  =0 

u;  =  Yg  ? ;  y  =  2«  .  cos  tt  =  —  2« 

X  =  % /;  Y  =  2«  .cos  -;^  =  0 

r  =  /:  y  =  2«  .  cos  27r  =  2a. 

Der  Stab  hat  sich  also  in  drei  schwingende  Theile  zerlegt,  welche 
durch  Schwingungsknoten  von  einander  getrennt  sind ;  dieselben  liegen  von 
den  Enden  des  Stabes  um  %  der  Lunge  des  Stabes  entfernt. 

Ist  die  Wellenlänge  der  schwingenden  Bewegimg  gleich  %  /,  so  erhalt 
man  in  ganz  gleicher  Weise  wie  vorhin  für  die  resultircnde  Bewegung 

y  =  —  2«  .  cos  27i;  -y-  •  sin  2«  j^ , 

worin  X  =  %  L    Die  sich  bildende  stehende  Welle  hat  die  Länge  X  =  \,  i 
=  Vgi  und  die  Schwingungsdauer  des  Stabes  wird 

T  =  2/.  . 


y=7,z.-(/|=:,.i... 


Die  Schwingungsdauer  ist  ein  Drittel,  die  Schwingungszahl  die  drei- 
fache derjenigen,  bei  welcher  der  Sta]>  am  langsamsten  schwingt.  Fflrdie 
Lage  der  Schwingungsknoten  erhalten  wir 

Der  Stab  hat  sich  in  vier  schwingende  Theile  getheilt,  welche  durch 
drei  Schwingungsknoten  von  einander  entfernt  sind.  Die  beiden  ftussersten 
Knoten  liegen  jeder  um  %  der  StablUnge  von  den  Enden  des  Stabes  mt- 
femt,  und  der  Abstand  der  Knoten  ist  gleich  */:,  Länge  des  Stabes. 

In  gleicher  Weise  kann  sich  der  Stab  in  5,  6...  schwingende  Theile 
zerlegen,  deren  Schwingungsdauem  dann,  da  die  Länge  der  stehenden 
Wellen  respective  V4  U  Vs  ^••«  i8^>  werden 

und  deren  Schwingungszahlen  werden 

,,         \    -t/K  I    c      A-         5    i/i:        ,    c 
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Die  möglichen  Schwingungszahlen  sind  also 

oder  allgemein  ^ 

iirenn  «  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  bedeutet. 

Dieselben  Schwingungszahlen  erhalten  wir  für  die  Stäbe,  welche  an 
Tjeiden  Enden  befestigt  sind.  Die  stehenden  Schwingungen  dieser  können 
wir  uns  entstanden  denken  durch  die  Interferenz  der  beiden  von  den  festen 
Enden  reflectirten  Wellen.  Durch  das  Reiben  des  Stabes  in  der  Mitte 
pflanzt  sich  nach  beiden  Seiten  ein  Wellenberg  fort,  dieser  wird  an  beiden 
Seiten  als  Wellenthal  reflectirt;  dadurch  entsteht,  wenn  die  Länge  des 
Stabes  gleich  der  halben  Wellenlänge  ist,  eine  stehende  Welle  von  der 
Länge  des  Stabes,  ist  sie  gleich  einer  Wellenlänge,  so  bilden  sich  zwei 
stehende  Wellen  mit  einem  Schwingungsknoten  in  der  Mitte  des  Stabes. 
Die  Schwingungsdauer  ist  die  Hälfte,  die  Schwingungszahl  die  doppelte. 
Bei  einer  Wellenlänge  gleich  ^.^  l  bilden  sich  3  stehende  Wellen  mit  2 
Schwingungsknoten  u.  s.  f.,  kurz  die  Schwingungsdauer  kann  auch  hier  all- 
gemein gesetzt  werden 

und  die  Schwingungszahl  

^  =  Yi-'  ¥-^  =  ''-21' 

Anders  ist  es  jedoch,  wenn  der  Stab  an  dem  einen  Ende  frei,  an  dem 
andern  befestigt  ist;  für  den  einfachsten  Fall  war 


y-4<l/-l„  -v-  ,', 


und  die  Länge  des  Stabes  war  gleich  ein  Viertel  Wellenlänge  der  oscil- 
lirenden  Bewegung  oder  gleich  einer  halben  stehenden  Welle.  Es  ist  nun 
klar,  dass  bei  Stäben  mit  einem  freien  Ende  nur  solche  Schwingungsab- 
theilungen entstehen  können,  bei  denen  das  freie  Ende,  der  Ursprung  der 
Bewegung,  der  Mitte  der  stehenden  Welle  entspricht.  Denn  da  das  freie 
Ende  der  Bewegungsmittelpunkt  ist,  so  muss  die  Bewegung  des  ganzen 
Stabes  aufhören,  wenn  durch  Interferenz  mit  der  reflectirten  Bewegung  die 
in  jedem- Augenblicke  neu  erzeugte  vernichtet  wird. 

Deshalb  kann  der  an  seinem  einen  Ende  freie  Stab  keine  Schwingungen 
vollführen,  bei  denen  der  Stab  die  Länge  einer  stehenden  Welle  hat,  son- 
dern die  zweite  mögliche  Schwingungsbewegung  ist  die,  deren  Wellenlänge 
gleich  %  Stablänge  ist.  Entwickeln  wir  den  Schwingungszustand  des 
Stabes  in  ganz  gleicher  Weise  wie  vorhin,  so  flnden  wir,  dass  sich  der 
8tab  in  zwei  schwingende  Theile  zerlegt  hat,  welche  durch  einen  Knoten 
von  einander  getrennt  sind,  der  von  dem  freien  Ende  um  y^  Stablänge  ent- 
fernt ist^  Das  zwischen  dem  festen  Ende  und  dem  Knotenpunkt  liegende  Stück 
des  Stabes  bildet  eine  ganze  Welle,  das  zwischen  dem  Knotenpunkte  und 
dem  freien  Ende  liegende  eine  halbe  stehende  Welle.  Die  Länge  der 
stehenden  Welle  ist  also  %  der  Stablänge,  die  Schwingungsdauer  somit 


-^  —  /3*  y  jij 
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iinil  die  Schwingiing.H/,alil 

Die  weiteren  inöglichen  Schwingimgszahlen  kann  man  in  ffanz  jrleicher 
Weise  ableiten  und  findet  dann  als  nüchste  diejenige,  wo  die  Lange  des 
Stabea  %,  \' "  Wellenlängen  beträgt 

c  c  c 

-^         ^   4/'    '   4/'  •    4Z 

überhaii[)t  als  mögliche  Schwingungszalilen,  die  langsamsten  als  1  geseUl 
die  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  oder  ganz  allgemein 

A'  =  (2»-1)J, 

worin  n  die  Reihe  der  natltrlichen  Zahlen  bedeutet. 

Die  soeben  als  möglich  erkannten  Theilungen  der  Stäbe  bei  longitu- 
dinalen  Schyöngimgen  sind  ziemlich  schwierig  herzustellen;  man  kann  sie 
dadurch  hervorrufen,  dass  man  die  vorher  bestimmten  Stellen  festhält,  in- 
dess  gelingt  es  selten,  willkürlich  eine  ganz  bestimmte  Theilung  d» 
Stabes  mit  vielen  Knotenpunkten  zu  erhalten.  Die  Theilung  tritt  aber 
häufig  auch  ohne  Festhalten  der  verschiedenen  Stellen  ein  durch  forte«- 
setztes  Reiben  des  Stabes  der  Länge  nach  oder  mehrfaches  Schlagen  an 
seinen  Enden;  wir  werden  im  nächsten  Abschnitt  das  an  den  verschiedenen 
Tönen  erkennen,  welche  der  Stab  gibt. 

Die  in  den  letzten  Paragraphen  für  an  beiden  Enden  feste  StSbe  ab- 
geleiteten Sätze  gelten  unmittelbar  auch  für  zwischen  zwei  festen  Pnnkten 
ausgespannte  Saiten,  da  dieselben  nichts  anders  sind,  als  Stäbe  von  sehr 
geringem  Querschnitt. 

§.  131. 

Transversale  Schwingungen  der  Saiten.  Spannt  man  eine  dünne, 
möglichst  vollkommen  biegsame  Schnur  von  grosser  Länge  aus  und  venietrf 
dieselbe  durch  rasches  Auf-  und  Abbewegen  des  einen  Endes  in  transrer- 
sale  Schwingungen,  so  sieht  man,  wie  diese  an  der  Stelle,  an  der  man  sie 
hervorbrachte,  verschwinden,  sofort  aber  an  immer  andern  Stellen  derselben 
auftreten;  sie  pflanzen  sich  als  Wellenberg  und  Wellenthal  auf  der  Schnur 
fort,  nach  und  nach  erhalten  immer  andere  Theile  der  Schnur  die  Gestalt 
einer  Welle,  wie  wir  sie  in  dem  vorigen  Kapitel  bei  den  transversalen 
Schwingungen  einer  Punktreihe  abgeleitet  haben. 

Die  transversalen  Schwingungen  einer  Schnur  bestehen  in  auf-  und  al»- 
gehenden  gegen  die  Längsrichtung  senkrechten  Bewegungen  der  einzelnen 
Pimkte,  sie  haben  demnach  eine  Gestaltsänderung  derselben  zur  Folge,  weltlie 
im  mittelbar  sichtbar  ist  und  4)ei  nicht  zu  raschen  Bewegungen  recht  jn>t 
beobachtet  werden  kaim. 

Die  Gesetze  der  Fortpflanzung  transversaler  Wellen  in  dünnen  Schntlren 
oder  Saiten,  die  an  sich  nicht  elastisch  aber  durch  Gewichte  schwach  ^ 
spannt  sind,  so  dass  jeder  Punkt  eine  bestimmte  Ruhelage  hat,  müssen  mit 
ilen  im  vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Gesetzen  über  die  Fortpflanzung  tnifl>- 
versaler  Wellen  in  Punktreihen  übereinstimmen,  so  lange  die  Schnüivoder 
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ten  nur  so  dick  sind,  dasa  wir  annehmen  dürfen,  alle  Punkte  eines 
»rschnitte»  bewegen  sich  in  ganz  gleicher  Weise,  und  die  Ausbiegungen 
klein  sind,  dass  wir  die  bei  einer  Ausbiegung  stattfindenden  Verlän- 
ungen  vernachlässigen  können. 

Denn  bei  einer  durch  Gewichte  gespannten  Schnur  werden  alle  Schichten, 
che  zur  L&nge  der  Schnur  senkrecht  sind,  durch  die  Spannung  in  einer 
dmmten  Gleichgewichtslage  gehalten,  sie  werden  durch  das  spannende 
rieht  ebenso  stark  nach  der  einen  Seite  gezogen,  vrie  durch  die  feste 
bindung  nach  der  andern  Seite.  Bringen  wir  durch  die  seitliche  Aus- 
ging eine  oder  eine  Anzahl  Schichten  aus  der  Gleichgewichtslage,  so 
•den  sie  durch  die  Spannung  in  dieselbe  zurückgezogen. 

Haben  wir  die  Schnur  an  der  einen  Seite  befestigt  und  an  der  andern 
te  ein  Gewicht  P  angehängt,  so  vertritt  demnach  das   Gewicht  P  die 
me  c  in  unserem  Ausdrucke  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
nsversalen  Wellen, 
Unser  Ausdruck  war 

'•  -  <•■  VI 

d  setzen  wir  für  c  das  spannende  Gewicht  /' 

c 


-  " ■  Va- 


e  _  0 .  y-'-7 


Die  Grösse  d  ist  die  Masse  der  Liingeneinlieit  der  Schnur,  bezeichnen 
r  daher  das  Gewicht  derselben  mit  ;>,  so  ist 

0 
Bezeichnen  wir  nun  den  Querschnitt  der  Schnur  mit  </  und  ihr  speciti- 
!ie8  Gewicht  mit  5,  so  erhalten  wii* 

d  indem  wir  diesen  Ausdruck  in  imsere  Gleichung  für  c  einsetzen 

P 

—    • 

q^  .  8 

Diesen  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transver- 
en  Wellen  in  Saiten,  welche  durch  Gewichte  gespannt  sind,  hat  schon 
onhard  Euler*)  abgeleitet,  und  aus  seinen  Rechnungen  geht  zugleich 
■vor,  dass  wir  die  constante  Grösse  C  gleich  1  setzen  müssen,  und  dass 
Qit 

f      q  .  S 

Dieser  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transver- 
m  Wellen  in  ge8[)annten  Schnüren  ist  durch  die  Versuche  der  Gebrüder  W. 
1  E.  H.  Weber  auf  das  vollständigste  experimentell  bestätigt  worden. 

Sie  wendeten  zu  ihren  Versuchen  eine  runde  aus  sehr  feinem  Baum- 
llenfaden  auf  Maschinen  geklöppelte  Schnur  an,  welche  sehr  gleichförmig 
gsam,  wenig  elastisch  war  imd  bei  einer  Länge  von  16,058  Meter, 
,612  Gramm  wog.    Dieselbe  wurde  dadurch  horizontal  aufgespannt,  dasg 


')  Eukr  iu  xVctis  Petropolitiiiiiä  pro  1771).    Tom.  I.  Petrop.  1782. 
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man  sie  an  ihieui  einen  Ende  mit.  einer  Schraube  und  mit  ihrem  andi 

Ende  an  einem  Itade  befestigte  (Vig.  2'24).    Das  Rad  hatte  einen  Dun 

fig.  tu.  measei'  von  über  30  Ccntimeter  und  war  in  eit 

I  sehr  genau  gearbeiteten  Äxe  auEgehSngt,  um 

I  recht  frei  beweglich  zu  machen.     Die  Schnur  9. 

j  ^^^L^  bei  (1  in  einem  Abstände  von  14,4  Centimeter  n 

^ß^^^^^  '^^^  -^"^  <!'=''  Rolle  befestigt,  so   dass  sie  aacb  di 

J^^^^^k  Tangente  des  Radee   7,(ig.    Bei  b  war  eine  Scbu 

^^H^P^H  iiefestigt,   an  der  sich  ein  Körbchen   befani],  h 

^^^^^^9  stimmt,  die  spannenden  Gewichte  aufzunebmea 

^ '  Die  Wellen  wurden  15  Centimeter  vom  End 

der  Hclmur  durch  einen  raschen  StoHS  erregt,  im 
man  sah  nie  dann  zu  dem  einen  Ende  der  ikboB 
hinlaufen  und  als  reflectirto  Wellen,  die  Iterge  »I 
Thaler  und  umgekehrt,  da  die  Schnur  bei  a  f» 
war,  also  an  ein  dichteres  34ittel  grenzte,  vitM 
zurückkehren. 

Die  Zeit,  welche  die  Welle  brauchte,  um  die  Schnur  zu  diirclibnfei 
wui'de  mittels  einer  ühr  gemessen,  welche  noch  \:,.^  einer  Sekimdc  luiiial 
und  stets  die  Zeit  Ijeobachtet,  in  welcher  die  vom  Rade  ausgehende  Well 
eimnal  oder  zweimal  oder  viermal  zum  Rade  zurückkehrte. 

Die  VerBiiche  ergaben  mm  erstens,  dass  die  Fortpflanz ungsgetcliirit 
digkeit  der  Wellen  unabhängig  ist  von  der  Grösse  der  Wellen,  denn  sW 
brauchte  eine  Welle  dieselbe  Zeit  zum  Durchlaufen  der  Schnur,  mochte  *i 
durch  ein  kurzes  imd  schwaches  Schnellen  mit  dem  Finger  oder  durch  ä 
ISnger  dauernde»  und  stärkeres  Schlagen  erzengt  werden.  Im  erstem  Fall 
muss  aber  die  Welle  kürzer  sein,  wie  es  auch  die  Beobachtung  ergab. 

Ferner  fanden  die  Gebrüder  Weber,  dass  die  Wellen,  wie  es  aucli  m 
sere  Theorie  vorlangt,  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  forlheweftfl 
denn  um  die  Schnur  2,  3,  4  . .  mal  zu  durchlaufen,  brauchte  die  Welle  auc 
die  doppelte,  drei-  und  vierfache  Zeit. 

Nach  diesen  Vorversuchen  machten  sie  nun  genaue  Messungen  un 
fanden  auf  das  Genaueste  die  von  Euler  gegebene  Formel  bestfitigt.  K 
Schnur  wurde  nach  einander  durch  drei  verschiedene  Gewichte  gespanii 
nämlich  mit  GlO.fi  —  2027,G  —  4226,4  Gramm'). 

Es  ergab  sich  nun,  dass  im  ersten  Falle  ^e  Welle  einen  Haoni  vM 
33,:£44  Meter  in  4G  Sechzigstel,  im  zweiten  denselben  Raum  in  24,8  S«t 
zigstel  und  im  dritten  Falle  in  16, '25  Sechzigstel  Sekunden  durchlief,  f* 
Fortpflanil^^ngsge3chwindigkeiten  oder  die  in  diesen  drei  Füllen  in  einer  ■'^ 
künde  durchlaufenen  Räume  sind  demnach 

=  43'",361, 
im  zweiten  Falle  c.  =  — ~^'r~  ~  ^^  8ü'",4ao, 
im  dritten  Falle  t,  =  ""  ']6  ^'—  =  122V13- 

')  jK.  H.  uuil  ir.  Weber,  Wcllenlehre ,  auf  Kiperimente  ifegriUitii.'t  de.  "« 
den  Bradem  E.  H.  und  W.  Weber.    Leipzig  ISSÖ.  p.  464  ff. 
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Um  diese  Zahlen  mit  uilserer  Formel  zu  vergleichen,  linhen  wir  in 
iserem  Ausdruck 


V    q  .  s 


r 

rPdie  betreffenden  Spannungen,  fttr  q.s  das  Gewicht  der  Längeneinheit 
r  Schnur  und  für  g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  9,808  einzusetzen. 

Das  Gewicht  der  ganzen  Schnur  von  16,C22  Meter  Länge  war  52,612 
amm,  daher  das  Gewicht  der  Längeneinheit 

•  52,612 

d  setzen  wir  die  betreffenden  Zahlenwerthe  in  die  Formel  ein,  so  wird 

l/SIsu«  .  010,5  .   16,«22  ,.,,„ 

^  V  52,612  '        ' 

_  1  /9;^;8  .  20277T"i6;^  _ 
^  ~"   K  52,612  ~      '^    '^"^' 

_  W9,ao«.  4226,4.10:^2  _ 

•*       r  52,612  ' 

Man  sieht,  die  üebereinstimmung  zwischen  den  beobachteten  und  be- 
ichneten  Zahlen  ist  so  gross,  dass  sie  der  schönste  Beweis  fllr  die  Rich- 
gkeit  der  Theorie  sowie  für  die  Genauigkeit  der  Messungen  ist. 

Vergleichen  wir  den  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
sr  transversalen  Wellen  mit  dem  für  die  longitudinalen  Wellen,  so  ergibt 
ch  eine  merkwürdig  einfache  Beziehimg  '  j. 

Für  die  longitudinalen  Wellen  hatten  wir 

c 

Q 

der  da  r Z  =  --,  wenn  wir  mit  s  das  specifische  Gewiclit  t>ezeichuen, 
•fr  die  transversalen 

c  =  1/^'. 

•fang  ergibt  sich 

£:=i/^-^':-iAi^=i/:iL.. 

c  V   q  .  8        r       8  f    q,  E 

Wir  sahen  nun  früher,  dass  die  Verlängerung  C  eines  Stabes  von  der 
^e  /,  dem  Querschnitt  q^  durch  ein  Gewicht  P,  wenn  E  der  ElasticiUlt»«- 
'*^iilu8  ist,  gleich  ist 

E  '      q    ' 
')  Poisson,  Memoiren  de  rAoadi^mie  de  France.  Tome  VIII.  p.  422  und  442. 
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Jeinnacli 


/• 


=-a 


1 


K>  l^li/t  :il>»» 


m 

'1 


•  nler  «la-  Vif*rliältnis^  *]^r  Fi»rtiirian/iing>gc*oLwiniligkeit  iler  transveri^lfii 
iini]  iltTri eiligen  tlt-r  I«iugitiiJInalen  Wellen  in  einem  durch  S|»annung  rla^ti- 
sehen  fadenlTinuigen  K"»r|»er  ist  j^leidi  Jer  i^uailruTwiirzel  au«»  iler  Wrlänge- 
rung.  welche  Jin  Länijeneinht;it  dt^<  Körper?  «Jun.-h  da«  >|*annende  fiewiclit 
»erfahrt.  VMraiisgi-set/J.  da*<  durch  da^^rllif  die  Elast icilat.-irreiue  nii-ht  üWr- 
^ohritien  i-t. 


§. 


i:;j. 


Stehende  Schwing:ungen  von  fadenförmigen  durch  Spannung 
elastischen  Körpern.  Wrnn  man  eine  Saite  in  ihrer  Mitte  Iang!>au  an> 
ihrer  Hnhelaife  zit^ht  und  dann  sioh  >elbst  ü]»erla>jit.  si»  •schwingt  sie  iluvr 
ganzen  Länge  naeh  tran^ver>al  liin  un«l  her.  Alle  Punkte  der  ^>aite  bewegen 
sich  /utrleich  in  iltriii  einen  «Hier  andern  Sinne,  ^ie  bildet  eine  stehrti»W 
Sf-hwintrunir  von  der  Länge  der  Saite. 

Wir  ki'innen  auch  hirr  wieder  die  siehende  Schwingung  als  ein  Kesultat 
der  heid»-n  vi»n  di-n  ff -»ten  Eniltrn  in  entgegenge>rtzter  Kiehtung  durch  lüe 
Sait»'  -i^h  IViitiiflanzenden  retlectirten  Wellen  ansehen  und  darnach  die 
Schwingung-ilauer  der  steht-nden  Welle  erhalten.  l>enn  dadurch,  «ia.*«  wir 
die  Suite  in  ihrer  Mitte  enipor/iehen,  ptlan/t  sirh  von  der  Mitte  au>  ein 
Wellfiiliei-;/  naeli  lieiden  Seiten  hin  fort:  ilort  angekumnien.  verwandelt  >irh 
durch  IJetlexiin  jedt^r  Welh.nlMM-i:  in  ein  Wellenthal,  ila  die  S;ute  an  ihivn 
Kmlen  befi^-tiirt.  doit  al-«i  v«in  einem  dichtem  Mittel  begren/t  i^t:  die  l»«'i- 
den  Thäler  werden,  an  den  entgegengesetzten  Enden  angekonuuen.  wi*»«l«T 
al-  Herge  rede.tirt  u.  s.  f..  -o  lange  die  Bewegung  fortdauert. 

Nr  nun  die  Länire  der  Saite  gl^ricli  tler  halben  Länge  iler  forlgepflanz- 
len  Wellen,  so  -i-hwingt  die  Saite  nach  dem  Frühem  ihrer  ganzen  LSnge 
nach  hin  un«l  her.  denn  in  «lern  Falle  erhalten  wir  als  re>ultirende  Vhi^ 
eines  um  r  vun  ileni  einen  Ende  ihr  Saite  »-ntfe roten  Punktes  /ur  /eil  ', 
Wenn  wir  «lie  Zeit  f  vi»n  ihm  Augenbli«.ke  an  rechni-n.  iu  weh  hem  wir  die 
niiili  idifU  gezogene  Saite  li'»?lie''Sen. 

t 

1  =  '2ci  •  sin  2t  —  •  o^^^  -t  -r . 

A  i 

«)a  tler  AV»sianil  der  l»-i.len  Punkte,  vi»n  welchen  sich  rdine  Phas^endifferen/ 
L'leichzeitiu'  zwei  Wellen  in  eutireLrenge  setzt  er  Richtung  durch  die  Saite  fort- 
lieWfgt-u,  irleifh  einer  halben  Wrllenlängc  ist. 

I>ie-i-r  .Vii-druek  zeigt  unmiitellMr.  da»  ilie  Saite  ihrer  ganzen  Lange 
nar-h  hin  uml  her  si.hwinirt,  intlrm  wir  aU  Werthe  für  Y  in  d»-n  Punkten 
,  :=  (»  uiiil  j-  =  ^  ,  A  den  Wrrth  ••  erhalten.  lur  alle  andern  Punkte  i>t  rr. 

J  "  .'» J 

w»iin  nii-ht  /  =^       inler  -  ■  et.,  i-t,  v..n  »i  ver<«hieden.  er  waeh*»t  vun-r  «=** 


bl^ 


A 


I         — 


und  niiiiiiit  ilann  wieder  ai*. 


|.  1.12.  Versuche  der  Gebrüder  Weber.  527 

Die  Schwingiingsdauer  einer  solchen  stehenden  Welle  ist  aber,  wie 
wir  sahen,  gleich  der  Schwin^iingsdaiier  eines  Punktes  in  der  fortgepflanz- 
ten Welle 


7'=  -*  =^  .  l/A. 


Setzen  wir  für  ä  und  c  die  im  vorigen  Para>o*ai>lien  bestimmten  Werthe 
ein,  so  wird  fttr  die  Schnur  oder  Saite  von  der  Länge  l 


ya      y  ff  •  J* 

also  da,  wie  vorher  nach  den  Untersuchungen  von  Euler  erwähnt  wurde, 
)/rt  =  1  ist, 

oder  nir  die  Schwingnngszahl,  tue  Anzahl  Schwin^nuigen  in  einer  Sekunde 

J  '21        f    q  .  s 

Die  Schwingimgsdauer  einer  Saite  ist  also  der  Länge  der  Saite,  der 
Qiiailratwur/el  aus  ihrem  Querschnitte  und  ihrem  specitisehen  (iewicht« 
direkt,  dagegen  der  Quadratwurzel  aus  dem  spannenden  (iewichte  umge- 
kehrt proportional. 

Bei  hinlänglich  langen  Saiten  und  nicht  zu  grossem  spannenden  Ge- 
wicht« lassen  sich  die  Schwingungsdauem  oder  Schwingungszahlen  direkt 
beobachten.  Die  (»ebrUder  Weber  ^)  haben  an  der  vorhin  erwähnten  Schnur 
dieses  ausgeführt,  indem  sie  dieselbe  in  Schwingungen  versetzten,  welche 
sich  über  die  ganze  Länge  der  Schnur  erstreckten,  und  haben  mit  grosser 
Uebereinstiinmung  die  von  der  Theorie  verlangten  Zahlen  erhalten. 

Setzen  wir  für  den  unter  dem  Wurzelzeichen  stehendtin  Ausdruck  ge- 
mfiss  dem  vorigt jn  Paragraphen  ein 


f, 


q  .  s 

SO  wird  ,.  o/ 

V  =  T  ="- 

•J/  c 

Die  Schwingungsdauer  ist  gbnch  der  Zeit,  in  welcher  die  fortschrei- 
tende Welle,  aus  welcher  die  stehende  Schwingung  entstanden  ist,  die  dop- 
pelte Länge  der  Schnur  durchlaufen  würde. 

Diese  Zeit  war  in  den  Weber'schen  Versuchen  resp.  4G;  —  24,8  und 
l(i,26  Tertien  (Sechzigst^d  Sekunden).  In  dem  erst^^n  der  drei  Fälle,  wo 
die  Schnur  mit  010,5  (iramm  gespannt  war,  erhielten  sie  als  Schwingungs- 
ilauer 

T  -=  4G,.375  Tertien 

als  Mittel  aus  vielen  Versuchen ;  eine  Zahl ,  welche  so  genau  mit  der  Theorie 
übereinstimmt,  wie  es  nur  m<")glich  ist. 

'J  Wellenlehn?,  auf  Kxperiiueiite  gegründet  von  iv.  //.  Weher  und  W,  M'eber, 
fieipzig  ]82ri.  p.  4r»G. 
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Eine  weitere  experimentelle  Bestätigung  dieses  Satzes  werden  uns  be 
sonders  ftir  kürzere  und  stärker  gespannte  Saiten  im  nächsten  Abschnit 
die  durcli  die  Schwingungen  der  Saiten  entstehenden  Töne  Uefem. 

Ebenso  wie  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  ein  Stab  sieb  in  me^ 
rere  durch  einen  Scliwingungsknoten  getrennte  schwingende  Theüe  zerleg^  ^ 
kann,  so  kann  es  auch  eine  transversal  schwingende  Saite. 

Zunächst   kann   die  S^; 
^^^  ^^'''-  gleich  einer  ganzen  WellenläLi^ 

*     sein.    Denken  wir  uns  die  Saite 
in  der  Mitte  festgehalten  und 
die  eine  Hälfte  cb  (Fig.  225) 
in  die  Lage  cdb  gebracht ,  alao 
dort  einen  Wellenberg  erzeugt  imd  dann  die  Saite  sich  selbst  überlassen 

und  auch  in  der  Mitte  losgelassen. 

T 
Nach  der  Zeit  — -  wird  der  Wellenberg  bis  cea  fortgeschritten  und  zu- 

T 
gleich  bei  h  als  reflectirtes  Thal  cd'a  erscheinen.     Am  Ende  der  Zeit  -5- 

M 

wird  dann  von  a  aus  ein  reflectirtes  Thal  sich  gegen  h  fortpflanzen  und  von  h 
ein  auf  das  Thal  cd'b  folgender  Berg.  Es  pflanzen  sich  also  zugleich  von  a 
ein  Wellenthal  imd  von  h  ein  Wellenberg  durch  die  Saite  fort.  Man  über- 
sieht nach  dem  Frühem  unmittelbar,  dass  die  Phase  eines  von  a  \m\  x  ent- 
fernten Punktes  gegeben  ist  durch 

X  t 

Y  =  —  2a  sin  27r  Y  •  cos  2n  -^» 

Denn  da  a  und  h  der  Annahme  nach  um  eine  Wellenlänge  von  einan- 
der entfernt  sind,  so  ist  es,  wenn  sich  zwei  Wellen  von  diesen  Punkte» 
mit  einer  Phasendifferenz  von  einer  halben  Wellenlänge  gegen  einander  fort* 
pflanzen,  als  wenn  sie  von  zwei  Punkten,  welche  um  %  Wellenlängen  von 
einander  entfernt  sind,  zur  selben  Zeit  sich  ohne  Phasendifferenz  gegen  ein- 
ander bewegen. 

Die  Gestalt  der  schwingenden  Saite  ergibt  sich  unmittell)ar  ans  den 

T 
gleichzeitigen  Werthen  von  Y,    Für  ^  =  — -  z.  B.  ist 

r  =  0  für  X  =  0,  x  =  4-,  AT  =  A 

r  =  2«  für  x  =  ^-,    y  =  —  2a  für  a;  =  -^. 

Man  sieht,  die  Saite  hat  sich  in  zwei  stehende  Wellen  von  der  Lfing^ 
Vjj  X  oder,  da  die  Länge  der  Saite  Z  =  A  ist,  von  der  Länge  %  /  getheilt.  Die 
Schwingungsdauer  ist  daher 


imd  die  Schwingungszahl 

/      r  Q  .  8  2/ 


Die  Saite  schwingt  also  doppelt  so  rasch  wie  in  dem  vorigen  Falle. 
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In  fthnlicher  Weise  kann  man  die  Saite  in  drei  schwingende  Tlieile 
reriegen  niit  zwei  Schwingungsknoten,  welche  um  ^/^  der  SaitenlSnge  von 
einander ^iind  den  Enden  der  Saite  liegen,  die  Schwingungsdauer  und  Schwin- 
rungszahl  sind  dann 


^•=%^-y7-i'^=-''-27 


üeberhaupt  kann  die  Saite  in  n  schwingende  Theilo  mit  n  —  1  Schwin- 
;imgäknoten  zerlegt  werden,  wie  man  leicht  durch  eine  Fortsetzung  dieser 
Setrachtnngen  erhält.  Die  Schwingungsdauer  und  Schwingungszahl  irgend 
iner  Ordnung  lUsst  sich  daher  allgemein  darstellen  durch  den  Ausdruck 

n  Y   (j.  P'  "^        ''      2/  '         ^- 

N'orin  n  jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann. 

Man  kann  die  Theilung  der  Saite  bei  transversalen  Schwingungen 
leicht  hervorrufen  und  beobachten. 

Man  nnterstlitzt  die  Saite  cib  (Fig.  226)  in  einem  Punkte  o,  so  dass 

iie  Lange  hc  gleich  —  der  Länge  der  Saite  ist,  z.  B.  ^/^^  und  hängt  dann  auf 

Ke  Saite  eine  Anzahl  sogenannter  Reiterchen,  kleiner  leichter  Häkchen  von 

Papier.    Streicht  man  dann  die 

äaite  in  der  Nähe  von  5,  oder  *'*^-  ^^^' 

Mckt  man  sie   in  der  Mitte      T^^  -^        " '»^— .. iL V^ 

Kwischen  h  und  c  nieder  und     ■HHBHSEi^BSHB^BHSHB 
Qberlflsst  sie  dann  sich  selbst^ 

Bo  werden  die  Reiterchen  tiberall  von  der  Saite  abgeworfen,  nur  an  den 
Biellen  der  Schwingungsknoten  bei  d  und  e  bleiben  sie  hängen,  ohne  eine 
bedeutende  Bewegung  zu  zeigen. 

Es  folgt  daraus,  dass  die  Saite  sich  in  eine  Anzahl  flir  sich  schwingen- 
fe Stücke,  ae^  ed,  dc^  cb  getheilt  hat,  welche  durch  nicht  bewegte  Punkte, 
&  Schwingungsknoten,  getrennt  sind.  Wendet  man  möglichst  biegsame 
ftden  bei  diesen  Versuchen  an,  so  findet  man  die  Lage  der  Knoten,  also 
<iie  Theilung  der  Saite  der  Theorie  entsprechend,  man  findet  immer  n  —  1 

Knotenpunkte,  welche  um  —  Saitenlänge  von  den  Enden  der  Saite  und  von 
•inander  entfernt  sind. 

Der  in  Fig.  226  dargestellte  Versuch  ist  auch  deshalb  interessant, 
''eil  er  zeigt,  dass  bei  einer  gespannten  Saite  der  Knotenpunkt  die  Quelle 
et  Bewegung  für  dieselbe  werden  kann.  Der  Punkt  c  (Fig.  226)  ist  durch 
bien  Steg  unterstützt,  und  trotzdem  pflanzt  sich  die  Bewegimg  durch  ihn 
indurch  auf  den  andern  Theil  der  Saite  fort.  Man  sieht  leicht,  dass  diese 
»Ausbreitung  der  Bewegung  über  c  hinaus  durch  die  periodischen  longitu- 
iöalen  Impulse  veranlasst  wird,  die  der  Punkt  c  in  Folge  der  Bewegung 
Ci8  Stückes  hc  erföhrt. 

Die  Theilung  der  Saiten  und  die  Entstehimg  der  stehenden  Wellen 
U8  der  Interferenz  der  fortgepflanzten  und  reflectirt^en  Wellen  lässt  sich 
fekr  hübsch   durch  eine  von  Melde  *)  zuerst  Ixmutzte  Versuchsanordnung 

»)  Made,  Poggend.  Ann.  Bd.  CIX  und  CXI. 
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zeigen,  welche  Fig.  2Ü7  darstent.     Aul   einem  FusMlirett  ist  vertieal  eine 

gebogene  Stalillanielle,  eine  Mogenannte  Stimmgabel  6'  (Fig.  2'J7)  anfgestellt. 


Die  eine  Zinke  ilef  Oabel  trUgt  ein  kleines  Htltchen  h,  durch  welches  tii 
Keidenfüden  gebogen  ist,  welcher  an  dein  in  der  Biegung  der  Oaliel  be 
festigten  Wirliel  w  befestigt  ist.  Dii.s  HUt<;hen  h  befindet  sich  vertical  Ober 
dem  Stiele  der  liabel,  so  diiäs,  wenn  die  Gabel  um  den  Stiel  gedreht  vin^ 
ilan  in  dem  Hütchen  befindliche  Ende  des  Fadens  sich  in  der  Drehunguic 
befindet.  Das  andere  Endi^  des  Fadens  ist  :m  dem  auf  dem  HolK^tabe  Bt 
l)efindlichen  Schieber  K  befestigt.  Der  Holzstab  BB  wird  von  dera  liintjt 
der  Stimmgabel  befindlichen  Brette  getragen;  derselbe  ist  dort  auf  eine  Alf 
gesetzt,  dass  er  in  verticaler  Ebene  drehbar,  in  jeder  Neigung  gegen  lin 
li'irizont  festgeklemmt  werden  kann, 

Ist  der  Faden  am  Stabe  horizontal  auKgespannt,  und  ist  die  SdmiB- 
gabel,  wie  es  die  Figur  zeigt,  so  aufgestellt,  dass  die  beiden  Zinkea  m  li« 
durch  den  Faden  gelegten  Verticalebene  sich  befinden,  so  sieht  man  1« 
einer  bestimmten  Spannung  des  Fadens  denselben  in  der  Form  einer  stehen- 
den Welle  schwingen,  wenn  man  die  Zinken  der  Gabel  in  Schwingung  np 
setzt.  Die  Schwinjiungen  der  Gabel  kann  man  entweder  dadurch  herm- 
rufen,  dasa  man  in  der  NShe  ihres  obern  Kndes  die  Gabel  mit  ein» 
Violinbogen  in  einer  dem  gCK^>anntcn  Faden  parallelen  Richtung  streich^ 
oder  dass  man,  in  der  Wci.se,  wie  wir  es  spSter  bei  dem  VokaUpponK 
von  Helmholtz  beschreiben  werden,  die  Zinken  zwischen  die  Aime  van 
Elektromagnetes  stellt,  der  in  rascher  Folge  periodisch  magneti.^irt  wirf- 
Die  Bildung  dieser  :steheudcn  Schwingung  ergibt  sich  am  einfachsten  folgen- 
dermuassen.  Ist  Fig.  :2ä8  tili  der  Faden,  weither  bei  h  an  der  Stiiniiig»W 
befestigt  ist,  so  bewegt  sich,  wenn  die  Gabel  schwingt,  der  Befestigung»- 
l>unkt  b  zwischen  h^  und  'i,  liin  und  her.  Wenn  sich  der  Punkt  mcli  h 
bewegt  hat,  ist  der  Abstand  ah,  kleiner  als  die  Länge  des  Fadnu,  *' 
Faden  ist  nicht  melir  gespannt  und  die  Theile  des  Fadens  sinken  durch  ihr 
Gewicht  hinab.     Das  Hinabsinken   beginnt  bei  h,  und  bei  einer  gews™ 
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Spannung  des  Fadens  wird  es  sich  })is  a  fortgepflanzt,  haben,  wenn  h  bis  h^ 
gekommen  ist.     Geht  nun  b  ziidlck  bis  h^^  so  verlängert,  sich  der  Abstand 


nh  nnd  der  Faden  nähert  sich,  indem  die  Theile  desselben  nach  und  nach 
emporgezogen  werden,  wieder  der  geraden  Linie,  die  er  bei  der  angenom- 
menen Spannung  des  Fadens  erreicht,  wenn  h  in  K  angekommen  ist.  Geht 
nun  der  Befestigungspunkt  das  zweite  Mal  von  K  nach  &,  so  muss  der 
dann  nicht  mehr  gespannte  Faden  sich  krünmien,  aber,  da  seine  Theilchen 
mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  in  die  Gleichgewichtslage  eintraten, 
jetzt  nach  oben  hin,  und  der  Faden  nimmt  bei  der  vorausgesetzten  Span- 
nung die  Lage  nc^hi  an,  wenn  der  Befestigungspimkt  sich  bis  Z>i  bewegt 
hat.  Geht  h^  dann  wieder  bis  b^  zurück,  so  kommt  der  Faden  wieder  in 
die  Lage  ab^.  Es  ergibt  sich  somit,  dass  der  Faden  eine  ganze  Schwingung 
macht,  wenn  die  Gabel  zwei  Schwingungen  vollführt 

Die  Entstehimg  der  schwingenden  Bewegimg  der  Saite  bei  dieser  An- 
ordnung ist  ganz  analog  der  in  Fig.  226  dargestellten,  denn  auch  hier  ist 
der  Punkt  b  für  diese  Bewegung  ein  Knotenpunkt,  gerade  wie  der  durch 
den  Steg  gestützte  Punkt  der  Saite  Fig.  226,  und  wie  dort  sind  es  auch 
hier  die  longitudinalen  Impulse,  welche  die  schwingende  Bewegung  veran- 
lassen. 

Vermindert  man  die  Spaunung  der  Saite  auf  y^  derjenigen,  welche  sie 
bei  dem  ersten  Versuche  hatte,  so  pflanzt  sich  die  Bewegimg  in  ihr  nur 
halb  so  rasch  fort;  da  die  nur  von  der  Bewegung  der  Gabel  abhängige 
Schwingungsdauer  aber  dieselbe  bleibt,  so  zerlegt  sich  die  Saite  in  zwei 
schwingende  Abtheihmgen,  welche  durch  einen  Knotenpunkt  in  der  Mitte 
von  einander  getrennt  sind.  Die  Amplituden  der  Schwingungen  sind  bei 
diesen  Versuchen  so  gross,  dass  die  Theilung  der  Saite  in  ihre  Abtheilungen 
weithin  sichtbar  ist. 

Vermindert  man  die  Spannimg  auf  \'.j  der  anfanglichen,  so  pflanzt  sich 
die  durch  die  erste  Schwingung  der  Gabel  erzeugte  Halbwelle  nur  durch 
Yj  der  Saite  fort,  und  der  Faden  zerlegt  sich  in  Folge  der  Interferenz  der 
von  b  ausgehenden  und  von  a  leflectirten  Schwingungen  in  drei  stehende 
Wellen,  deren  jede  Y^  der  Fadenlänge  hat. 

Bei  hinreichend  langen  Fäden  kann  man  die  Theilung  derselben  noch 
betrSehtlich  weiter  treiben. 

Da  die  Anzahl  der  stehenden  Wellen  in  einem  solchen  Faden  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Bewegung  umgekehrt  proportional  ist,  so 
kann  man  durch  Anwendung  verschiedener  Fäden  von  ungleichem  Quer- 
schnitt und  Verschieden  dichtem  Material  die  Gesetze  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit transversaler  Schwingungen  unmiti ciliar  anschaulich  machen. 

84* 


Eine  derartige  Bildung  der  stüliendeu  Wellen  tritt  nicht  nur  ein,  we 
ilJB  Ebene  der  Gabelzinken  der  durch  den  Faden  gelegten  Verticalebene  | 
rallel  ixt,  sondern  auch  wenn  die  Gabel  xit  dieser  Ebene  senkrecht  etohl 
Die  Schwingungea  der  Gabel,  die  dann  senkrecht  zur  Längsrichtung  dag 
Fadens  geschehen,  übertragen  tiich  dann  uiunjtlelbar  als  Transversabchwiii- 
gimgen  auf  den  Faden,  bei  der  Kleinheit  der  Escuraionen  der  Gabel  g^gta- 
liber  denen  de»  Fadens  verhält  »ich  aber  anch  dann  das  an  der  Oabei  bi^ 
festigte  Ende  im  allgemeinen  wie  ein  Knotenpunkt.  Bei  gleicher  Spannung 
lies  Fadens  ist  aber  in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  »tehenden  Wellen 
luer  die  doppelte  von  der  bei  der  vorhin  besprochenen  BefestignngsHei9&. 
Der  Gmnd  hierfttr  liegt,  darin,  dass  jetzt  die  Schwüigiingen  der  Sute  j«iitr 
der  Gabel  isochron  sind,  indem  jede  Schwingung  der  Gabel  eine  Schwingniis 
des  Fadenä  veranlasst,  während,  wie  wir  vorhin  sahen,  bei  der  andern  fi»— 
featigungs weise  cwei  Schwingungen  der  Gabel  erforderlich  waren,  luu  an« 
ganze  Schwingung  den  Fadens  zu  geben,  ist  demnach  bei  beiden  Be(«ti' 
gimgen  die  Spannung  des  Fadens  und  damit  die  Fortpflanzungsgeschwiiidif- 
keit  dieselbe,  so  m<is>j  bei  der  zweiten  Stellung  der  Gabel  die  Wellenllag^ 
halb  so  gross,  die  Zahl  der  Wellen  also  doppelt  so  gross  sein  als  b«  ie» 
ersten.  Damit  bei  der  zweiten  Stellung,  dieselbe  Anialil  von  Wellen  k 
stehe,  muHS  die  Spannung  des  Fadens  viermal  so  gross  sein  ala  bcä  d 
ersten  Stellung. 

Am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  erwähnten  wir  die  aient  v 
Poisson  angegebene  Heziebung  zwischen  der  Fortpflanzungsgesebi 
der  longitudinalen  und  der  transversalen  Schwingungen  der  gespannten  Sai- 
ten; dieselbe  Beziehung  inuBS.  wie  sich  unmittelbar  ergibt,  zwiacben  i 
transversalen  und  longitudinalen  Schwingung szahlon  bestehen. 

Die  Schwingungs7,ahl  einer  longitudinal  schwingenden,  an  ihren  l^eidcn 
Enden  befeBtigten  .Saite  tut  allgemein 


fllr  die  transversalen  Schwingungen 


Es  l'olgl  daraus 


*■  ' 


:-  =  >/7, 


wo  wie  vortun  ä  das  VerhSltniss  der  VerlHngerung  der  schwingenden  Süt*  1 
in  Folge  des  fipannenden  Gewichtes  P  zur  Lange  der  Suit«,  oder  die  A"»*  I 
dehnung  eines  StUckes  der  Sait«  von  der  Längeneinheit  durch  dax  ap»tatail  1 
Gewicht  bedeutet. 

Dieses  von  der  Theorie  geforderte  Resultat  ist  durch  einen  Vennei  ] 
von  Cagniard  Latour,  den  Pobson  in  seinem  Memoire  snr  les  mouveinsilti  ] 
des  Corps  ^lastiques  mittheilt,  bestätigt  worden '). 


')  Poiston,  Mfiniüiree  de  l'Äcad.  royale  de  Frante.  Tome  VITI.  y 
der  Stelle  dieser  Abhandlung,  wo  ilieser  Vereuob  mitt^ethftilt  irt,  hat  (ich  räe  J 

Verwirrung  eingeschlichen,  da  auRLuglich  ^  =  _L  xmü  -y  —  l/^r  ««**•■**''-  1 


{.  133.  Kinflus«  der  Steifigkeit  der  Saiten.  533 

Eine  Saite  von  14,8  Meter  Lilnge  wurde  einmal  in  longitudinale,  oin- 
m1  in  transversale  Schwingungen  versetzt,  und  die  Schwingungszahlen  be- 
iGmmt.    Es  fand  sich 

-^  =  0,0593. 

'  r  Die  Verlängerung  d  der  Längeneinheit  der  Saite  ist  gleich  dem  Quo- 
liaten  aus  der  Verlängerung  der  ganzen  Saite  ce  und  der  Länge  l  derselben, 
jW  erhalten  demnach 

.V       Vi' 

[  tt  =  l  \^)    =  14:°*,ö  .  0,003513  =  0",052. 

t  Aus  dem  Verhältniss  der  longitudinalen  und  transversalen  Schwingungen 
kredmet  sich  somit  die  Verlängerung  der  Saite  zu  0",052  in  Folge  des 
fttmenden  Gewichtes.    Die  Messung  Cagniard  Latour's  ergab 

cc  =  O'^jOö, 

He  Zahl,  welche  sich  nur  um  Ygs  von  der  berechneten  unterscheidet. 

§.  133. 

^  EinfluBS  der  Steifigkeit  der  Saiten.  Wenn  man  die  Versuche  über 
e  Lage  der  Schwingungsknoten  und  die  Schwingimgszahlen  der  Saiten 
ä  grosser  Sorgfalt  anstellt,  so  findet  man  ])esonders  bei  Metallsaiten  merk- 
te Abweichungen  des  Resultates  von  der  Theorie.  Diese  Abweichimgen 
erden  um  so  grösser,  je  kürzer  und  dicker  die  Saiten  werden.  Der  Grund 
eeer  Abweichungen  ist  leicht  einzusehen,  er  liegt  besonders  darin,  dass 
fi  Saiten  nicht,  wie  es  bei  den  theoretischen  Ent Wickelungen  vorausgesetzt 
nrde,  absolut  biegsam  sind  und  nur  durch  die  spannenden  Gewichte  Elasti- 
Iftt  erhalten  haben,  sondern  dass  sie  selbst  an  sich  schon  steif  sind.  Ks 
ird  also  durch  die  gegenseitige  Anziehung  der  einzelnen  Moleküle  diesen 
rhon  eine  gewisse  Gleichgewichtslage  gegeben. 

Es  ist  nun  leicht  ersichthch,  dass  die  eigene  Steifheit  der  Saiten 
erade  so  wirkt,  als  wäre  die  Saite  absolut  imelastisch,  aber  durch  ein 
kSrkeres  Gewicht  gespannt  als  das  angehängte  und  in  Rechnung  gezogene. 
He  Schyringungszahlen  werden  daher  grösser  sein  als  die  aus  der  Theorie 
abgeleiteten. 

Dieses  Resultat  haben  nun  auch  die  Versuche  N.  Savai-t's  ^)  ergeben, 

Ä  erste  Zahl  ist  fehlerhaft,  da  sie  auf  ein  gjiiiz  anderes  IleHultat  führt,  und 
fe  Gleichung  für  "rist,  wie  mau  sieht,  fakch.    Da  die  Gleichung  uicht  mit  der 

^abe  für  -^^  auf  a  =  0^052  führt,  »o  halxi  ich  letztere  von  Poisson  aU  das  be- 

N' 
ebnete  a  angegebene  Zahl  als  richtig  genommen  und  daraus -tt- berechnet.  Dan 

7 
>  berechnete  Verhältniss  ist  -rrz  • 

*)  A''.  Savart,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.    HI.  Serie.    T.  VI;  auch  Poggend. 
In.  Bd.  LVni. 


\  »■,   > 
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der  es  sich  zur  Aufgabe  gestellt  hatte,  daö  Gesetz  aufzusuchen,  nach  wel- 
chem die  Schwingungszahlen  durch  die  eigene  Steifheit  der  Saiten  sich 
andern. 

N.  Savart  befestigte  die  Saiten  an  einem  festen  eisernen  Schraubstock, 
nachdem  er  sie  in  Klemmen  eingeklemmt  hatte,  die  mit  Blei  gefüttert 
waren.  Durch  ein  angehängtes  Gewicht  P,  welches  nach  und  nach  gefindert 
wurde,  wurde  die  Saite  gespannt  und  nun  von  der  Saite  ein  StQck  von 
80"",5  Länge  mittels  zwei  weitem  Schraubstöcken  an  seinen  beiden  Enden 
ganz  fest  eingelegt. 

Die  Schwingimgszahlen  der  Saite  von  unveränderlicher  Länge  bei  ver- 
schiedenen spannenden  Gewichten  wurden  mittels  der  beobachteten  Tone, 
welche  durch  die  Sch^-ingimgen  entstanden,  bestimmt,  und  zugleich  nach 
der  Formel 

wenn  wir  mit  p  =  q  ,1 ,  s  das  Gewicht  der  schwingenden  Saite  bezeichnen, 
theoretisch  berechnet. 

Bezeichnen  wir  die  wirklich  beobachteten  Schwingungszahlen  mit  X 
so  fand  N.  Savart  in  der  That,  dass  N  stets  grösser  war  als  «. 

Er  zog  weiter  aus  seinen  Versuchen  den  Schluss,  dass  die  Differenz 
zwischen  den  Quadraten  der  Schwingungszahlen  constant  sei,  oder 

JV«  —  >r  =  C 

sei.  Die  Constante  C  soll  nach  Savart  das  Quadrat  der  Schwingimgszahl 
sein,  welche  der  Saite  zukommt,  wenn  sie  nur  in  Folge  ihrer  eigenen  Steif- 
heit schwingt.  Bezeiclmen  wir  die  Schwingungszahl  in  dem  Falle  mit  ly«. 
so  soll  also 

sein. 

Duhamel* )  hat  es  versucht,  diese  von  Savart  aus  seinen  Versuchen 
abgeleitete  Regel  durch  eine  einfache  Betrachtung  theoretisch  zu  erkl&ren. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  n  und  P  die  Schwingungszahl  und  die 
Spannung  einer  absolut  biegsamen  Saite,  so  ist  nach  dem  Vorigen 

Afp       ^ ' 

wenn  g  die  Beschleimigung  der  Schwere,  /  die  Länge  und  j>  das  Gewicht 
der  Saite  bedeutet. 

Hat  man  nun  eine  wirkliche  Saite  von  eben  der  Länge  /  und  dem^el- 
ben  Gewichte  p.  so  hat  dieselbe  durch  ihre  Steifigkeit  eine  gewisse  Ebufti- 
cität,  vermöge  welcher  sie  ohne  spannendes  Gewicht  eine  Schwingungszahl 
//„  hat.  Der  al>solut  biegsamen  Saite  können  wir  nun  durch  ein  Gewicht  P^ 
eine  Spannung  ei-theilen,  so  das^^  sie  genau  dieselbe  Bewegung  annimmt 
welche  bei  der  steifen  Saite  aus  der  Elasticität  hervorgeht  und  bei  der  sie 
/*„  Schwingungen  zurücklegt.    In  dem  Falle  hat  nmn  für  dieselbe 

/;  -  =  -^  .  P 


Duhamel,  Compt<;i;  rendus.  Tome  XIV.    Toggcnd.  Ann.  Bd.  LVIL 
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Fügt  man  nun  zur  Spannung  Pq  der  biegsamen  Saite  noch  die  Span- 
nung Pj  hinzu,  so  befindet  sie  sich  in  demselben  Zustande  wie  die  steife 
Saite,  wenn  sie  durch  das  Gewicht  Pj  gespannt  ist.  Die  Spannung  der  ab- 
solut biegsamen  Saite  ist  dann  aber  Pq  -j-  P^  und  ihre  Schwingimgszahl  N 
gegeben  durch 

^^"  =  4  (^"  +  ^^). 

oder  da  flir  eine  Saite  von  gegebener  Länge  und  gegebenem  Gewichte  die 
Schwingungszahl  bei  der  constanten  Spannung  Pq  constant  ist, 

Ist  es  nun  gleichgültig,  ob  eine  Saite  durch  eigene  Elasticität  oder 
durch  ein  angehängtes  Gewicht  eine  gewisse  Spannung  erhält,  so  muss  auch 
für  die  steife  Saite,  welche  in  Folge  ihrer  eigenen  Elasticität  n^  Schwin- 
gungen vollführt,  die  wirkliche  Schwingimgszahl  ^^bei  der  Spannung  P  sein 

August  Seebeck  \)  hat  indess  nachgewiesen,  dass  die  letztere  Annahme 
Duhamers  nicht  strenge  und  nur  für  einen  bestimmten  Fall  richtig  ist,  da 
dieser  Satz  auf  eine  bestimmte  Gestalt  der  schwingenden  Saite  führt.  Wenn 
man  nämlich  auch  durch  ein  Gewicht  P^^  der  unelastischen  Saite  dieselbe 
Schwingungszahl  geben  kann,  so  lässt  sich  derselben  doch  nicht  im  allge- 
meinen in  allen  Thoilen  dieselbe  Bewegung  ertheilen,  wie  die  Theile  der 
steifen  Saite  sie  annehmen.  Zur  Herleitung  der  Savart'schen  Regel  darf  er 
deshalb  nicht  angewandt  werden,  weil  die  Saiten  in  dem  Versuche  von  Savart 
nicht  der  Bedingung  entsprechen,  die  aus  dem  Satze  von  Duhamel  folgt. 

Die  Savart'sche  Regel  darf  daher  auch  nur  als  eine  angenäherte  gelten. 

Seebeck  gibt  für  die  Schwingimgszahlen  der  steifen  Saiten  einen  an- 
dern Ausdruck,  den  er  theoretisch  ableitet  und  durch  Versuche  bestätigt. 
Für  gewöhnliche  Saiten,  deren  Steifheit  nur  sehr  gering  ist,  wird  dieser 
Ausdruck  ziemlich  einfach,  nämlich 


n  ---  //,  (l  +  \  •  I^-'f'-)^ 


worin  Wj  die  Schwingungen  der  absolut  biegsamen  Saite  bei  der  Spannung 
P,  r  den  Radius,  l  die  Lunge  und  E  den  Elasticitätscoefficienten  der  Saite, 
wie  wir  ihn  §.  50  bestimmten,  bedeutet. 

Man  sieht,  wie  das  Verhültniss  der  beiden  Schwingungszahlen  sich  im- 
mer mehr  der  Einheit  nähert,  je  grösser  das  spannende  Gewicht  wird,  oder 

je  kleiner  der  Quotient  der  beiden  (Jcwichte  -jy  ist.  Es  ist  das  zu  erwar- 
ten, da  der  Einfluss  der  Steifheit,  also  der  eigenen  Elasticität  der  Saite, 
um  so  mehr  zurücktreten  muss. 

§.  134. 

Transversalschwingungen  von  Stäben.     Wenn  man  irgend  einem 
riastischen   prismatischen  oder  cylindrischen  Stabe   eine  Biegung  ertheilt 


*)  A.  Seebccly  Ht^richtt'  diT  kgl.  sächHihchen  (.it;«ellHchaft  der  WinaenBchaften 
1846—47,  auHzüj?!.  von  Sueberk  «elhnt.    Dove,  Keiiertorium.  Bd.  VIII. 
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und  ihn  dann  sich  selbst  überlässt,  so  gelangt  derselbe  in  stehende  Schwm- 
gungen.  Auch  in  diesem  Falle  können  wir  die  stehenden  Wellen  al«  m 
Resultat  der  mit  einander  interferirenden  nach  entgegengesetzter  Richhmg 
sich  fortpflanzenden  an  den  beiden  Enden  reflectirten  Wellen  betrachten. 

Die  Schwingung.sdauer  solcher  Stäbe  Iftsst  sich  demnach  ebenso  wie  die 
Schwingimgsdauer  der  stehenden  Wellen  bestimmen,  oder  wir  haben  wieder 

wie  im  §.  120.  Wir  haben  hier  indess  die  Grösse  A*  etwas  anders  zu  Ik?- 
stimmen,  da  wir  es  hier  nicht  mit  der  Bewegung  von  Punktreihen,  wie  in 
den  bisherigen  Fällen  zu  thun  haben. 

Sei  (ib  (Fig.  229)  ein  Stab,  der  an  seinem  Ende  h  durch  ein  Gewicht 
gebogen  wird,  so  sahen  wir  früher  im  zweiten  Abschnitte,  dass  die  Biegung, 

der  Abstand  hh\  abhängt  von  der  Grösse 

***'  ^^'  des  Gewichtes,  femer  der  Länge,  Brdte 

"■■^■siM?!^^^™^^^^^"^^     und  Dicke  des  Stabes.     Setzen  wir  den- 

"''---..,,  selben  als  prismatisch  voraus  imd  setzen 

-— -U     wir   seine   Länge    gleich   Z,    die   Breite 
gleich  ß  und  die  Dicke  gleich  Ä,  so  war, 
wenn  wir  das  biegende  Gewicht  mit  P  bezeichnen^), 


bh'  =  4:' 


P,l 


K     ß  Ä»  ' 

oder  die  elastische  Kraft  P,  welche  djsn  gebogenen  SUib  in  die  Gleichge- 
wichtslage zurücktreibt , 

worin,  wie  immer,  E  den  Elasticitätscoefficienten  des  Stabes  bedeute!. 

Da  nun  die  elastische  Kraft  der  Biegung  proportional  ist,  so  folgt, 
dass  der  einmal  gebogene  und  dann  sich  selbst  überlassene  Stub  um  seine 
Gleichgewichtslage  isochrone  Schwingungen  vollführen  wird. 

Nennen  wir  nun  die  bewegende  Kraft  bei  einer  Biegung,  bei  welcher 
l!>6'  =  1  ist,  j>,  so  haben  wir 


P  = 


4     l 


Dies  ist  somit  die  Kraft,  welche  den  gebogenen  Stab  von  der  Länge  / 
wieder  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  sucht,  wenn  das  Ende  b' 
sich  im  Abstände  1  von  der  Gleichgewichtslage  befindet.  Diese  Kraft  i»t 
am  Ende  b  angebracht.  Um  nun  die  Schwingungsdauer  des  Stabes  zu  er- 
halten, haben  wir 

T  =  — 
wo  k  die  beschleunigende  Kraft  der  Bewegung  bedeutet,  also 

m 
*)  Man  Hohc  §.  5ö. 


§.  134.  Transversale  Schwiiij^ingen  von  Stäben.  537 

ist,  wenn  m  die  bewegte  Masse  bedeutet     Bezeichnen  wir  die  Masse  des 
Stabes  mit  m\  so  werden  wir  haben 

m  =  f ,  m\ 

worin  f  eine  Constante  bedeutet;  denn  lun  die  beschleunigende  Kraft  zu 
erhalten,  müssen  wir  für  m  die  im  Punkte  h  anzubringende  Masse  einsetzen, 
welche  dort  die  Masse  des  Stabes  ersetzt,  da  die  Kraft  p  im  Pimkte  h  an- 
greift. Diese  Masse  ist  aber  jedenfalls  derjenigen  des  Stabes  proportional. 
Für  die  beschleimigende  Kraft  der  Bewegung  erhalten  wir  somit 

v—P^  —  ^'Ai]^ 
in         if.ml^ 

Bezeichnen  wir  nun  das  specifis.che  Gewicht  des  Stabes  mit  s^  so  haben 
wir 

,        ß .h  .  1  .  8 

m  = 

0 

und  somit 

_      /t»         g  .  K 

'^  ~  4  f'V  '  ~~V~ 
und  daraus  für  die  Schwingimgsdauer  eines  solchen  Stabes 


wenn  wir  setzen 

In  yiT  =  A. 

Für  die  Schwingungszahlen  der  Stäbe  erhalten  wir  dara\is 

-^  —  T        -^  V      V     8     • 

Derselbe  Ausdruck  gilt  für  cylindrische  StUbe,  wenn  wir  anstatt  der 
Dicke  h  den  lladius  r  derselben  einsetzen,  jedoch  wird  dann  die  Con- 
stante A'  eine  andere,  wie  sich  aus  dem  Ausdrucke  ergibt,  den  wir  für  P 
erhalten,  wenn  wir  anstatt  parallelepipedischer  SUlbe  cylindrische  StÄbe 
anwenden. 

Wir  haben  dieson  Ausdruck  zunächst  entwickelt  unter  der  Voraus- 
setzung, dasB  der  Stab  an  seinem  einen  Knde  fest  sei,  indess  ergibt  die 
Theorie  der  Elasticitilt ,  das«  er  auch,  mit  verschiedenen  Werthen  von  A'^ 
gültig  ist,  im  Falle  beide  Enden  fest  oder  frei  sind,  da  der  Ausdruck  für  P 
sich  in  den  Fällen  n\ir  durch  andere  Constanten  unterscheidet. 

Es  ergibt  sich  danius,  dass  allgemein  die  Schwingungszahl  eListischer 
Stabe  dem  Quadrate  ihrer  Länge  umgekehrt  proportional  ist,  während  sie 
der  Dicke  derselben  oder  dem  Radius  derselben  direkt  proportional,  von 
der  Breite  derselben  jedoch  unabhängig  ist. 

Gerade  wie  wir  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  nun  eine  Reihe 
von  Fällen  unterscheiden  mussten,  je  nach  der  Befestigungsweise  des  Stabes, 
so  auch  hier  wieder. 

Wir  können  jedoch  hier  nicht  wie  in  den  frühem  Fällen  die  Schwin- 
gungszahlen und  Theilungen  der  Stäbe  theoretisch  ableiten,  sondern  müssen 
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lins  begnügen,  die  von  Euler,  Poisson,  Cauchy,  Seebeck  u.  a.,  theiLs  theo- 
retisch, theils  experimentell  erhaltenen  Resultate  mitzutheilen.  Wir  unter- 
scheiden folgende  Fälle  ^). 

l)  Ein  Ende  des  Stabes  ist  frei,  das  andere  fest,  der  Stab  schwingt 
seiner  ganzen  Länge  nach  hin  und  her,  er  bildet  eine  halbe  stehende  Welle. 
Es  ist  unter  Annahme  eines  cylindrischen  Stabes 


iV'=0,28^.|/Ö. 


2). Beide  Enden  des  Stabes  sind  fest,  oder  beide  Enden  des  Stabes 
sind  frei;  die  Zahl  der  langsamsten  Schwingungen  wird  in  beiden  Fällen: 


N=  1,78  j, .  y  ^. 


3 )  Es  kann  femer  das  eine  Ende  des  Stabes  auf  eine  Unterlage  gelegt 
werden  und  das  andere  ganz  fest,  in  einen  Schraubstock  eingeklemmt  wer- 
den, oder  ganz  frei  sein.  In  beiden  Fällen  erhält  man  für  die  langsamäten 
Schwingungen,  welche  der  Stab  vollführen  kann, 


■KT  ^  **  1   /ff   •    ^^ 

N=  1,23  j, .  y>L^. 


*i)   Schliesslich  können  beide  Enden  des  Stabes  nur  aufgelegt  äein, 
dann  ist  für  die  langsamsten  Schwingungen 


Seebeck  vereinigt  die  Ausdrücke  für  alle  diese  Fälle  in  folgenden') 

worin  dann  nur  e  seinen  Werth  von  einem  Falle  zum  andern  ändert,  und 
zwar  ist 

£  ==  0,59686,  wenn  ein  Ende  des  Stabes  fest,  das  andere  frei  ist, 
€  =  1,50562,  wenn  beide  Enden  des  Stabes  fest  oder  frei  sind, 
£  =  1,24987,  wenn  ein  Ende  aufgelegt,  das  andere  fest  oder  frei  ißt, 
£  =  1,  wenn  beide  Enden  des  Stabes  aufgelegt  sind. 

In  allen  diesen  Fällen  können  noch  eine  Reihe  von  Schwingungszahlen 
auftreten,  die  alle  häufigem  Schwingimgen  der  Stäbe  entsprechen;  die 
Stäbe  zerlegen  sich  dann  in  eine  Reihe  selbständig  schwingender  Theile, 
welche  durch  Knotenpunkte  von  einander  getrennt  sind. 

Seebeck  gibt  folgende  Tabelle  der  Werthe  von  £  in  allen  vier  FÜlen: 
1.  Fall.     Das  eine  Ende  des  Stabes  ist  fest,  das  andere  frei.    Di^ 
Reihenfolge  der  Schwingungszahlen  ergibt  sich  aus  den  Werthen 

£  =  0,59686;    1,49418;   2,50026;   3,4999  •  **  "" 


... 


*)  Poisson,  Memoires  de  TAcad.  de  France.  Tome  VIII.  p.  484  iF. 

Cauchy,  Excrc.  de  Math.  Tome  IIL  270  ff. 

Seeheck  y  Berichte  der  kgl.  nächrt.  öeBellschaft  der  Wiasenschaft«!  1846—4«- 
IK  159.     Dove,  Rop.  Bd.  VIII.  p.  46. 
*)  Seebeck  a.Ja.  0. 
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Wie  man  sieht,  werden  die  Schwingiingszahlen  eines  gegebenen  Stabes 
von  der  Länge  l  und  dem  Radius  r  von  der  dritten  an  dargestellt  durch 

Für  n  =  1  und  «  =  2  weichen  die  Schwingungszahlen  hiervon  ab, 
indem  die  hiemach  berechneten  Zahlen  ftlr  w  =  1  zu  klein,  für  w  ==  2  zu 
gross  werden. 

2.  Fall.  Die  beiden  Enden  des  Stabes  sind  entweder  fest  oder  frei. 
Die  Schwingungszahlen  ergeben  sich  aus  den  Werthen 

£  =  1,60562;   2,49975;   3,5001;   4,5000 -^^- — 

Setzen  wir  also  fUr  die  langsamsten  Schwingimgen  w  =  1 ,  so  werden 
auch  hier  die  Schwingungszahlen  eines  gegebenen  Stabes  dargestellt  durch 

'2w  + 1\2 


N 


('■■}•) 


jedoch  ebenfalls  erst  von  der  dritten  Schwingungszahl  an,  und  zwar  um  so 
genauer,  je  weiter  man  in  der  Ordnung  der  Schwingungszahlen  aufsteigt. 

3.  Fall.    Ist  das  eine  Ende  des  Stabes  aufgelegt,  das  andere  ganz  fest 

oder  ganz  frei,  so  ergibt  sich  die  Reihe  der  Schwingungszahlen,  wenn  fftr  e 

eingesetzt  wird 

4h  + 1 

woiin  wieder  n  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  bedeutet,  und  für  die 
langsamsten  Schwingungen  n  =  1  zu  setzen  ist.  Für  diese  gaben  wir  an 
B  =  1,2498;  man  sieht,  wie  schon  dieser  Werth  nur  äusserst  wenig  von 
dem  nacli  der  Formel  berechneten  abweicht. 

4.  Fall.  Sind  beide  Enden  des  Stabes  einfach  aufgelegt,  so  ergibt  sich 
die  Reihe  der  Seh wingungszahlen ,  wenn  wir  für  die  langsamsten  6  =  1  und 
für  die  folgenden  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  einsetzen,  also  e  =  n. 
Die  SchwingungHzahlen  verhalten  sich  also  wie  1 ,  4 ,  9  . . . . 

In  diesem  Falle  erhält  also  die  Gleichimg  fUr  die  Schwingimgszahlen 
ihre  einfachste  Gestalt,  sie  wird 


„        n^  .  n  .r     i  /(f  .E 


worin  nach  und  nach  für  n  die  Werthe  1,2,  3 ..  einzusetzen  sind. 

Die  Schwingungszahlen  eines  und  desselben  Stabes  können  also  sehr 
verschieden  sein,  je  na(rh  der  Art  seiner  Befestigung;  setzen  wir  die  lang- 
samsten Schwingungen  bei  der  ersten  Befestigungsart  gleich  1 ,  so  erhalten 
wir  als  Schwingungszahlen 

1.  FalL.l;  6,26;   17,54;   34,38;  56,84; 

2.  „        6,36;     17,54;   34,38;  56,84;  84,91; 

3.  „        4,38;  •  14,21;  29,50;  50,70";  77,22; 

4.  „        2,807;   11,23;   25,26;  44,91;   70,17. 

Um  aus  dieser  kleinen  Tabelle  die  wirklichen  Schwingungszahlen  zu 
erhalten,  ha])en  wir  bei  cylindrischen  Stäben  dieselben  nur  mit 


'riii'iliinni'ii  traiiBversiil  r<chwingen<ler  SUbu. 


Auch  die  Schwingiingazahleo  parallcleijijiodiHcher  StSlxr  kilnntm  wir 
ganz,  auf  dieselbe  Weise  erhalten,  wir  haben  in  die  Fomiel  anstatt  des 
Radius  r  des  C^ylinderB  nur  —rz  einzuBetzea,  wenn  wir  wie  Torbin  mit  h  die 
Dicke  der  Stiibe  bezeichnen'). 

Die  grÖiiäGm  Schwingunge zahlen  hälien  BJi<:h  hier  ihren  Onind  in  einer 
Tbeilung  der  Stabe  in  eine  Annabl  stehender  Wellen,  indpsi^  theilen  siuh 
hier  die  Stäbe  nicht  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile,  eondem  die  Endglieder 
sind  verschieden  von  den  AbstAnden  der  Knoten  im  Stabe  selbst.  Die  Lage 
der  einzelnen  Knoten  lüsst  sich  indess  ebenso  berechnen,  wie  die  der  Schwin- 
gungszahlen. So  Gndet  Seebeck  z.  B.  fUr  die  Enfemung  der  Knoten  von 
den  nächsten  Enden  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes: 

de«  ersten        des  zweiten        de»  dritten         den  m-tcn 

1,»»  4,89*)      ,  9.0007  4b»— 3 

4n+2  4n  +  2  in  +  2  4n  +  2'' 

Bei  der  lantrsamstcn  Schwingung  bilden  sich  also  zwei  Knot«n,  die  am 
0,2242  von  ilen  Enden  liegen  und  um  0,ö5IS  der  StabWnge  von  «tnander 
entfernt  sind.  Bei  der  zweiten,  schnellem  Schwingimg  bilden  sieh  dnd 
Knoten,  einer  in  der  Hitte,  wie  sich  ans  dem  Ausdruck  fUr  den  /.weitm 
Knoten  ergibt,  der  für  den  Abstand  von  dem  nächsten  ^eien  Ende  0,(M 
ergibt,  die  beiden  andern  sind  um  0,132  von  den  Enden  des  Stabes  entfernt. 
Bei  der  dritten  Schwingungszahl  bilden  sich  vier  Knoten,  welche  am  O,091< 
und  0,3658  von  den  Enden  des  Stabes  entfernt  Bind.  Der  Abstand  der  bei- 
den mittlem  Knoten  ist  0,2889  und  der  mittlem  von  den  Sus.-iem  0',ä6U. 

In  dem  folgenden  Falle  bilden  sich  fünf  Knoten,  deren  Lage  sich  obeos» 
berechnen  Usat  nnd  so  fort. 

Man  kann  diese  theoretischen  Uesultate  experimentell  naohweisai. 
DasB  die  Schwingungszahlen  mit  den  angegebenen  übereinstimmen,  werden 
wir  im  nfiohsten  Absctmitte  zeigen. 

Die  Lage  der  Knotenpunkte  ISsst  sieh  am  besten  auf  einem  dOnnen 
Streifen  von  ziemlicher  Breite  imd  LUnge  liestiniinen.  Strehlke')  wandl« 
Stahldtabe  von  l"— l"",«  Länge,  12  —  15  Millimeter  Breite  und  4  Milli- 
meter Dicke  an  und  bestreute  sie  auf  der  obem  Fläche  nach  dem  VorgUlgt 
von  riiladni')  mit  trocknein,  staubfreiem  Sand.  Der  Sand  wird  von  d« 
Buhwingenden  Stellen  des  Stabes  fortgeworfen  und  an  den  ruhenden  Rtellen 
angesammelt,  eo  doss  man  dadurch  die  Lage  der  Knoten  sichtbar  mattheo 
kann.  Man  spannt  nun  diese  Stäbe  zwischen  zwei  konischen  Spitzen  an  A« 
Stelle  zweier  Knoten  ein  und  bringt  die  Stabe  durch  Anstreichen  mit  dim 
Violinbogen  in  Schwingung.  Der  Sand  wandert  dann  nach  den  Knotenlinia 
bin  und  bleibt  dort  in  Ruhe. 

Die  Knotenlinien  stellen  sich  als  feine,  .zur  LSngsaxe  des  Stabes  »eiüc- 


>^  CiituAy  a.  a.  0. 

5  Strditkt,  Poggond.  Ann.  XXVB.  Dove.  Repert.  B 
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rechte  Linien  dar,  und  ihre  Lage  ist  nach  den  Messungen  von  Strehlke 
genau  der  Theorie  entsprechend. 

Li  seiner  Abhandlung  über  die  Bewegung  elastischer  Körper  nlacht 
Poisson  auf  die  einfache  Belation  auch  der  transversalen  und  longitudinalen 
Schwingungen  von  Stäben  aufmerksam,  wenn  sie  ihre  langsamsten  Schwin- 
gungen vollführen  ^).  Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  frei  oder  fest,  so  haben 
wir  für  die  Zahl  der  transversalen  Schwingungen 


N 


4d^    '    V    s 


Für  die  longitudinalen  Schwingungen  der  langsamsten  Art  hatten  wir 
§.  129 


Man  erhillt  demnach 


"■-i-rf- 


=  %  s^Tt  -j  =  3,5608  -j ' 


F.  Savart  hat  durch  Versuche  diese  von  Poisson  zuerst  aufgestellte 
Relation  nachgewiesen.  Es  wurden  die  longitudinalen  Schwingimgen  eines 
nahezu  1™  langen  cylindrischen  homogenen  Stabes  beobachtet  und  darauf 
die  transversalen  Schwingungen  eines  Stückes  des  Stabes,  welches  genau 
Yg  der  Länge  des  Stabes  betrug.  Die  Schwingungszahlen  wurden  nach  einer 
im  nächsten  Abschnitte  auseinander  zu  setzenden  Methode  aus  den  Tönen 
der  Stäbe  bestimmt. 

Um  vergleichbare  Zahlen  zu  haben,  wurde  dann  die  beobachtete  Zahl 
der  longitudinalen  Schwingungen  des  ganzen  Stabes  mit  8  multiplicirt,  wo- 
durch man  die  Schwingungszahl  eines  Achtel  des  Stabes  erhielt.  Aus  diesen 
Zahlen  wurde  dann  nach  obiger  Gleichung  die  Schwingimgszahl  der  trans- 
versalen Schwingungen  berechnet  und  die  so  berechnete  Zahl 

N  =  3,5608  y  .  N' 

mit  der  beobachteten  Schwingungszahl  verglichen.    Die  Resultate  der  Ver- 
suche sind  folgende*): 


Stab  von 


Messing 


Kupfer 


Eisen 


.V'-- 


2nim  ^ 

17066 

%  .  0^2.", 

1™™,7 

18432 

Vh  .  0^ 

2™™,2.'i  I 

22757  i 


N 
beobachtet 


1422 


10G7 


1843 


berechnet    i 


1415 


Differenz 


1082 


1842 


+  1^ 


—     1 


*)  Poisson^  Mt'moires  de  TAca«!.  de  France.  Tome  VIII.  p.  486. 
■)  Poisson y  Memoires  de  l'Acad.  de  France.  Tome  VIII.  p.  487. 
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Stückchen  müssen  zuweilen  erneuert  werden,  damit  die  Saudkörnchen^  welche 
sich  an  dem  Tuche  anlegen,  die  Platte  nicht  ritzen.  Die  Platte  wird  dann 
mit  einem  mit  Colophonium  versehenen  Violinbogen  am  Kande  gestrichen 
und  zugleich  an  irgend  einer  andern  Stelle  mit  dem  Finger  festgehalten. 
Der  Bogen  muss  senkrecht  am  Rande  der  Scheibe  herabgeftihrt  und  das 
Streichen  so  lange  fortgesetzt  werden,  bis  keine  vereinzelten  Sandkörnchen 
mehr  auf  der  Scheibe  liegen,  sondern  alle  sich  in  die  einzelnen  Linien  der 
Klangfigur  begeben  haben. 

Um  die  Figuren  möglichst  schari'  zu  erhalten,  darf  man  nur  wenig 
Sand  auf  die  Platte  streuen,  da  sonst  die  einzelnen  Linien  zu  breit  und  die 
Figuren  dadurch  ungenau  werden. 

Die  Knotenlinieu  bezeichnen  die  Grenzen  der  Theile,  welche  gleich- 
zeitig nach  entgegengesetzten  Richtungen  schwingen;  es  geht  daraus  her- 
vor, dass  die  Figur  derselben  die  Platte  im  allgemeinen  in  eine  gerade  An- 
zahl von  Theilen  zerlegen  muss,  da  die  entgegengesetzten  Schwingiuigen 
imme/ paarweise  auftreten  müssen. 

Die  Schwingimgszahlen  verschiedener  Platten,  wenn  sie  in  bestimmten 

Abtheiluugen  schwingen,  hissen  sich  nur  experimentell  aus  den  durch  die 

Schwingungen  hervorgerufenen  Tönen  bestimmen.    Aus  den  Versuchen  hat 

sich   folgendes  Gesetz  ergeben.     Wenn  zwei  Platten  verschiedener  Grösse 

und  verschiedener  Dicke  dieselbe  Klangfigur  zeigen,  also  in  gleicher  Weise 

abgethoilt  werden,  so  sind  die  Schwingungszahlen  der  beiden  Platten  den 

Dicken  derselben  direkt,  dem  Flacheninhalt  derselben  aber  umgekehrt  pro- 

|K)rtionaI,  oder 

K         q       d 

Sin«!  die  Platten  kreisfflrmig,  so  ist 


fj  }"7t,    fj     r    "TT 

demnach  auch 

.Y         r"'      d 

y        r^      d' 

Die  Schwingungs/ahlen  sind  den  Quadraten  der  Radien  umgekehrt 
proiH)rtional.  l)i«»s  Cresetz  schliesst  das  folgende  ein.  Die  Schwingimgs- 
zahlen von  Platten,  welclu;  einander  ähnlich  sind,  das  heisst  bei  denen  die 
homologen  Dimensionen  alle  in  demselben  Verhältnisse  stehen,  verhalten 
sich  bei  gleicher  Theilung  der  Platten  umgekehrt  wie  die  homologen  Di- 
mensionen. 

Ist  nämlich  bei  kreisrunden  Platten,  z.  B.  der  Radius  der  einen  Platte 
r,  der  andern  a  .  r,  und  ebenso  die  Dicke  der  einen  //,  der  andern  a  .  d^  so 
ii<t  nach  dem  Gesetze  in  der  ersten  Fassung 

N         a^ .  r'^        d  n 

2^  ""  ^»  "  '  OTT/  ~    1 

und  wie  man  sieht,  ist  das  der  mathematische  Ausdruck  ftlr  die  aus  dem 
ersten  Satae  gezogene  Folgerung. 

Betra^'hten  wir  zunächst  kreisrunde  homogene  Platten,  man  nimmt  zu 
den  Versuchen  am  besten  solche  von  Glas  oder  Metall,  so  ergibt  für  diese 
die  Theorie  von  KirchhotF,  dass  in  ihnen  eine  grosse  Zahl  verschiedener 


Ö44 


TranxTersale  Scliwingnngen  v 


1  Platten. 


f.  m. 


Theibingen  möglich  Hind,  die  sich  iu  drei  Gruppen  ordnen  lassen.  Entweder 
theilt  sich  die  Plutte  iu  eine  Reihe  concentriacher  Zonen,  oder  in  eine  it«ti 
gerade  Anzahl  von  gleich  grossen  Sectoren,  welche  durch  diametrale  Enoten- 
linlen  von  einander  getrennt  sind,  oder  endlich  beide  TheUungsart«B  trettn 
gleichzeitig  auf. 

Alle  diese  Theilungsarten  hat  schon  Chladni  beobacht«t;  um  sie  her- 
vorzubringen, klemmt  man  eine  kreisförmige  Platte  in  der  Mitte  oder  ii 
einem  andern  Punkte  ein  und  berührt  sie  ausserdem  an  einem  oder  md- 
reren  Funkten  und  streicht  dann  in  einiger  Entfernung  von  den  BerOhnug»- 
pnnkten.  Fig.  231  zeigt  eine  Reihe  solcher  Figuren.  Die  Einklenunnogi- 
punkte  sind  In  allen  einzelnen  Figuren  mit  a  bezeichnet,  der  Punkt,  an  dem 
die  Platte  zu  streichen  ist,  mit  6,  und  die  Berührungspunkte  mit  c.  Klemnt 
man  die  Platte  in  der  Mitte  ein,  so  erhält  man  stets  eine  radiale  Figu 
(231  a  und  |3)  je  nach  der  Anzahl  der  berührten  Punkte  mit  2  odar  S 
Durchmessern;  klemmt  man  die  Platte  ezcentrisch  ein  und  berdhrt  iäaa 
Punkt  des  Randes,  so  erhält  man  Kreise  ohne  Durchmesser  (Fig.i231  j 
imd  6). 

Fis.  tsi. 


Bei  der  theoretischen  Behandlung  der  Frage  gelangt  nian  zor  BesÜin- 
mung  der  Durchmesser  der  Knotenkreise  zu  einem  Ausdruck,  dessen  nn- 
merischer  Werth  wesentlich  von  dem  Wertbe  des  von  uns  mit  fi  bezeich- 
neten VerhUltnisses  der  Quercontraction  zur  Längen dilatation  abhängt.  Sebfli 
wir  dieses  Verhältnisa  der  Wert  heim 's  eben  Annahme  gemäss  gleich  '/» 
welche  Annahme,  wie  wir  sahen,  der  Wahrheit  im  allgemeinen  ziemlidi 
nahe  kommt,  so  erhält  man  nach  KirchholT  fUr  den  Durchmesser  des  Knoten- 
kreises (Fig.  231  y)  den  Werth  0,679411  des  Scheibendorchmessers.  Sach 
Messungen  von  F.  Savart,  an  drei  Scheiben  ausgeführt,  die  Poisson  in  seiner 
oben  erwähnten  Abhandlung  mittheilt,  fand  sich  derselbe 

0,6819;  0,6798;  0,6812 
des  Scheibendurchmessers.     Strehlke  fand  bei  zwei  äusserst  sorgfUtig  g^ 
arbeiteten  Glasscheiben  nach  der  Angabe  Kirchhoff's 

0,6792;  0,6782, 
Zahlen,  welche  mit  der  Theorie  sehr  nahe  Übereinstimmen. 
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Die  Figuren  231  e  und  S  zeigen  die  beiden  Theilungsarten  gleichzeitig. 
Für  den  Durchmesser  des  Knotenkreises  (Fig.  231  s)  gibt  die  Theorie  den 
Wert.h  0,78088  des  Scheibendurchmessers;  Strehlke  fand  bei  den  beiden  er- 
wähnten Scheiben 

0,7811  und  0,7802. 

Für  den  Durchmesser  des  Knotenkreises  (Fig.  231  f)  ergibt  die  Theorie 
den  Werth  0,82274,  Strehlke  fand  denselben  iin  drei  weniger  sorgftlltig  als 
die  vorigen  gearbeiteten  Scheiben  zu  0,79;  0,81;  0,82  des  Scheibendurch- 
messers. 

Die  Figuren  231  ^/  und  -6"  zeigen  häufig  vorkommende  Verzerrungen, 
welche  an  nicht  ganz  homogenen  Platten  aufti'eten,  wenn  man  sie  bei  a 
einklemmt  und  bei  b  anstreicht,  während  die  Punkte  c  berührt  werden. 

Ausser  den  gezeiclmeten  können  noch  viehj  Figuren  hervorgebracht 
werden,  ChladniM  gibt  in  seiner  ersten  Mittheilung  80  an,  dieselben  sind 
aber  alle  mit  Kreisen  und  Itadien  zusammengesetzt  oder  Verzerrungen  sol- 
cher Figuren. 

Aus  der  Theorie  sowohl  als  aus  den  Versuchen  ergibt  sich,  dass  die 
Anzahl  der  Schwingungen  mit  der  Anzahl  der  Theile,  in  welche  sich  die 
Platte  theilt,  in  einem  sehr  complicirten  Verhältnisse  zunimmt.  Die  lang- 
samsten Schwingungen  vollführt  die  Platte  bei  der  Theilimg  Fig.  231  a, 
dann  folgt  Fig.  231  y,  231  ß,  231  «,  231  f,  231  ö.  Folgende  kleine  Ta- 
I^Ue  enthält  die  Sehwingungszahlen,  jene  der  langsamsten  gleich  1  gesetzt 
für  die  angegebenen  imd  noch  einige  andere  Theilungen  nach  der  Theorie 
von  Kirchhoff  und  nach  den  Versuchen  von  Chladni  zusammengestellt.  Die 
erste  mit  K  überschriebene  Colimme  enthält  die  Anzahl  der  Knotenkreise, 
za  welcher  die  in  den  übrigen  Spalten  angegebenen  Schwingungszahlen  ge- 
hören, wenn  die  Knotenkreise  v(m  der  über  jeder  Spalte  angegebenen  An- 
zahl von  Durchmessern  durchschnitten  werden. 

Tabelle  der  SchwingiingHzahlen  kreiHförmiger  am  Räude  freier  Platten* 


K 

ohne  Durch lucHHer 

mit  1  Durchmesser 

mit  2  Durchmesser  mit  3  Durchmesser  1 

1      l»eob. 

bfrechii. 

heoh. 

herci-hii. 

Ih'oI». 

berechu.           lieob. 

berecbn. 

2,37s 

10,07»     - 

O 

1 

0 
6,34«  +  1 

0 

l,e8i  + 
7,iw  -f 

0                    Ü 

10,079+    n..'U3  + 

1                 1           2,m;» 

r»,!«3          it.lW              9,51.1 

Die  Schwingimgen  wurd(»n  in  spÄter  zu  besprechender  Weise  aus  den 
^^en  bestimmt");  die  in  d4»r  Tabelle  angegebenen  Zahlen  sind  diejenigen 
^**r  von  Chladni  angeg«»benen  Tr>ne:  auch  Kirchhoff  gibt  stritt  <ler  Zahlten 
'•i^  Töne  an,  und  (He  Zeichen  +  oder  -  neben  den  Zahlen  deuten  an, 
^*^9A  der  wirklicli  beobachtete  Ton  oder  der  der  «,'enauen  Schwingungs/ahl 
'^^tÄprechende  Tim  etwas  hr>her  o<ler  tiefer  ist  als  die  in  der  Tabelle  an- 

*)  Chladni,  Entdeckungen  zur  Theorie  deH  KlungeM.  Leipzig  1787.  Man  nehe 
JJ'lch  Strehlke,  Poggend.  Annaleu  Hd.  IV.  Snrnrt .  Anuiiles  de  ehim.  et  de  pliVH. 
^\.me  XXX VI. 

*)  Man  Hebe  §.  153  dienen  'l'lieiles. 

WOLUin,  Physik.  I.    3.  And.  35 
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gegebenen.  Die  Zahlen  stimmen  allerdings  nicht  besonders  überein,  inde 
ist  einmal  die  Bestimmung  der  Töne  mit  einiger  Schwierigkeit  verkat^ 
dann  aber  beruht  auch  hier  die  Bechnung  auf  der  Vorausseteung  ii^=^\ 
die  nicht  vollständig  genau  ist. 

Die  Schwingungen  nicht  kreisförmiger  Platten  lassen  sich  bis  jetzt  n\ 
experimentell  bestimmen;  die  Theiluugen  quadratischer  Platten  und  dan 
die  auf  denselben  entstehenden  Knoteulinien  sind  ebenso  maimigfialtig  a 
diejenigen  auf  kreisförmigen  Platten.  Man  kann  auch  dort  zwei  Sjsten 
von  Knotenlinien  unterscheiden,  in  dem  einen  sind  die  Hauptlinien  paraU 
den  Seiten  des  Quadrates,  in  dem  andern  parallel  den  Diagonalen  ui 
schliesslich  können  beide  Liniensysteme  zugleich  auftreten. 

So  erhält  man  Fig.  232  a,  wenn  man  die  Platte  in  der  Mitte  ante 
stützt  und  an  einer  Ecke  z.  6.  bei  b  anstreicht,  Fig.  232^,  wenn  man  i 
den  beiden  Punkten  a  die  Platte  unterstüzt  und  bei  b  anstreicht.  Eben 
bei  allen  übrigen  Figuren  sind  die  zu  unterstützenden  Punkte  mit  a  m 
jene,  an  denen  zu  streichen  ist,  mit  b  bezeichnet. 

Fig.  232. 


"5      T — • 


a     b     a 


Diese  Figuren  sind  nach  der  Angabe  von  Strehlke^)  gezeichnet»  da 
nachgewiesen  hat: 

1)  Die  Knotenlinien,  welche  bei  quadratischen  Platten  die  Klaagfigsi 
zusammensetzen,  sind  stets  krumme  Linien;  so  werden  z.  B.  die  FigurcB  i 
und  ö  durch  zwei  hyperbolische  Aeste  gebildet. 

2)  Die  Linien  durchschneiden  sich  nie.  Das  scheinbare  Durchschneide 
in  den  meisten  Fällen  rührt  daher,  dass  man  zu  viel  Sand  auf  die  SdM&t 
gebracht  hat  und  nun  in  der  Nähe  der  ruhenden  Linien  die  Schwingm^ri 
zu  schwach  werden,  als  dass  der  Sand  fortgeworfen  werden  kann. 

Die  Schwingungszahlen  dieser  Platten  werden  wir  spftter  hespreckoii 

In  ähnlicher  Weise,  wie  die  ebenen  Platten,  schwingen  anch  GloclDm 

welche  im  Grunde  nichts  weiter  sind  als  gekrümmte  Platten.   Bei  den  Iflf 

samsten  Schwingungen  theilen  sich  die  Glocken  in  vier  Theile,  die  mhoitai 

Linien  liegen  um  einen  Bogen  von  90^  von  einander  entfernt  und  durek* 
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I  die  Glocke  ihrer  ganzen  Höhe  nach.    Man  kann  diese  Theilnng  sehr 

sichtbar  machen  dadurch,  dass  man  die  Glocke  bis  etwas  über  ihre 

Hohe  mit  Wasser  füllt.     An  den  Stellen  der  stärksten  Schwingung 

das  Wasser  stark  zurückgcstossen    und    in  wellenförmige  Bewegung 

Et,  wahrend  es  an  den  45"  davon  entfernten  Stellen  der  Knoten  in 

bleibt.    HSufig  werden  selbst  Tröpfchen  von  der  Stelle  der  stärksten 

iagmig  auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  geworfen,  welche  sich  eine 

WMg  halten  und  in  regelmässigen  Figuren  angesammelt  werden  können. 

ESne  dgenthümliche  Art  von  Figuren  hat  Savart^)  auf  schwingenden 

n  beobachtet,  wenn  man  dieselben  anstatt  mit  staubfreiem  Sand  mit 

igem  Sande  oder  mit  Sand  und  Lycopodium  (Bärlappsamen)  bestreut. 

Beim  Bestreuen  mit  Lycopodium  zeigen  sich  nämlich,  wenn  man  die 

der  Seiten  unterstützt  und  eine  Ecke  anstreicht,  ausser  den  eigent- 

ohenden  Linien  in  der  Nähe  der  vier  Ecken  wirbelnde  Wolken  von 

Form  (Fig.  233),  jedoch  immer  so,  dass  der  zugespitzte  Theil  der 


Fig.  2S8. 


Fig.  284. 


er  Wolke  nach  der  Ecke  zu  gerichtet  ist.  Wenn  die  schwingende 
in^  der  Scheibe  schwächer  wird ,  so  bleibt  in  jeder  Ecke  eine  Gruppe 
eiförmiger  Erhöhungen  zurück.  Fig.  234  erscheint,  wenn  man  die 
EesthSlt  und  in  der  Mitte  der  Seite  des  Quadrates  streicht,  die  Lyco- 
ansammlung  findet  in  der  Mitte  statt,  jedoch  ist  zu  bemerken,  dass 
diese  Wolken  noch  Kurven  von  geringer  Breite  bi.s  zu  den  Ecken 
Diese  Kurven  sind  nur  in  den  Momenten  der  stärksten  ErschÜt- 
sichtbar. 

iTart  sah  in  diesen  Figuren  einen  Beweis  für  eine  zweite  Theilungs- 
r  Platte.  Nach  ihm  ist  die  Scheibe  der  Sit7i  vieler  über  einander 
der  Theilungsarten,  von  denen  besonders  zwei  hervortreten;  die  erste 
gewöhnliche,  sich  in  den  Figuren  des  staubfreien  Sandes  zeigende, 
aiie  tritt  immer  mit  der  ersten  ein  imd  bewirkt,  dass  in  der  Mitte 
Zwingenden  Abtheilungen  gewisse  Strecken  horizontal  bleiben,  auf 
die  Theilchen,  die  an  den  erschütterten  Stellen  nicht  liegen  bleiben 
i,  beisammen  bleiben  und  nur  eine  wirbelnde  Bewegung  zeigen. 

egen  diese  Erklärung  wandte  Faraday^)  ein,  dass  selbst  bei  einer 
lg  der  Platte  gegen  den  Horizont  von  G  bis  10^,  die  jedenfalls  viel 
*  sei  als  die  Neigung  der  schwingenden  Theile,  ein  Aufsteigen  des 
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Lycopodiuiu  der  Schwere  entgegen  zu  den  Vibrationsmittelpniüi 
finde  und  der  Staub  so  lange  sich  dort  halten  kann,  als  dio  Plat 
erschüttert,  werde. 

Faraday  leitet  diese  Figuren  von  Luftströmen  her,  welche 
Knotenlinien  her  zu  den  Punkten  der  ^stärksten  Erschütterung 
Damit  stimmt  es  überein,  dass  hur  bei  Anwendung  des  leichten  St 
diese  Figuren  zeigen,  indem  der  schwerere  Sand  von  den  Luftstro 
fortgerissen  wird.  Ebenso  sah  Faraday,  wenn  kleine  Stücke  von 
Winkelform  in  der  Nähe  der  Vibrationscentra  so  befestigt-  wurden 
Schenkel  dem  Rande  der  quadratischen  Scheibe  Fig.  234  parallel 
dann  der  Staub  in  die  Winkel  hinein  ging,  wie  wenn  Ströme  von 
den  der  Karte  aufgefangen  wären.  Feine  Kieselerde  auf  ein  Bucl 
und  der  schwingenden  Platte  möglichst  nahe  gebracht,  flog  nach  i 
als  wenn  ein  Luftstrom  von  dem  Pulver  nach  der  Platte  hinging. 

Den  entschiedensten  Beweis  ftlr  die  Richtigkeit  der  Faraday 
klärung  bildet  aber  das  Verhalten  der  mit  Lycopodium  )»estreui 
im  luftverdüniiten  Raum.  Eine  Glasscheibe  wurde  auf  vier  h 
unter  die  Glocke  der  Luftpumpe  gelegt  und  vermittels  eines  an  c 
senkrecht  zu  ihrer  Ebene  befestigten  Stabes,  der  durch  eine  St 
aus  der  Glocke  herausgeleitet  war  und  ausserhalb  der  Glocke  u 
dinale- Erschütterungen  versetzt  wurde,  zum  Vibriren  gebracht.  Di 
senkrecht  zur  Ebene  der  Platte  ist,  so  wird  die  Platte  durch  Ion 
Schwingungen  desselben  in  transversale  Bewegimg  versetzt.  So 
Luft  imter  der  Glocke  die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Ln 
zeigte  die  Platte  die  Staubfiguren  ganz  in  der  gewöhnlichen  We 
aber  die  Luft  bis  auf  5  —  3  Centimeter  Quecksilberdruck  verdünn 
das  Pulver  quer  über  der  Platte  hin  nach  den  ruhenden  Knotenli 
es  der  Sand  in  freier  Luft  thut,  und  die  Wolken  an  den  Vibrati 
punkten  zeigten  sich  nicht. 

Aus  diesem  Vei*suche  geht  auf  das  entschiedenste  hervor,  c 
Staubfiguren  nichts  mit  der  Schwingung  der  Platte  direkt  zu  thi 
dass  sie  also  nicht,  wie  Savart  sie  nannte,  secundftre  Klangfig 
Folge  einer  zweiten  Theilung  der  Scheibe  sind,  sondern  dass  zu  : 
düng  das  Vorhandensein  der  Luft  wesentlich  erfordert  wird. 

Die  Luftströme,  welche  nach  allem  dem  der  Grund  der  Er 
sind ,  entstehen  durch  die  mechanische  Einwirkung  der  8chwingen< 
auf  die  umgebende  Luft.  So  wie  der  schwingende  Theil  di»r  P 
aufwärts  bewegt.,  wird  die  darüber  befindliche  Luft  aus  der  Stelle 
imd  zwar  um  so  stärker,  je  näher  dieselbe  der  Stelle  der  stärkste: 
gung  ist,  um  so  weniger,  je  näher  sie  den  Knotenlinien  ist.  Wen 
I^latte  beim  Anfange  der  zweiten  Hälfte  der  Oscillation  in  ihre 
wichtslage  zurückkehrt,  so  kann  die  über  dem  Orf.e  der  stärkste: 
gung  befindliche  Luft,  welche  eine  von  der  Platte  fort  geriet 
schwindigkeit  besitzt,  nicht  so  schnell  als  die  Platte  xurUckkeJ 
bildet  sich  daher  ein  leerer  Raum,  in  den  die  Luft  von  den  Kn 
her,  wo  sie  in  Ruhe  ist,  über  die  Platte  hin  eindringt.  Dadu 
nothwendig  ein  Luftstrom  entstehen,  der  von  allen  Seiten  von  dei 
linien  gegen  die  Ort-e  der  stärksten  Schwingung  gerichtet  ist  und 
podium  mit  sich  an  diese  Stelle  hinfuhrt.    Natürlich  muas  diese 
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andern  Wege  zu  den  Knotcnlinien  zurückkehren.    An  den  Orten  der 

iten  Oscillation  stauen  sich  die  Ströme  und  es  cntseht  dalier  dort  ein 

sher  aufsteigender  Luftstrom,  der  stich   daran   erkennen   h'isst.   dass 

das  Ljcopodium  über  den  Stellen  der  stärksten  Schwingung  erhebt 

etwas  über  der  Platte  wieder  seitwärts  geführt  wird. 

Gleiche  Erscheinungen  wie  in  der  Luft  sah  Faraday,  wenn  er  die  Platte 

«i&er  Flüssigkeit  bedeckte..    Durch    die   entstehenden   Ströme   konnte 

die  Bildung  der  Klangfiguren  ganz  gehindert  werden.     Es  zeigten 

dann  nur  die  Anhäufungen  des  angewandten  Pulvers,  Messingfeilicht 

Sand ,  an  den  Stellen  der  stärksten  Schwingung. 

§.  136. 

Drehende  Schwingungen  von  Stäben.     Ausser  den  longitudinalen 

transversalen  Schwingimgen  haben  wir  früher  schon  noch  eine  dritte 

Itou  Schwingungen  kennen  gelernt,  die  Torsionsschw^ingungen.     Wir 

sie   damals,    um  mit   Hülfe    der    Pendelgesetze    den    Torsions- 

iten  von  Drähten  zu  bestimmen,  indem  wir  die  Drähte  unten  mit 

schweren  Engel   versahen   und   diese   in   horizontale  Schwingungen 

le  wir  damals  sahen ,  gelten  die  Torsionsgesetze  nach  den  Versuchen 
^ertheim  auch  für  dicke  Stäbe,   das   heisst,  bei  einer  denselben  er- 
Torsion ist  die  elastische  Kraft,   welche  den  gedrehten  Theil  des 
seine  Gleichgewichtslage  zurückzuführr»n  sucht,  der  Torsion  ein- 
>froportional.     Denken  wir  uns  deshalb  einen  Stub  an   seinem   einen 
durch  Torsion  in  Schwingungen  versetzt,  so  müssen  sich  diese  Schwin- 
in  dem  Stabe  gerade  so   fortpflanzen    wie  die  longitudinalen  und 
tlen,  nnd  ist  der  Stab  an  einem  Ende  1  »egrenzt,  so  muss  an  dieser  Grenze 
lexion  der  Schwingimgen  eintreten,  und  durch  die  Interferenz  der 
lind  der  reflectirten  Schwingungen  müssen  in  dem  Stabe  stehende 
entstehen. 

die  Gesetze  dieser  Schwingimgen  zu  entwickeln,  denken  wir  uns 

54  den  schwingenden  Stab  als  aus  lauter  seiner  Längsaxe  i)arallelen 

von  nnendlidi    kleinem    Querschnitt   zusammengesetzt.     Wird   der 

»rdirt,  so  gehen  diese  Fasern  aus  geraden  Linien  in  Spiralen  über, 

auf  einem  Cylinder  liegen,  dessen  Radius  gleich  ist  dem  Abstaml 

von  der  Axe  des  Stabes.  Ueberlassen  wir  dann  den  Stab  sich 

so  kehrt  der  gedrehte  Theil  des  Stabes  in  seine  Gleichgewichtslage 

:,  indem  jeder  Pimkt  der  Faser  auf  dem  eben  angegebenen  Cylinder 

rem   beschreibt,  geht  über  die  Gleichgewichtslage  hinaus  u.  s.  f. 

Stab  unbegrenzt,  und  wird  sein   eines  Ende  stetig   hin    und  her 

so  dass  dieses  Ende  in  der  Zeit  T  eine  Schwingung   macht,   so 

sich  diese  Torsionsschwingungen  nach  den  §.  11()  abgeleiteten  Ge- 

■fort,   und  setzen  wir  den  Stab  als  cylindrisch  voraus,  so  kömien  wir 

i,  um  welchen  irgend  ein  um  jr  von  dem  Ende  des  Stabes   cjit- 

Punkt  irgend  einer  von  der  Axe   des   Cylinders   um  r  entfernten 

,aiif  dem  zu  der  Faser  gehörigen  Cylindermantel  zur  Zeit  /  aus  seiner 

richtslage  verschoben  ist;  darstellen  durch 
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wenn  «  die  Maximalverschiebimg  der  zum  untersten  Querschnitt  ge 
Punkte  der  Fasern,  die  Amplitude  der  Schwingungen  bedeutet,  um 
immer  die  Wellenlänge,  das  heisst  die  Strecke  des  Stabes  ist,  bis 
eher  die  Gleichgewichtstörung  während   einer  Schwingung   des  ui 
Querschnittes  fortgeschritten  ist. 

Kommt  nun  der  ersten  Welle  eine  andere  entgegen,  deren  ü 
von  denogenigen  der  ersten  Schwingungen  um  a  entfernt  ist,    so 
auch  hier  nach  §.119  stehende  Wellen  sich  bilden,  und  die  Verse 
des  soeben  betrachteten  Punktes  wird  dargestellt  durch 

9)  =  2a  .  cos  — j^ —   TT  •  sm  27r  \-^  —  ^j  , 

oder  wenn  wir  a  gleich  einer  Anzahl  von  Wellenlängen  setzen, 

2  2x .  n    .     ^      t 

et  .  cos  — r —  sm  zn  -7p  • 

Um  nun  die  Schwingungsdauer  dieser  stehenden  Wellen  zu  be^ 
haben  wir  gerade  so  zu  verfahren  wie  §.  120,  das  heisst  wir  hi 
Beschleimigung  zu  bestimmen,  mit  welcher  irgend  ein  Quersch 
Stabes,  zu  welchem  der  Punkt  der  betrachteten  Faser  gehört,  g< 
Gleichgewichtslage  zurückgetrieben  wird,  wenn  die  Verschiebimi 
Punkte  im  Bogen  oder  r  .  q>  gleich  1  wird.  Ist  diese  Beschleunigun 
A;,  so  ist 


r=2«.]/l. 


Zur  Bestimmung  der  beschleunigenden  Kraft  erinnern  wir  \at 
Entwicklungen  des  §.  54,  nach  welchen  die  durch  die  Torsion  ii 
Punkte  der  Faser,  oder  in  einem  Elemente  dq  eines  Querschnittes  d« 
entwickelte  Kraft,  mit  welcher  dieses  Element  von  einem  benac 
Querschnitte  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurückgezogen  wird,  git 

srnry)  •  *  •  */ 

ist,  wenn  ^  den  Verschiebungswinkel  dieses  Querschnittes  gegen 
nachbarten  Querschnitt  bedeutet  Das  Drehungsmoment,  welches 
trachtete  Element  des  Querschnittes  in  Folge  dieser  Kraft  erhält, 

Um  dann  das  Drehungsmoment  für  den  ganzen  Querschnitt  zu  c 
haben  wir  für  jedes  Element  des  Querschnittes  den  analogen  Ausd 
bilden,  und  alle  diese  zu  summiren.  Um  nun  diese  Sonune  zu  bilden 
wir  zunächst  die  Verschiebungswinkel  tf;  bei  den  drehenden  Schwii 
zu  bestimmen. 

Sei  zu  dem  Ende  AB  Fig.  235  ein  Stück  des  tordirten  CjüsA 
stelle  aC  ein  Stück  der  Faser  auf  dem  Cjlindermantel  Tom  Badius 
gedrehten  Lage  dar,  während  ab  die  Lage  der  nicht  tordirten  Fi 
sei  ferner  op  der  betrachtete  Querschnitt,  der  in  der  Entfernung  .r' ' 
Anfangspunkte  A  der  Bewegung  sich  befinde,  und  seien  schliesslich 
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qr  die  diesem  benachbarten  Quemchnitte ,  von  denen  der  eine  weniger  der 
Andere  mehr  verechoben  iet.   Der  Winkel,  um  welchen  qp  gegen  den  unmit- 
telbar vorhergehenden   Querschnitt    verschoben  ist,    ist   dann 
oms,  nnd  die  Kraft,  mit  der  das  Element  der  Faser  o  in  Folge        »?.  I9S. 
dieeer  Verschiebung  gegen  die  Gleichgewichtslage  /llrKck^redrehi. 
wird,  ist  deronacli 

r(r+ rt- '"' ■ '  ■  ""'■ 

Nennen  wir  nun  den  Bogen  op,  um  welchen  dieser  Quer- 
schnitt gedreht  ist,  <p' ,  gegeben  durch  die  Gleichung 

tf    ^  2«  .  cos  -j-  n  .  ein  2«  -;..■ 

und  den  Bogen,  welchen  der  dem  Anfangspunkte  um  die  unend- 
lich kleine  Orösae  dx  nähere  Querschnitt  beschrieben  hat,  tp, 
so  ist  die  Differenz  der  beiden  Bögen  os  ^=  r  dp'  —  tp)  in 
LSngenmaasH  gegeben.    Nun  ist  ferner 


■  (,,'- 


=  taug  OTMC 


(«)■ 


und  da  der  Winkel  irms  immer  änaaerst  klein  \»i,  so  können 
wir  statt  seiner  die  Tangente  setzen,  und  erhalten  dann  fUr  die 
Ton  der  Verschiebung  des  betrachteten  Elementes  herrührende 
den  Querschnitt  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurückdrehende 
Kraft 

£!  .  r  (y  —  y) 

Gegen  den  Querschnitt  op  ist  aber  auch  der  folgende  Querachniti  gr, 
der  um  da>  weiter  vom  Än&ng  entfernt  ist,  verschoben,  und  der  Ver- 
soliiebnngswinkel  ist  hier  qov.  Nennen  wir  den  Bogen  rq  =  <p",  so  erhalten 
wir  auch  hier  wieder 

und  fUr  das  in  Folge  dieser  Verschiebung  dem  Querschnitt  ertheilteDrehungs- 
moment 


■  dq  .  r 


dx 


(b). 


2  (l  +  (*) 

Letzteres  Drehungsmoment  sucht  den  Qaeraclmitt  von  der  Qleicbge- 
vrichtsloge  weiter  zu  entfernen,  das  den  Querschnitt  zurücktreibende  Drehnnga- 
mcanent  ist  also  die  Differenz  der  beiden  Momente  a  —  b,  oder 

■^ ^  ,     W  —  v)  -  if"  —  v'l 

FOr  daa  ganze  Drehungsmoment  erhalten  wir  die  Summe    aller  ein- 

wilnen    fUr  jedes   Element   liq   des    Querschnittes   bestimmten  Drebungs- 

momente,  und  dieses  ist,  da  der  erste  und  letzte  Factor  des  für  das  Element 

dq  entwickelten  Ausdrucks  allen  einzelnen  Momenten  gemeinsam  ist,  gleich 

-g        W—v)--{v"-t')    (' t  I  _^       ^       (^'— «p)  — (f'""?'')    »l^ 
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wie  die  Iniegralrechnung  lehrt,  wenn  wir  .mit  q  den  Kadius  des  Stabes  he- 
zeichnen. 

E8  erübrigt  in  diesem  Auädrucke  noch  die  Bestimmung  der  Differenz 
((p'  —  (f)  -  (9> '  —  9>')'  ^ir  erhalten  dieselbe,  indem  wir  gerade  so  ver- 
fahren, wie  im  §.  120.  Setzen  wir  den  Abstand  des  ersten  Querschnitts 
vom  Anfangspunkt  gleich  a?,  so  ist 

2.1'  .  t 

cp  =  2a  cos  ""    TV  .  sin  'In  -;..• 

Den  Werth  von  g?'  erhalten  wir,  indem  wir  für  x  einsetzen  j'  =  x  -^  dj, 
nämlich  <la  dx  unendlich  klein,  somit  cos  -  -  :r=^  I  sin  ^^—7t=-j—  it 

.        .        ,        t    (  "2.1:  '2d.r  .     2.r      \ 

(p    =  'Ja  sm  'J7t  -ip  l  cos  .  TT r-  ;r.sm  -y  ^  j 

und  daraus 

2f/.r  .     2./-         ,.      .     ,.       t 

(p   —  9  = T"  TT  .  sm  Y  ^  •  2«  sin  in  -q,  • 

Deu  Werth  von  qp"  erhalten  wir,  indem  wir  in  dem  Ausdrucke  für  q)' 
wieder  x  durch  .r  +  dx  ersetzen,  wir  erhalten  dann 

t     \          %K           Xdx            .     2.C            4r/.r-      ^  **x       i 

_„ y.   Icos   -7-^  "    ~~i~  ^  •  ^'"^  T"^ iT"  ^    ''"^        ^ 

somit 


qp     =  2«  sin  2n    j.   iCOs   ^^  "    ~1~  ^  •  **"i  T"^ TT"  ^    ^''^'^  "i  ^  i  ^ 


„  /  i  "lax  .      Hx         ,     4 (IX*      2  2.r       1  .»       .       ^       J 

und  daraus  schliesslicli 

(<p  — 9?j  —  ((p    — (p  )=  -  ji    n-  .  cos  -j- TT  •  2«  sm  2n   j.  =     ^,      Ä^.f. 

Setzen  wir  diesen  Werth  der  Uifterenzen  in  den  oben  abgeleiteten  Au>?- 
(Iruck  für  das  Urehungsmoment,  so  erhalten  wir  für  das  einer  Drehung  ^ 
des  Querschnitts  entsprechende,  denselben  gegen  die  Gleichgewichtslage 
zurückführende  Drehungsmoment 

/i  4</.r     ^     Q*  n 

und  setzen  wir  hierin  schliesslich  9  =  1,  so  erhalten  wir  ih\,if>  Drehungs- 
niomeni  fies  Querschnittes,  wenn  der  Drehungsbogeu»  desselben  der  Einheit 
gleich  ist. 

Um  nun  die  gesuchte  Heschleunigimg  /.*  des  Querschnitts  zu  erhalten, 
haben  wir  diesen  Ausdruck  durch  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitt:^ 
zu  dividiren,  durch  die  Masse,  welche  den  Querschnitt  in  der  Einheit  des 
Abstandes  von  der  Axe  ersetzt,  da  uns  das  Drehuugsmomcnt  die  in  der 
Einheit  der  Entfernung  von  der  Axe  des  Stabes  angreifende  Kraft  liefert. 
Nennen  wird  die  Dichtigkeit  des  Stabes,  das  heisst  die  Masse  der  Volum* 
einheit,  r/,  und  die  Dicke  des  Querschnittes,  die  wir  dem  Abstände  zweier 
benachbarter  Querschnitte  gleich  setzen  können,  flr,  so  erhalten  wir  nadi 
§.  21  für  dieses  TrÄgheitsmoment 

d  .  — ;;-  •  dx. 


r 
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DMnit  wird  dann  schlieshdieh 


A  =  :7 


K 


4  n 


t>  (1  +  £1)     k^.d 

und  die  gesuchte  Schwingungsdauer  der  stehenden  oder  fortgepflanzten 
Wellen  _ 

ein  Ausdruck,  welcher  sich  von  dem  für  die  longitudinalen  Schwingungen 

nur  durch  den  Factor  y  2  (1  +  ft)  unterscheidet,  der  somit  zeigt,  dass  die 
Schwiugungsdauer  nur  von  der  Beschaffenheit  des  Stabes,  seinen  beiden 
Ebsticitätsconstanteu  und  seiner  Dichtigkeit,  sowie  von  der  Länge  der 
Wellen  abhSngig  ist 

Die  Gesetze  der  drehenden  Scliwingungen  cylindrischer  Stäbe  fallen 
daher  vollständig  mit  denen  der  longitudinalen  Schwingungen  zusammen, 
so  dass  es  überflüssig  sein  wird,  dieselben  im  einzelnen  zu  entwickeln.    Es 
wird  genügen,  die  Resultate  kurz  anzudeuten.    Ein  an  seinem  einen  Ende 
fester   8tab  kann  danach  als  Ganzes  schwingen,  und  ganz  analog  den  Ent- 
wicklungen  des  §.  129  ist   dann  die  Länge   des   Stabes  gleich  */\  A,  also 
i  =  4  /,  somit  wird  die  Schwingungsdauer  des  Stabes 


/'d 


'/'  =  >/.},;,-+,.).  4/.  [.^-«, 


die  Schwingungszahl 


iukI  setzen  wir 


4?      y  o  (-,  ^-^^       V    d  ' 
1 


V    -'(1  +f*' 


..  ■  v^  -  '■• 


«Li  dieser  Ausdruck  nach  dem  Frühern , und  den  vnrigen  Entwicklungen  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  drehenden  Schwingungen   bedeutet,    so 


.V  = 


c 
4/ 


Aiuilog  den  Entwicklungen  des  §.  l.*U)  kann  ein  solcher  Stab  ausser 
diesen  noch  eine  Keihe  von  Schwingungszahlen  erhalten,  je  nachdem  er 
sieb  in  zwei  oder  mehrere  Unterabtheilungen  zerlegt.  Die  Schwingungs- 
nhlen  sind  gegeben  durch 


A'    =  ( '2ti 


1) 


c 
4/ 


wenn  man  für  n  eine  ganze  Zahl  setzt. 

Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  fest  oder  frei,  s<»  entsprechen  die  lang- 
Muniften  Schwingungen  denen,  bei  welchen  der  Stab  gleich  V^Aist,  gleich 
der  Ifflnge  einer  stehenden  Welle,  die  folgenden,  bei  denen  er  gleich  A  oder 
Ä  stehenden  Wellen  ist.    Die  Schwingimgszahlen  sind 


worin  n  jede  ganze  Zahl  sein  kann. 


n 


v 
2p 
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§.  117. 


Zwischen  deu  gleichen  Theiiungen  cylindiischer  Stäbe  entsprechenden 
Schwingungszahlen  der  lougitudinalen  und  drehenden  Schwingungen  ergibt 
sich  eine  äusserst  einfache  Beziehung^).  Dividiren  wir  die  einer  gleichen 
Theilung  entsprechende  Anzahl  lougitudinaler  Schwingungen 


iST'  =  ^  .  V^' 
^^  21       V    (l 


durch  jene  der  drehenden  Schwingungen,  so  wird 

~  =  y2  (1  +j). 

Eine  Vergleichung  der  Schwingungszahlen  kann  also  ebenfalls  über 
<leu  Werth  von  jii,  des  Verhältnisses  von  Quercontraction  zur  Längendila- 
tation  Aufschluss  geben.  Nach  den  Versuchen  von  Chladni*)  soll  das  Ver- 
hältniss  der  Schwingungszahlen  wie  3  zu  2  sein,  danach  wäre  fi  =  0,125; 

nach  Versuchen,  von  Savart'*)  wäre  ly^  =  Y'  ^^^^^  ^  ^^  Ofi^,  Ausführ- 
lichere Versuche  zur  Bestimmung  dieses  Verhältnisses  hat  Wertheim  ange- 
stellt*).   Folgende  kleine  Tabelle  enthält  die  Resultate  der  Versuche. 


Schwingungszahl 


V-rf 


Stab  von 


Länge    Radius   !   i^ngit. 

I  §' 


drehend. 

N 


N 


Eisen  .  . 
Eisen  .  .  . 
Oussstahl 


•     •     «     • 


2™,061 

gmin^220 

1255,6 

766,5 

2,006 

5,601 

1267,3 

771,1 

2,000 

5,055 

1286,4 

787,7 

1  2,000 

5,031 

864,6 

531,1 

1,637 
1,643 
1,633 
1,628 


0,S39 
0,.S49 
0,33S 
0,325 


Nahezu  stimmen  diese  Werthe  von  fi  mit  der  Annahme  von  Wertheim, 
dass  1*'=%  sei,  indess  zeigt  sich  doch  auch  hier  nicht  volle  Constanz  Über- 
einstimmend mit  den  fiither  von  uns  erhaltenen  Resultaten. 

§.  137. 
ZuBammengesetzte  Schwingungen.  Wenn  ]man  einen  Stab  seiner 
Länge  nach  reibt,  so  sahen  wir,  dass  er  in  longitudinale  Schwingungen 
versetzt  wird.  Diese  lougitudinalen  Schwingungen  treten  indess ,  wie  zuerst 
F.  Savart^)  gezeigt  hat,  fast  niemals  allein  auf,  sondern  stets  in  Verbindusg 
von  transversalen  Schwingungen.  Bestreut  man  nämlich  einen  longitndiml 
schwingenden  parallelepipedischen  oder  cylindrischen  Stab  mit  Sand,  t« 
ordnet  sich  nach  den  Beobachtungen  Savart's  der  Sand  auf  den  Stäben  in 
gewissen  Linien ,  indem  er  nicht  hüpfend  wie  bei  der  transversalen  Schwin- 


^)  Poisson,  M^moires  de  l'Acad.  de  France.    Tom.  Vlll.  p.  4Ä6. 
«)  Chladni,  Akustik,  p.  110. 

')  Sanart  in  dem  citirten  M^oire  von  Poisson.  p.  456. 
*)  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.   8.  S4r.  T.  L.  p.  26S. 
•)  F.  Savart ,  Anuales  de  chim.  et  de  phys.  XIV.  XXV.    Dovo's  lieiK»rt4>riniii. 
Hd.  VI. 
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gnng  der  Stäbe,  sondern  der  Oberfläche  parallel  sehr  rasch  verschoben  wird. 
So  bilden  sich  solche  Knotenlinien  schon  auf  Stäben,  welche  an  beiden 
Enden  frei  ihre  langsamsten  longitudinalen  Schwingungen  vollführen,  in 
grosser  Zahl,  während  doch  der  Stab  in  Bezug  auf  die  longitudinalen 
Schwingungen  nur  eine  Knotenlinie  in  der  Mitte  besitzt.  Der  Sand  ver- 
schiebt sich  auf  der  Oberfläche,  J/  L"  Fig.  236,  wie  die  Pfeilstrichc  es 
angeben,  von  den  Punkten  L  zu  den  Punkten  N, 


Fig.  286. 
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Femer  fand  Savaii,  wenn  man  auf  der  oberen  Seite  des  Stabes  die 
Linien  der  Sandanhäufungen  markirt,  dann  den  Stab  umkehrt,  und  ihn 
mit  Sand  bestreut,  nachdem  man  ihn  in  Schwingung  versetzt  hat,  dass  dami 
die  Linien  der  Sandanhäufung  auf  dieser  Seite  zwischen  denen  der  obem 
Seite  liegen,  dass  sie  (Fig.  236 j  von  den  Punkten  /,  welche  gerade  den 
Punkten  N  der  obem  Seite  gegenüber  liegen,  sich  nach  den  Punkten  n 
bewegen. 

Auf  Stäben  mit  quadratischem  oder  kreisförmigem  Querschnitt  liegen 
sie  auf  einer  schraubenförmigen  Linie,  die  sich  entweder  rechts  oder  links 
gewunden,  oder  von  der  Mitte  aus  nach  der  einen  Seite  rechts,  nach  der 
andern  links  gewunden  um  den  Stab  herumlegt. 

Durch  viele  Versuche  an  Stäben,  welche  an  beiden  Enden  frei  waren, 
gelangte  Savart  zu  folgenden  die  Zwischem*äume  zwischen  den  Sandanhäu- 
fongen  bedingenden  Gesetzen^). 

Die  Zwischenräume  der  Sandanhäufungen  sind 

1)  in  Stäben  von  rechteckigem  Querschnitte  constant  bei  verschie- 
dener Breite,  wenn  nur  die  Länge  und  Dicke  der  Stäbe  ungeändert  bleibt; 

2)  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Dicke  bei  gleicher  Länge; 

3)  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Länge  bei  gleicher  Dicke. 
Schon  aus   diesen  Gesetzen    folgt,    dass  diese    Sandanhäufungen  von 

Transversalschwingimgen  des  Stabes  herrühreu,  welche  die  longitudinalen 
begleiten  und  ihnen  isochron  sind. 

Denn  nach  dem  ersten  Gesetze  sind  sie  von  den  Breiten  der  Stäbe 
unabhängig,  wir  wissen,  dass  das  sowohl  für  die  longitudinalen  als  die 
transversalen  Schwingungen  der  Fall  ist. 

Nach  dem  zweiten  Gesetze  sind  sie  proportional  den  Quadratwurzeln 
aus  den  Dicken.  Die  longitudinalen  Schwingungen  sind  von  der  Dicke  der 
Stäbe  unabhängig,  die  transversalen  derselben  umgekehrt  proportional. 
Sollen  daher  die  Schwingungen  isochron  sein,  so  müssen  sich  die  trans- 
versalen stehenden  Wellen  bei  dickem  Stäben  soviel  verlängern,  dass  sie 
wieder  in  demselben  Verhältnisse  langsamer  werden ,  als  sie  wegen  der  ge- 


')  F.  Savarty  Annale«   de  chim.  et   de   ph^n.   LXV.      Dove'H  Repertoriuiii. 
Bd.  VI.  p.  60.  (Dargestellt  von  Seebeck.) 
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Änderten  J)icke  hei  gleicher  Län'^e  rascher  geworden  wären.  Die  »Schwin- 
gungsdaner  der  transversalen  Schwingungen  ist  nun  dem  Quadrate  der 
Longen  proportional  Verhalten  sich  demnach  die  Längen  der  stehenden 
Wellen  bei  verschiedener  Dicke  der  Stäbe  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den 
Dicken,  so  sind  die  Schwingungen  isochron. 

Ebenso  stimmt  das  dritte  Gesetz,  denn  da  die  Dauer  einer  longitu- 
dinalen  Schwingung  der  Länge  des  Stabes,  die  einer  transversalen  Schwin- 
gung aber  dem  Quadrate  derselben  proportional  ist,  so  müssen  bei  ver- 
schiedener Länge  des  Stabes  die  Längen  der  Transversalwellen  proportional 
der  Quadratwurzel  dieser  Länge  geändert  werden,  um  den  longitudinaleu 
Schwingungen  isochron  zu  sein. 

So  findet  auch  Savart  bei  gespannten  Streifen  oder  Saiten  die  Zwischen- 
räume» jener  Knoten  proportional  der  Länge  und  der  Quiulratwurzel  aus  der 
Spannung  in  Ueberemstimmung  mit  der  Annahme,  dass  die  liinien  von  einer 
isochronen  Trans  Versalbewegung  herrühren. 

Ferner  auch,  wenn  man  auf  einem  Stabe  die  Sandstellen  bezeichnet 
und  ihn  sodann  mit  dem  Bogen  in  gewöhnliche  transversale  Schwingungen 
versetzt,  so  dass  die  Länge  der  stehenden  Welle  gleich  ist  dem  Abstände 
von  einer  Sandstelle  der  obem  Seite  bis  zur  nächsten  Sandstelle  der  untern 
Fläche,  so  sind  die  Schwingimgszahlen  in  der  That  dieselben,  als  die  der 
longitudinalen  S(;hwingungen;  dasselbe  ist  der  Fall  bei  gespannten  Saiten 
oder  Streifen.  Die  Erklärung,  welche  Savart  von  diesen  Linien  gibt,  anzu- 
führen, wollen  wii-  hier  unterlassen,  da  Seebeck  die  Unrichtigkeit  derselben 
nachgewiesen  hat  und  statt  dessen  die  Seebeck'sche  Erklärung  folgen 
lassen  ^). 

Li  Folge  der  coexistirenden  transversalen  und  longitudinalen  Schwin- 
gungen der  Theilchen  der  Stäbe  beschroilten  die  Theilchen  derselben  die 
liesultante  aus  beiden  Bewegungen,  im  allgemeinen  elliptische  Hahnen, 
§.  121.  Ist  nun  die  Uesnliante  gegen  die  Sandkörner  gerichtet,  so  stösst 
sie  dieselben  in  ihrer  Richtung,  das  heisst  unter  einem  spitzen  Winkel 
gegen  die  wagerechte  Fläche  des  Stabes  fort;  ist  j<ie  aber  während  der 
nächsten  Halbschwingung  von  den  Sandkörnern  weggeiichtet,  so  lässt  sie 
dieselben  liegen.  Daraus  ergibt  sieh  ganz  einfach,  dnss  der  Sand  auf  die 
abwechselnden  Knoten  der  trjuisversalen  Wellen  g«'l rieben  werden  müsse. 

Es  sei  z.  B.  -IF  i^n  StUi.k  des  Stabes  (Fig.  2.*i7),  welches  in  longitu- 
dinaler  Schwingung  nach  rechts  gedacht  werde,  während  die  Ordinaten  der 

Fig.  237. 


A-->i— ^» ^-     r      -^►;— ^       'i        >*        "  ~ 't^— "^  ^—^- -^ 


-*  'a 


gezeichneten  Wellenlinien  die  tnmsversalen  (Icsch windigkeit eu  darstellen 
mögen,  so  <lass  also  die  zwischen  JJ  und  C  liegenden  Funkte?  sich  zugleich 
nach  rechts  und  oben,  die  zwischen  C  und  D  liegenden  nach  rechts  und 
unten  bewegen  u.  s.  f.  vVlsdann  haben  die  aus  beiden  Bewegungen  resul- 
tirenden  (Jeschwindigkeilen  zwischen  H  und  C  sowohl  als   in  den  andern 

*)  :>eeb€ck  in  Dovc,  KeiHjrtoriuni.  üd.  VI  11.  p.  ft3. 
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ätrecken  ilie  Richtung  der  durch  die  Wellenlinie  gelegten  Pfeile  und  inan 
»lobt  leiclii.,  dass  der  über  HC  ru'<(cnde  Sand  nach  (\  der  über  7)i'J  liegende 
nach  K  getrieben  wird,  während  der  über  CJi  und  KF  liegende  Sand  jetzt 
liegen  bleibt.  In  der  folgenden  Zeit  gehen  beide  Ilewegungen  in  die  ent- 
gegengesetzten  über  (Fig.  •J3H).     Die  longitudinale  Bewegung  ist  auf  der 

Fig.  23«. 


C 


ganzen  Strecke  AF  von  der  Rechten  zur  Linken  gerichtet,  die  transversale 
zwischen  BC  und  T)E  nach  unten,  zwischen  CD  und  JRJl'' nach  oben.  Die 
resultirendft  Bewegung  hat  dia  Richtung  der  durch  die  Wellenlinie  gelegten 
Pfeile,  und  man  sieht,  wie  jetzt  der  Sand  von  CD  nach  T',  vnn  T^f'nach  K 
geschoben  wird,  wälirend  er  jetzt  zwischen  BC  und  DE  liegen  bleibt.  Da- 
her wird  sich  der  Sand  in  C  und  E  ansammeln,  dagegen  die  Stellen  7/,  2),  F 
leer  werden,  oder  die  alternircnden  Schwingungsknot^n  der  transversalen 
Schwingungen  müssen  mit  Sand  bedeckt  werden. 

Kehrt  man  den  Stab  um,  so  dass  die  vorhin  untere  Seite  zur  obern 
wird,  so  ergibt  sich  aus  obiger  Entwirklung  unmittelbar,  dass  jetzt  die 
vorher  unbedeckten  Knotenlinien  bedeckt«»  werden,  und  die  vorhin  bedeckten 
b*er  werden  müssen,  d.  h.  auf  der  untern  Seite  sammelt  sich  der  Sand  in 
//,  />,  h\  und  C  und  A  werden  leer. 

Diese  Erklärung  hat  Seebeck  durch  einen  Versuch  bestätigt.  An  einem 
circa  1"  langen  Spiegelglasstreifen  entsprach  die  Dauer  der  langsamsten 
Longitudinalschwingungen  den  Transversalschwingungen,  bei  denen  der 
Streifen  14  bis  15  Knoten  erhielt,  etwas  naher  den  letztem  als  den  erstem. 
Nachdem  nun  Seebeck  die  SandanhUufungen  auf  dem  longitudinal  schwin- 
genden Stabe  bezeichnet  hatte,  versetzte  er  durch  Streichen  mit  dem  Bogen 
denselben  in  die  Transversalschwingungen  mit  ir>  Knoten,  und  fand  so, 
dass  die  Sandanhftufungen  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  auf  der 
einen  Seite  dem  1,  :j, '>,  7,8,  10, 1-J,  14,  auf  der  andern  Seite  dem  2,  4,  6, 
1>,  11,  l.*J,  IT)  Knoten  <ler   transversalen  Schwingungen   entsprachen. 

Die  weniger  hüpfend«»  als  gleitende  Bewegung  des  Sandes  zeigt  an, 
«lass  die  transversale  lb»wegung  schwacher  ist  als  die  longitudinale,  womit 
auch  die  geringere  Energie  d«»r  Bewegung  und  die  St^)rung  der  Regelmas- 
sigkeit der  Sandanhaufungen  in  der  Mitte,  in  der  Nahe  des  Schwingungs- 
knotens der  longitndinjibMi  Hewegimg  übereinstimmt. 

Auf  die  mit  den  longitudinabm  stet»  gleichzeitig  auftretenden  trans- 
versalen Schwingungen  hat  Kundt  auch  die  zuerst  von  W.  Weber  M 
beobachteten  eigenthümlichen  Bewegungen  zurückgeführt,  welche  elastische 
Ktirper.  wie  Knrkpfn»pfen,  in  longitudinal  schwingenden  Röhren  annehmen. 
W.  Weber  nahm  ein<»  l  bis  l,r»  .Meter  lange  cylindrische  GlasWihre  von 
r»  bis  lO'"'"  lichtem  Durchmesser  und  1"°*  (riasdicke,  verschloss  das  eine 
Ende  mit  einem  Korkpfropfen,  der  genau  an  der  Röhre  abgeschnitten  wunle, 
hielt  «lie  Rrdire  in  verticab»r  Stellung,  das  verschlossene  Ende  abwttrta  ge- 

*;   W.   Weber,  Schweigger's  .luurual  für  Chemie  lyid  Phyaik.  Liil.  808. 
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kehrt,  locker  in  der  Mitte  und  rieb  die  obere  Hfilfte  mit  einem  nassen 
Tuche  stark  von  oben  nach  unten;  er  sah  dann  den  Stöpsel  in  die  Höhe 
rücken,  bis  er  in  der  Mitte  der  Röhre,  in  der  sich  der  Schwingungsknoten 
befindet,  stehen  blieb. 

Kundt  ^)  zeigte  nun  zunächst,  dass  eine  derartige  Bewegung  des  Korks 
nur  eintrat,  wenn  derselbe  eine  konische  Gestalt  hat,  und  dass  dann  der 
Pfropf  stets  in  der  Richtung  von  der  breitem  Basis  zur  spitzem  £ndflflche 
sich  bewegt.  Ein  und  derselbe  Kork  wandert  in  der  Röhre  vom  Ende 
gegen  die  Mitte,  wenn  die  breitere  Basis  nach  aussen,  von  der  Mitte  gegen 
das  Ende,  wemi  dieselbe  gegen  das  Innere  der  Röhre  hin  liegt.  Ebenso 
wie  ein  in  der  Röhre  befindlicher  Kork  wandert  ein  auf  die  Röhre  gesetzter 
Ring,  der  konisch  durchbohrt  ist,  und  zwar  stets  von  der  Spitze  seiner 
konischen  OefiEnung  gegen  die  breitere  Grundfläche  hin.  Genau  cjlindriBche 
Pfropfen  in  der  Röhre  oder  genau  und  glatt  cylindrisch  durchbohrte  Ringe 
nehmen  keine  Bewegung  an.  Sehi:  viel  energischer  wird  die  Bewegung, 
wenn  man  dem  Kork  in  der  Röhre  eine  sägenförmige  Gestalt  gibt  wie 
Fig.  239;  und  wenn  man  ein  viereckiges  KorkstUck  auf  seiner  untern  Fläche 
sägenförmig  zuschneidet  wie  Fig.  240,  so  kami  man  die  Bewegung  eben- 

Flg.  240. 


falls  auf  einem  schvringenden  Glasstreifen  beobachten.  Die  Bewegung  ge- 
schieht dann  stets  in  der  Richtung  der  Pfeile,  also  von  den  Bertthrungs- 
stellen  der  Sägezacken  nach  den  hohlen  Stellen  der  Säge.  Bei  dem  Kork 
Fig.  240  konnte  Kundt  die  Bewegung  noch  mit  ungeminderter  Energie 
beobachten,  als  er  denselben  mit  Gewichten  im  Betrage  von  200^  belastete. 

Dass  diese  Bewegung  Folge  ist  der  die  longitudinale  begleitenden  Trans- 
versalschwingung, zeigte  Kundt  bei  der  Anordnung  (Fig.  240),  indem  die 
Bewegung  sich  ganz  ebenso  zeigte,  als  der  Glasstreifen  in  transversale 
Schwingungen  versetzt  wurde.  Der  Glasstreifen  wurde  an  zwei  Punkten 
unterstüzt,  horizontal  hingelegt  und  durch  einen  verticalen  Schlag  mit 
einem  Hammer  oder  verticales  Streichen  mit  einem  Bogen  in  transversale 
Schwingungen  versetzt.  Der  Kork  wanderte  dann  von  einem  Ende  des 
Streifens  bis  zum  andern,  über  alle  Knotenpunkte  der  transversalen  Schwin- 
gungen fort.  Da  in  diesem  Falle  die  longitudinalen  Schwingungen  ausge- 
schlossen waren,  so  können  nur  die  transversalen  Schwingungen  die  Be- 
wegung hervorgebracht  haben,  und  da  die  Bewegung  ganz  dieselbe  ist^  wie 
bei  den  longitudinalen  Schwingungen  des  Streifens,  so  darf  man  schliessen, 
dass  auch  dort  die  transversalen  Schwingungen  es  sind,  welche  die  Be- 
wegung erzeugen 

Da  die  Form  des  Körpers  fUr  die  Bewegung  überhaupt  und  besonders 
für  die  Richtung  derselben  allein  massgebend  ist,  so  muss  dieselbe  in  etwas 
anderer  Weise  zu  Stande  kommen  als  die  Bewegung  des  Sandes  in  den 
Versuchen  von  Savart    Kundt  denkt  sich  den  Vorgang  folgendermaassen. 

')  A.  Kufidt,  Poggend^  Ann.  Bd.  CXXVI. 
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Dnrcli  die  nach  aussen  gerichtete  transversale  Bewegung  wird  der  auf  dem 
Streifen  liegende  elastische  Körper  etwas  zusammengedrückt.     Sobald  der 
Stoss  aufhört,  suchen   die  zusammengedrückten    Theilchen  ihre  Gleichge- 
wichtslage wieder  anzunehmen  imd  stossen  bei  ihrer  Ausdehnung  auf  die 
feste  Unterlage.    Da  diese  nicht  nachgibt,  so  wird  der  Körper  ein  wenig 
in  die  Höhe  geschleudert ,  und  zwar  nach  einer  Richtung ,    welche  jener, 
nach  welcher  der  Rückstoss  erfolgt,   entgegengesetzt  ist.    Diese  Richtung 
hingt  aber  wesentlich  ab  von  der  Gestalt  des  gestossenen  Körpers.    Hat 
der  Körper  eine  zur  verticalen  symmetrische  Form,  so  werden  die   Zusam- 
nendrückungen  der  Theilchen  um   die  verticale  herum  ganz  gleichmftssig 
fiein  und  in  Folge  dessen  der  aus  der  Ausdehnung  resultirende  Rückstoss 
vertical  sein,  ein  solcher  Körper  hüpft  also  einfach  in  die  Höhe  und  erhSlt 
r     deinen  seitlichen  Antrieb.    Deshalb  wird  ein  glattes  Korkstück  von  paral- 
^eiepipedischem  Querschnitt  auf  einem  Streifen  oder  ein   glatter  Cylinder 
in  eüier  Röhre  nicht  verschoben..  Ein  konischer  Kork  dagegen  oder  ein  wie 
^%.  240  gearbeitetes  Stück  wird  vermöge  seiner  Form  schief  zusammen- 
gedrückt und  deshalb  auch  einen  schiefen  Rückstoss  erfahren,  imd  die  viel- 
fach immer  m  derselben  Richtung  wiederholten  Stösse  müssen  ein  solches 
Stock  in  horizontaler  Richtung  verschieben.    Würde  der  Kork  die  schwin- 
g'ende  Fläche  nur  in  einer  Linie  berühren,    so   ginge  die  Bewegung  nur 
bis  zur  nächsten  Knotenlinie  der  Transversalschwingungen.   Da  er  aber  den 
Stab  immer  in  einiger  Ausdehnung  berührt,  so  treffen  ihn,  auch  wenn  er 
sieh  über  einer  £[notenlinie  befindet,  die  Stösse  der  benachbarten  Wellen, 
ixz&d  er  bewegt  sich  über  die  Knotenlinien  fort,  bis  zur  longitudinalen  Knoten- 
Ixnie,  wo  die  Theile  des  Stabes  in  grösserer  Ausdehnung  in  Ruhe  sind. 

Nach  dieser  Erklärung  der  besprochenen  Bewegung  ist  die  Natur  des 

bewegten  Körpers   bei  der  Bewegung   von  wesentlichem  Einfluss;   harte 

KCiper  dürfen   nach   derselben  keine  Bewegung   annehmen;   in  der  That 

zeigte  Kundt,  dass  Stücke  von  Holz  oder  Metall  sich  nicht  bewegten,   dass 

z&'or  solche  Körper  sich  bewegen,  welche  wie  Kork  und  Kautschuk  leicht 

zusammeudrückbar  sind. 

Ebenso  wie  die  Longitudinalschwingungen  immer  vonTransversalschwin- 
S^^en  begleitet  sind,  so  treten  auch  in  den  meisten  Fällen  bei  Transver- 
««Jschwingungen  einer  bestinmiten  Periode  solche  anderer  Perioden  hinzu, 
^^irklich  einfach  periodische  Schwingungen  entstehen  in  den  seltensten 
*^511en.  So  ist  auch  die  Bewegung  schwingender  Saiten,  wenn  dieselbe 
^i'irch  Zupfen  oder  Streichen  errregt  wird,  fast  stets  eine  aus  sehr  ver- 
•''^tiedenen  Schwingungen  zusammengesetzte.  Um  die  Schwingungen  der 
^^^ten  zu  analysiren,  bedient  man  sich  entweder  der  graphischen  Methode, 
^^che  zuerst  von  Savart  und  Duhamel^)  angewandt  ist,  oder  des  Yibrations- 
^^krroskopes  von  Lissajous.  Erstere  Methode  beruht  darauf,  dass  man  den 
*^h'vnngenden  Körper  mit  einem  feinen  Stift  versieht  und  vor  demselben 
^^*^en  Cylinder  dreht,  der  mit  Russ  geschwärzt  ist  (Fig.  241).  Die  Spitze 
r^^Ktlhrt  den  Cylinder  nur  ganz  leicht.  Die  Axe  des  Cylinders  ist  mit  einem 
^oliraubengewinde  versehen,  so  dass  er  beim  Drehen  sich  gleichzeitig  hebt 
^^^T  senkt.  Wird  der  Cylinder  gedreht,  wenn  der  schwingende  Körper, 
^'t'Wa  ein  Stab,  sich  nicht  bewegt,   so  zieht  die  Spitze  auf  dem  Cylinder 


*)  Duhamel,  L'Institut.  1840.  p.  19  u.  p.  41. 
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eine  einfache  Spirallinie,  wenn  nber  der  Stab  schwingt.,  bo  erhltlt.  die  Spinl. 
linie   einn  Wellenforiii  und  jisder  Welle  entspricht  eins   Hchwin^Bg  ie» 


Stabes.  Wenn  der  Stab  in  einer  complicirten  Form  schwingt,  wenngieid- 
zeitig  Schwingungen  veräcliiedener  Periode  Tollftlhrt  werden,  so  ^itg* 
sich  dieselben  in  der  Welle  voUätSndig  attä,  da  die  nach  ebuuider  sM- 
findenden  Bewegungen  sich  auf  dem  Cylinder  neben  einander  dantriha 
Man  bekommt  auf  dem  beniüsten  Cylinder  genau  die  FoFm,  weldiel>o 
einer  schwingenden  Punktreihe  die  Reihe  bis  7.n  dem  Punkte,  bis  tn  *^ 
chem  sich  dieselbe  fortgepflanzt  hat,  annimmt*). 

Das  Vibrationsmikroskop  benutzt  zur  Erkenntoias  der  Schwingnifa 
ein  anderes  Mittel.  Sieht  man  durch  eine  mhende  Lupe  eioen  nibeata 
glänzenden  Punkt  an,  xo  erscheint  der  letztere  in  Ruhe;  wird  Aber  dir 
Lupe  rasch  bewegt,  so  scheint  sich  der  Punkt  in  einer  der  Bewigoigi- 
richtung  der  Lupe  parallelen  Richtung  zu  bewegen,  eine  Erscheiwuig,  & 
wir  im  /.weiten  Theile  besprechen  und  erklaren  werden.  Wird  deslialb  o» 
solche  Lu^ie  in .  eine  einfach  schwingende  Bewegung  rersetit,  so  schrillt 
der  Punkt  in  derselben  Richtung  hin  und  her  xu  schwingen  nnd  man  sieht 
statt  des  Punktes  eine  glänzende  lAnie,  Wird  nun  der  Punkt  gleichiritifi 
in  einer  zu  der  erstem  senkrechten  Richtung  bewegt,  so  combinirt  ^rh  iHf 
wirkliche  Bewegung  mit  der  sciteinbaren,  und  man  sieht  den  Punkt  i^i' 
Kurve  beschreiben,  welclie  sich  als  die  resultirende  der  beiden  einzHn^ 
Bewegungen  nach  den  Sätzen  des  §.  122  ergibt. 

')  R.  KiJniff  iii  Paris  verfertigt  unter  dem  Nauen  I'hoiiautograpbe  denrty 
ApjHirate.  welche  zur  Abbildung  der  veriicfaiedeDeii  äcbwingungea  vonügÜ'' 
geeiguet  niud. 
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'orm,  welche  Helmholtz')  dem  VibrationsmÜEroBkop  gegeben, 
242.  Die  zur  Beobachtung  dienende  Lupe  ist  an  dem  Ende 
der  Stinungabel  G  befestigt;  dieselbe  besteht  ana  Sammellinaen, 
Objectivlinäeu  von  Mikroskopen  gebraucht  werden.  In  der  Oeff- 
[etallplatte,  welche  die  Stimmgabel  trägt,  ist  ein  Rohr  Jf  ange- 
welchem  sich  eine  Ocularlinse  befindet,  und  die  so  eingestellt 
man,  wahrend  die  Stimmgabel  nicht  schwingt,  den  anf  dem 
en  Kürper  angebrachten  glänzenden  Punkt  Bch^  sieht.  Durch 
)iDagnet  E,  der  durch  intermittirende  elektrische  Strfime  perio- 


t  wird,  wird  die  Stimmgabel  in  vurtii^le  Schwingungen  versetzt. 
,  etwa  eine  Saite,  wird  dann  vor  dem  Mikroskop  so  aufgestellt, 
horizontaler  Richtung  schwingt  imd  auf  demselben  gerade  vor 

ikop  etwa  durch  Aufkleben  eines  Stilrkekümehens  ein  gl&nzender 


holU,  Lehre  von  den  Tonempliuüniigea.   Hraitnxchweig  18G3.  p.   138. 

PL/.lk.  1.     3.  AiiH.  3ß 


^M                        H 
^^H          ilasB  die  S 
^H           «aen  Schia 
^H           ausser  den 

^H             und  zwar 
^H            xeigt  eine 

H    » 

^H 

^H            an  Offf  du 
^^1            dem  einen 

^H                  ILD                 du 

^H           wird.    Nur 
^H            die  Sait« 
^^H            bringt,  en 
^^H            oder  weni^ 
^H           die  in  der 
^H            Wim  die  Sa 
^^H            ergibt,   ke 
^^1          Es  ergibt 
^^H            beatinnutei 
^H            genen  Süll 
^H            in  dt^r  6ai 
^H            welche  un 

üife  den  Phonautographen  kanu  man  sich  nun  leicht  aberaeogen, 
hwingungen  einer  Saite,  wenn  sie  durch  einen  einfachen  verti- 

langsamaten  Schwingungen  noch  eiue  Reihe  anderer  auftxel«ii, 
e  nach  der  Stelle,  wo  geschlagen  wird.  TerBchiedene.    Fig.  243 
Anzahl   von  schwingenden  Saiten  beschriebener  Curven,  welche 

'AAjVJ^-.A/ir^-^rinjiAAJL' '-      1 

Freunde  Quincke  verdanke;  diesulben  entstehen,  wenn  die  £UM 
reh  den  ersten  Uruch  angegebenen  Stelle,   fdso  ',_.,    ',j  vtc  »o« 
Ende  geschlagen  oder  gezupft  werden,  und  wenn  der  Scbmbatift 
rch   den    eingeklammerten  Bruch   angedeuteten  Stell«    baÜMÜgl 

die  erst«  Kurve  (Fig.  -243a),  welche  orlialt«!)  wird,  wenn  mu 
n  der  Mitte  «upft   und   den'  Schreibstift  in  %  <ler  Seil^nliage 
spricht  nahezu  einfecben  Schwingungen,  ajls  Übrigen  sinif  md« 

Saite  vorhanden  sind,   ist  um  so  grösser,  je  nftber  dem  Eaä$ 

denen  allen  der  Schreibstift  eich  in  der  Mitte  der  Sailo  imHiA. 
ich  da.»  auch  aus  der  Ceberlegung,  dasa  bei  dem  Scblugen  naH 

Stelle  alle  die  Schwingungen  aufti'eten,  welche  au  der  gwwhl» 
0  keinen  Knotenpunkt  haben,  und  dass  der  Schroibstlft  Ton  alltf 
te  vorhandenen  Schwingungen  nur  diejenige  nicht  nnfwidiiwti 
}<-r  liefi-ntigungsatj-lle  einen  Knotenponkt  haben. 
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Bas  ist  auch  der  Grund,  weshalb  die  Kurve  a  fa^t  nur  eine  einfache 
Sinuskurve  ist;  denn  wird  die  Saite  in  der  Mitte  geschlagen,  so  kann  sich 
keine  Schwingung  mit  der  Zahl  2«  bilden,  wenn  wir  jene  der  langsamsten 
mit  I  bezeichnen.  Da  der  Schreibstift  nun  in  */,,  angebracht  ist,  ao  kann 
derselbe  keine  der  Schwingungen  'in  angeben,  da  alle  diese  an  der  Stelle 
einen  Knotenpunkt  haben.  Nur  die  Schwingungen  5n,  7m,  lln  etc.  können 
gezeichnet  werden;  dieselben  sind  indess  no  schwach,  dass  sie  an  der  Kurve 
bauin  mehr  zu  erkennen  sind. 

Die  Kurve  b  enthält  im  wesentlichen  dieselben  Schwingungsarten ; 
hier  kennen  die  Schwingungen  .Sh  nicht  auftreten,  die  2n  nicht  gezeichnet 
werden. 

Kine  weitere  Bespreehung  der  Kur\en  im  eiiiKelneii  wird  nicht  erfor- 
derlich sein,  da  die  oben  aufgestellten  Sätze  leicht  die  in  jeder  vorhandenen 
Schwingungen  erkennen  lassen. 

Helmholtz ')  hat  Über  die  zusammengesetzten  Schwingungen  der  Satten, 
weon  sie  geschlagen  oder  gezupft  werden,  ausführliche  theoretische  und  ex- 
perimentelle Untersuchungen  angestellt.  AU  allgemeines  Resultat  bat  sich 
dabei  ergeben,  dass  die  Intensität  und  Anzahl  der  in  den  zusammengesetzten 
vorhandenen  Binzelachwingungen  ausser  von  der  Stelle,  wo  die  Saite  an- 
geschlagen ist,  von  der  Art  imd  Dauer  des  Anschlags,  sowie  von  der  Dicke, 
StwSgkeil  und  EUsticitSt  der  Saite  ubbiUigt.  Wir  werden  auf  diese  Fragen 
im  nAchNten  Abschnitte  nochmals  zurUckkommen.    (Man  sehe  §.  153.) 

Sehr  viel  cumpliclrli-r  sind  die  Schwingungen  einer  Saite,  wenn  die- 
wtba  nicht  geschlagen  orler  gezupft,  sondern  mit  einem  Bogen  gestrichen 
«ird.  Helmholtz*)  hat  das  Vibrationsmikroskop  vorzugsweise  benutzt,  um 
dw  Schwingungen  einer  Viotinsaite  zu  studiren,  welche  in  gewöhnlicher 
Wüae  hl  der  Nilhe  des  Steyes  mit  dem  Bogen  gestrichen  wird.  Die  Scbwin- 
^ngsügui',  welche  die  Mittu  der  Saite  dann  zeigte,  wenn  die  Saite  einen 
ninan  vulleii  Ton  gab,  ein  Beweis,  das»  die  Schwingungen  ganz  regelmassig 
«&r«n,  ist  in  t^.  '2ii  abgebildet,  (Urden  fall,  dass  die  Scliwingungszahlen 
dar  Saite  und  der  Uabel  ganz  genau  gleich  waren.  Fig.  244a  zeigt  die 
l^^r.  wenn  die  Schwingungen  ohne  Fhaseudifferenz  slattfanden,  b  wenn 
dia  vflriical  schwingende  Oabel  '/u-  e  wenn  sie  *„.  d  wenn  sie  ',,,  Schwin- 
gung voraus  ist.  Dabei  ist  die  Bewegung  als  ohne  l'basendifferenz  voraus- 
geaetit,  wenn  dieselbe  gleichzeitig  naeh  rechts  und  oben  geht,  und  ange- 
■ommen,  das»  beide  Amplituden  gleich  sind.  Die  Figuren  zeigen  ohne 
W«lt«res,  dass  die  Schwingung  der  Smte  keine  einfache  ist,  denn  dann 
mlUsten  niu:b  %.  ]'2l  diu  Flg.  a  eine  gerade  um  4.'>"  gegeu  die  horizontale 
geneigte  Linie,  h  und  <■  Ellipsen,  d  ein  Kreis  sein.  Widcher  Art  die  Be- 
wegung der  Saite  hiernach  ist,  das  ergibt  <lie  Untersuchung,  wie  die  Ite- 
wegung  beschaffen  sein  mues,  welche  mit  einer  einfachen  Schwingimg  zu- 
Hunmengesetzt,  obige  Schwingungsfiguren  liefei-t.  Dabei  ergibt  sich  das 
flberrascbende  Resultat,   dass  die  St^t«  zwischen   ihren   Siis8erst«n   Lagen 

')  Htlmlwlti.  Lehre  von  den  ToDempfindungeo.  BrannMihwei^  iMiS.  p.  I!8ft'. 
und  ji.  M3.  Man  sehe  ancb  Braun:  Ueber  den  Eüifluis  von  Steiligkdt,  Beferti- 
suns  und  Amplitude   auf  die  Schwingungen  dni  Saiten,     Pofcgnnd.  Anitalen  Bd. 

cxEvii. 

*)  HrlattviUi,  Lehre  von  den  Toni'mpfindungon.    Bruannchweig  18B3,  \>.  HO. 
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äich  mit  ganz  conatanter  Oeschwiudigkeit  hin  und  her  bewegt.    Daee  in  der 
That  obige  Scbwingungsfigurea  aus  einer  Terticalen  einfacbeii  Schtringniig 


und  einer  borizontalen  mit  gleichförmiger  Qeschwindigkeit  hin  und  to 
jj'ehenden  Bewegung  sich  ergeben,  das  zeigt  die  Gonstraotios  Fig.  34i^ 
welche  die  Fig.  244a  und  b,  und  Fig.  245b,  welche  Fig.  244o  und  düc- 
l'ert.    Die  Construction  iat  der  in  §.  114   angewandten  ganz  analog.  lEi 
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die  ein&chen  Schwingungen  in  ihrer  einzelnen  Phase  darzustellen,  ist  <»■ 
den  Mittelpunkt  0  mit  der  Amplitude  der  Schwingungen  ein  Kreis  gwg** 
und  dieser  in  zwölf  gleiche  Theile  getheilt.    Entsprechend  der  Gl«cbiiii{[ 
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«n  dann  auf  dem  verticalen  Durchmesser  die  Sinus  dieser  Bögen  0»,  Oß . . 
▼on  dem  Vibrationsmikroskope  in  y,2  T,  ^/j^  T..  zurückgelegten  Wege, 
)  a,  ßj  y ..  die  Lage  des  einfach  schwingenden  Punktes  in  den  auge- 
•enen  Momenten.  Der  horizontale  Durchmesser  ist  in  sechs  gleiche  Theile 
beut,  so  dass  a,  &,  c  die  Lage  des  mit  gleichförmiger  Bewegung  hori- 
tal  schwingenden  Punktes  nach  Ti^  ^t  Vi 2  ^•-  angibt.  Bewegt  sich  der 
ikt  nach  beiden  Richtungen,  so  ist  die  Lage,  wenn  keine  Phasendifferenz 
banden  ist,  zu  den  Zeiten  Yj^  jT,  ^/^^  ^••-  durch  0,  cra,  ßb  etc.  gegeben, 
in  die  Phasendifferenz  Yjg  T  beträgt,  durch  a,  ßa^  y&,  ßc  etc.,  er  ist 
b  der  verticalen  jedesmal  Yjg  voraus.  Die  Verbindungslinien  der  so  er- 
«nen  einzelnen  Punkte  geben  dann  die  Bahn  desselben,  und  man  sieht, 
)  die  so  in  Fig.  245  construirten  Kurven  mit  den  in  Fig.  244  abgebil- 
;n  identisch  sind. 

Man  kann  auch  direkt  durch  die  graphische  Methode  nachweisen,  dass 
Mitte  einer  nahe  ihrem  Ende  gestrichenen  Saite  mit  gleichförmiger  Ge- 
nndigkeit  hin  und  her  geht.  Die  Schwingungskurven  müssen  dann 
m  die  horizontale  gleichgeneigte  auf  und  ab  steigende  gerade  Linien 
.  Dass  das,  abgesehen  von  kleinen  durch  Unregelmässigkeiten  der  Be- 
ong  herrührenden  Kräuselungen,  der  Fall  ist,  zeigt  Fig.  246,  welche 
von  der  Mitte  der  Saite  aufgezeichnete  Figur  gibt,  als  der  Bogen  y^^ 

Piff.  246. 


äaitenlänge  von  dem  einen  Ende  aufgesetzt  war.  Auch  diese  Zeichnung 
anke  ich  meinem  Freunde  Quincke.  Auf  die  Kräuselungen  werden  wir 
tiner  andern  Stelle  zurückkommen. 

Welche  Schwingungen  alle  in  der  Saite  vorhanden  sein  müssen,  imd 
hes  Verhältniss  zwischen  den  einzelnen  Amplituden  vorhanden  sein  muss, 
Helmholtz^)  untersucht.  Wir  begnügen  uns,  das  Resultat  der  Unter- 
ung  mitzutheilen,  nach  welchem  gleichzeitig  alle  Schwingungen,  die 
er  Saite  möglich  sind,  auftreten.  Ist  die  Amplitude  der  langsamsten 
vingungen  1 ,  so  ist  die  der  folgenden,  deren  Zahl  gleich  2  ist,  gleich  y,, 
der  dritten  mit  der  Schwingungszahl  3  gleich  y^,  allgemein  die  der  n. 

der  Schwingungszahl  n  gleich  -j.     Das   Zusammenwirken   aller  dieser 

vingungen  erzeugt  eben  die  gleichförmige  Bewegung. 

Die  in  §.  121  und  122  besprochenen  Schwingungsformen,  wenn  zwei 
sversale  zu  einander  senkrechte  Bewegimgen  gleichzeitig  auf  einen  Punkt 
irken,  kann  man  leicht  an  transversal  schwingenden  Stäben  erhalten, 
n  Ende  man  mit  einem  glänzenden  Punkte  versieht.    Nimmt  man  einen 

mit  quadratischem  Querschnitt,  so  kann  man  die  Schwingungsfiguren 
§.121  leicht  willkührlich  herstellen. 

Sei  ac  (Fig.  247)  der  quadratische  Querschnitt  des  Stabes;  stossen  wir 
in  der  Richtung  OX  an,  so  wird  er  in  dieser  Richtung  schwingen,  und 


*)  HelmholtZj  Lehre  von  den  Tonempfindimgeu.    Brannschweig  1863.  p.  142 
p.  576. 
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der  glänzende  Punkt  eine  Linie  pai^el  OX  zeigen.   Stossen  wir  ihn  parallel 
OF,  so  erhalten  wir  die  glänzende  Linie  parallel  OY,    Da  die  Dicke  d« 

Stabes  ab  =  hc  ist,  so  sind  die  Schwingungen  midi 
^^' "   '  beiden  Richtungen  isochron.     Stossen  wir  nuB  du 

Stäbchen  in  irgend  einer  andern  Richtung,  so  kte- 
nen  wir  die  dann  stattfindende  Bewegung  ab  la- 
sammengesetzt  ansehen  aus  einer  parallel  OZond 
•  einer  parallel  OF;  wir  erhalten,  da  dann  die  beid« 

Bewegungen  ohne  Phasendifferenz  sind,  eine  gende 
Linie,  welche  unter  irgend  einem  Winkel  gegen  OJ 
"X     geneigt  ist. 

Ertheilen  wir  dagegen  dem  Stftbchen  eine  B^ 
wegung  parallel  der  einen  Richtung,  etwa  OA,  usd 
geben  dann  dem  schwingenden  Stabe  einen  Stoss  nach  OF,  so  treten  El- 
lipsen auf,  deren  Gestalt  von  der  Phasendifferenz  abhängt,  wdche  die  beiden 
Bewegungen  dann  haben.  Wir  erhalten  dann  z.  B.  die  Ellipse  Fig.  208  und, 
von  oben  angesehen,  eine  Bewegung  des  Knöpfchens  entg^engesetzt  der 
des  Zeigers  einer  ühr,  wenn  wir  das  Stäbchen  in  der  Richtimg  nach  T 
stossen,  wenn  es  nach  X  hin  %  seines  Weges  zurückgelegt  hat,  einen  Kreu, 
wenn  wir  es  in  dem  Augenblicke,  wo  es  den  grössten  Abatand  nach  X  er- 
reicht hat,  ebenso  stark  nach  Y  stossen,  wie  vorher  nach  X  hin.  Stossen 
wir  das  Stäbchen  nach  Y  hin,  wenn  es  ^^  seines  Weges  nach  der  entgegeii- 
gesetzten  Seite,  nach  —  X  hin  zurückgelegt  hat,  so  erhalten  wir  die  £11^ 
(Fig.  210)  und  die  Bewegung  ist  von  der  Linken  zur  Bechten  im  Sime  de^ 
Zeigers  einer  Uhr. 

Wenn  das  Stäbchen  nach  der  einen  Richtung  aib  dicker  ist  als  nacb 
der  andern,  so  geschehen  die  Schwingungen  nach  Y  rascher  als  nach  I 
Ist  der  Unterschied  nur  sehr  unbedeutend,  so  dass  die  Schwingung  nach  T 
nur  sehr  wenig  rascher  ist,  so  hat  das,  wenn  wir  den  Stab  in  einer  ft/i^ 
OX  und  OY  geneigten  Richtung  stossen,  denselben  Erfolg,  als  wenn  wir 
bei  gleicher  Oscillationsdauer  nach  und  nach  die  verschiedenen  Phasendife- 
renzen  hervorbrächten;  wir  sehen  deshalb  nach  und  nach  alle  die  Figuren 
entstehen,  die  wir  §.121  ubleiteten.  Bei  der  ersten  Schwingung,  wenn 
wir  den  Stab  nach  P  hinstossen,  sehen  wir  eine  Linie  parallel  OP.  Dif 
Schwingung  nach  der  positiven  Seite  der  Y  beginnt  dann  zum  zweiten  Mal 
etwas  früher  als  die  nach  A"^  die  gei'ade  Linie  geht  daher  in  eine  sehr 
Hache  Ellipse  über,  der  Punkt  dreht  sieb  wie  der  Zeiger  einer  Uhr,  Ji^' 
<^osse  Axe  der  Ellipse  liegt  im  Quadranten  YOX. 

Bei  den  folgenden  Schwingungen  wird  die  Phasendiiferenz  inimt^r 
«,a'ööser,  da  die  Schwingung  nach  Y  immer  mehr  voreilt,  die  P^llipse  winl 
daher  anfangs  immer  weniger  flach,  gelit  einen  Augenblick  in  einen  Krpi> 
ilber  und  flacht  sich  dann  wieder  ab,  aber  so,  dass  jetzt  die  grosse  Axe  iu 
dorn  Quadranten  YO  —  X  sicli  betindet.  Bei  weiterer  Phasendifferen/  "f^^ 
die  Ellipse  wieder  eine  gerade  Linie,  die  senkrecht  zu  OP  ist  lu  s.  f..  *^ 
treten  alle  die  Figuren  nach  oinandcT  auf,  welche,  wie  wir  sahen,  bei  StfibfO 
mit  quadratischem  Quert^chnitt  durch  verschiedencc*  Stossen  erzeugt  werd«i» 
können. 

Ist  der  Unterschied  der  Dicke  bedeutend,  so  erhält  mau  die  iji  ^' ^-•' 
besprochenen  Figuren;   macht  der  Stab  nach  )*  z.  B.  zwei  Schwingunj?^'*' 
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1 X  eine,  so  erhält  man  je  nach  der  Phaeendifferenz  die  Karveu  Fig.  214, 
irt  dofi  Verhältni&B  nicht  genau  1  :  2,  so  bekommt  man  nach  und  nach 
iort  besprochenen  Kurven, 

Das  Ealeidophon  oder  phonische  Kaleidoskop  von  Wheatstone  *)  zeigt 
i  Kairen  und  ausser  diesen  manche  aus  andern  SchwingungSTerhSlt- 
m  znsanunenge setzte;  der  Apparat  besteht  aus  mehreren  St&bchen  mit 
lenden  Spitzen,  die  nach  den  beidea  Richtungen  ihres  Querschnitts  von 
chiedenen  Dimensionen  sind.  Eine  recht  hübsche  Verbesserong  des 
tttatone'scheu  ist  das  Universalkaleidophoa,  welches  fast  gleichzeitig 
Melde  und  von  Lippich*)  angegeben  ist.     Dasselbe  besteht  aus  zwei 


Tiden  Metallstreifen;  der  eine  grössere  wii-d  an  einen  Tiscli  angeklemmt, 
der  kleinere  wird  mit  einer  Klemme  an  das  obere  Ende  den  grdasem 
efestigt,  datJM  seine  Ebene  senkrecht  ist  zur  Ebene  des  griisseni.  Am 
]  Ende  des  kleinern  ist  ein  hell  polirte^  MetallkuSpfchen  angebracht, 
kleinen."  Streifen  iA  iit  seiner  Klemme  verschiebbar,  so  dasa  man  die 
e  des  frei  schwingenden  obeni  Endes  «ud  damit  die  Schwingungsdauer 
big  variiren  kann.     Lüsst  man  nun  die  untere  Feder  allein  schwingen, 


B  etc.  new  i 


e  Nr. 


TT«*«- 


)  Wheal9ion£,  Qnarterlj  Jonmal  of  ai 

bweigger-Seidel's  Jahrbuch.  Bd.  50. 

1  Lippich,  Sitzungsberit^hte  der  Wiener  Akademie.  Bd.  XLV.  PouKend.  Ann. 

:XVn:    Mdde,  Poggend.  Arai,  Bd.  CXV, 
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so  bewegt  sich  da«  Knöpfchen  mit  derselben  nach  der  einen,  bewegt  gkk 
die  obere  allein,  so  schwingt  das  Knöpf chen  nach  der  zur  ersteren  senk- 
rechten Richtung.  LSsst  man  die  untere  Feder  schwingen,  und  S[td8st  gleich- 
zeitig  die  obere,  so  erhält  man  die  aus  beiden  Bewegungen  resoltirende 
Kurve,  deren  Form  von  dem  Schwingungsverhältniss  und  der  Phaseodife- 
renz  der  Einzelbewegungen  abhängt. 

Schliesslich  bietet  das  Vibrationsmikroskop  ein  vorzügliches  Mittel  lur 
Beobachtung  der  Schwihgimgskurven,  indem  man  als  schwingenden  Körper 
eine  Stimmgabel  anwendet,  deren  Schwingimgszahlen  zu  der  des  Mikroskop]» 
in  irgend  einem  Verhältniss  stehen.  Diese  Beobachtungs weise  ist  im  Prinzip 
derjenigen  von  Lissajous  ^)  gleich  bei  seiner  grossen  Untersuchung  Ober  die 
Schwingungen,  auf  welche  wir  im  nächsten  Abschnitt  nochmals  zurttckkom- 
nien.  In  Fig.  248  sind  eine  Anzahl  der  von  Lissajous  gegebenen  Konen 
mitgetheilt;  die  Verhältnisse  der  componirenden  Einzelschwingungen  mA 
neben  jeder  Reihe  angegeben.  Sind  die  Schwingungsrerhältnisse  nicht  gaoi 
genau  die  angegebenen,  so  sieht  man  die  in  jeder  Reihe  dargestellten  Kur- 
ven na<5h  einander  auftreten. 


Drittes  Kapitel. 

Wellenbewegung  flüssiger  und  gasförmiger  Körper/ 

§.  138. 

Longitudinale  Wellen  in  Flüssigkeiten  nnd  Grasen.  Oase  onl 
Flüssigkeiten  haben,  wie  wir  sahen,*  keine  selbständige  Oestalt;  in  ihnen 
können  daher  in  Folge  der  Elasticität  keine  schwingenden  Bewegungen  ent- 
stehen, welche  mit  einer  Gestaltsänderung  des  Körpers  verbunden  sind, 
keine  transversalen  Schwingungen.  Da  aber  die  Flüssigkeiten  ein  selbstto- 
diges  Volumen  haben  und,  wie  wir  früher  sahen,  elastisch  sind,  und  d» 
ebenso  die  Luft  in  Folge  des  Druckes,  unter  dem  sie  an  der  ErdoberflSche 
steht,  eine  bestimmte  Dichtigkeit  und  Elasticität  hat,  so  können  in  beiden 
longitudinale  Wellen  bestehen  und  sich  fortpflanzen. 

Da  das  Wasser  sowohl  als  die  Luft,  als  Typus  der  tropfbar  and 
elastisch  flüssigen  Körper,  homogen  und  isotrop  sind,  so  müssen  muih  dem 
Frühem  die  an  einer  Stelle  im  Iimem  derselben  erregten  Wellen  sich  in 
der  Form  von  Kugeln  ausbreiten. 

Um  von  der  Entstehung  und  Fortpflanzung  dieser  Wellen  ein  deut- 
liches Bild  zu  erhalten,  denken  wir  uns  eine  Kugel  C  (Fig.  249)  im  Innern 
einer  Flüssigkeit  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt,  so  dass  also  die 
Kugel  sich  in  rascher  Folge  abwechselnd  vergrössere  und  verkleinere.  Eine 
Vergrösserung  der  Kugel  wird  nun  alle  die  Kugel  rings  umgebenden  Fltts- 
sigkeitstheile  in  der  Richtung  der  Radien  fortstossen,  also  diesen  Theilcheo 
eine  rings  von  der  Kugel  fortgerichtete  Bewegung  ertheilen.  In  Folge  di^ 
ser  nach  aussen  gerichtet-en  Bewegimg  tritt  nun  rings  um  die  Kugel  eine 


')  Lissajous,  Annalet?  'h'  chim.  et  <le  phys.   III.  S^r,    T.  LI. 
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Verdichtung  der  FlUaciigkcit  ein,  und  in  Folge  dieser  Verdichtung  übt  dieHO 

IBnigkeitBscbioht  ttuf  die  folgenden  einen  »tärkern  Druck  von  innen  nueh 

Hnot  aia  umgekehrt  die  umgebende 

lOsngkeit  von  aussen  nach  innen  ont-  ^^b-  ""■ 

ngendrOckt.   Daraus  ergibt  sich  dann. 

bis  diese   fortschreitende  Bewegung' 

ich  rings  um  die  Kugel  immer  weiter 


Hat  die  Kugel  das  Maximum  ihrei- 
Ludehnung  erreicht,  so  zieht  sie  sich 
rieder  tosammen.  In  den  durch  diese 
OBammenziehung  entstehenden  leeren 
Inm  wird  non  wegen  des  Dnickes  der 
'ngebung  die  Flüssigkeit  von  allen 
«iten  her  sich  hineinbegeben;  die  Flütt- 
gkeiteschicht  erhSlt  also  rings  um  die 
ogel  eine  rückg&ngige  Bewegung.  Da- 
irch  tritt  nun  rings  um  die  Kugel  eine 
erdOnnung  ein,  und  wegen  dieser  Verdünnung  erhalten  auch  die  folgenden 
ihichten  eine  rttckgfingige  Bewegung.  Die  Verdünnung  und  somit  die 
ickgSngige  Bewegung  p^nzt  sich,  auf  die  Verdichtung  und  fortschreitende 
nregong  folgend,  somit  gerade  so  um  die  Kugel  fort  wie  die  let^^re. 

Durch  die  Vibrationen  der  Kugel  gelangen  also  zunächst  die  Flüssig- 
iitstheile,  welche  unmittelbar  an  der  Kugel  anliegen,  in  eine  schwingende 
awegung  und  diese  schwingende  Bewegung  pflanzt  sich  auf  jedem  Radius 
«er  Kugel,  die  wir  um  den  Mittelpimkt  der  Kugel  C  uns  gelegt  denken, 
rt  wie  die  Schwingungen  in  den  früher  betrachteten  Punktreihen,  wie  die 
Dgitndinalen  Schwingungen  in  den  Stftben  der  festen  Körper. 

Die  longitudinalen  Schwingungen  in  einer  Flüssigkeit,  sei  »ie  tropfbar 
er  elastütch  flüssig,  sind  also  ein  Fall  der  früher  betrachteten  Fortpflan- 
ng  einer  Wellenbewegung  in  einem  elastischen  Punktsysteme.  Ber.eichnen 
i  einer  continuirlichen  Schwingung  die  Kreise  a  und  a'.  die  Stelleu,  in 
nen  die  Punkte  in  den  gleichen  Phasen  der  Bewegung  sind,  wo  sie  x.  B. 
re  fortschreitende  Bewegung,  in  a  zum  erst^'U  Male,  in  it'  zum  zweiten 
&le  heginnen,  so  ißt  der  Abstand  der  beiden  Kreise  eine  Wellenlange,  und 
if  der  Strecke  ««'  sind  alle  OsciUatiunaphason  vertreten.  Der  Krei«  h  bo- 
tchnet  dum  alle  die  Punkte  rings  um  die  Kugel,  welche  eine  halbe  Ü8cU- 
tion  zurückgelegt  haben  und  gerade  im  BegrÜfe  sind,  von  der  Uleich- 
^wicbtslage  aus  ihre  rticksc breitende  Bewegung  zu  beginnen.  Bezeichnen 
IT  demnach  auch  hier  jene  Strecke  der  Radien,  in  denen  sich  die  FlUssig- 
Wütheilchen  auf  der  einen  Seite  ihrer  Gleichgewichtslage  befinden,  als 
^ellonbei^,  jenen  Theil,  wo  sie  sich  auf  der  andern  bcfindeu,  als  Wellen- 
»1,  so  sind  die  Strecken  b<i,  h'a'  Wellenberge,  die  Strecken  />«',  li'c 
^elknthflJer. 

Da  diese  longitudinalen  Wellen  nur  in  der  ElasticitSt  der  Flüssigkeiten 
na  Grund  haben  und  durch  die  zwischen  den  einzelnen  FlUssigkeitatheü- 
[*n  th&tige  elastische  Kraft  fortgepflanzt  werden,  so  ktinnen  wir  zur  Be- 
"nmung  der  Fortpflanz ungsgofch windigkeit  unmittelbar  unsere  früher  er- 
ttene  Gleichung  anwenden: 
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worin  c  die  elastische  Kraft  und  d  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  der 
früher  erwähnten  Weise  bedeuten. 

Um  demnach  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  erhalten,  haben  wir 
nur  diese  beiden  Grössen  für  diese  speciellen  Fülle  zu  bestimmen.  Begin- 
nen wir  mit  den  tropfbaren  Flüssigkeiten. 

Die  Grösse  e  bedeutet  die  elastische  Kraft,  mit  der  die  in  der  Bidi- 
tung  der  Bedien  genäherten  Theile  sich  einander  abstossen,  oder  die  yod 
einander  entfernten  Theile  sich  wiederum  anziehen.  Denken  wir  uns  dem- 
nach eine  Flüssigkeitssüule  in  einem  Gefässe  eingeschlossen,  dessen  WSnde 
sich  nicht  ausdehnen  können,  und  durch  äussern  Druck  die  Flüssi^etU- 
theilchen  sich  genähert,  so  wird  die  elastische  Kraft  in  diesem  Falle  das 
Maass  der  Grösse  c  sein,  da  auch  hier  nur  eine  Ausdehnung  und  Zusam- 
mendrUckung  nach  der  Richtung  der  Radien  stattfinden  kann,  weil  jeder 
Flüssigkeitsfaden  von  der  umgebenden  Flüssigkeit  eingeschlossen  ist 

Wir  sahen  nun  früher,  dass  die  Flüssigkeiten  compressibel  sind,  imd 
dass  die  Yolumyerminderung  in  Bruchtheilen  des  ursprünglichen  YolnmeBi 
ausgedrückt,  t;,  proportional  ist  dem  äussern  Drucke.  Nennen  wir  den 
Compressionscoefficienten,  die  Volumverminderung  für  die  Zunahme  d«8 
Druckes  einer  Atmosphäre  jit,  so  ist  für  P  Atmosphären 

V  =  flP. 

Ist  die  Flüssigkeit  in  einem  Gefösse  mit  unausdehnsamen  Wänden  m- 
geschlossen,  so  tritt  die  Yolimiverminderung  nur  als  eine  Yerkürznngfc 
Flüssigkeitssäule  auf.  War  nun  die  ursprüngliche  Länge  der  FlüssigM- 
Säule  l  und  ist  ihre  Länge  nach  der  Compression  gleich  (\  so  ist,  wen^ 
Querschnitt  der  Flüssigkeitssäule  gleich  q  ist, 

v  —  -—~ j-  — ^ 

wenn  wir  die  Aenderung  der  Länge  in  Bruchtheilen  derselben  mit  t  b^ 
zeichnen. 

Wii*  erhalten  somit 

d  =  (iP. 

Die  elastische  Kraft,  mit  der  diese  verkürzte  Flüssigkeitssäule  aä 
wieder  um  d  zu  verlängern  sucht,  ist  nun  der  zusammendrückenden  Knft 
an  Grösse  genau  gleich,  oder 

gibt  uns  in  Atmosphären  den  Druck  an,  mit  welchem  die  verkürzte  Sä^I« 
sich  wieder  ausdehnen  will.    Wir  sehen,  diese  Kraft  ist  der  Yerkürwnft 

welche  die  Säule  erlitten  hat,  proportional,  der  Coefßcient  -    ,  mit  dem  Ä 

Verkürzung  zu  multipliciren  ist,  um  die  Kraft  zu  erhalten,  mit  weldier  dii 

verkürzte  Säule  sich  auszudehnen  sucht,  ist  daher  das  Maass  der  elBStiMiMi 

Kraft  der  Flüssigkeit,  oder 

1 
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in  AtmoephSren.  um  dieselbe  in  Gewichten  auszudrücken,  sei  H  die  Höhe 
einer  Quecksilbersäule,  welche  denselben  Druck  ausübt  als  die  Atmosphäre, 
und  tf  das  spedfische  Oewicht  des  Quecksilbers.    Dann  ist  in  Gewichten 

H .  q .a 

e  = — 

Wir  haben  demnach  für  e  diesen  Ausdruck  einzusetzen. 

Die  Grösse  d  ist  die  Masse  der  Längeneinheit  der  schwingenden  Flüs- 
sigkeitssäule, ist  demnach  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  5,  so  ist 

d  =  '-^ 
9 

und  somit,  wenn  wir  beide  Ausdrücke  in  imsere  Gleichung  für  c  einsetzen. 


f        fi  .s 


Wir  können  auch  diesem  Ausdrucke  gerade  wie  dem  frühem  für  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in  festen  Körpern 
eine  andere  Form  geben. 

Beachten  wir  nämlich,  dass  wegen 

fft  die  Verkürzung  der  Längeneiuheit  der  Flüssigkeitssäule  für  den  Druck 
einer  Atmosphäre  oder  den  Druck  einer  Quecksilbersäule  H  ist,  und  dass 
die  Verkürzung  dem  äussern  Drucke  proportional  ist,  so  folgt  für  die  Ver- 
kürzung 6'  der  Längeneinheit  durch  den  Druck  von  1  Meter  Quecksilber 

und  femer  für  die  Verkürzung  6"  durch  den  Druck  einer  Säule  deijenigen 
Flüssigkeit,  in  welcher  die  Wellenbewegung  stattfindet, 

indem  das  riewicht  einer  solchen  Säule  nur       von  dem  des  Quecksilbers  ist. 

Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  ist  demnach 

JI.  a  1 


oder 


r 


■  ■  ]//• . 


wir  erhalten  die  Fortpllanzungsgeschwindigkeit  einer  longitudinalen  Wellen- 
bewegung in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit,  wenn  wir  die  Beschleunigung 
beim  freien  Fall  durch  die  Verkürzung  dividiren,  welche  eine  Flüssigkeits- 
säule von  der  Lilnge  eines  Meter  durch  ihr  eigenes  Gewicht  erfUhrt  und 
die  Quadratwurzel  aus  dieseni  Quotienten  mit  C  multiplicircn. 

Die  Constante  C  ist  auch  hier  wieder  gleich  1  zu  setzen,  sowohl  nach 
den  Entwicklungen  des  §.  120,  da  die  Bewegung  eine  longitudinale,  die 
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dort  eingeführte  Grösse  a  also  gleich  1  ist*),  als  nach  den  Versuchen  voi 
Colladon  und  Sturm  ^),  auf  welche  wir  im  nftchsten  Abschnitt  zurückkom 
men  werden. 

So  erhalten  wir  für  Wasser: 

|[4  =    0,0000499  bei  4", 
ff=     9,808, 
U=     0,760, 
CT  =13,698, 
.^=1 


-1  /9,808  .  0,76  .  13,59  .10000000  .     . 

C  =   y ^ =  1424,K 

Die  Versuche  von  Colladon  und  Sturm  ergaben 

c  =  1436. 

Der  Unterschied  dieser  beiden  Zahlen  erreicht  nicht  ein  Procent. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in  den 
elastischen  Flüssigkeiten  ist  noch  leichter  zu  erhalten.  Wir  haben  ancb 
hier  wieder  unter  e  die  Kraft  zu  verstehen,  mit  der  eine  Sftule  des  Gases, 
wenn  sie  verkürzt  ist,  sich  auszudehnen  sucht. 

Die  Gase  haben  überhaupt  kein  selbständiges  Volum,  dasselbe  hingt 
nur  ab  von  dem  Drucke,  unter  welchem  dieselben  stehen;  bei  einer  Ver- 
mehrung des  Druckes  ist  die  Verminderung  des  Volums  einfieu^h  der  Ver- 
mehrung des  Druckes  gleich.  Da  somit  eine  Vermehrung  des  Dmckessof 
das  Doppelte  auch  eine  Volumvermindenmg  der  Gase  um  die  Hftlfle,  oder 
die  Verkürzung  einer  in  einem  unausdehnsamen  Cjlinder  enthaltenen  Gif' 
Säule  auf  die  Hälfte  hervorbringt,  so  folgt,  dass  der  Druck,  unter  welA« 
sich  ein  Gas  befindet,  das  Maass  seiner  Elasticität  ist.  Wie  wir  bei  der 
Lehre  von  den  Gasen  sahen,  ist  ja  auch  die  Kraft,  mit  welcher  die  Gas« 
sich  auszudehnen  suchen,  immer  gleich  dem  Drucke,  unter  welchem  sie 
stehen.  Beflndet  sich  demnach  das  Gas  unter  dem  Drucko  von  iJHeter 
Quecksilber,  so  ist 

e  =  H. 

Setzen  wir  eine  Luftsäule  von  dem  Querschnitte  1  voraus,  so  ist  dieser 
Druck,  oder  die  ihm  gleiche  Elasticität  des  Gases  in  Gewichten 

r  =  Ha. 

Für  d  haben  wir  dann  die  Masse  der  Längeneinheit  dieser  Luflslol« 
einzusetzen.    Ist  s  die  Dichtigkeit  der  Luft,  so  ist 

d  =  -'^ 
0 

Die  Dichtigkeit  s  ist  diejenige  des  Gases  imter  dem  Drucke  //.  N*o- 
nen  wir  die  Dichtigkeit  desselben  unter  dem  Drucke  von  760™*  Qn«ck- 
Silber,  also  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  s\  so  ist 

')  Man  sehe  auch  Poissmi,  Traitä  de  M^canique.  Livre  sizi^me.  cbÄp.  H. 
§.  667. 

*)  Colladon  und  Sturm ,  Annale»  de?  tjhiiu.  et  de  phyn.  Tome  XXXVT.  Pogp*"*- 
dortTa  Ann.  Bd.  XU. 
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s  :  s'  =  Hl  0,76, 

_8\H 
^  ~    0,76   * 

Mit  Beachtung  dieser  Beziehung  wird  der  Ausdruck  für  die  Fortpflan- 
rggeschwindigkeit  der  Wellenbewegung 


^|^^_^y^T7^ 


76 


Die  Constante  C  muss  wieder  gleich  1  werden,  da  die  Schwingungen 
>tudinale  sind,  somit  (§.  120)  a  =  1  ist. 

Nennen  wir  auch  hier  wieder  die  Verkürzung,  welche  eine  Luftsäule 
der  Lftnge  eines  Meter  durch  ein  Gewicht  erföhrt,  welches  dem  ihrigen 
ih  ist,  d,  so  ist,  wie  man  ohne  Weiteres  sieht, 


'-m 


somit 


-1/ 


'S 


Wir  erhalten  demnach  ganz  allgemein  sowohl  fELr  feste,  flüssige,  als  gas- 
ige Körper  die  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit  longitudinaler  Wellen  der 
iratwurzel  aus  der  Verkürzung,  welche  eine  Siinle  des  in  Betracht  ge- 
aen  Körpers  durch  ihr  eigenes  Gewicht  erfährt,  umgekehrt  proportional. 

Wir  haben  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
ienbewegung  in  gasförmigen  Körpern  noch  einige  Bemerkungen  zn 
len. 

Die  Dichtigkeit  s  der  Gase  hängt  nämlich  nicht  allein  von  dem  Druck 
unter  welchem  das  Gas  steht,  sondern  auch  von  der  Temperatur,  und 
werden  später  sehen,  dass  bei  gleichen  Drucken  H  die  Dichtigkeiten 
d  s'  sich  verhalten 

1  wir  mit  t  und  /'  die  den  Dichtigkeiten  .s^  und  s'  entsprechenden  Tem- 
turen  bezeichnen  und  haben,  wenn  diese  nach  Graden  der  hundert- 
igen Skala  bestimmt  sind, 

a  =  0,003665 

h  dem  Ausdehnungscoefflcienten  der  Gase.  Bezeiclmet  nun  s^  die  Dich- 
)it  des  Gases  unter  dem  Dnicke  0™,76  bei  der  Temperatur  0^,  der  des 
lelzenden  Eises,  so  wird  allgemein  die  Dichtigkeit  s  bei  der  Tempe- 
r  /  und  demselben  Dnicke 


.0^   '" 


1  +  at 

Diesen  Ausdruck  mtlssen  wii'  demnach  in  unsere  Gleicliung  einsetzen, 
iie  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bei  jeder  Temperatur  zu  erhalten. 
Die  Dichtigkeit  Sq  bei  0®  und  unter  dem  Drucke  von  0°*,76  ist  bei  ver- 
denen  Gasen  verschieden.    Diejenige  der  atmosphärischen  Luft:  ist 

.%  =  0,001 293  , 
les  Wassers  gleich  1  gesetzt. 
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Noch  eine  andere  Correction  müssen  wir  an  unserer  Gleichung  für  c 
anbringen,  wir  müssen  dieselbe  noch  mit  einem  constanten  Coeffidenten  k 
multipliciren,  welcher  für  atmosphärische  Luft 

wird. 

Die  Bedeutung  dieser  Constanten  wird  in  der  Wärmelehre  denilich 
hervortreten;  sie  geht  deshalb  in  unsere  Oleichung  ein,  weil  bei  der  dorch 
die  Wellenbewegung  eintretenden  Verdichtimg  und  Verdünnung  der  Loft 
eine  Aenderung  ihres  Wärmezustandes  und  somit  der  Dlasticitftt  eintritt 
Bei  der  Verdichtung  tritt  nämlich  eine  Erwärmung  der  Guse  ein,  bei  der 
Verdünnung  an  den  verdünnten  Stellen  eine  Abkühlung;  die  yerdichtela 
Stellen  erhalten  daher  eine  stärkere  Elasticität,  sie  treiben  die  LufttheüdMi 
stärker  an,  als  sie  es  unter  obiger  Voraussetzung  constanter,  durch  te 
Druck  n  gemessener  Elasticität  thun  würden,  und  die  bei  der  Verdflnniuig 
eintretende  Abkühlung  bewirkt  an  den  verdünnten  Stellen  eine  stärkere 
Abnahme  der  Elasticität,  also  ein  rascheres  Eindringen  der  umgebenden 
Luft  in  die  verdünnten  Räume;  beide  Wirkungen  veranlassen  also  eine  Ver- 
kürzung der  Oscillationsdauer,  bei  ungeänderter  Wellenlänge  der  Wellen- 
bewegung also  eine  grössere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  zwar  so, 
als  wenn  die  Elasticität  im  Verhälüiisse  von  1  :  1,40  grösser  wäreM. 

Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegimg  erhalten 
wir  somit 


==]/'' 


808  .    13,59  .  0,76      ^  /^      I        .. 

0,001293  »        \        I  /» 


wenn  die  Luft  die  Temperatur  t  besitzt,  oder 

c  =  331^2 .  yi  +  «/, 

eine  Zahl,   welche   mit  der  aus  den   Versuchen  über  die  Fortpflanzong** 
geschwindigkeit  des  Schalles  erhaltenen  fast  genau  übereinstimmt. 

§.  139. 

Stehende  Wellen  in  Flüssigkeitscylindern.  Wenn  man  in  ein  cy- 
lindrischeä  Gefass  eine  Flüäsigkeit  einschliesst  und  man  erregt  an  einer 
Stelle  des  Flüssigkeitscylinders  eine  schwingende  Bewegung,  so  pflanzt  sich 
dieselbe  durch  die  Säule  foi*t,  wird  an  den  Enden  reflectirt  und  es  entstehen 
durch  Interferenz  der  direkten  und  reflectirlon  Welle  stehende  SohwingungeOi 
Da  wir  auf  die  Wellenbewegung  dieser  Art  nach  dem  vorigen  ParagrapiMB 
unmittelbar  unsere  frühere  Theorie  der  longitudinalen  Schwingungei  u- 
wenden  können,  so  haben  wir  für  die  Schwingungsdauer  dieser  stehend« 
Wellen  den  Ausdruck 

oder  da  nach  dem  Frühem  a  =  1, 

2X 


ryi 


T=2L 

c 

*)  Man  sehe  im  dritten  Bande  den  Paragraphen:  Specifische  Wärme  derö»* 
bei  constantem  Volumen. 
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i  bestimmen. 


I  wir  haben  nur  die  Länge  L  der  stehenden  Wf>!le 
vre  leb  er  die  FlUsaigkeitHRtlule  ecbwingt. 

Wir  können  nun  uiicb  hier  die  Fitlle  iinterBch eitlen,  wo  die  FlUsäig- 
keitdsfiiile  an  beiden  Seiten  frei  int,  oder  wo  tiie  an  einem  Ende  frei  ist, 
am  andern  befestigt.  Ersteres  ist  dann  der  Fall,  wenn  wir  eine  FlUssig- 
keitssSule  tn  einer  heberftirmigeD  an  beiden  Seiten  offenen  (ilasrSbre  oder 
in  einer  in  eine  FlUäsi^keltsmasBe  getauchten  GlasrShre  zum  Schwingen 
bringen.  Denn  auch  in  dem  letztern  Falle  ist  die  umgebende  FlUsaigkeit 
gewiss ermaassen  weniger  dicht  als  die  in  der  Röhre  eingeschlossene,  da  die 
Fldsaigkeit  ausserhalb  der  Röhre  bei  einer  an  Jem  Ende  der  Röhre  an- 
kommenden Verdichtung  nach  allen  Seiten  imd  det<lialti  li-ichter  ausweichen 
kann,  als  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre,  welche  ^ich  nur  der  Lüugsr  ich  long 
der  Röhre  nach  bewegen  kann.  In  diesen  beiden  F&llen  tritt  demnach  eine 
Beflexion  ohne  Wechsel  des  Vorzeichens,  ohne  Verlust  einer  halben  Wellen. 
Uuge  ein. 

Der  zweite  Fall  ist  dann  vorhauden,  wenn  wir  eine  FlüssigkeitBBttiUe 
in  einer  geraden  unten  geschlossenen  Glasröhre  zum  Bt^ihwingen  bringen,  es 
tritt  dann  an  der  untern  Grenze  eine  Reflexion  mit  Verlust  einer  halben 
Wellenlänge  ein;  ein  ankommender  Wellenberg  wii-d  als  Welleuthal  re- 
aeitirt. 

Pie  Oücillationsdauem  und  Schwingungszahlen  solcher  FtUssigkeitscylin- 
der  ergeben  sich  daher  unmittelbar  wie  diejenigen  longitudinal  schwingender 
StSbe,  wenn  wir  dasselbe  Verfahren  anwenden  wie  §.  \'i^.  Für  den  an 
beiden  Enden  freien  FlDssigkeitscy linder  von  der  Lunge  '  wird 


■;■: 


2f 


Die  LKnge  der  stehenden  Welle  ist  gleich  der  Lunge  des  Plllssigkeit.H- 
cylinders,  imd  daraus 


Für  den  zweiten  Fall  wird 


stehende  Welle  but  die  doppelte  L&nge  des  FltlssigkeitRcyl Inders,  die 
radauer  ist  die  doppelte  des  vorigen  Falles.     Die  Scbwingungs- 
iiit  die  Hälfte 

Diese  Zahlen  entsprechen  den  langsamsten  Schwingungen,  welche  die 
igkeitacy linder  vollfuhren  können.  Äucb  hier  können  sich  die  Cylinder 
ibwingende  Theile  zerlegen,  welche  selbständig  schwingen  und  wegen 
f  geringeren  Lange  grössere  Schwingungszahlen  haben.  Durch  ein  glei- 
ches Verfahren,  wie  wir  eg  im  ^.  130  anwandten,  findet  man,  dans  die 
mSglichon  Schwingungsiablen  einer  an  beiden  Enden  freien  FlUssigkeits- 
■lule  Und 
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worin  n  jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann;  and  ftlr  die 
in  einer  geschlossenen  Röhre  enthaltene  FlüsBigkeitss&ole 

N  ==  (2«  -  1)  ^. 

Da  die  experimentelle  Bestätigung  dieser  Gesetze  mtr  dorch  die  von 
den  Schwingungen  der  Flüssigkeit  erzeugten  Töne  gegeben  werden  kann, 
so  werden  wir  die  Versuche  von  Cagniard  Latour  und  Wertheim  erst  im 
nächsten  Abschnitte  besprechen  können. 

Luftsäiilen,  welche  in  Bohren  eingeschlossen  sind,  können  ebeafidb 
durch  Erregung    einer   vibrirenden  Bewegung   an  ihrem    einen  Ehide  ia 
stehende  Schwingungen  versetzt  werden.     Sind  die  Röhren  an  dem  einen 
Ende  geschlossen,  so  tritt  dort  Reflexion  mit  Verlust  einer  halben  Wellen- 
länge ein;  sind  sie  offen,  so  tritt  eine  Reflexion  an  der  umgebenden  Luft 
ein  ohne  Verlust  einer  halben  Wellenlänge,  da  die  Lufttheilchen  ausserhalb 
der  Röhre  nach  allen  Richtungen  und  somit  freier  beweglich  sind  als  in  der 
Röhre.     Die  an  die  Röhre  angrenzende  Luft  ist  somit  gewissermaassen 
weniger  dicht  als  in  der  Röhre.    Die  sich  ergebenden  Schwingangsdaim 
und  Schwingungszahlen  sind  daher  in  offenen  Röhren  von  der  Länge  J,  ftr 
die  langsamsten  Schwingimgen 


"■-wVi-if 


und  die  überhaupt  möglichen  Schwingungen 

21 
Für  an  dem  einen  Ende  geschlossene  Röhren  erhalten  wir  statt  des«« 

*  V    e  f  ' 

"^  4/    K    //  4/ 

und  iils  mögliche  Schwingungszahlen 

Wir  werden  diese  Ausdrücke  im  nächsten  Abschnitte  bei  Besümmiilg 
der  Töne  von  offenen  und  gedeckten  Pfeifen  benutzen  und  dort  zugleich  d» 
experimentelle  Bestätigung  und  eingehendere  Behandlung  dieser  Sätse  gebtti 

§.  140. 

Transversale  Wellen  in  Flüssigkeiten.  Ausser  den  longltudisAkt 
Schwingungen  kann  man  den  tropfbar  flüssigen  Körpern  auch  transvertfk 
Schwingungen  ertheilen.  Die  in  einem  Gefässe  eingeschlossene  Flflsii^^ 
hat  nämlich  eine  ganz  bestinmite  Gleichgewichtslage,  xmd  die  auf  eise  der 
Schwere  unterworfene  Flüssigkeit  wirkenden  Gräfte  veranlassen,  d«is  die  , 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  horizontale  Ebene  bildet.     Wird  Dim  dtf 
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Gleichgewicht  der  FlUiuigkeit  un  irgend  einer  Stelle  gestört  uuJ  doi-t  eine 
Bewegnitg  eingeleitet,  so  pflanzt  sicli  dif  G leidige wichtssUiritng  nuch  imd 
Bub  auf  andere  Stellen  d<-r  FllU^^igkeit  tVirl. 

Wirft  man  einen  Stein  in  eine  nilicndt^  Wa^tsei-masse ,  oder  Iftsst  man 
rinen  Tropfen  auf  die  Olwrflächf  einer  in  cinftm  wi'iten  (icfädHe  befindlichen 
FllUsigkeit  fallen,  ao  sieht  man  baM  die  t'ltLsslgkeit  in  einem  Kreise  ringw 
um  die  getroffene  Stelle  wallfrirmig  i-ich  empuTheben.  Dieser  FlUssigkeiti^- 
w»ll  breitet  sich  ringsum  aus,  an  der  Stelle  aber,  wfi  Kuerst  die  Fltlssig- 
hit  nber  das  Niveau  sich  erhob,  zeigt  Mich  dann  i;ini'  Vertiefnng  der  Fllls- 
a^it.  Sowie  nun  die  wallfiinnine  Krliölmng  sieb  rings  durch  die  FlUasig- 
bdt  ausbreitet,  so  auch  diese  Vertii'fimg.  Meist  zeigt,  sicli  auf  eine  solehe 
ttirung  des  Gleichgewichts  nicht  nur  eine  solche  Erhöhiing  unii  Vertii>fung, 
mdem  mehrere,  die  nach  einander,  abwechselnd  eine  Erhöhung  und  eine 
TtTtieAing  als  ebenso  viele  Wellenberge  und  WeUenthäler .  sich  llber  der 
nOggigkeitsoberfläche  verbreiten. 

Das»  wir  es  hier  mit  einer  wirkliclien  Wellenbewegung,  das  lieisst  mit 
Wer  hin  und  her  gehenden  Bewagung  iler  einzelnen  FlllssigkeitstheÜchen, 
licht  mit  einer  fortschreitenden  zu  thun  haben,  ergibt  sich  ans  den  Ver- 
nden  der  Gebrüder  V,.  11.  und  W,  Weiter  auf  das  entschieiJenste'), 

Um  die  Bewegung  der  einzelnen  FlUssigkeitsth eilchen  zu  untersuchen, 
bedienten  sich  die  beiden  Weber  der  Wellenriime.  Dieselbe  besteht  (Fig.  250j 
ans  einem  circa  1,6  Meter  langen  geraden  glatt  gehobelten  Brette  aus  Fich- 
l«nholz  AB,  auf  dem  in  zwei  tiefen  Furchen  circa  15  Millimeter  von  ein- 
Ulder  zwei  dicke  Glasscheiben  fest  eingefugt  sind.  Diese  beiden  Glasscheiben 
^•fJ,  KKK  werden  ausserdem  durch  die  beiden  .'<enk rechten  Bretter  K  iimi  F, 
la  welche  sie  auch  eingefugt  ."ind,  festgehalten. 


Die  Befestigungen  der  Scheiben  in  den  Fugen  sind  vollatilndig  wa,isM- 
licht.  Der  schmale  zwischen  den  beiden  Glasscheiben  und  den  Brettern 
BingeBchloBsene  Baum  von  circa  l,.')  Meter  Länge,  ^■l  Millimeter  Breite  im 
[üditen  und  16  (Zentimeter  Tiefe  wird  mit  Wasser,  Quecksilber,  Milch  etc., 
i«  nach  BedUrfniss  zu  irgend  einer  Höhe  angefüllt.  Dabei  werden  dann  die 
Qlaucheiben,  um  ein  Biegen  oder  Brechen  derselben  zu  verhindern,  durch 
mehrere  feste  hölzerne  Gabeln  oder  Kliimmern  zusammen  geklammert"). 

Hat  man  die  Wellenrinne  bis  zu  irgend  einer  Höhe  mit  W'asser  ge- 
lallt, so  hebt  man  an  einem  thide  derselben  <)urch  Aufsangen  in  eini'r 
tiWffhre  etwas  FlUExigkeit  in  die  H(ilif>  und  erzeugt  dann,  indem  man  die 

V Wellenlehre,   auf  HxiMTinieutt"   (te({niiiilet  vnii  <lpn  Briiileni  K.  II.   Webtr 
.  WOter.    Leii>zig  lK2r<. 
')  Ebedda^ellMt.  p.  106. 
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Flüssigkeit  wieder  niederfallen  lässt,  eine  Welle,  welche  durch  die  Kinn 
fortschreitet. 

Man  sieht  dann  zunächst  einen  senkrechten  Durchschnitt  der  erregtet 
Welle  durch  die  Glaswände  und  kann  so  die  Gestalt  der  Wellen  aufs  ge 
naueste  bestimmen.  Man-  sieht  aber  auch  zugleich,  wenn  man  in  die  lium 
kleine  Bernsteinstttckchen ,  von  gleichem  specifischen  Gewicht  als  das  Wasser 
bringt,  und  dann  durch  die  Glaswände  hindurcli  gegen  das  Licht  blickt, 
die  Bewegung  dieser  festen  Theilchen  und  kann  ihre  Bahnen  bestimmeiL 
Da  nun  diese  Theilchen  genau  dieselbe  Bewegung  haben  als  die  Wasser- 
th eilchen,  deren  Stelle  sie  vertreten,  so  kann  man  dadurch  die  Bewo^runj» 
der  Flüssigkeit  genau  bestimmen. 

Aus  ihren  mannigfachen  Versuchen  ersahen  die  Gebrüder  Weber  nun, 
dass  die  Flüssigkeitstheilchen  wirklich  keine  fortschreitende,  sondern  nur 
eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  bei  Erregung  einer  Welle  annehmen, 
und  zwar,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Wellen  eine  gleiche  oder  fitit 
gleiche  Gestalt  haben,  dass  dann  die  Theilchen  in  oder  nahe  der  OberflJch* 
sich  in  geschlossenen,  nahezu  elliptischen  Bahnen  (Fig.  251a)  bewegen. 
Bewegt  sich  durch  die  Rinne  eine  Welle  von  B  nach  Ä  fort  und  zwar  ein 
Wellenberg  voraus,  so  bewegen  sich  die  Wassertheilchen,  wenn  der  Berg 
vorüber  zieht,  in  dem  Bogen  aßy  aufwärts,  vorwärts,  abwärts,  in  derselben 
Richtung,  in  welcher  der  Berg  vorübergeht.  Folgt  dann  dass  Wellenthal, 
das   ebenso  tief  ist,  als  der   Wellenberg  hoch  war,   so    bewegt   sich  da» 

Theilchen  weiter  durch  den  B<^ 
**  **^-  -•**•  yda  nach  a  zurück.   Der  senkrechti* 

•                       ]  •         Abstand   des   höchsten  Punktes  f 

^^^\f         n/^      N^         ,  /^'^"^V    dieser  Bahn  von  dem  Niveau  ay  \A 
_Z~^        "  ^ -^  v*  _y      gleich  der  Höhe  des  W^ellenbeig« 

/  "^  y  und  der  des  tiefsten  Punktes  dvon«]r 

gleich  der  Tiefe  des  WeUenthalei 

Geht  <las  Welleuthal  dem  Wellenberge  voran,  so  bewegt  sich  dfc 
Theilchen  zunächst  diirch  yS  nach  a  und  dann  durch  den  Bogen  a|3jr  ii 
seine  frühere  Lage  y  zurück.  Die  fortschreitende  Bewegung  ist  imter  dem 
Wellenberge  stets  der  Richtung  gleich,  in  welcher  die  Welle  fortfichreiu't, 
im  Wellenthal  dieser  Richtung  entgegengesetzt. 

Die  Schwingungsbahnen  der  Flüssigkeiten  laufen  aber  nicht  in  sidi 
selbst  zurück,  wenn  die  den  W^ellenbergen  folgenden  Thäler  mit  den  erstero 
nicht  von  gleicher  Grösse  sind. 

Ist  das  dem  vorhergehenden  Wellenberg  folgende  Wellenthal  merkliil» 
kleiner,  so  wird  die  Bahn  der  FlüssigkeitstheilchenFig.251b,  undgeht  dasThsl, 
aber  in  der  Richtung  von  Ä  nach  J5,  voraus  und  folgt  ihm  ein  kleiner 
Wellenberg,  so  wird  die  Bahn  Fig.  251c,  in  beiden  Fällen  gelangt  da» 
Flüssigkeitstheilchen  nicht  zu  seiner  ursprünglichen  Ruhelage  a  zurück. 

Die  schwingende  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  beschränkt  .4'i« 
jeiloch  nicht  auf  die  Theilchen  in  oder  nahe  der  Oberfläche  der  Flüssig- 
keiten, sondern  in  sehr  grossen  Tiefen  unter  der  Oberfläche  zeig«  ^^ 
Flüssigkeitstheilchen  noch  eine  schwingende  Bewegung.  Die  Versuche  der 
Gebrüder  Weber  ergaben,  dass  in  einer  Tiefe,  welche  350mal  die  S^ 
der  Wellen,  das  heisst  den  Abstand  des  höchsten  Punktes  dea  WeÜfl»- 
berges    von    dem   tiefsten   des   Wellenthales   betrug,  noch  eine  dentfe*' 


?.  140.  Bewegung  ilor  Finssij^ki'iistlu'ilchen  in  WnHscrwollen.  HTV* 

schwingende  Bewegung  stattfand.  Indess  zeigte  sich  ein  nierkliclier  Unter- 
schied in  den  Bahnen  der  Theilchen.  Während  nämlich  die  Theilchen  ganz 
nahe  unter  der  Oberfläche  fast  kreisförmige  Bahnen  besassen,  wurde  die 
verticale  Höhe  der  Ellipsen  immer  kleiner,  je  tiefer  die  Flüssigkeitstheilchen 
sich  unter  der  Oberfläche  befanden.  In  einer  Tiefe,  welche  ungefähr  das 
Hondertundzwanzigfache  von  der  Höhe  der  Welle  betrug,  war  die  verticale 
Bewegung  der  Theilchen  fast  unmerklich  und  in  noch  grossem  Tiefen  be- 
fltuid  die  Bewegung  der  Theilchen  nur  in  einem  Hin-  und  Hergehen  in 
horizontaler  Richtung. 

So  fanden  die  beiden  Weber  z.  B.  bei  einer  Welle,  die  eine  Höhe  von 
circa  2™"  hatte,  nahe  unter  der  Oberfläche  die  verticale  Höhe  der  Bahn 
jfleich  dieser  Höhe,  den  horizontalen  Durchmesser  gleich  2,6  Millimeter, 
in  einer  Tiefe  von  230  Millimeter  betrug  die  verticale  Höhe  der  Bahn  nur 
0,5  Millimeter,  der  horizontale  Durchmesser  1  Millimeter  und  in  grossem 
Tiefen  war  der  verticale  Durchmesser  nicht  mehr  messbar,  während  der 
horizontale  sich  nur  mehr  imbedeutend  verkleinert«  und  in  der  Nähe  des 
Bodens  sogar  wieder  etwas  grösser  wurde. 

Aus  dieser  Art  der  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  ersehen  wir, 
dass  dieselben  sich  zugleich  nach  zwei  verschiedenen  Richtungen  bewegen, 
Ulf  und  nieder  und  vor-  und  rückwärts.  Daraus  folgt  dann,  dass  die  Ge- 
stalt der  Flüssigkeits wellen,  die  bereits  §.  121  Fig.  211  betrachtete  sein 
muss,  oder  dass,  wenn  das  dem  Wellenberg  folgende  Wellenthal  eine  Tiefe 
besitzt,  welche  der  Höhe  des  Berges  gleich  ist,  es  stets  etwas  länger  sein  muss. 
Die  Welle  muss,  wie  man  unmittelbar  sieht,  die  Gestalt  Fig.  252  haben. 
Ke  Welle  schreitet  in  der  Richtung  der  Pfeilstriche  von  B  nach  A  fort. 


and  die  einzelnen  Flüssigkeitstheilchen  durchlaufen  hier  die  als  kreisförmig 
k'orausgesetzen  Bahnen  in  dem  von  den  Pfeilen  angedeuteten  Sinne,  im 
Wellenberge  in  horizontaler  Richtung  vorwärts  und  im  Wellenthale  wieder 
eu  ihrer  Gleichgewichtslage  zurück. 

Dass  die  Wasserwellen  wirklicli  diese  Gestalt  haben,  sahen  die  Ge- 
brüder Weber;  sie  sahen  stets,  dass  bei  gleicher  Tiefe  die  Länge  oder 
Breit«  des  Wellenthales  etwas  grr»sser  war  als  diejenige  des  Wellenberges. 

S.  141. 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  WasserweUen.  Die  an  der 
Ol>erfläche  einer  Flüssigkeit  erregte,  mit  GestÄltsänderimg  verbundene 
wbwingendo  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilclien  pflanzt  sich  nach  dem 
Vorigen  nach  zwei  Richtungen  fort,  einmal  an  der  Oberfläche  hin,  indem 
*ie  derselben  das  wellenff'n-mige  Ansehen  gibt,  andererseits  nach  der  Tiefe, 
''^em  wir  sahen,  dass  di«  Theilchen  auch  in  der  Tiefe,  wenn  eine  Welle 

:j7* 


580  Fortpflanzunffsfifesch windigkeit  der  Wasserwellen.  §.  Ut. 

über  der  Flüssigkeit  fortschreitet,  eine  scliwingende  Bewegung  annebmeu. 
Es  fragt  sieb  nun,  mit  welcher  Geschwindigkeit  sich  die  Bewegung  nacli 
beiden  Richtungen  fortpflanzt. 

Was  nun  zunächst  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  die  Tiefe  der 
Flüssigkeit  betrifft,  so  bemerkt  man  weder  bei  der  Erregung  noch  beim 
horizontalen  Fortgange  der  Wellen  ein  allmftliges  Fortschreiten  derselben, 
sondern  die  schwingende  Bewegung  scheint,  wenigstens  soweit  es  sich  be- 
urtheilen  lässt,  gleichzeitig  in  der  Tiefe  und  an  der  Oberfläche  zu  gescheben. 
J)ie  senkrecht  oder  fast  senkrecht  unter  einander  liegenden  Flüssigkeite- 
tli  eilchen  scheinen  alle  gleichzeitig  in  der  gleichen  Oscillationsphase  »ich 
zu  befinden. 

Dieses  Resultat  ist  nach  dem  ersten  Paragraphen  dieses  Kapitels 
vorauszusehen;  denn  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  der  Tiefe  kann  nur 
Folge  des  fortgepflanzten  Stosses,  der  Diehtigkeitsändening  an  der  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit,  bei  Erregung  und  Fortdauer  der  schwingenden  Ife- 
wegung  sein;  nach  unten  hin  pflanzt  sich  daher  die  Bewegung  ebenso  rascb 
fort  wie  die  longitudinalen  Wellen ,  welche  wir  in  den  vorigen  Paragraphen 
betnichtet  haben. 

Anders  jedoch  mit  der  Forti)tianzung  der  Wellenbewegung  an  dff 
Obei-fläche  der  Flüssigkeit,  diese  ist  viel  langsamer,  so  dass  man  die  ein- 
zelnen Wellen  recht  gut  verfolgen  kann. 

Zunächst  wiesen  nun  die  Gebrtider  Weber  nach,  dass  auch  bei  diesen 
Wellen,  gerade  wie  wir  es  im  ersten  Kapitel  dieses  Abschnittes  entwickelten, 
die  Bewegimg  sich  genau  um  die  Länge  einer  Welle  fortpflanzt,  während 
ein  Flüssigkeitsthoilchen  eine  Oscillation  zurücklegt.  Dann  aber  zeigten 
sie,  dass  bei  diesen  Flüssigkeitswellen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkai 
nicht  für  alle  Wellen  die  gleiche  sei  und  nicht  von  der  Elasticitlit  und  Dichtjff- 
keit  der  Flüssigkeit  abhänge,  sondern  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit von  einer  Menge  von  Umständen  abhänge. 

Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitswellen  hängt  wesentlich  von  der 
Hübe  und  Länge  der  Wellen  ab;  alle  Umstände,  welche  daher  H^Hie  nnd 
Länge  der  Welle  ändern,  ändern  auch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Die  HtiKe  und  Länge,  oder  wie  die  Gebrüder  Weber  sie  nennen.  Breite 
der  Wellen  hängt  nun  zunächst  ab  von  der  Stärke  des  Stosses,  der  die  Wellf 
erregt,  je  stärker  der  Stoss  i^it,  um  so  höher  ist  die  Welle;  da  nun  die 
höhere  Welle  sich  rascher  fortpflanzt,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit  der 
Welle  mit  der  Stärke  des  sie  erregenden  Stosses  zu. 

Breitet  sich  eine  Welle  über  einen  immer  grossem  Raum  au^J,  ?«^ 
nimmt  dadurch  die  Höhe  der  Welle  ab,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
wird  daher  kleiner,  je  weiter  sich  in  diesem  Falle  die  Welle  von  dem 
Punkte  ihrer  Erregung  entfernt.  Man  kann  dieses  sehr  leicht  wahrnehmen, 
wenn  man  in  einer  ruhcudon  Wasserfläche  durch  Hineinwerfen  eines  Steine« 
Wellen  erzeugt.  Es  bilden  sich  dann  eine  Reihe  von  Wellen,  die  siib  in 
immer  grossem  Kreisen  ausbreiten.  Erregt  man  dann  durch  Hineinwerfen 
i^ines  Steines  von  gleicher  Grösse  wie  vorhin  zwischen  den  ausgedehnten 
Wellen  ein  neues  Wellensysteni ,  so  sieht  man,  wie  sicli  dort  die  Wellen 
sehr  viel  rascher  ausbreiten. 

Die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  hängt  femer  ab  von  der  Tiefr 
der  Flüssigkeit:  je  tiefer  die  Flüssigkeit  ist,  um  so  rascher  pflanzt  sich  die 
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.  Der  Gnind  dafür  iftt  einmal  in  der  Reibung  und  Adhäsion  der 
t  am  Boden  zu  suchen;  dann  aber  auch  darin,  dass  in  der  Nähe 
.8,  wie  wir  vorhin  sahen,  die  Höhe  der  Bahnen  der  einzelnen 
tstheilchen  und  somit  die  Höhe  der  Welle  abnimmt, 
jreschwingkeit  der  Wellen  nimmt  Übrigens  nicht  in  demselben 
se  ab  wie  die  Tiefe  der  Flüssigkeiten,  sondern  langsamer. 
Versuche,  mittels  deren  die  beiden  Weber  diese  Sätze  ableiteten, 

angestellt,  dass  eine  Glasröhre  an  dem  einen  Ende  der  Rinne 
ft  war,  dass  ihre  Mündung  constant  nahe  2™°*  unter  dem  Niveau 
gkeit  war.  Durch  Aufsaugen  und  nachheriges  Fallenlassen  der 
t  wurde  die  Welle  erregt.  Mittels  einer  Uhr,  welche  Yg,)  Sekunde 
d  die  durch  einen  Druck  mit  dem  Finger  angehalten  und  losge- 
n  konnte,  wurde  dann  die  Zeit  beobachtet,  in  welcher  der  Gipfel 

an  dem  andern  Ende  der  Wellenrinne  ankam.  Die  Uhr  wurde 
omente  losgelassen,  in  welchem  man  die  gehobene  Flüssigkeits- 
n  liess,  und  festgehalten,  wenn  der  Gipfel  der  erregten  Welle 
e  Ende  erreichte;  die  Quotienten  aus  der  Länge  der  Rinne  und 
chteten  Zeiten  ergaben  dann  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, 
theilen  hier  die  Resultate  einiger  Versuche  mit,  um  zugleich  eine 
g  von  der  Geschwindigkeit  zu  geben,  mit  welcher  sich  derartige 
rtpflanzen. 

>Vellen  wurden  bei  gleicher  Tiefe  in  verschiedenen  Flüssigkeiten 
ch  hohe  Flüssigkeitssäulen  erregt.    Es  zeigte  sich  folgendes: 


Cent. 


fe 

Höhe  der 

wellen- 

Geschwindigkeit 

der  Wellen 

is8igkeit 

erregenden  Säule. 
o,4  Cent. 

auf  Wasser        | 
53,3  Cent. 

auf  Quecksilber 

51,S  Cent. 

H,l 

V 

54,4 

1? 

54,0 

V 

'eni. 

10,8 

?1 

55,5 

4« 

55,76 

^1 

1H,2 

V 

56,1) 

V 

00^3 

V 

2 1  ,(> 

1« 

5(1,0 

?> 

(i2,l 

,. 

5,1 

«1 

75,:i 

^« 

HO,0 

1' 

8,1 

n 

75,1» 

1"} 

()4,:i 

V 

•ent. 

1(),H 

V 

77,4 

y^ 

()(>,:{ 

"ll 

1  <5,2 

«« 

77,0 

11 

f>5,5 

7' 

21,6 

r 

75,9 

:i 

69,2 

11 

Branntwein         | 

8,1 

,, 

7J),2 

'? 

— 

— 

L'ent. 

lf),2 

si 

100,1 

V 

- 

— 

32,4 

i> 

100,1 

'1 

81,8 

Cent. 

48,r> 

^« 

- 

86,8 

n 

32,4 


1« 


135 


'1 


135 


V 


einer  Betrachtung  dieser  Zahlen   scheint   femer    hervorzugehen, 
»bellen  in  Flüssigkeiten  von  verschiedenem  specifischen  Gewichte 
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sich  mit  merklich  ghüclier  Geschwindigkeit  fortbewegen,  wenn  sie  <lunh 
gleich  hohe  Säulen  der  Flüssigkeiten  erregt  sind.  Strenge  genommen  i^f 
das  jedoch  nur  der  Fall,  wenn  die  Flüssigkeiten  eine  bedeutende  Tiefe 
haben,  bei  geringerer  Tiefe  bowii'kt  der  Einfluss  des  Bodens,  die  verschie- 
dene Adhäsion  der  Flüssigkeiten  an  demselben  und  an  den  AVjindon  ilex 
Gefttsses,  dass  die  Geschwindigkeiten  verschieden  sind. 
E.  II.  und  W.  Weber,  Wellenlehre  etc.  p.  IG«  ff. 

Die  Ursachon  der  Flüssigkeits wellen.  Vergleichen  wir  diese  Sät»» 
ül^er  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  siditbaren  Flüssigkeit^welW 
mit  den  frühern  Sätzen  über  die  Fortpflanzungsgcscliwindigkeit  drr  <1hhIi 
die  Elasticität  bedingten  Wellen  in  festen,  flüssigen  und  gasfiJrmigen  Knr- 
jicm,  so  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  wii*  die  hier  in  Rede  st^jhenden  Wellen 
nicht  als  eine  Aeusserung  der  Elasticität  der  Flüssigkeiten  ansehen  dürfen. 
Uenn  für  die  durch  die  elastische  Kraft  der  Körper  fortgepflanzten  Wellen 
erhielten  wir  als  Ausdruck  der  Fortpflanzungf^eschwindigkeit 


=  ay 
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Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  war  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  der  elastischen  Kraft  und  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  der  Dichtigkeit  der  betreffenden  Substanz;  sie  war  unabhängig  von  der 
Länge  der  Welle  und  unabhängig  von  ihrer  Höhe,  das  heisst,  der  Grö«w 
der  Amplituden.  Bei  den  Flüssigkeits  wellen  aber,  die  wir  hier  betracliten, 
flndet  gerade  das  Umgekehrte  statt;  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist 
nahezu  unabhängig  von  der  Natur  der  Flüssigkeit,  ändert  sich  aber  wesent- 
lich mit  der  Länge  der  Wellen  und  ihrer  Höhe.  Vergleichen  wir  femer  die 
Werthe,  welche  die  beiden  Weber  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Wellen  in  verschiedenen  Fällen  erhalten  haben,  mit  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  durch  Elasticität  bestehenden  Wellen,  so  wei!«t  auch 
dieses  uns  darauf  hin,  die  Ursache  dieser  Wellen  nicht  in  der  ElaaticitJt 
der  Flüssigkeit  zu  suchen:  denn  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
durch  Elasticität  erregten  Wellen  hatten  wir  für  Wasser  z.  B.  mehr  ab 
1  iOO  Meter,  hier  jedoch  nur  wenige  Decimeter. 

Noch  ein  anderer  Umstand  lässt  es  klar  hervortreten,  dass  diese  Art 
der  Wellenbewegung  nicht  eine  Folge  der  elastischen  Kraft  der  FlQssig- 
keiten  ist,  nämlich  die  Höhe  der  Wellen.  Wir  sahen  auf  der  OberflScb« 
einer  Flüssigkeit  bereits  eine  deutliche  Erhebung  eintreten,  wenn  wir  nur 
einen  Tropfen  der  Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche  fallen  lassen.  Bei  der 
äusserst  geringen  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  kann  aber  die  Zo- 
sammendrückung  derselben  in  Folge  einer  so  kleinen  Kraft  nur  unmesibur 
klein  sein  und  deshalb  die  auf  die  Zusammendrückung  folgende  Ausdehniui? 
der  Flüssigkeit  und  somit  <lie  Erhebung  derselben  über  da»  Niveau  auch 
nur  unmessbar  klein  und  nicht  mit  der  beobachteten  Höhe  der  Welle  ver- 
gleichbar sein. 

Wenn  man  sich  nun  daran  erinnert,  dass  unter  Einwirkung  der ^wp^ 
die  Flüssigkeit  eine  horizontale  ebene  Oberfläche  haben   mnss,  »**  i^^  ^ 
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leicht  ersichtlich,  dass  die  Schwere  es  ist,  welche  die  Wellcnbcwegimg  ver- 
anlagst und  fortpflanzt.  Haben  wir  durch  Aufsaugen  an  irgend  einer  Stelle 
eine  Fltissigkeitsaäule  über  das  Niveau  der  umgebenden  Flüssigkeit  ge- 
boben  und  lassen  dann  die  gehobene  Säule  los,  so  muss  nach  den  Gesetzen 
1er  Hydrostatik  diese  Flüssigkeit  niedersinken ;  rings  uin  diese  Stelle  muss 
iber,  um  das  hydrostatische  rileichge wicht  herzustellen,  die  Flüssigkeit 
ieigen:  und  da  sich  die  Ausgleichimg  nicht  momentan  durch  die  ganze 
•Ittsaigkeit  ausbreitet,  wird  sich  die  Flüssigkeit  um  jene  Stelle  in  Form 
ines  Walles  über  das  Niveau  der  Flüssigkeit  erheben.  An  der  Stelle,  wo 
ie  Flüssigkeit  zuerst  erhoben  war  und  dann  fallen  gelassen  wurde,  hat 
ieselbe  eine  nach  unten  gerichtete  Geschwindigkeit,  sie  wird  daher  nicht 
n  Niveau  der  Flüssigkeit  zur  Ruhe  kommen,  sondern  da  die  Flüssigkeit, 
nf  welche  sie  fällt,  ringsiim  ausweichen  kann,  tiefer  sinken. 

Nach  kurzer  Zeit  muss  daher  an  der  Stelle,  wo  die  Flüssigkeit  zuerst 
i^esaugt  war,  ein  Wellenthal  entstehen,  rings  umher  ein  Wellenberg, 
ieser  Wellenberg  wird  dann'  aber  ebenso  durch  die  Schwere  niedergezogen, 
bewirkt,  dass  rings  um  ihn  nach  aussen  hin  die  Flüssigkeit  steigt,  dass 
dter  ein  Wellenberg  entsteht,  während  an  der  Stelle,  wo  er  sich  befand, 
1  Wellenthal  sich  bilden  muss.  Man  sieht,  wie  in  Folge  einer  solchen 
eichgcwichtsstörung  durch  Wirkung  der  Schwere  sich  Wellenberg  und 
ellenthal  durch  die  Flüssigkeit  fortpflanzen  muss. 

Dass  eben  dasselbe  der  Fall  sein  muss,  wenn  der  ursprüngliche  Sioss 

der  Erregungsstelle  der  Wellen  nicht  durch  eine  gehobene  Flüssigkeit«- 

ile^  sondern  auf  irgend  eine  andere  Weise,    etwa  durch   einen   auf  die 

ässigkeit  geworfenen  Stein  bewirkt  wird ,  bedarf  wohl  keiner  Erläuterung. 

Nach  dem  Gesagten  ist  es  also  der  hydrostatische  Druck  der  im 
ellenberge  gehobenen  und  durch  die  Schwere  niedersinkenden  Flüssi«,'- 
itfisäule,  welche  die  Wellenbewegung  veranlasst;  wird  also  der  hydrosta- 
che  Druck  an  der  Stelle  der  gehobenen  Flüssigkeit  auf  andere  Weise 
^genommen,  so  darf  sich  die  Wellenbewegung  nicht  weiter  fortpflanzen. 

Die  Gebrüder  Weber  haben  durch  einen  sehr  einfachen  Versuch  dieses 
chgewiesen  und  somit  die  Richtigkeit  der  angegebenen  Erklärung  gezeigt. 
i  einer  regelmässig  viereckigen,  an  beiden  Enden  geschlossenen  Röhre 
n  Holz  wurde  die  eine  Seitenwand  mehrfach  durchbohrt,  so  dass  auf  der 
nzen  Länge  der  Röhre  eine  Anzahl  Löcher  in  gerader  Linie  neben  ein- 
dcr  lagen.  In  ein,  dem  einen  Knde  der  Röhre  zunächst  liegendes  Loch 
irde  eine  Glasröhre  eingekittet  und  darauf  die  ganze  Röhre  vollständig 
rt  Quecksilber  gefüllt.  Dann  wurde  in  der  (rlasröhre  eine  Quecksilber- 
ule  von  circa  2,5  Centim.  aufgesaugt  und  wieder  soviel  Quecksilber  nach- 
jftiUt,  dass  es  aus  allen  Oeflfnungen  halbkugelfönnig  hervorsah.  Nachdem 
w  geschehen  war,  wurde  die  gehobene  Quecksilbersäule  fallen  gelassen, 
kl  es  zeigte  sich  dann,  dass  nur  aus  den  der  Röhre  zunächst  liegenden 
effiiungen  Quecksilber  ausfloss,  in  den  entferntem  Oeflnungen  trat  keine 
ewegung  des  Quecksilbers  ein.  Da  aus  den  der  Röhre  zunächst  liegenden 
Zungen,  als  dort  der  Wellenberg  sich  bildete ,  das  Quecksilber  ausfloss 
»d  der  vergrösserte  hydrostatische  Druck  durch  das  Abfliessen  aufgehoben 
irde,  hörte  die  Ursache  des  Steigens  ftir  die  entferntem  auf,  dort  entsinn«! 
in  Wellenberg  mehr,  es  floss  kein  Quecksilber  mehr  aus, 
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Als  nun  aber  in  iille  Löcher  Röhren  gekittet  wurden,  «las  Abiliesde: 
also  gehindert  wurde,  da  sah  man  das  successive  Steigen  des  Quecksilber 
in  allen  Röhren ,  der  Wellenberg  pflanzte  sich  fort  und  das  auf  das  Steige 
des  Quecksilbers  in  jeder  Röhre  folgende  Sinken  zeigte  das  dein  Wellenberg 
folgende  Wellenthal. 

Dieser  Versuch  beweist  aber  auch  zugleich  die  Richtigkeit  unserer  Ai 
nähme,  dass  die  Ausgleichung  des  gestörten  hydrostatischen  Drucke*  sie 
nicht  momentan  durch  die  ganze  Flüssigkeit  erstreckt,  denn  wJire  das  «ie 
Fall  gewesen,  so  hätte  zugleich  aus  allen  Oeffhungen  die  gleiche  Meng 
Quecksilber  ausfliessen  müssen.  Wägungen  des  ausgeflossenen  Quecksilber 
zeigten  aber,  dass  aus  der  der  Glasröhre  am  nächsten  liegenden  Oeffnun^ 
am  meisten  Quecksilber  ausfloss,  aus  den  weitern  um  so  weniger,  je  weitei 
yie  von  der  Röhre  entfernt  waren.  Die  Röhre  hatte  neun  Oeffnungen;  al- 
nun  in  der  Glasröhre  das  Quecksilber  nahezu  10  Centimeter  gehoben  war 
iloss  Quecksilber  aus  den  fünf  ersten  Oeffnungen;  aus  der  ersten  tratei 
72  Gramm,  aus  der  zweiten  52,  aus  der  dritten  26,  aus  der  vierten  li 
und  aus  der  fünften  Oeffnung  circa  0,5  Gramm  Quecksilber*). 

Dieser  Versuch  bestätigt  also  die  Voraussetzungen  der  iftitgetheilki 
Erklärung  der  Wiisserwellen  vollständig. 

Zugleich  aber  stehen  mit  ihr  alle  vorhin  beschriebenen  Krs<:heiniinj,'»»r 
der  Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitstheilchcn  in  den  W^dlen,  wie  aml 
die  Tiewegung  der  Wellen  als  solcher  im  Einklang. 

Was  zimächst  die  krummen  Balmen  der  Flüssigkeitstheilchen  l)etrilft 
so  muss  anfangs,  wenn  in  Ä  ^Fig.  253)  die  primär  gehobene  Flüssigkeit* 

Säule  niedersinkt,  das   Theilchen  a  nach  recht.« 
'*^'    '  '  hin  geschoben  und  gehoben  werden,  es  bewe{][1 

sich  nach   ß  hin.     Vfm  der  Spitze  des  Wellen 

-     herges  sinkt  es  dann  nach  unten,   behalt  ah« 

seine»   fortschreitende   Bewegung    noch  bei  un<i 

bewegt    sich    nach    y   hin.     Dort  angekommeii 

sinkt  es  wegen  der  in  dem  Fallen  erhaltenen  Geschwindigkeit  weiter  nach 

imten  und  bewegt  sich  dabei ,  da  links  von  y  jetzt  das  W^ellenthal  ist,  ais^' 

der  Druck   von  rechts  nach   links  hin  grösser  ist,  nach  links  hin,  um  i^i, 

wenn   das    Thal   ganz   vorüberzieht,    über  d  nach  «,   oder    wie   in  andern 

Fällen  nicht  ganz  uarh  «  sich  zurückzubewegen. 

Nach  dieser  Krklärungsweise  muss  auch  die  Geschwindigkeit  der  Fort- 
l>flanzung  mit  der  Höhe  der  Wellen  zunehmen,  denn  da  sich  die  Bewegung 
während  einer  Oscillation  der  Theilchen  um  eine  Wellenlänge  fortpflaiöt, 
muss  1)(M  gleicher  W^ellenlänge  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  um  st' 
grösser  sein,  je  rascher  das  Theilchen  oscillirt.  Je  grösser  nun  die  i»^ 
wegt?nde  Kraft,  der  j)rimän;  Stoss  ist,  um  so  höher  hobt  sich  das  Theilck*« 
un<l  je  höher  es  gehoben  ist ,  um  sn  mehr  wird  seine  Bewegung  durch  aifi 
Schw(jre  beschhnmigt,  die  Oscillation  und  somit  die  Fortpflanzungsgeachwu»* 
digkeit  wird  daher  rascher.  Bei  den  durch  Klasticität  erregten  Wellen  ^ 
das  anders,  da  war  die  beschleunigende  Kraft  dem  Abstände  der  bewegten 
Punkte  von  der  Gleichgewichtslage  proportional,  bei  grösserm  Abßti**' 

»)  E.  IL  Wchn-  und   W.  Webei',  Wellenlehre  etc.  p.  280  ff. 
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wurde  daher  die  Geschwindigkeit  der  Theilclien  in  demselben  VerhJiltnisse 
mit  dem  Abstände  grösser ,  die  Oacillationsdauor  war  constant. 

Wurde  aber  in  ein  und  derselben  Pimktreihc  die  Oscillationsdauer  ge- 
ändert, so  änderte  sich  ebenso  aucli  die  Wellenlänge,  indem  die  beschleuni- 
gende Ki'aft  zugleich  dem  Quadrate  der  Wellenlänge  umgekehrt  propor- 
tional war  und  somit  Wellenlänge  und  Ostillationsdauer  in  gleichem  S'^er- 
hftltniiise  wachsen  und  abnehmen. 

Hier,  wo  die  bewegende  Kraft  nicht  von  der  gc«,n*nseitigen  Einwirkung 
der  Theilchen  herrührt,  bestellt  diese  JJeziehimg  nicht,  deshall>  hängt  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  s^owohl  von  der  Oscillationsdauer  als  auch 
der  Wellenlänge  ab. 

Dass  (üe  Fortptlanzungsgeschwindigkeit  nicht  von  der  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  abhängt,  folgt  ebenso  unmittel])ar.  Denn  wenn  wegen  des  gnis- 
wm  Gewichtes  der  gehobenen  Theilchen  in  schwereren  Flüssigkeiten  die 
bewegende  Kraft  zunimmt,  so  nimmt  in  eben  demselben  Verhältniss  ]>ei 
gleicher  Wellenhöhe  die  zu  bewegende  Masse  zu,  die  Heschleunigung  und 
somit  die  Geschwindigkeit  der  bewegten  Theilchen  ]>leibt  daher  ungcändert. 

Darchkreuzung  und  Rofloxion  dor  Wellon '>.  ]>ie  Krscheinungen 
der  Interferenz,  der  llefiexion  dov  Wellenbewegung  und  diolUldung  stellender 
Wellen  in  Folge  der  fortgei»flanzten  und  reflectirten  Wellen  lassen  sich  nach 
den  Versuchen  der  beiden  Weber  mit  den  Flüssigkeitswellen  sehr  schön 
darstellen. 

Die  Erscheinungen  der  Interferenz  zeigen  sich,  wenn  nuin  an  beiden 
Enden  der  Wellenrinne  eine  AVelle  gleichzeitig  erregt. 

In  «ler  Mitte  der  Wellenrinne  vereinigen  sieh  beide  vorausgehenden 
Wellenl>erge  zu  einem  neuen,  der- nahezu  die  Summe  der  Höhen  der  ein- 
zelnen Wellenberge  hat,  wie  es  die  Interferenztheorie  verlangt,  nach  wel- 
cher die  Bewegung  in  Folge  des  Zusammenwirkens  mehrerer  Tiieilbewe- 
gungen  die  Summe  letzterer  sein  muss.  Tretien  demnach  die  Wellen  ohne 
Phasendißerenz  zusammen,  so  muss  ein  Berg  von  doppelter  Höhe  und  ein 
Thal  von  dopj>elter  Tiefe  entstehen.  Als  Mittel  von  zwölf  Messungen  fanden 
die  beiden  Weber  die  H«ihe  des  resultiremlen  Wellenberges  gleich  1,H,  wenn 
«lie  Höhe  der  l)eiden  componirenden  Wellenberge  gleich  1  war;  der  unter- 
schied der  beobachteten  Höhe  von  der  theoretischen  ist  so  klein,  dass  dieser 
Versuch  als  eine  Bestätigung  des  Interfereuzgesetzes,  wenn  es  dessen  noch 
bedürfte,  angesehen  werden  könnte. 

Gehen  ein  Wellenberg  und  ein  Wellenthal  durch  einander  hindurch, 
W  ist  die  Höhe  des  Berges  oder  die  Tiefe  des  'l'hales  gleich  dei*  Differenz 
^Hjider,  ist  der  Berg  ebenso  hoch  als  das  Thal  tief  ist,  so  winl  die  Ober- 
filche  der  Flüssigkeit  eben.  Dies  zeigt  sich  jedesmal,  wie  wir  sofort  sehen 
Verden,  bei  der  Reflexion  der  Wellen. 

Nach  der  Durchkreuzung  bewegt  sich  jede  Welle  ganz  ungestört  weiter, 
Wellenberge  und  Wellenthäler  sind  in  der  Lage  zu  einander,  als  hätte  in 
jedem  Wellenzuge  gar  keine  Störung  stattgefunden.    Es  ist  diese  Beobach- 


*)  E.  H.  und  W.  Weber,  Wellenlehre  etc.  p.  212  tf. 
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tung  ein  Bewei.s  für  die  Richtigkeit  des  zweiten  Theilc&  des  Principes,  da^ 
wir  der  Lehre  von  den  Interferenzen  zum  Grunde  legten,  des  Satze»,  dass? 
wenn  von  der  Intei*ferenzätelle  aus  sich  die  Bewegung  Punkten  mittheilt,  welch« 
nur  durch  einen  der  Wellenzdge  eine  Bewegimg  annehmen,  die  Bewegung 
dieser  Punkte  gerade  so  geschieht,  als  hätte  keine  Interferenz  stattgefunden 

Die  Bewegung  der  Flttssigkeitstheilehen  an  der  Interferenzst^lle  i^i 
diejenige,  welche  das  Interferenzgesetz  verlangt.  Schreiten  die  beider 
Wellen  nach  entgegengesetzten  Richtungen  fort,  so  ist  die  horizontale  Be 
wogung  der  Flüssigkeitsth eilchen,  wenn  die  Wellen  ohne  Phasendifferen^ 
zusammentreffen,  der  Richtung  nach  gei*ade  entgegengesetzt,  die  verticalt 
jedoch  gleich  gerichtet.  Die  horizontale  Bewegung  rauss  sich  »omit  auf- 
heben, die  veiiicale  summiren. 

Das  wurde  von  den  beiden  Weber  durch  die  Beobachtung  bestätigt 
K»  ergab  sich,  wenn  man  senkrecht  unter  der  Stelle  beobachtete,  wo  de- 
(fipfel  des  resultirenden  Berges  lag,  wo  also  die  Bewegungen  genau  ohi^< 
PhasendiÜerenz  zusammentrafen,   dass  dort'  die   Theilclien  in  genau  sen|^ 
rechter  Richtung  sich  auf  imd  ab  bewegten. 

Wenn  die  Wellen  nicht  genau   ohne  Pliasendifferenz  zusammentreffen, 
so  hebt  sich  <lie  hoiizontale  Bewegung  nicht  ganz  auf;  W^eber's  sahen  autb. 
wie  seitwärts  von  den  eben  erwähnten  Stellen  die  Bahnen  der  Theilchen 
nicht  senkrecht  waren,  sondern  gegen  die  Verticale- geneigt  und  zwar  um 
so   mehr ,  je  weiter  man   sich   von  der   Stelle   der  vollkommenen  Durch- 
kreuzung entfernte. 

Wenn  auch  die  W^ eilen  in  sofern  sich  ungehindert  durchkreuzen,  te 
die  Bewegimg  der  Flüssigkeit  in  jedem  Wellenzuge  dieselbe  bleiht,  al» 
habe  keine  Durchkreuzung  statt  gefunden,  so  findet  doch  bei  der  Durch- 
kreuzung der  Wellen  ein  kleiner  Zeitverlust  statt.  Die  Versuche  der  beiden 
Weber  ergaben,  dass,  während  eine\Velle  ihre  Wellem-inne  in  2,2H3Sekun(leo 
durchlief,  wenn  sie  sich  nicht  mit  einer  andern  kreuzte,  bei  der  Kreuzung  zweier 
Wellen  eine  Welle  von  genau  gleicher  Grösse  als  die  vorige  zum  Durch- 
laufen derselben  Strecke  die  Zeit  von  2,4  Sekunden  brauchte. 

Diese  Verzr»gerung  denken  sich  die  beiden  Physiker  folgendermtui^on. 
Bei  dem  ungehinderten  Foii  seh  reiten  der  Wellen,  wo  sich  die  Theilchen  in 
ihren  kreisfi>rmigen  oder  elliptischen  Bahnen  bewegen,  bleiben  die  Theilchen 
immer  in  ihrer  beschleunigten  Bewegung,  bei  der  Durchkreuzung  der 
Wellen  dagegen,  wo  sich  einmal  die  horizontalen  Geschwindigkeiten  ganz 
aufheben  und  die  Theilchen  sich  nur  vertical  auf  und  ab  bewegen,  tritt  ein 
Zeitpunkt  ein,  wo  die  Bewegung  des  Theilchens  sich  umkehrt-,  wo  al^' 
seine  Geschwindigkeit  ganz  imd  gar  gleich  Null  ist.  Von  da  ab  erhält  en?* 
das  Theilchen  durch  Untersinken  wieder  eine  beschleimigte  Bewegung. 
Daraus  scheint  nun  zu  folgen,  dass  bei  einer  Durchkreuzimg  zweier  gleich 
grosser  Wellen  so  viel  Zeit  verloren  gehe,  als  der  Verlust  der  beschleunigten 
Bewegung  während  der  Vereinigung  der  Wellen  herbeiführt.  Nach  dw 
Durchkreuzung  erhalten  <lann  die  Theilchen  der  Welle  ihre  vorige  B^ 
schleunigung  und  dadurch  ihre  vorige  Bewegung. 

Die  Erscheinungen  der  Reflexion  der  Wellen  treten  am  einfachsten 
auf,  wenn  eine  Welle  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand  anprallt  D»  ^^ 
Flüssigkeit  an  der  Wand  vollkommen  frei  beweglich  ist,  so  mus«  die  Bf* 
flexion  der  Wollen  an  der  Wand  so  erfolgen,  wi«»  die  Betlexion  der  Welif» 
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an  der  Grenze  zweier  Punktsystcmo,  von  denen  das  zweilo  weniger  dicht 
ist  als  das  erste,  das  hcisst  ein  ankommender  Wellenberg  muss  als  Wel- 
lenberg und  ein  ankommendes  Wellenthal  muss  als  Wellenthal  reflectirt 
werden.  Die  Erscheinungen  an  der  Wand  müssen  daher  sich  folgender- 
mai>8en  darstellen. 

Nach  Verlauf  von  \^  ()stiilations<lauer  muss  unniiltelbar  iin  der  W^aml 
ein  halber  W>llenberg  sein,  dessen  Mitte  an  der  W'an«!  liegt,  dessen  Höhe 
nahezu  die  doppelte  des  einfachen  ankommenden  Berges  ist,  da  er  aus  der 
ersten  Hälfte  des  reflectirten  und  der  zweiten  Hälfte  des  ankommenden 
Wellenberges  besteht.  Nach  Verlauf  eines  weitern  Viertels  der  Oscillations- 
dauer  ist  das  auf  den  Wellenberg  folgende  Wellenthal  bis  zur  Wand  fort- 
get^ebritten;  zugleich  aber  ist  der  erste  Wellenberg  ganz  reflectiii.,  und  der 
reflectiHe  Wellenberg  erstreckt  sich  bis  eine  halbe  Wellenlänge  von  der 
Wand,  gerade  so  weit,  als  sich  das  dem  Berge  folgende  Thal  erstreckt.  Die 
Bewegung  an  der  Wand  muss  daher  aufgehoben  werden  und  die  Wasser- 
fläche an  der  W'and  bis  zur  Länge  einer  halben  Welle  eben  sein. 

In  dem  folgenden  Viertel  der  Oscillationsdauer  pflanzt  sich  der  reflec- 
tirte  Wellenberg  um  eine  viertel  Wellenlänge  nach  rückwärts  fort,  das  an- 
gekommene Wellenthal  ebenso  viel  vorwärts,  so  dass  also  die  tiefste  Stelle 
iles  Wellenthales  sich  gerade  an  der  Wand  befindet.  In  dem  Augenblicke 
aber,  wo  das  ankommende  Wellenthal  die  W^and  traf,  i)flanzte  sich  auch 
ein  reflectirtes  Wellenthal  fort,  in  dem  betrachteten  Augenblicke  befindet 
sich  also  an  der  Wand  die  zweite  Hälfte  des  ankommenden  und  die  erste 
Hfilfte  des  reflectirten  Wellenthales,  es  muss  dort  ein  halbes  Wellenthal 
von  nahezu  doppelter  Tiefe  des  ankommenden  Wellenthales  sein,  dessen 
tiefste  Stelle  sich  gerade  an  der  W^and  befindet. 

Endlich  nach  Verlauf  des  letzten  Viertels  der  Oscillationsdauer  ist  aucli 
daa  Wellenthal  ganz  reflectirt,  der  W'ellenberg  hat  sich  um  eine  halbe 
Wellenlänge  von  der  W^and  entfernt;  die  ganze  Welle  ist  refi(?ctirt  imd  be- 
legt sich  von  da  an,  der  Wellenberg  voraus,  das  Wellenthal  folgend,  in 
der  Flüssigkeit  zurück. 

Wellenberg  und  Wellenthal  haben  also  ihre  Lage  gegen  die  feste 
^and  vertauscht,  vorher  war  der  Berg,  jetzt  ist  das  Thal  der  Wand  am 
DÄchsten;  W^ellenberg  imd  Wellenthal  gehen  durch  einander  hindurch. 

Diese  aus  dem  Frühem  abgeleitete  Darstellung  des  Reflexions  Vorganges 
^»tätigt  sich  auf  das  vollständigste  durch  die  Anschauung  bei  den  Ver- 
J*uchen  in  der  Wellenrinne,  und  die  Messungen  über  die  Hölie  des  Berges 
^Äd  die  Tiefe  des  Thaies  an  der  Wand  in  dem*ersten  und  dritten  der  von 
^^is  betrachteten  Zeittheile  ergaben  die  Höhe,  wie  sie  die  Theorie  verlangt. 
°ei  einer  Höhe  der  ankommenden  Welle  von  6,2  Millimeter  war  die  Höhe 
%8  Berges  in  dem  ersten  der  betrachteten  Zeittheile  gleich  l(>,3r)  Millimeter, 
*Uo  mehr  wie  ^.,^  der  ankommenden  Welle. 

Die  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  an  der  festen  W^and  muss  mit 
uerjenigen  übereinstimmen,  welche  die  Flüssigkeitstheilchen  haben,  wenn 
<lie  Wellen  sich  durchkreuzen;  auch  dieses  haben  die  Versuche  der  Gebrüder 
^eber  gezeigt. 

Wenn  eine  Welle  nicht  senkrtftht  gegen  eine  feste  Wand  ankommt,  so 
^^U  sie  nach  §.  125  so  zurückg(?worfen  werden,  dass  der  Welienstrahl  der 
''•urüokgeworfencn  Welle  mit  dem  Kinfallslothe  densel}>en  Winkel  bildet  wie 
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der  Strahl  der  einfallenden  Welle.  Auch  dieses  haben  die  Versuche  l»e- 
stätigt.  Es  folgt  nämlich  aus  dem  Satze,  wie  wir  bereits  §.125  erwähnten, 
dass  eine  zirkelförmige  W^elle,  welche  im  Mittelpunkte  eines  kreisförmigen 
(iefUss es  erregt  ist,  wenn  sie  an  der  kreisförmigen  Wand  anprallt,  s^icli 
nach  der  Reflexion  als  kreisfönnige  Welle  mit  immer  kleinemi  Radius  wieder 
zur  Mitte  des  GefUsse«  fortpflanzen  muss.  Der  Versuch  zeigt  dieses  deut- 
lich, wenn  man  z.  B.  einen  Teller  mit  Quecksilber  füllt  und  nun  aus  einem 
mit  einem  kleinen  Loche  versehenen  Papiertrichter  auf  die  Mitte  <les  Tellers 
Quecksilber  tropfen  lässt. 

Lässt  man  auf  diese  Weise  in  den  einen  Brennpunkt  eines  mit  Queek^ 
silber  gefllllten  elliptischen  GofUsses  Quecksilber   tropfen,   so  müssen   d^ 
sich    von    diesem    Brennpunkte    aus    kreisförmig    fortpflanzenden   WcIIr> 
von  der  Wand  so  reflectirt  werden,  dass  sie  als  kreisfJirmige  Wellen  in  <\oxi 
andern  Brennpunkte  der  Ellipse   wieder  zusammenlaufen,    da   die   Radi^i^ 
Vectoren  mit  dem  Einfallslothe,  der  Normale  an  den  verschiedenen  Stellen, 
gleiche  Winkel  bilden.    In  dem  zweiten  Brennpunkte  geben  dann  die  ver- 
einigten Wellen  zu  einer  kegelförmigen  Erhöhung  Veranlasi«ung,  die  durch 
ihr  Niedersinken  ein    neues   zurückkehrendes  Wellensystem  gibt,  welche» 
sich  ebenso  in  dem  ersten  Brennpunkte  wieder  vereinigt ,  dort  wiederum  zu 
einem  Wellensystcme  Veranlassung  wird  u.  s.  f.    Man  sieht  dieses  vielfache 
Hin-    und  Herlaufen   sehr  leicht   in   der   schönen   gekräuselten  Oberflache, 
welche  die  Flüssigkeit  bei  einem  solchen  Versuche  zeigt. 

Wenn  man  in  der  Wellenrinne  nach  und  nach  mehrere  Wellen  erzengt, 
deren  Länge  gleich  ist  der  Läng(?  der  Rinne  oder  einem  aliquoten  Theile 
derselben,  so  müssen  durch  die  Interferenz  der  von  der  Erregungsstelle 
fortschreitenden  und  der  von  der  festen  Wund  reflectirten  Wellen  sidi 
stehende  Wellen  bUden,  deren  Schwingungsknoten  gerade  so  liegen  müssen, 
wie  die  Schwingungsknoten  in  einem  an  beiden  Enden  freien  longitudinal 
schwingenden  Stabe.  Wenn  man  demnach  Wellen  erregt,  welche  genan 
die  doppelte  Länge  der  Welienrinne  besitzen ,  so  geht  durch  die  Mitte  der- 
selben immer  nach  der  einen  Seite  ein  Wellenberg,  nach  der  andern  ein 
Wellenthal,  in  der  Mitte  muss  sich  daher  ein  Schwingungsknoten  bilden 
und  jede  Hälfte  der  Rinne  schwingt  als  eine  halbe  stehende  Welle  hin 
und  her. 

ist  die  Ijänge  der  erregten  Wellen  gleich  der  Länge  der  Wellenrinne, 
so  sieht  man  zwei  Schwingimgsknoten  entstehen,  beide  im  A1)stande  von 
\^  Wellenlänge  von  den  Wänden  der  Rinne  und  im  Abstand  einer  balb^-n 
Wellenlänge  von  einander.  Jeder  der  di'ei  Theile,  in  welche  dadurch  die 
Flüssigkeit  der  Länge  nach  zerfällt,  schwingt  für  sich  als  stehende  Welle 
von  der  Länge  der  halben  Wellenrinne.  An  den  Wänden  befinden  sich  die 
Mitten  der  beiden  äussersten  Wellen,  die  Schwingungsmaxima. 

Auf  diese  W^eise  kann  man  leicht,  wie  die  Gebrüder  Weber  zeigten. 
8,  1  und  mehr  Schwingung« knoten  und  somit  eine  leicht  sichtbare  eip^n- 
mentelle  Bestätigung  der  früher  vorgetragenen  Sät^e  über  die  Bildung  der 
stehenden  Wellen  durch  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetzter  Richtung 
fortgepflanzter  W^ellensysteme  erhalten. 


Vierter  Abschnitt. 
Vom     Schalle. 


Erstes   Kapitel. 

Ueber  die  Erregung  des  Schalles. 

§.  144. 

Von  der  XJrsaohe  des  Schalles.  Wenn  man  eine  schwachgespannte 
Saite  in  Schwingungen  vei'setzt,  so  lassen  sich  die  Schwingungen  derselben 
mit  den  Augen  wahrnehmen,  man  sieht  die  Saite  in  ihren  verschiedenen 
Lagen  nach  einander.  Wird  die  Spannung  jedoch  mehr  und  mehr  verstärkt^ 
so  werden  die  Schwingungen  bald  so  rasch ,  dass  man  die  Saite  in  den  ver- 
schiedenen Lagen  nicht  mehr  imterscheiden  kann,  man  sieht  an  der  Stelle, 
wo  sie  schwingt,  nur  mehr  eine  halbdurchsichtige  Fläche.  Verstärkt  man 
die  Spannung  der  Saite  noch  mehr,  so  ist  die  Bewegung  derselben  kaum 
mehr  sichtbar,  statt  dessen  wird  sie  ims  aber  in  einer  andern  Weise  wahr- 
nehmbar, wir  hören  sie,  wir  erhalten  einen  von  der  schwingenden  Saite 
ausgehenden  Eindruck  auf  imser  Ohr.  Den  Eindruck,  welchen  unser  Ohr 
erhält,  nennen  wir  Schall;  es  ist  im  Folgenden  unsere  Aufgabe,  diese,  die 
schwingende  Bewegung  begleitende  Erscheinung  zu  untersuchen. 

Der  Schall  entsteht  nur  durch  eine  schwingende  Bewegung,  und  jede 
schwingende  Bewegung  von  hinreichender  Schnelligkeit  erzeugt  einen  Schall. 

Wir  sahen  in  dem  vorigen  Abschnitt,  dass  wir  auf  sehr  viele  Weisen 
schwingende  Bewegungen  erzeugen  können,  alle  diese  können  auch  die  Ur- 
sache eines  Schallen  werden. 

Reiben  wir  einen  Stab  seiner  Länge  nach,  so  erzeugt  die  Elasticität  des 
Stabes  stehende  Schwingungen,  die  Savart  durch  die  Stösse  des  Stabendes 
gegen  eine  Spitze  dem  Auge  sichtbar  gemacht  hat;  wir  vernehmen  nun  auch 
stets  einen  Schall ,  wenn  wir  einen  Stab  in  longitudinale  Schwingungen  ver- 
setzen. Ebenso  erzeugen  die  transversalen  Schwingungen  von  Stäben  uml 
Saiten,  sobald  sie  hinreichend  rasch  sind,  die  Schwingungen  von  IMattiMt 
und  Glocken  sowie  die  drehenden  Schwingungen  der  Stäbe  einen  Ton. 

In  allen  diesen  Fällen  sind  es  die  regelnu'U»igen  Schwingungen  der 
Körper  in  Folge  ihrer  Elasticität,  welche  einen  Ton  erzeugen;  man  kann 
jedoch  auch  auf  anden»  Art,  durch  in  kurzer  Zeit  wiederholte  St/isse,  einen 
Schall  hervorbringen.  So  erhält  man  einen  Schall,  wenn  man  eine  Karte 
oder  eine  biegsame  Feder  <iem  Umfange  eines  in  rasche  Rotation  versetzten 
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gezähnten  liades  so  weit  nähert,  dass  jeder  Zahn  der  Kart«  oder  Fedi 
einen  Schlag  ertheilt;  so  auch,  wenn  man  einen  Strom  eines  Gases  od' 
einer  Flüssigkeit  gegen  eine  rotirende  Scheibe  führt,  welche  in  regelmä 
sigen  Zwischonränmen  durchbohrt  ist:  die  Flüssigkeit  dringt  aliwechseli 
durch  eine  Oeifnung  der  Scheibe,  abwecliselnd  wird  sie  durch  eine  gesrhlo 
sene  Stelle  derselben  zurückgehalten;  es  entsteht  so  eine  regelmässige  Fol| 
von  St<)S8en,  die  wir  als  Ton  wahrnehmen.  Lässt  man  ein«'u  Köqier  u 
eine  Axe  rotiren,  welche  nicht  durch  dessen  Mittelpunkt  geht,  so  eithei 
dieser  der  umgebenden  Luft  eine  Keihe  von  Stössen,  indem  abwecliseii 
das  grössere  imd  kleinere  Stück  des  Körpers  an  derselben  Seite  der  Kotation 
axe  sich  befindet;  diese  Reihenfolge  von  Stössen  erzeugt  einen  Ton. 

Auch  scheinbar  continuirliche  Bewegungen  können  einen  Ton  erzeuge 
in  der  That  ist  es  aber  wieder  eine  regelmässige  Reihenfolge  von  Sf^ss  « 
welche  auch  in  solchen  Fällen  den  Schall  hervorrufen.    Bläst    man   in  ^^ 
Mundstück  einer  gewölinlichen  Pfeife,  so  erzeugt  dieser  continuirliche  L//j 
Strom  einen  Ton;  indess  in  diesem  Falle  theilt  sich  der  Luftstrom  an  Oe 
Lippe  der  Pfeife,  der  eine  Theil  drmgt  in  die  Pfeife  ein,  der  andere  er- 
weicht in  die  umgebende  Luft.    Der  in  die  Pfeife  eingedrungene  Tlieil  tleb 
Luftstromes  comprimirt  anfänglich    die  der   Lippe   am    nächsten    hebende 
Schicht  der  Luft;  diese  Verdichtung  der  Luftschicht  verhindert    wegen  (kr 
grossem  Elasticität  der  compiimirten  Luft  dann  so  lange  ein  neues  Ein- 
dringen der  Luft  in  die  Pfeife,   bis  sich   die   Verdichtung  auf  die  weitem 
Luftschichten  der  Pfeife  übertragen  hat.    Ks  entsteht  daher  auch  in  diesem 
Fall  eine  periodische  Bewegung,  eine  Reihenfolge  von  Stössen,  welche  den 
Schall  veranlasst. 

Wir  können  daher  ganz  allgemein  sagen,  dass  die  Ursache  des  Schalk« 
regelmässig  wiederholte  Stösse  sind,  welche  zu  unserem  Ohre  gelangen. 

Damit  das  letztere,  die  Mittheilung  der  StÖsse  an  unser  Ohr,  derFiU 
sein  kann,  genügt,  nicht  allein  das  Schwingen  eines  Körpers,  sondern  es 
ist  nothwendig,  dass  diese  schwingende  Bewegung  durch  ein  elastisches 
Mittel  zu  unserem  Ohre  hingeführt  werde.  In  den  meisten  Fällen  ist  diese* 
Mittel  die  atmosphärische  Luft.  Versetzen  wir  einen  Körper  in  longitu- 
dinale  Schwingungen,  so  dehnt  er  sich  abwechselnd  aus,  abwechselnd  zieht 
er  sich  zusammen.  Bei  der  Ausdehnung  treibt  er  die  zunächst  an  ihn  an- 
grenzende Luft  von  sich  fort,  bei  der  Zusammenziehung  stürzt  die  vorher 
fortgetriebene  Luft  in  den  jetzt  leeren  Raum,  welcher  den  Körper  imigihu 
hinein,  und  diese  hin  und  her  gehende  Bc^wegung  der  Luft  pflanzt  sich  tl? 
longitudinale  Schwingimg  durch  die  Umgebung  l)is  zu  unserem  Ohre  fort- 
Schwingt  eine  Saite,  ein  Stab  oder  eine  Platte  transversal,  so  tritt  dassell*«' 
ein;  bewegt  sich  die  Saite  nach  der  einen  Seite,  so  treibt  sie  die  angren- 
zende Luft  in  der  Richtung  fort .  schwingt  sie  zurück ,  so  saugt  sie  die  L«ft 
gewissermassen  nach  sich  hin;  sie  ertheilt  also  der  Luft  eine  hin  iind  h^r 
gehende  Bewegung,  welche  bis  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  imd  als  St«'*?«' 
auf  dasselbe  wirkend  uns  die  Empfindung  des  Schalles  gibt. 

Es  kann  aber  jeder  Kr)r[»er,  die  feston  sowohl  als  die  flüssigen,  wen» 
in  ihnen  ein  Schall  erregt  wird,  denselben  fortpflanzen,  wie  man  ^ich  leicß^ 
dadurch  überzeugt,  dass  eine  unter  Wasser  erregte  periotiische  BewegiUV 
sich  als  Schall  wahrnehmen  lässt.  Wir  sahen,  in  allen  elastischen  Körper" 
pflanzen  sich  an  einer  Stelle  erregte  Schwingungen  fort;  da  der  Schall «ifl«" 
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schwingende Bewe<^ung  ist,  die  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  ist,  so  folgt 
ans  dem  vorigen  Abschnitte  schon,  (Uiss  j(»der  elastische  Kfirper^den  Schall 
fortzupflanzen  im  Stande  ist. 

Dass  wir  aber  überhaupt  nur  dann  einen  Schall  vernehmen,  wenn  durch 
irgend  einen  elastischen  Körper  die  Schwing\mgen  zu  unserem  Ohre  fort- 
geflanzt  werden,  zeigt  die  Erfahrung.  Denn  bringen  wir  unter  die  (flocke 
der  Luftpumpe  ein  kleines  Glückchen,  welches  mit  einem  Klüpi)el  versehen 
lind  an  einem  Faden  in  der  Glocke  so  aufgehängt  ist,  dass  es  nirgendwo 
eine  der  festen  Begrenzungen  des  von  der  Glocke  imd  dem  Luftpumpen- 
teller abgesperrten  Raumes  berührt,  so  hört  man  keinen  Ton,  wenn  man 
die  Luft  durch  Pumpen  aus  9er  Glocke  fortnimmt  und  durch  Bewegung  des 
Apparates  den  Klöppel  zum  Anschlagen  bringt..  Man  hört  aber  einen  Schall, 
wenn  man  eine  Verbindimg  zwischen  der  Glocke  und  dem  llecipient^n  der 
Pumpe  herstellt,  sei  es,  dass  man  den  Kecipienten  mit  Luft  oder  mit  einer 
Flüssigkeit  anfüllt,  oder  dass  man  das  Glüekchen  an  einem  Metalldraht  in 
der  Glocke  aufliüngt. 

8.  i4r». 

Qualität  des  Schalles.  Jeden  Eindruck,  welehen  wir  durch  unser 
Gehör  erhalten,  nennen  wir  S«.hall;  indess  können  diese  Eindrücke  sehr 
verschieden  sein. 

1.  Der  Schall  kann  in  einem  einzigen  mehr  oder  weniger  starken,  kurz 
abgebrochenen  Eindruck  auf  unser  Gehör  bestehen,  man  nennt  ihn  dann 
nieistens  Knall,  wenn  man  auch  hilufig  imter  Knall  nur  einen  heftigen^  ein- 
naligea,  kurz  abgebrochenen  Eindruck  auf  unser  Gehör  versteht.  Der  Schall 
kann  femer  von  einiger  Dauer  sein-,  in  einer  Reihenfolge  von  St^Jssen  be- 
stehen, welche  unser  Ohr  erhalt.  Je  nachdem  nun  diese  Strisse  regelmässig 
oder  unregelmäsig,  gleichartig  oder  ungleichartig  sich  folgen,  imterscheidet 
man  den  Schall  als  Ton  oder  Klang  oder  als  GerHusch.  Die  Geräusche  selbst 
unterscheidet  unsere  Sprache  wieder  als  Rasseln,  Knistern,  Sausen.  Brausen  etc. 

^  2.  Die  musikalischen  Töne   unterscheidet   man   nach    ihrer  Höhe  als 

j  höhere  oder  tiefere  Töne.  Worauf  dieser  Unterschied  beruht,  lässt  sich 
\  leicht  durch  den  Versuch  zeigen.  Ein  longitudinaler  Ton  ist  stets  viel 
i»öher,  als  der  Transversalton  desselben  Stiib(js,  und  der  Titinsversalton 
«ines  Stabes  ist  um  so  höher,  je  kürzer  und  dicker  der  Stab  ist;  bei  schwin- 
genden Saiten  ist  der  Ton  um  so  höher,  je  kürzer  die  Saite  ist  oder  je 
rtSrker  man  sie  spannt.  Da  wir  nun  sahen,  dass  die  longitudinalen  Schwin- 
g^gen  rascher  sind  als  die  transversalen,  und  diese  um  so  rascher,  je 
Winer  der  schwingende  Körper  ist,  so  folgt,  dass  ein  Ton  um  so  höher  ist, 
j*  mehr  Schwingungen  der  den  Ton  erzeugende  Köq^er  macht,  je  mehr 
St^Bse  also  in  gleichen  Zeiten  unser  Ohr  treffen. 

Man  kann  die  Sehwingungszahl  ciuer  gespannten  Saite  berechnen;  lässt 
'Q&n  mm  einen  Stab  mit  der  Saite  genau  isochron  schwingen,  oder  bringt 
nian  einen  Ton  dadurch  hervor,  dass  num  ebenso  oft  die  Zilhne  eines  Rades 
Ä^gen  eine  Karte  schlagen  lässt ,  so  haben  alle  diesi»  1\'»ne  die  gleiche  musi- 

1**K»che  Höhe.    Jeder  Ton  entspricht  somit  einer  ganz  bestimmten  Schwin- 
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Muh  kniin  übrigens  auch  bei  Aen  l^eränschen  eino  Tcrochiedene  HOIl^ 
wahmebn^n,  wie  man  aus  folgendem  Versuche  siebt,  M&n  nimnit  siel 
KtSbe  von  hartem  Hoke  gleicher  Dicke  imd  Breite,  aber  verschioalennr 
Länge,  sfj  Uass  beim  Anäuhlagen  diese  .Stäbe  eine  Trunrcihe  Kebeu.  Lfisrf 
man  dann  einen  der  Stäbe  auf  den  B<)den  fallen,  so  liftrt  man  ein  GeriuMfc 
ohne  bestimmten  miiBikaliecben  Charakter;  lÜHBt  man  aber  die  SVihti  nub 
einander  xii  Bnden  fallen,  imd  »war  der  Reihe  nach  die  grossem  xnenrt,  h> 
nnterscheidet  man  auch  bei  diesen  UerSuschen  eine  bestimmte  IlShc. 

3.  Tiine  gleicher  Höhe  kSoncn  auf  das  Ohr  einen  gani  Terechiedraai 
Eindruck  maeheu;  so  unterscheidet  man  deutlich  den  Ton  selbst  bei  gleii^ 
UShe  der  Blas-  und  Streichinstrumente,  bei  den  Bla^inatruuienten  dfdD  in 
Holz-  und  Blechinstrumente. 

Die  Töne  unterscheiden  i^ich  durch  eine  eigentliUmliche  BesehafTeoheit, 
die  man  häufig  al»^  Klang  oder  Klanglarbe  oder  Tonfarfae  bexeiuhnet  ^kl 
fach  wendet  man  auch  dafür  das  französische  Wort  Timbre  aU-  Die  {J^ 
Sache  der  Kiang Verschiedenheit,  welche  schon  Ohm')  in  der  verschied«»« 
Form  der  Schwingungen  «esehen  hatte,  ist  besonders  von  HelmhnlU'^  in 
neuerer  Zeit  untersucht  worden,  er  liat  gezeigt,  dass  dieselbe  in  der  Thit 
von  der  t'orni  der  Schwingungen,  oder  vielmehr  von  den  gleictkzeitig  luf- 
treteiiden  Tönen  bedingt  ist.  Einen  Ton  eraeugt  jede  regeliuäasig  perio- 
diacbe  Wiederkehr  von  Stöasen  in  unser  Ohr;  innerhalb  jeder  Suhwingmig»- 
lieriode  bleibt  die  Bewegimg  dabei  ganz  willkQhrlich ,  wenn  nur  diesetbr 
Bewegung,  welche  innerhalb  der  ersten  Periode  he.itand,  in  den  rolgendt« 
Perioden  in  ganz  gleicher  Weise  wiederkehrt.  Ho  kann  die  H<^hning<UVi 
die  wir  als  Ton  vernehmen,  eine  einfache  sein,  sie  kann  aber  auch  ans  'ler 
Uebereinaiiderlagerung  mehrerer  Schwingungen  bestehen,  deren  jede  eison 
andern  hohem  Tone  entspricht,  welcher  den  gehörten  Ton  begleitet,  welcbu' 
sich  aber  nur  in  soweit  bemerkbar  macht,  dans  er  die  Farbe  de«  Gru&dbnw 
verändert.  In  welcher  Weise  wir  die  einzelnen  Töne  eines  Klanges  erliallen 
können,  werden  wir  in  einem  der  uKchsteu  Paragraphen  besprechen. 

4.  Die  Töne  können  bei  gleicher  Höhe  und  gleicher  tOan^;^!»  aa 
Stärke  oder  Intensität  verschieden  sein.  Verschiedenheit  der  Stärke  erMujfrti 
wir  bei  einer  gespannten  Saite  durch  Aenderung  der  SchwingungMUnpIitudi^ 
oder  was  dasselbe  ist,  durch  Aenderung  der  Schwingungsgeschwindigkut 
bei  ungeänderter  Da\ier  der  Schwingung.  Der  grossem  Ami)litude  entaprirkl 
der  stärkere  Ton. 

Wir  nehmen  iudess  nicht  an,  dass  die  IntenBität  einfach  wie  die  Üf 
schwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung  7.n-  oder  alinehme,  sondern  W 
das  Quadrat  derselben,  indem  wii-  aimehmen,  dass  die  Stärke  des  Sfifaail** 
von  der  Stärke  des  Stossee  abhängt,  welchen  die  bewegten  LafltlieUchan 
unserui  Uehörorgano  ertheilen.  Diu  Stärke  des  Slosses  igt  &ber  proporÜiMUil 
der  lebendigen  Kraft  der  bewegten  Körper,  und  da  diese  bei  gleicher  M«*« 
dem  Quadrate  der  (iesch windigkeit  proiwrÜonal  iat,  so  setcen  wir  difl  b- 
t«nsität  des  Snhalle»  dem  Quailrate  der  tiesch windigkeit  der  achwingvidMl 
Theile  in  dpm  Augenblicke  der  grösrten  Geschwindigkeit  propurtiiUuU. 
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litiTnnng  nnd  Yergleichnng  der  Sahwingungssahlen.  um  die 
igBzahl  von  Tönen  zu  erhalten,  kann  man  sich  entweder  der  Ge- 
Elaaticität  bedienen  oder  der  Toneraeugung  durch  mechanische 
idem  man  letztere  durch  irgend  eine  mechaniacbe  Vorrichtung  di- 

Sirene  von  C&gniard  Latour')  beätimmt  die  Schwingungszahlen 
^kte  Zahlung  der  den  Ton  erzeugenden  ätOsse,  sie  besteht  (Fig.  2t>4) 
cylindrischen  Trommel,  von  der  unten  in  der  Mitte  der  Boden- 
e  Biihre  ü  ausgeht,  mitteb  welcher  der  Apparat  auf  einen  Wind - 
setzt  wird,  und  durch  welche  die  comprimirte  Luft  in  die  Trommel 
ingt.  Die  obere  Platte  der  Trommel  ist  durch  eine  bestimmte 
in  L«cbem,  welche  auf  .dem  Uinfunge  eines  Kreises  liegen,  diirch- 
ie  Lücher  sind  alle  gleichweit  von  einander  entfernt  und  alle  nach 
lichtimg  schief  gebohrt,  so  dass  die  Oeffiiungeu  alle  z.  B.  von 
1  rechts  aufeteigemle  unter  einem  bestimmten  Winkel  gegen  die 
geneigte  Kanüle  durch  die  Platte  bilden. 

ittelbar  über  der  die  Trommel  deckenden  Platte  befindet  sich  eine 
itto,  welche  un  der  Axc  AF  (Fig.  255)  befestigt  ist  und  mit  die- 
.ich  drehen  kann.  Uin  die  Platte  möglichst  leicht  beweglich  in 
ist  die  stählerne  Ajte  AF  unten  bei  a  (Pig.  254)  in  ein  Zapfen- 
Messing  gestellt,  und  oben  durch  die  Schraube  A,  deven  Spity.e 
mische  Vertiefung  der  Axe  passt,  lose  gehalten.  - 


Platte  C  (Fig.  255)  hat  ebenfalk  auf  einem  Kreise  IC  Löcher,  so 
Iben  sieh  auf  die  Löcher  der  untern  Platte  legen  und  die  Trommel 
ussem  Luft  in  Verbindung  setzen  kfinnen,  oder  bei  einer  kleinen 
der  obern  Scheibe  den  Z wisch cnräiimen  der  imtem  Scheibe  ent- 
die  Trommel  also  verach Hessen.  Bilden  die  Lücher  die  Fortsetzung 
;r  der  untern  Platte,  so  kann  die  in  die  Trommel  getriebene  ver- 
juft  nach  aussen  entweichen;  entsprechen  die  Löcher  den  Zwischen- 

e  XU  ot  XVIII.  Pog- 
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räumen  zwischen  den  untern  Lochern,  so  ist  die  Trommel  abgesperrt,  die 
Luft  kann  nicht  entweichen.  Die  Löcher  sind  schief  durch  die  Platte  j^'»^- 
bohrt,  aber  nach  entgegengesetzter  Richtung  als  die  untern  Lücher;  also 
wenn  diese  von  links  nach  rechts  durch  die  untere  Platte  aufsteigende  Ka- 
näle bilden  (Fig.  25G),  so  bilden  die  Löcher  der  obem  Platte  von  rechts 
nach  links  aufsteigende  Kanäle.  Durch  diese  Art  der  Durchbohrung  wird 
nun  bewirkt,  dass  die  Scheibe  C  durch  den  Luftstrom  selbst  zum  R4)tirt'n 
gebnicht  wird,  der  zu  den  Löchern  austritt,  wenn  cfie  obem  Löcher  auf  den 
untern  stehen;  denn  der  in  den  imtem  Löchern  von  links  nach  rechts  auf- 
steigende Luftstrom  stösst  gegen  die  Wände  der  obem  Löcher  und  ertheüt 
dadurch  der  Scheibe  eine  Drehung,  welche  derjenigen  des  Zeigers  einer  llhr 
entgegengesetzt  ist.  Die  Geschwindigkeit  der  obem  Scheibe  wird  dadurch 
um  so  gi'össer,  je  stärker  der  Druck  der  Luft  in  der  Trommel  ist.  Durch 
Kegulirung  des  Luftstromes  kami  man  daher  der  Scheibe  eine  ganz  be- 
stimmte Geschwindigkeit  geben. 

Dreht  sich  mm  die  Scheibe  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit,  su 
wird  bei  16  Löchern  bei  jeder  Umdrehimg,  da  alle  obem  Löcher  zugleich 
auf  alle  untern  zu  stehen  kommen,  16  mal  die  Trommel  geöffnet  und  Iß  mal 
geschlossen.  Die  von  unten  in  die  Tronmiel  geftlhrte  verdichtete  Luft  kann 
also  16  mal  durch  die  obere  Platte  entweichen  und  ebenso  wird  IC  mal 
der  Luftstrom  unterbrochen.  Wii*  erhalten  somit  bei  jeder  Umdrehung  IC 
Verdichtungen  der  Luft  llber  der  Scheibe  und  beim  Verschluss  d^r  untern 
Löcher  16  Verdtlnnungen,  also  bei  jeder  Umdrehung  16  Schwingimgen  der 
Luft,  welche  sich  als  16  Wellen  in  die  umgebende  Luft  fortpflanzen. 

Wenn  wir  demnach  durch  diese  Schwingungen  einen  bestimmten  Ton 
hervorgebracht  haben,-  können  wir  aus  einer  Beobachtung  der  ümdreliung»- 
zahl  der  Scheibe  die  Schwingungszahl  des  gehörten  Tones  unmittelbar  ab- 
leiten. 

Um  nun  die  Umdrehungszahl  der  Scheibe  zu  erhalten,  ist  in  die  Axe 
AF  bei  s  eine  Schraube  ohne  Ende  eingeschnitten,  welche  in  ein  Zahnrad -B 
(Fig.  254)  eingreift  und  dieses  bei  jeder  Umdrehung  um  einen  Zahn  dreht 
An  der  Axe  des  Rades  ist  ein  Zeiger  befestigt,  der  auf  dem  Zifferblatte 
(Fig.  255)  die  Umdrehungen  der  Scheibe  angibt.  Das  Bad  hat  100  Zähne, 
bei  100  Umdrehungen  der  Scheibe  dreht  es  sich  somit  einmal  henim  und 
die  Spitze  des  Zeigers  durchläuft  einmal  den  Umfang  des  2iifferblattes.  Die- 
ses ist  in  100  Theile  getheüt,  die  an  ihm  befindlichen  Zahlen  geben  aL^ 
die  einzelnen  Umdrehungen  des  Rades  an.  Eine  Umdrehung  des  Zeigers 
gibt  also  16  .  100  "N^brationen  an. 

Hat  sich  das  Rad  E  einmal  vollständig  gedreht,  so  greift  ein  Vor- 
sprung H^  der  am  Umfange  des  Rades  befestigt  ist,  in  die  Zähne  dw 
Rades  G  und  bewirkt,  dass  der  an  der  Axe  dieses  Rades  befestigte  Zei^jer 
auf  seinem  Zifferblatte  um  einen  Theilstrich  w,eiter  rückt,  jeder  Theüstricß 
dieses  Zifferblattes  gibt  also  100  Umdrehungen  der  Scheibe  oder  ICOO 
Schwingungen  an.  Hat  man  sonach  während  einer  Zeit  T  eine  Bewegung 
des  Zeigers  auf  dem  zweiten  Zifferblatte  um  n  Theilstriche  beobachtet  un« 
auf  dem  ersten  n\  so  ist  die  Anzahl  der  während  der  Zeit  T  staitgefnn 
denen  Schwingimgen 
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id  die  Sehwingiingszahl  des  Tones,  wenu  T  in  Sekunden  gegeben  ist, 

N 

Die  beiden  gezahnten  Bäder  sind  auf  der  einen  Platte  des  Gehäuses, 
welchem  sie  eingeschlossen  sind,  befestigt.  Diese  Platte  ist  ein  wenig 
rschiebbar,  und  drückt,  man  auf  die  Fig.  255  zur  Rechten  befindliche 
hraube  «,  so  wird  die  Platte  imd  damit  die  gezahnten  Räder  so  weit  zur 
nken  verschoben,  dass  die  Schraube  ohne  Ende  nicht  in  das  Zahnrad  J^J 
igreift.  In  dieser  Lage  wird  dann  die  Platte  durch  die  oben  auf  dem 
sbäuse  befindliche  Feder,  deren  Vorsprung  in  einen  Ausschnitt  der  Platte 
Igreift,  festgehalten.  Wenn  sich  also  auch  jetzt  die  Scheibe  dreht,  so 
wegen  sich  doch  die  Räder  und  Zeiger  nicht.  Drückt  mau  dann  auf  die 
;der  /*,  so  springen  Platte  und  Räder  in  ihre  frühere  Lage  zurück  und  die 
ider  und  Zeiger  bewegen  sich. 

Um.  nun  mittels  der  Sirene  die  Schwingungszahl  eines  Tones  zu  be- 
inunen,  bewirkt  man  zunächst,  dass  beide  Zeiger  auf  0  stehen.  Dann 
erden  sie  ausgelöst  und  man  setzt  durch  einen  Luftstrom  die  Sirene  in 
Bwegung.  Der  Ton  ist  anfangs  tief,  wird  aber,  da  die  Bewegung  der 
sheibe  eine  beschleunigte  ist,  immer  höher.  Durch  Regulirung  des  Luft- 
romes  bringt  man  dann  den  Ton  bervor,  dessen  Schwingungszahl  man 
itersuchen  will,  und  drückt,  wenn  er  constant  geworden  ist,  zu  einer  ganz 
stimmten  Zeit  auf  die  Feder  f.  Dadurch  werden  die  Räder  eingeschaltet 
id  die  Zeiger  bewegen  sich.  Nach  einer  bestimmten' Zeit  drückt  man  auf 
in  Knopf  a  und  schaltet  so  die  Räder  wieder  aus  und  liest  sowohl  die 
heilstriche  n  auf  dem  Zifferblatt  des  Rades ^  ab,  als  die  n  auf  dem  an- 
em  imd  hat  somit  alle  Daten,  die  erforderlich  sind,  um  die  Schwingungs- 
ilil  V  zu  bestinunen. 

Savart  wandte  zu  seinen  Versuchen,  um  die  Grenze  der  Wahmehm- 
arkeit  der  Töne  zu  bestinmien,  ein  anderes  Verfahren  an  ^).  Er  ersetzte 
ie  Sirene  durch  ein  in  schnelle  Rotation  versetztes  gezahntes  Rad,  dessen 
ahne  gegen  eine  Karte  oder  ein  keilförmiges  zugeschnittenes  Blättchen 
)n  leichtem  Holze  schlugen.  Jeder  Schlag  entspricht  einer  eimnaligen 
effhung  der  Sirene,  also  einer  Schwingung,  aus  der  Anzahl  der  Zähne  des 
ides  imd  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  desselben  erhält  man  also  durch 
Qe  einfache  Multiplication  die  Anzahl  der  einem  bestimmten  Tone  ent- 
rechenden Schwing\mgen. 

Die  Umdrehungen  des  Rades  werden  auch  hier  durch  einen  Zähler 
n  gleicher  Einrichtung  wie  derjenige  der  Sirene  bestimmt. 

Duhamel  hat  es  versucht,  die  Schwingungen  zu  zählen,  indeni  er  die 
137  schon  besprochene  graphische  Methode  anwandte^).  Der  schwin- 
nde  und  tongebende  Körper,  z.  B.  ein  schwingender  Stab,  wird  an  seinem 
ide  mit  einer  feinen  Spitze  versehen  und  vor  ihm  ein  Glascylinder  ge- 
eht,  der  durch  Russ  mit  einem  leicht  fortzunehmenden  Ueberzuge  ver- 
ben  ist.     Die  Spitze  berülii*t .  den  Cylinder  nur  ganz  leicht.     Wenn  nun 


*)  Savart  y  Ueber  die  Empfindlichkeit  des  menschlichen  Gehöres.   Annales  de 
»im.  et  de  phys.  T.  XLIV.  Poggend.  Ann.  XX. 
^  Duliamel,  L'lnstitut  184U.  p.  19  u.  41. 
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der  Stab  nicht  schwingt,  so  zieht  die  Spitze  auf  dem  Cylinder,  der  sich  b« 
der  Drehung  zugleich  langsam  hebt  oder  senkt,  eine  einfache  Spirallinie 
wenn  aber  der  Stab  schwingt,  so  erhält  diese  Spirallinie  eine  Wellenfom 
und  jeder  Welle  entspricht  eine  Schwingung  des  Stabes.  Wenn  der  Cjlin 
der  durch  irgend  eine  mechanische  Vorrichtung  in  eine  stetige  Rotation  ver 
fsetzt  wird  und  durch  irgend  eine  andere  ZUhl Vorrichtung  die  Umdrehung, 
geschwindigkeit  bestimmt  werden  kann,  so  genllgt  es,  die  LSnge  der  Spiraj. 
linie  zu  messen  und  die  Anzahl  der  Wellen  zu  xShlen,  um  die  Schwingung^. 
zahl  zu  erhalten.  Habe  z.  B.  die  Walze  ftlnf  Umdrehungen  in  der  Setumfc, 
und  beobachtet  man,  dass  die  Spirallinie  genau  2,s  Umfönge  der  Walze  be- 
trägt, so  gibt  die  Zahl  der  Wellen  auf  derselben  die  Schnihgiingszabl  lb 
einer  halben  Sekunde  an,  die  doppelte  Zabl  also  die  SchwingungKzahl  du 
Tones. 

Duhamel  und  spüter  Wertlieiui  wandten  indeü^  dichtes  Verfahren  haapt- 
slichlieh  dazu  an,  um  die  Schwingung  »zahlen  zweier  Töne  zu  vergleiche. 
Zu  dem  Ende  braucht  man  die  DrehungHgesch windigkeit  der  Walze  Dicht 
einmal  zu  kennen. 

Man  bringt  nur  die  beiden  Stabe  oder  schwingenden  Körper  nahe  bei 
einander  an,  so  dass  sie  ihre  Scliwingungcn  auf  einer  und  dersellien  Wal» 
gleichzeitig  abzeichnen. 

Man  hat  dann  nur  die  auf  gleichen  Litngen  der  beiden  Spiralen  beGml. 
liehen  Wellen  zu  zühlen,  und  da  diese  in  gleichen  Zeiten  von  deu  beides 
schwingenden  Körpern  beschrieben  sind,  so  ist  das  VerhSltniss  der  beiden 
Zahlen  genau  das  der  Seh wingungs zahlen  der  TOne. 

Die  andere  Methode',  um  die  Scliwingungszahlen  der  Töne  zu  b««lJii- 
men,  beruht  auf  der  Anwendung  der  Elasticitätsgesetxe,  welche  uns  nad 
dem  vorigen  Abschnitte  die  Seh  wingungs  zahl  eines  gegebenen  Körper»  « 
seiner  Beschaffenheit  -fo.  berechnen  gestatten.  Sie  ist  besonders  bequem, 
um  die  Schwingungszahlen  der  T<ine  zu  vergleichen,  und  da,  wie  wir  sehen 
werden,  aus  der  Schwingungezahl  eines  Tones  sich  die  aller  Übrigen  \*r 
rechnen  liisst,  so  wendet  man  diese  Methode  fast  immer  zur  Bestdmniiiiig 
der  Schwingungszahl  der  Töne  an. 

Das  gebräuchlichste  auf  dieser  Methode  beruhende  Verfahren  ist  die 
Bestimmung  der  Seh  wingungs  zahlen   mittels  des   Monochordes,   einer  auf    , 


Fig,  857. 


einem  Kasten  von  trocknem  Holze  aulgespannten  Saite  (Fig.  257).  ^ 
Saite  ist  bei  <x  mittels  einer  Schraube  befestigt  und,  um  eine  gensa  be- 
stimmbare Lßnge  derselben  zu  den  Versuchen  zu  verwenden,  Ober  die  Iti- 
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Aka  scharfen  Stege  3s'  gelegt  imtl  dann  über  (üe  Rolle  71  geführt,  welche 
sich  mit  möglichst  wenig  Reibung  in  ihrem  Zapfenlager  dreht.  In  deiD  an 
dem  Ende  der  Saite  befestigten  Häkchen  h  können  verschiedene  epaanende 
Gewichte  befestigt  werden.  Der  Abstand  ss  zwischen  den  beiden  Stegen 
ist  in  1000  gleiche  Theüe  getheilt  und  ein  auf  dem  Brette  des  Monochords 
verschieb hiir er  Steg  gestattet  von  der  Saite  beliebige  Stücke  schwingen  tn 
lusen. 

Um  nun  die  Sühwingiingszahl  eines  Tones  zu  bestimmen,  stimmt  man 
EunSchBt  das  Monochord  nach  dem  betreffenden  Ton,  sei  es  dem  einer  Stimm- 
gabel oder  irgend  einen  andeni  Instriimontes,  indem  man  daa  spannende 
(lewicht  oder  die  LUnge  der  Saite  so  lange  Sndert,  bis  sie  bei  einfachem 
Anschlagen  oder  Anstreichen  mit  dem  Geigenbogen  genau  den  Ton  der 
Qabel  angibt. 

Aus  der  beobachteten  LiLnge  der  Saite,  dem  spannenden  Gewichte  und 
dem  Gewichte  der  Längeneinheit  der  Saite  erbalt  man  dann,  wenn  die  Steilig- 
keit  der  Saiten  nicht  l)eauhtet  ia  werden  braucht,  die  Sebwingnngezabl  nach 
der  Formel  des  §.  132  

worin  l  die  I.Snge  der  Saite,  P  das  spannende  Gewicht,  q  den  Querschnitt 
und  s  das  spccifisdie  Gewicht  der  Saite,  also  q  .  s  das  Gewicht  der  Längen- 
einheit bedeutet. 

Man  wendet  meist  zu  dem  Monochord  Motallsaiten  an,  da  diese  regel- 
mSsüiger  zu  bearbeiten  sind  als  andere  und  da  sie  bei  gleicher  Spannung 
nicfat  80  leicht  Aenderungen  ausgesetzt  sind  durch  den  Feuchtigkeitsgehalt 
der  linfi.  Sind  jedoch  diese  Saiten  nicht  sehr  dUnn  und  nicht  vollkommen 
biegsam,  wie  z,  B.  die  Stahlsaiten,  die  zu  den  Klavieren  benutzt  werden, 
SO  mnss  man  zur  Berechnung  der  Scfawingungazahlon  die  vollständigere 
Formel  von  Seebeck  anwenden,  in  welcher  auf  die  Steifigkeit  der  Saiten 
Bflcksiclit  genommen  ist. 

Eine  andere  Methode,  welche  Scheibler ')  angewandt  hat,  um  mittels 
des  Monochords  nur  durch  Versuche  die  absolute  Schwingungszatd  der  1'Cmo 
zu  bestimmen,  werden  wir  erst  im  nächsten  Kapitel  bei  Abhandlung  der 
Btfisse  und  C'ombinationstSne  kennen  lernen  ki'mnen. 


§.  M7. 

Von  dem  Verbältnies  der  Töne  und  den  Intervallen.    Man  kann 

nun  auf  die  verschiedenste  Weise  und  mit  den  Vf-rüchiedensten  Instrumenten 
TBne  gleicher  HOhi  hervorbringen.  Nimmt  man  z.  B.  den  Ton  eine»  ge- 
krümmten Stabes  und  bringt  auf  der  Sirene  oder  mittels  gezähnter  lUder, 
oder  mittels  gespannter  Saiten  den  Ton  hervor,  so  findet  man  stets  bei 
Messung  der  SchwingiiniTszahlen,  wie  verschieden  auch  die  Klangfarbe  alkr 
dieser  T'ln»  sein  mag,  dass  sie  doch  alle  dieselbe  SdiwingungRzahl  haben. 
Wir  folgern  daraus  das  erste  Goscta  der  Tonlehre: 

')  Tcbcr  Sdieibter'n  Versuche,   ßoeber  in  Poggend.  Ann.  Bd.  33  und  in  Dovc*» 
i:*pcrtorinin.  Üd.  Ul. 
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Allen  Tönen  gleicher  Höbe,  welches  auch  der  schwingende  Körper  sei, 
welcher  sie  veranlasst,  entsprechen  gleiche  Schwingungszahlen,  und  um- 
gekehrt, gleichen  Schwingungszahlen  entsprechen  immer  gleiche  Tonhöhen. 

Daraus  folgt,  dass  ein  gegebener  Ton  seiner  Höbe  nach  bestimmt  ist 
durch  die  Zahl  n  seiner  Schwingungen,  und  dass  man  ihn  mittels  derselbdi 
bezeichnen  kann. 

Töne  verschiedener  Schwingungszahlen  sind  verschieden,  das  VerhSlt- 
niss  ihrer  Schwingungszahlen  nennt  man  ein  Ton  Verhältnis  s  oder  Intenall. 

Wenn  man  zugleich  zwei  Töne  verschiedener  Höhe  hervorbringt  und 
anhalten  lässt,  so  kann  das  Zusammenklingen  derselben  auf  unser  Ohr  ent- 
weder einen  angenehmen  Eindruck  machen  oder  einen  nicht  so  angenehmen. 
In  dem  ersten  Falle  nennt  man  das  Zusammenklingen  der  Töne  oder  den 
Accord  consonirend,  im  zweiten  Falle  dissonirßnd.  Je  weniger  angenehm 
der  Accord  unser  Ohr  ftlr  sich  allein  stehend  berührt,  um  so  dissonirender 
ist  derselbe. 

Es  gibt  nun  eine  grosse  Menge  verschiedener  Accorde,  welche  alle  in 
der  Musik  gebraucht  werden,  das  Ohr  unterscheidet  sie  als  angenehm  oder 
weniger  angenehm ,  und  darnach  ist  denselben  in  der  Musik  ihre  Stelle  an- 
gewiesen. Die  Aufgabe  der  Physik  ist  es,  zu  imtersuchen,  worin  die  Accorde 
sich  unterscheiden.  Nehmen  wir-z.  B.  einen  häufig  gebrauchten  Accord, 
den  Zweiklang  von  c  und  e  der  gewöhnlichen  Tonleiter,  so  sagt  uns  unser 
Ohr  zimächst,  dass  dieser  Accord  mit  denselben  wesentlichen  Eigenschaften, 
mit  wesentlich  demselben  Eindruck  auf  unser  Ohr  sowohl  zwischen  hohen 
als  tiefen  Tönen  bestehen  kann,  dass  er  ebenso  zwischen  je  zwei  andern 
Tönen  der  Tonleiter  d^  fis  u.  s.  w.  bestehen  kann.  Es  folgt  daraus,  der 
Accord  ist  unabhängig  von  der  Höhe  der  ihn  zusammensetzenden  Töne,  abo 
unabhängig  von  ihrer  absoluten  Schwingungszahl.  Wenn  man  nun  aber  in 
allen  den  verschiedeneu  Fällen  die  Schwiugungszahlen  der  den  Accord  za- 
sammensetzeiulen  Töne  bestimmt,  so  findet  man,  dass  dieselben  stete»  im 
Verhältnisse  von  4  zu  5  zu  einander  stehen,  und  ebenso  auch  lungekebrt, 
dass  ein  Accord,  dessen  Töne  Schwinguugszahlen  im  Verhältnisse  von  4  zu  5 
zu  einander  stehen,  stets  als  derselbe  erscheint.  Gleiches  gilt  für  alle  üb- 
rigen Accorde.  Wir  erhalten  demnach  als  zweites  Gesetz  der  Tonlehre 
folgendes: 

Jeder  musikalische  Accord  zwischen  zwei  Tönen  ist  bestimmt  und  kann 
dargestellt  werden  durch  das  Verhältniss  der  beiden  Schwingungszahlen  -< 
der  compofiirenden  Töne. 

Ist  das  Verhältniss  — »  der  Einheit  gleich ,  so  sind  die  beiden  Töne  im 

n  " 

Einklang;   ist  es  verschieden,   so  sind  sie  an  Höhe  verschieden  und  «war 

imi  so  mehr,  je  mehr  dies  Verhältniss  von  der  Einheit  verschieden  ist  ö' 

musikalisches  Intervall  ist  unabhängig  von  der  absoluten  Anzahl  der  Schein* 

gungen,  es  wird  nur  bestimmt  von  dem  Verhältniss  derselben. 

Um  zu  entscheiden,  welche  Intervalle  consonirend  sind,  welche  nicb'' 
mtlssen  wir  untersuchen,  wie  sich  die  Intervalle  der  von  der  Musik  als  die 
consonireudsten  angenommenen  Accorde  verhalten.  Es  sind  dieses  die 
Octave,  in  der  gewöhnlichen  Dur-Tonleiter  c  und  c^,  die  Sexte  c  nn^^ 
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die  Quinte  c  und  //,  die  Quarte  c  und  /*,  die  grosse  Terz  c  iind  e,  und 
die  kleine  Terz  c  und  es.  Eine  Vergleich ung  der  Schwingungszahlen  hat 
nun  ergeben,  wenn  man  von  dem  tiefsten  Tone  der  Reihe  ausgeht,  und 
dessen  Schwingungszahl,  wo  der  Ton  sonst  seiner  absoluten  Höhe  nach 
auch  liegen  mag,  gleich  1  setzt: 

Für  die  Octave  das  Verhältniss  —  =  Vi 


„  „  bexte  „  „ 

„  „  Quinte  „  „ 

„  „  Quarte  „  „ 

„  „  grosse  Terz  „  „ 

„  „  kleine  Terz  „  „ 


=  -y-i 

/5- 

Das  heisst  die  Octave  macht  zwei  Schwingungen,  wenn  der  Gnindton 
eine  macht,  die  Sexte  5,  wenn  der  Gnmdton  3,  oder  %,  wenn  letzterer  1 
vollftthrt  u.  s.  f. 

Es  folgt  daraus,  wenn  man  zwei  Töne,  deren  Schwingungszahlen  sich 
verhalten  wie  zwei  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  1,  2,  3,  4,  5,  6  zu- 
sammenklingen lässt,  dass  man  dann  einen  consonirenden  Accord  erhält. 

Man  theilt  diese  Accorde  in  vollkommene  und  unvollkommene  Conso- 
nanzen.  Die  vollkommenen  sind  die  Octave  und  die  Quinte,  welche  den 
Verhältnissen  1,  2,  3  entsprechen,  die  übrigen  sind  die  unvollkommenen 
Consonanzen.  Wir  sehen  demnach,  eine  Consonanz  ist  um  so  vollkommener, 
je  einfacher  das  Schwingungsverhältniss  der  sie  componirenden  Töne  ist, 
ein  Accord  wird  um  so  dissonirender,  je  complexer  das  Verhältniss  der 
Zahlen  ist,  welche  ihn  zusammensetzen.  So  gilt  die  Sekunde  %  und  noch 
mehr  die  kleine  Sekunde  ^'/jj  als  Dissonanz. 

§.  148. 

Von  den  mehrfachen  Accorden.  Aus  dem  Gesetze  der  Consonanz 
lässt  sich  nun  leicht  voraussehen,  welche  mehrfach  zusammengesetzte  Ac- 
corde auf  unser  Ohr  einen  wohlthuenden  Eindruck  machen,  welche  als  Con- 
sonanzen wirken,  und  welche  als  Dissonanzen  eine  Auflösung  verlangen. 
Consonirende  Accorde  können  nur  solche  sein,  in  denen  alle  Töne  in  ein- 
fachen Verhältnissen  zu  einander  stehen. 

Wir  wenden  zur  Bestimmung  der  Tonverhältnis  so  die  erwähnte  5e- 
zeiehnungsweise  an,  die  Schwingungszahl  eines  Tones,  und  zwar,  wenn 
^chts  anderes  bemerkt  wird,  des  tiefsten,  wird  gleich  1  gesetzt.  Jeder  der 
folgenden  Brüche  bezeichnet  einen  Ton  imd  zwar  denjenigen,  welcher  die 
^urch  den  Bruch  angedeuteten  Schwingungen  vollführt,  wenn  der  mit  1 
bezeichnete  Ton  eine  Schwingung  vollführt,  oder  der  in  derselben  Zeit  die 
^ßi  Zähler  angegebenen  Schwingungen  zurücklegt,  wenn  der  Grundton  die 
^^  Nenner  stehende  Anzahl  von  Schwingungen  zurücklegt. 

Nach  dem  Vorigen  können  also  nicht  consonirend  sein 

Prim  Terz  Quart  1  :  %  :  % 
Prim  Quart  Quint  1  :  %  :  % 
Prim   Quint    Sext      1  :  %  •  %  ? 
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denn  wenn  auch  die  beiden  ersten  Töne  dieser  Accorde  consonirend  sind, 
so  sind  es  nicht  die  beiden  letzten,  da  diese  den  Verhältnissen  *7i5»  %» ^'s 
entsprechen.  ' 

Consonirend  sind  die  Accorde 

1)  Prim   grosse  Terz    Quint    1  :  %  '  % 

2)  Prim   kleine  Terz    Quint    1  :  %  :  % 


3)  Prim   grosse  Terz   Sext      1  .  A  :  % 


3 


4)  Prim   Quart  Sext      1  :  %  :  %; 

denn  in  allen  diesen  Fällen  sind  diese  Töne  sowohl  mit  dem  Grundtone  als 
unter  sich  in  Consonanz,  denn  bei  den  beiden  letzten  Tönen  haben  wir 

in  1)  grosse  Terz   Quint    %  :  %  =  5  :  6 


„  2)  kleine  Tei-z  Quint  % 
„3^  grosse  Terz  Sext  % 
„  4)  Quart  Sext     -% 


%  =  4  :  5 
%  =  3  :  4 
%  =  4  :  5. 


Die  Accorde  3  und  4  sind  übrigens  nur  Umkehrungen  der  Accorde  1 
und  2,  denn  multipliciren  wir  in  3  die  Töne  1  und  %  mit  2,  setzen  also 
fllr  diese  Töne  die  mit  ihnen  vollkommen  consonirenden  Octaven,  so  er- 
halten wir  für  3 

9      10/       5/ 
^)      Ut     /3» 

oder  setzen  wir  jetzt  %  als  Grundton,  also  seine  Schwingungszahl  gleich  1, 

1.6/    .3/ 
-*■  •    /5  •    /2' 

Multipliciren  wir  in  4  nur  die  Prim  mit  2  und  dividiren  dann  alle 
Zahlen  mit  *%,  das  heisst,  machen  wir  die  Quart  zum  Grundton,  so  er- 
halten wir 

1.5/    .  3/ 

Der  Accord  3  ist  also  nur  eine  Umkehrung  von  2 ,  imd  der  Accord  4 
eine  Umkehrung  von  1. 

Ausser  den  angegebenen  4  consonirenden  Accorden  erhalten  wir  durch 
nochmalige  Umlagerung  der  beiden  Accorde  1  und  2  noch  zwei  weitere  con- 
sonirende  Accorde;  indem  wir  nämlich  den  Accord  1  ebenso  umlegen,  wie 
der  Accord  3  aus  2  entstanden  ist,  also  nur  ftlr  die  Prim  ihre  höhere  Octave 
einsetzen,  bekommen  wir  den  fünften  Accord 

'%  %,  2, 

oder  indem  wir  diesen  Accord  vom  Grundton  uns  gebildet  denken,  erhallen 
wir  durch  Multiplication  aller  Zahlen  mit  % 

■^i     /5»    /5' 

Dass  von  diesen  drei  Tönen  der  zweite  mit  dem  ersten,  der  dritte  mit 
dem  zweiten  in  Consonanz  sind,  ergibt  sich  unmittelbar,  da  es  die  Inter- 
valle %  und  Yg  sind,  dass  der  dritte  mit  dem  ersten  consonant  ist,  folgt 
aus  den  im  vorigen  Paragraphen  angeführten  Intervallen  nicht;  wir  können 
es  aber  schon  aus  der  Bemerkung  ableiten,  dass  die  Octave  mit  dem  Grund- 
ton  die  vollkommenste  Consonant.  bildet,  imd  dass  deshalb  ein  Intervall 
nicht  dissonirend  wird ,  wenn  wir  den  Grundton  durch  seine  Octave  ersetzen. 


Diu  Tonleiter. 

Dft  nun  iJas  Intoi-vall  *.,  nichts  anderes  ist  als  die  Unilagenuig  der  Tei-z, 
indem  wir  den  Gnindton  durch  die  Octave  ersetzen,  so  folgt,  das8  auch 
dieses  Intervall  cnnsonirend  ist.  Wir  werden  im  Uebrigen  sofort  bei  Ab- 
leitung der  Tonleiter  dieses  Intervall  als  ein  Sextenintervall  kennen  lernen. 
Lagern  wir  den  Acoord  2  in  derselben  Weise  um,  wie  wir  Kur  Bildung 
von  4  den  Accord  1  umlagerten,  setzen  wir  also  für  Onindton  und  kleine 
Ter/,  die  höhere  Octave,  so  erhalten  wir  als  sechsten  Accord 

nnd  bilden  wir  jetzt  diesen  Accflrd  anstatt  von  der  Qiiint  von  dem  Grimd- 
toD,  indem  wir  alle  ZaUen  mit  %  multipüciren,  so  erhalten  wir 

1. 7.,  "/.>-%• 

Nach  der  soeben  gemachten  Bemerkung  wird  man  auch  diesen  Accord 
sofort  als  coAsonirend  erkennen. 

Man  nennt  die  consonir enden 'Accor de,  welche  aus  drei  Tßnen  zusani- 
meogesetzt  sind,  welche  im  Verhältnisse  1  ;  "/^  :  \  oder  1  ;  ^/^  :  %  stehen, 
Dreilditnge  und  zwar  den  Dreiklang  mit  der  grossen  Terz  den  grossen  oder 
Dardreiktang,  den  mit  der  kleinen  Terz  den  Molldreiklang;  sie  sind  mit 
ihren  beiden  Umlagerungon  die  einaigen  eonaonirenden  Accorde,  die  sich 
aas  der  Reihe  der  harmonischen  Töne  ergeben.  Die  Accorde  3  und  5, 
welche,  der  erstere  aus  dem  Molldreiklange,  der  zweite  aus  dem  Durdrei- 
klange, durch  Ersätzen  des  Gnmdtones  durch  die  höhere  Octave  entstanden 
gedacht  sind,  heissen  die  Tensextaccorde  oder  schlechthin  Seitaccorde,  die 
beiden  andern  die  Quartsextaccorde  jedesmal  desjenigen  Dreiklanges,  aus 
dem  sie  entstanden  sind. 

Die  beiden  Dreiklänge  sind  aus  ganz  gleichen  Intervallen  aufgebaut, 
beide  aus  einer  grossen  und  einer  kleinen  Terz,  der  einzige  Untorschiod  ist 
der,  das»  beim  Durdrei  klänge  die  beiden  unt*rn,  beim  Üoll  drei  klänge  die 
beiden  obern  Tiiiie  das  Intervall  der  grossen  Tera  bilden. 

Auf  die  Frage,  warum  aar  diese  und  keine  luidern  Intervalle  und  Ac- 
corde consonirend  sind,  kommen  wir  im  nScbsteu  Kapitel  uochmali«  zurllck, 
wenn  wir  die  Wahrnehmung  der  T3ne  Überhaupt  besprechen,  es  genOgt 
ans,  an  dieser  Stelle  die  erfahrungsgemSHs  bestimmten  consonirenden  Ac- 
corde und  Intervalle  zu  kennen. 


§.  149. 

Die  Tonleiter,  .\usser  den  haimoniHchen  TOnen  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
oder  wenn  wir  für  die  hOhem  Tüne  dieser  Reihe  die  tiefem  Octaven  (in- 
«letzen,  so  dass  alle  Scbwingungszahlen  entsprechen,  welche  zwischen  1 
nnd  2  liegen,  den  Tönen  I,  %,  %,  %,  %,  ■%,  2,  sind  in  der  Musik  noch 
viele  andere  gebräuchlich,  welche  zwischen  diesen  eingeschaltet  werden; 
die  Mnsik  ordnet  dieselben  in  eine  Reihe,  welche  den  Namen  Tonleiter 
fuhrt.  Wenn  wir  den  Gmndton  1  mit  c  be>ieichnen,  so  ist  die  sogenannle 
diatonische  Durt^nleiter 
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Ausser  der  Terz,  Quart,  Quint,  Sext  tritt  noch  die  Sekunde  %  = 
und  die  Septime  ^%'  =  h  hinzu.  Von  der  Octave  c^  wiederholt  sich  di 
Reihe  einfach,  indem  ebenso,  wie  die  Octave  die  Verdoppelung  des  Grun(i 
tones  ist,  so  auch  in  der  weitem  Tonreihe  die  folgenden  Töne  die  Verdoji 
pelungen  der  entsprechenden  Töne  in  den  nächst  tiefem  Octaven  sind,  üe 
diese  hohem  Octaven  zu  bezeichnen,  werden  wir  rechts  unten  die  Zahle 
1,  2  ...  an  die  Buchstaben  setzen,  welche  die  Töne  unserer  Grundocta^ 
angeben;  diese  Zahlen  sind  dann  jene  Potenzen  von  2,  mit  welcher  wir  (K 
Töne  der  Gnmdoctave  multipliciren  müssen,  um  den  Ton  der  entspreche 
den  Octave  zu  erhalten.  Tiefere  Octaven  bezeichnen  wir  dadurch,  dass  V| 
der  unten  rechts  geschriebenen  Zahl  das  negative  Vorzeichen  geben,  ^ 
deutend,  dass  wir,  um  zu  diesen  Tönen  zu  gelangen,  diejenigen  der  Gniu, 
octave  mit  der  von  der. Zahl  angegebenen  negativen  Potenz  von  2  miij/j 
pliciren  resp.  durch  die  betreffende  Potenz  von  2  dividiren  müssen. 

Man  hat  viel  darüber  gestritten,  wie  diese  Tonleiter  entstanden  sei 
es  ist  indess  wahrscheinlich,  dass  sie  sich  allmählig  durch  das  musikalische 
Bedürfniss  gebildet  und  erweitert  hat,  und  dass  nicht  theoretische  Entwick- 
lungen darauf  geführt  haben.     Indess  kann  man  dieselbe  auf  mehrfache 
Weise  entstanden  denken. 

Setzt  man  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  fort,  indem  man  z.  B.  die 
Saite  des  Monochords,  deren  Schwingungen,  wenn  sie  ungetheilt  schwingt, 
mit  1  bezeichnet  werden,  immer  weiter  nach  der  Reihe  der  natürhchen 
Zahlen  theilt,  so  erhält  man  Töne  mit  den  Schwingungszahlen 

7,  8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  16, 

imd  durch  Division  durch  die  verschiedenen  Potenzen  von  2 ,  um  die  üefera 
Octaven  der  Töne  zu  erhalten,  so  dass  sie  in  die  Octave  1  —  2  fallen 

1   9/   10/   11/   12/   13/   7/  14/   15/   o 

•*■)  /8»   781   /8?  •  /8»   /8»  /4  /S?   /S'  ^» 

oder  mit  den  vorigen  1,  %,  %^  %,  %  zusammen 

1      9/       5/       11/       3/       13/       7/       15/       9 

■*■?     /'8i     /4i       /8»     /IM       /8i     /4»       /8»    ^7 

also  die  Töne 

cd     e     —    g     —    —    h     c^. 

Nun  unterscheiden  sich  die  Töne  ^Vg  und  %  oder  %  und  ">;  nnJ  '4 
nur  wenig  von  einander,  man  könnte  daher  denken,  dass  jene  für  die^? 
eingesetzt  wären,  imd  so  die  Tonleiter  entstanden  wäre.  Indess  das  Fehlrti 
des  einfachen  Intervalles  7^  in  der  Tonleiter  spricht  nicht  für  diese  Ed^- 
stehungs  weise. 

Nach  dem  Vorgange  von  Chladni  ^)  gelangen  wir  auf  andere  Weise  wr 
Tonleiter,  wo  wir  es  nicht  nöthig  haben,  anstalt  der  direkt  erhaltenen  Ver- 
hältnisse andere  einzusetzen.  Buden  wir  nämlich  von  dem  Grondton,  ^^ 
Quint  und  der  Unterquint,*also  dem  Tone,  dessen  Quinte  der  Grundtonto'^ 
die  grossen  Dreiklängo,  so  erhalten  wir: 


')  Chladni,  Akustik,  p.  13  tf. 
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von  dex  ünterqnint  %, ....  %,  %  .  %,  %  .  %  =  %,  %,  1 
von  dem  Gmndton    1, 1»  %>    /21  =   1?  ^/4»  % 

von  der  Quint  %,...•%,  %.%,%•%  =  %/%,  ''/i 


und  durch  Ordnung  nach  den  Schwingungszahlen,  wenn  wir  zugleich  für 
einzelne  "Töne  die  tiefem  und  hohem  Octaven  einsetzen,  um  alle  Töne  in 
der  Octave  1  —  2  zu  erhalten, 

1    .0/       6/       4/       ."V       5/       l'>-       9 
■*■»    /8»    A?    /;i>    /2»    /:p      /»'  -^ 

c    d      c     f    g     a     h     L\. 

Betrachten  wir  nun  die  aus  dieser  Tonleiter  sich  ergebenden  Sekimden, 
Terzen,  Quarten,  Quinten,  Sexten,  Septimen,  so  werden  wir  finden,  dass 
dieselben  nicht  alle  gleichwerthig  sind,  sondern  dass  die  Intervalle  verschie- 
den sein  können,  ohne  darum  aufzuhören,  Sekunden,  Terzen  etc.  zu  sein. 

Der  Werth  der  Intervalle  ist  folgender: 
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Ein  Ceberblick  vorstehender  Tabelle  ergibt,  Uass  die  gleicbuuinigcti 
intflrvalle  keineswegs  alle  denselben  Werth  haben. 

Die  Sekunden  haben  drei  verschiedene  Werthe,  nämlich  zunächst  ist 
das  SehwingungBverhfiltnisa  */^,  die  Töne,  zwischen  denen  dieses  Intervall 
atal.Uindet,  unterscheiden  steh  um  einen  grossen  ganzen  Ton;  zweitens  ist 
dasselbe  '"/»  =  "/„  ■  '^/^i,  das  Intervall  ist  das  eines  kleinen  ganzen  Tones, 
der  sieh  von  dem  vorigen  uiü  '*7iiii  ^in  syntonisches  Komma  unterscheidet. 
Der  dritte  Werth,  den-die  Sekunde  annehmen  kann,  '*/,j  =  '%  -  "/j^,  ist 
der  grosse  halbe  Ton.  Da  nun  der  kleine  ganr.e  Ton  '%  =  "y,f,  -  *%i,  so 
kann  man  dcnselheu  in  zwei  Intervalle  theilen,  den  grossen  halben  Ton  '^/\j, 
und  den  kleinen  halben  Tim'^'y.^.  Letzterer  ist  das  kleinst«  in  der  Musik 
gebräuchliche  Intervall. 

Wie  die  Sekunden  gross  und  klein  sein  kSnnen,  so  auch  die  Terxen; 
die  grossen  entsprechen  dem  Verhältniss  ''/\,  die  kleinen  dem  um  einen 
kleinen  halben  Ton  *%j  kleinem  VerhSitniss  "/j.  Ausserdem  tj-itt  vim  d 
zu  f  eine  noch  um  ein  Komma  kleinere  Terx  auf. 

Auch  bei  den  Quarten  unterscheiden  wir  drei  Werthe,  die  reinen 
Quarten  */.,,  die  ttbermSssige  Quart  f~-h,  welche  um  einen  kleinen  halben 
Ton  rmd  ein  Komma  grosser  ist  als  die  reinen  Quarten,  irad  schliesslich 
die  falscliB  Quarte  d  zu  »,  welche  gegenüber  den  reinen  Quarten  um  ein 
Komma  v.»  gross  ist. 

Aehnlich  wie  die  Quarten  verhalten  sich  die  Quinten,  sie  sind  rein  % 
oder  venuindert  h  nach  l\  um  einen  kleinen  halben  Ton  und  ein  Komma 
kleiner  als  die  reinen  Quinten,  oder  schliesslich  falsch  von  rf  nach  a  um  ein 
Kununa  kleiner  als  die  reinen  Quinten. 

Bei  den  Sexten  unterscheiden  wir  grosse  %  und  kleine  %  -  "/jj,  iim 
einen  kleinen  halben  Ton  kleiner  als  die  grossen,  und  ausserdem  linden  wii- 
eine  falsche  Sexte,  die  um  ein  Kntiimu  grOsser  ist  als  die  grosse  Sexte. 

I'nter  den  Septimen  finden  wir  ewei  grosse,  deren  Schwingungsver- 
bOltniss  '%  ist,  zwei  kleine,  welche  von  den  grossen  sich  um  einen  kleinen 
halben  Ton  unterscheiden,  ''/^  ^  '%  ■  ^jf^  und  drei  falsche,  welche  noch 
um  ein  Komma  kleiner  sind  als  die  kleinen  Septimen. 

Die  Octavon  schliesslich  sind  ihrem  Wesen  nach  alle  rein,  und  ent- 
Bprächen  dem  Verhältnisse  '/i- 

Diu  anf  diese  Weise  erhaltene  Tonleiter  heisst  die  diiit()niH>)he  Duri^n- 
leiter,  sie  besteht  nur  aus  i^nzen  und  zwei  grossen  halben  Tünen,  welche 
swischen  der  dritten  und  vierten  und  zwischen  der  siebenten  und  achten 
Stufe  liegen.  Ist  der  Unmdtiiu  der  Tonleiter  r.,  nu  ist  die  Tonleiter  jene 
in  C-Dur. 

Ebenso  nun  aber  wie  von  dem  Orundtone  r  kfinnen  wir  jetitt  von  je4'^m 
der  in  der  r-Durton leiter  gegebenen  Tope  wieder  die  diatonische  Durt<inleiter 
bilden;  wir  müssen  daim  aber  zu  den  bisher  erhaltenen  TUnen  neue  hinzu- 
fOgen.  Soll  die  Durtonleiter  von  d  aus  gerade  so  beschaffen  sein  wie  die 
besi>rochenen  von-c  BUS,  so  müssen  die  einzelnen  Intervalle  alle  in  dem- 
ttelben  Verhältnisse  stehen  wie  in  der  angegebenen  Tonleiter,  wir  bekom- 
men die  (I- Durtonleiter  deshalb  einfach  dwlureh,  dann  wir  die  fdr  die  ein- 
zelnen Intervalle  der  c-Tonlcitcr  gegebenen  Zahh-n  alle  mit  %  multtplieiren. 
Die  sich  auf  diese  Weise  ergebenden  Zahlen  fllr  dii-  einzelnen  Tfine  der 
Tonleiter  sind  dann  folgende: 


k 


Von  diesen  ZaJilen  sind  die  erste,  vierte  nnd  »ecliste  schon  in  der  c-Diir- 
tonleiter  vorhaaclea  aia  d,  ij,  li;  die  zweite. und  fUnfte  dEigegnn  sind  um  du 
Kouuna  bßher  als  die  entsprechenden  r  und  «  in  der  Tonleiter  von  <•,'  wir 
wallen  dieselben,  tun  diese  Erliiiliung  atixudenten,  mit  c  und  ä  bezeicbnen. 
Wesentlicb  verscliieden  von  den  frühem  Tonen  »ind  der  dritte  und  itiel)«iil», 
Bin  sind  \im  einen  kleinen  halben  Ton  uud  ein  Koiuina  höher  als  die  «il- 
apreuhenden  Töne  der  ursten  Tonleiter  f  iind  c.  Der  Grund  dieaer  Krli^bung 
liegt  darin,  doss  in  der  Durtonleiter  zwischen  der  xweiteo  und  dritt«D  Stdt 
sowie  der  sechsten  und  siebenten  Stufe  ein  ganzer  Ton  liegen  miisd,  ib- 
gegeu  Hwiächen  der  dritten  und  vierten,  wie  zwischen  der  ^ebenten  und 
achten  Stufe  ein  halber  Ton  vom  Werlbe  "y,Q.  Die  um  oinon  balhen  'Loa 
erhühten  Töne  bezeichnet  man  durch  Auhnngiing  der  Silbe  ü  an  du  dm 
betreffenden  Ton.  beaeiclmenden  Buchatuben.  Der  Ton,  der  '.,  Tau  hOliw 
ist  als  /',  beisst  demnach  fis,  der  um  %  Ton  hüher  liegende  als  r  beiMl  ti>. 
Musikalisch  werden  dieselben  durch  ein  dem  betreffenden  Tone  vorgetetiM 
IJoppelkreuü  bezeichnet,  so  dass  cik  ^  4t  ''  ist.  Die  in  der  rl-DurtunloitM 
liegenden  fis  und  rh  sind  nun  um  ein  Komma  mehr  als  einen  halben  t'« 
hiiher  als  die  betreffenden  Töne  der  Tonleiter  in  c,  wir  wollen,  um  >las  b«- 
voriiulieben,  <lieselben  luit  fis  und  eis  bezeicliuen.  Darnach  wird  ubm  die 
'l'onleiler  in  (/ 

il  P.  flu  IJ  it  h  '■*,«,  (i,; 

sie  enthält  also  vier  Tüiie,  welche  die  Tonleiter  vou  c  nicht  eutbJtlL 

IMlden  wu'  ganz  ebenso  die  Tonleiter  in  p-Dut,  so  erhaltim  wir  ful- 
gende  TunverhiÜtnisse 

'/.i  "/.,-'!,  ■"/,,■ "/..;  "/..  -  %  •  "■/„;  %;  \;  •%,  =  2  •  %,; 
"/„-•/.■■';,., 

oder  in  <len  für  die  Töne  geltenden  Bezeichnungen 
r  fin  fjrs  II  ti  riSj  flis,  r,. 

Es  treten  hier  neu  hinzu  die  um  einen  halben  Ton  crhiibten  git  nsd 
liis,  und  an  die  Steile  des  eis  in  der  Tonleiter  von  it  daü  um  ein  KnouM 
tiefere  eis,,  welches  genau  um  '/^  "^on  hSher  ist  aJs  r,. 

Die  diatonische  Durtonleiter  von  ;;  bietet  kein  neues  Inüirvatl,  dio  *!■- 
zige  in  ihr  vorkommende  Erhöhung  ist  die  von  f  zu  fis,  nm  von  der  etcb^ 
tenltar  achten  Stufe  einen  halben  Ton  herzustellen,  dieselbe  wird  dum 

g  a  k  i\  lij  f,  /;.«,  //i, 

sie  enthSlt  also  ausser  den  Tönen  der  Tonleiter  !n  r  die  Tön«  ii  nul  ^ 
jener  in  (/. 

Die  Tonleiter  in  a-Dur  liefert  uns  dagegen  wieder  einig»  tarne,  WN> 
auch  von  den  bislicrigen  nur  wenig  verschiedene  Töne,  dieselbe  wird 

hj     ;»i     *i»  =  2        /»4i     •■»  ^   /i       /Sil    if     la  ™"   •'»       m* 
n,     =33.  *&/   .  'Ol . 
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Die  drei  ersten  Tone  sind  a,  /*,  m,,  der  vierte  ist  um  ein  Komma 
tiefer  als  das  d^  der  Tonleiter  in  ^-Dur,  wir  bezeichnen  ihn  mit  r?^;  der 
folgende  ist  e^  und  dann  folgt  fis^^ ,  das  um  genau  Yg  Ton  erhöhte  /i ,  weiter 
das  genau  um  %  '^^^  erhöhte  g^  oder  gi\,  und  schliesslich  die  Octave 
-von  a  oder  a^. 

In  den  Tonzeichen  wird  deumach  die  Tonleiter  in  a-Dur 

Die  Tonleiter  von  h  an  liefert  uns,  wie  eine  der  bisherigen  ganz  gleiche 
Berechnung  ergibt,  die  Töne 

h  cisi  fZ/.s'i        (\  fisi  f/iSi  aw,  h^ 

/8>  *-  /24  /HO)  /i  /2n  /2)  /a  /24  /»U7  •'  /2i7  /j  /24  /KiM  ZI- 
Sehen  wir  zunächst  von  den  um  ein  Komma  verschiedenen  Tönen  ab, 
so  haben  wir,  um  diese  Durtonleitcm  zu  bilden,  alle  Töne,  ausser  r  und  //, 
um  einen  halben  Ton  erhöhen  müssen.  Für  diese  wird  aber  auch  diese  Er- 
höhung erforderlich,  wenn  wir  die  Duiionleiter  von  eis  bilden,  wir  erhalten 
dann 

eis  (lis  eis  fis  gis  nis  Ins  cis^. 

Um  also  von  allen  ^J'önen  der  diatonischen  Durtonleiter  von  c  ebenfalls 
die  diatonischen  Durtonleitem  zu  bilden,  bedarf- es  eiuer  Anzahl  neuer  In- 
tervalle, wir  müssen  die  Töne  theils  um  ein  Komma  erhöhen,  a  und  r, 
theils  um  ein  Komma  vertiefen,  rZ;  ferner  müssen  wir  sie  alle  um  einen 
halben  Ton,  zum  Theil  auch  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  erhöhen. 

• 

Stellen  wir  alle  bis  jetzt  erlialtenen  Trme  zusanuuen,  so  ergibt  sich 
folgende  Reihe: 


vis  c  fis  ii  ais 

c  eis  (1  (lis  €  eis  f  fis  g  gis   n  ais  h  his, 
d 

e»  kommen  also  d^  v  imd  r?,  sowie  eis,  fis  und  ais  in  zwei  um  ein  Komma 
verschiedenen  Werthen  vor.  Wollte  man  nun  in  Uhnlicher  Weise  auch  von 
den  bisher  neu  hinzugetn^tenen  Tönen  die  Durtonleiter  bilden,  und  be- 
Hcliränkte  man  sich  dabei  auf  die  reinen  halben  Töne,  so  würden  zu  den  in 
obiger  Zusammenstellung  vorkommenden  Tönen  noch  hinzukonmien  zunächst 

eis  und  dis  und  ausserdem  die   dopi)elt  erhöhten  Töne  cisis  imd  eisis,  von 

denen  der  erstere  ^'^.j   ln'jher  ist  als  n>,  der  zweite  als  eis  und  disis,  fisis, 

fisis,  gisisy  aisis.  Wir  mUssten  also  noch  9  Töne  hinzufügen,  so  dass  wir 
iin  Ganzen  29  Töne  erhielten. 

Die  80  erhaltenen  29  Töne  würden  iiidess  dem  musikalischen  Bedürf- 
nisse noch  nicht  genügen;  schon  wenn  wir  die  Durtonleiter  von  f  bilden 
wollen,'  bedürfen  wir  eines  neuen  Intervalles.  Wir  erhalten  dieselbe  ganz 
in  der  bisherigen  Weise,  indem  wir  die  Tonzahlen  der  r- Durreihe  mit  ■*/3 
multipliciren,  dieselbe  wird  dann 

4;  .   :i    .   ry  .    u;     ^^  ir>    .  24      .ho     .   o.  20,.    —  9,    .  wy    .   10/ 
/lii     /2?     /'^•)       /ü  /8         /:ii>        /8n    ^1       ,9  /4        /tut       Iv 
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Mit  Ausnahme  des  vierten  Tones  finden  sich  diese  Töne  bereits  in  den 
frühem  Tonleitern,  sie  sind 

f  g  a  c^  d^  ^i; 

» 

der  vierte  ist  indess  nicht  nur  iieu,  sondern  auch  in  ganz  anderer  Weise 
gebildet,  nämlich  durch  Vertiefung  eines  Tones  /*  =  ^%  um  einen  halben 
Ton  und  ein  Komma.  Die  Vertiefung  eines  Tones  um  einen  halben  Ton 
wird  in  der  Musik  dadurch  bezeichnet,-  dass  man  vor  denselben  ein  h  seht, 
die  Namen  der  vertieften  Töne  erhält  man,  indem  man  an  denjenigen  des 
Tones,  zu  welchem  die  Vertiefung  gehört,  die  Silbe  es  oder  den  Buchstaben 
s  hängt;  nur  die  Vertiefung  von  h  führt  den  Namen  h.  Das  in  die  /-Dur- 
tonleiter  eintretende  h  ist,  wie  wir  sahen,  imi  einen  halben  Ton  und  ein 
Komma  tiefer  als  //,  wir  müssen  deshalb  diesen  Ton  als  h  bezeichnen. 

Ebenso  wie  in  der  Durtonleiter  von  f  für  A,  so  erhalten  wir  für  alle 
übrigen  Töne  vertiefte  Töne,  wenn  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  durch  den 
Durdreiklang  eine  Tonleiter  ableiten  durch  Anwendung  des  Molldreiklangs 
mit  der  kleinen  Terz.  Bilden  wir  die  drei  Molldreiklänge  von  Grundton, 
Quint  und  Unterquint,  so  erhalten  wir 

1)  aus  der  Unterquint  %  . . . .  %  %  •  %  %  •  %  =  %  %  1 

2)  aus  dem  Grundton    1   ....  1        %       %         =1    %  ^Z- 

3)  aus  der  Quint  %  . . . .  %  %  •*  %  %  •  %  =  %  %  % 

oder  wenn  wir  die  Verhältnisse  der  Grösse  nach  ordnen  und  wiedenim  von 
den  nicht  zwischen  1  —  2  fallenden  Tönen  die  entsprechenden  Octaven 
nehmen 

1  %  %  %  %  %  %  'i- 

Von  diesen  Intervallen  ist  das  siebente 

/r,  —     /8       hzb  —  ^ 
und  <las  sechste 

8/    5/    .  24/ 

also  die  um  einen  halben  Ton  vertiefte  Sext,  welche  mit  as  bezeichnet  wird. 
Nach  den  musikalischen  Zeichen  ist  somit  die  Molltonleiter 

c  d  es  f  g  as  h  c 

und  das  Verhältniss  der  einzelnen  Töne  darin 

9/  16/   10/  9/  Iß/   9/  10/ 
/8   /J5   /9  /S   /l5  /8   /9» 

von  der  zweiten  zur  dritten  und  von  der  fünften  zur  sechsten  Stufe  findet 
sich  ein  halber  Ton,  die  übrigen  Intervalle  sind  ganze  Töne. 

Diese  Tonleiter,  welche  aus  dem  Molldreiklange  entsteht  wie  die  Düt- 
tonleiter  aus  dem  Durdreiklange,  ist  die  diatonische  Molltonleiter.  Bj  ^ 
jedoch  zu  bemerken,  dass  man  die  Moll  tonleiter  häufig  auch  so  bildet,  d»s8 
man  von  der  Oberquiut  den  Durdreiklang  nimmt,  wodurch  in  die  Tonleiter 
statt  h  der  Ton  h  eintritt.  Dann  wendet  man  aufsteigend  statt  as  auch  d«D 
Ton  a  an,  absteigend  pflegt  man  dann  aber  doch  für  h  den  Ton  h  viW^ 
men,  so  dass  dann  die  Tonleiter  wird 

aufsteigend  c  d  es  f  g   a  h  c 
absteigend    c  d  es  f  g  as  1)  c 

wie  wir  sie  oben  hinschrieben. 
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Bilden  wir  nun  auch  hier  von  den  verschiedenen  Tönen  der  Mollton- 
leiter in  c  die  Molltonleitem,  so  erhalten  wir  ausser  den  angegebenen  noch 
weitere  vertiefte  Töne.  Die  Molltonleiter  von  d  verlangt  von  neuen  Inter- 
vallen nur  f  und  c^ ,  sie  wird  nach  unsere^  Bezeichnung 

d  ef  g  a  h\  d^. 
Die  Molltonleiter  von  es  wird 

«/      4/    .  81/        3/    ,  24/         8/       9-       o  .  24  9/        24/ 

/5i     l'A         Imi    It         /25>     /ö»     /öl    ^         /25»     U  '      /25» 

oder  in  Zeichen 

es  f  ges  as  h  ces  des] 

es  treten  als  neue  Vertiefungen  hinzu  ges,  res  und  des, 

0 

Die  Molltonleiter  von  f  enthält  folgende  Töne 

4/   3/   8/   16/   o  32/   36/   8/ 
/3  h      /5   79  ^   /l5   /l5   /3 

f    g    as     h.    c^  des^     es^     /i; 

es  tritt  also  hier  ein  gegen  das  des  der  e- Molltonleiter  um  ein  Komma  ver- 
tieftes des  auf.    In  der  Tonleiter  von  g  tritt  kein  neues  Intervall  auf,  sie  ist 

g  ab  Ci  d^  esj^  f^  g^ 

und  schliesslich  wird  die  Tonleiter  in  a.9-Moll, 

8/   9/   rt  .  24/   9/  .  24/    80/    12/   8/  .  24/   Q  .  24,    16/ 

/ö    /r.    -^       /2r,    /4       Ith  '    U\      k    k      12^'^      725      /r.» 
«5    6       ccs^  des^  esi       fesy  ges^       asi 

sie  besteht  also  aus  allen  vertieften  Tönen,  und  zwar  mit  Ausnahme  von 
des^  aus  gerade  um  %  Ton  vertieften  Tönen.  Stellen  wir  die  bis  jetzt  durch 
die  Molltonleiiern  erhaltenen  neuen  Intervalle  zusammen,  so  sind  dieselben 

c  ces  des  es  f  fes  ges  as  h 
des  ft, 

wir  erhalten  also  ausser  den  sieben  gerade  um  einen  halben  Ton  vertieften 
Tönen  zwei,  die  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  vertieft  sind.    Die 

Tonleiter  in  i[;-Moll  würde  zu  diesen  noch  as  hinzufügen,  so  dass  wir  auch 
drei  Arten  von  vertieften  halben  Tönen  zu  unterscheiden  haben,  solche, 
welche  genau  um  einen  halben  Ton  unserer  Töne  der  c- Durtonleiter  vertieft 
sind,  und  solche,  welche  ein  Komma  mehr  oder  ein  Komma  weniger  ver- 
tieft sind.  Eine  weitere  Fortsetzimg  in  der  Bildung  dieser  Tonleitern  würde 
uns  nun,  wenn  wir  uns  auch  hier  auf  die  genau  um  y^  Ton  vertieften  Töne 

beschränken,  zu  den  oben  hingeschriebenen  Tönen  noch  liefern  cü,  ^,  fes^ 
und  ausserdem  die  doppelt  vertieften  Töne  ceses  =  ^/^^  •  ^j^f,  •  c,  deses  und 
deseSy'eses^  geses^  ases^  bb  und  66,  so  dass  wir  also  durch  die  Bildung  der 

Molltonleitem  im  Ganzen  zu  den  frühem  noch  23  neue  Intervalle  hinzube- 
kämen. Unser  Tonsystem,  oder  die  vollständige  Tonleiter  einer  Octave 
würde  somit  aus  52  Tönen,  oder  wenn  wir  die  Octave  als  Schlusston  hin- 
zunehmen, aus  53  Tönen  bestehen.  Das  Tonsystem  vom  tiefsten  zum  höch- 
sten in  den  gewählten  Zeichen  würde  sein: 
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c  eis  cisis  es  e  eis  fes 

c  eis  cisis  deses  des  d  dis  disis  eses  es  e  eis  fes 
deses  des  ^  dis 

f  fis  fisis  äs  ä  ais 

f  fis  fi^  gejics  ges  g  gis  gisis  ases  as  a  ais  aisis 

ces^ 
hb  h  h  his  ceses^  cesj^  c. 
bb  h 

Die  Schwingungszahlen  der  Hauptreihe,  jedoch  ohne  die  doppelt 
tieften  und  erhöhten  Töne,  gibt  folgende  Zusammenstellung: 

c     .     .     1 Prim 

:^  c  =  eis  ^%4 übermässige  Prim 

h  d  =  des  %  •  ^Ygö  =  ^Vas kleine  Sekunde 

d  % grosse  Sekunde 

#  d  ='dis  %  '  ^%4  =  ^%4 übermässige  Sekimde 

h   e  =  es    % kleine  Terz 

e  =        % grosse  Terz 

4):  €  =  eis  %  •  *%4  =  ^^%e       ....     übermässige  Terz 
h   f=fes^/^.  24/^g  =  96^^^     ^  32/^^  ^  verminderte  Quart« 

f  Y3 reine  Quarte 

^  f=fis  %'  '%4  =  '772   =  %%  '     .  übermässige  Quarte 

h  g  =  ges  %  •  ^^5  =  ^%o     =  ^%5  .     .  verminderte  Quinte 

g  % reine  Quinte 

#  </  =  9i^  %  '  %A  =  '^%s     =  ^7i6  •     •     übermässige  Quinte 
l  a  =  as  %'  ^/25  ==  ^^%5   =%'  .     .     kleine  Sexte 

a  =        % grosse  Sexte 

^  a  ==  ais  %  -  ^%4  =  ^^%2       ....  übermässige  Sexte 

h  h  =  h    %  .  %,  =  ^«%oo  =  %      .     .  kleine  Septime 

h  ^% grosse  Septime 

:^h=  Äw  ^%  .  ^%^  =  "^192  =  '^%4  •     •  übermässige  Septime 

b  c  =  ces  2  '  ^%5  "^^  *%5 verminderte  Octave 

q  2 reine  Octave. 

Die  doppelt  erhöhten  oder  doppelt  vertieften  Töne  erhält  man  aus 
ser  Tabelle,  indem  man  die  entsprechenden  einfach  erhöhten  oder  verti* 
Töne  mit  ^%^  respective  ^%^  multiplicirtj  die  Töne  der  obem  Beihe  d 
Multiplication  der  Töne  der  Hauptreihe  piit  ^Y^q,  die  Töne  der  untern  l 
durch  Multiplication  mit  ®%i  ^). 


*)  Ueber  die  Berechnung  der  Tonleiter  sehe  man  auch:  HdmhoUZf  I 
von  den  Tonempfindungen.  Braunschweig  1863.  p.  418  ff.  G.  Si^ubring:  & 
milch,  Zeitschrift  för  Mathematik  und  Physik.  Supplementheft  1868.  Gegen 
obiger  Berechnung  der.  Tonleiter  aus  den  einfachen  consouirenden  Aocorden 
Comu  gezeigt  (Comu  und  Mercadier.  Comptes  Rendus  T.  LXVni.  p.  301  u. 
T.  LXX.  p.  1168.  T.  LXXn.  p.  178.  T.  LXXVI.  p.  431),  dass  nn  xnelodi« 
Grange  die  Terz  und  die  von  ihr  abgeleiteten  Intervalle  anders  und  zwar  h* 
genommen  werden  als  in  der  harmoiiischen  Musik.  Bei  dem  Fortschreite] 
der  Melodie  soll  die  grosse  Terz  um  ein  Komma  höher  genommen  werden 
dass  also  die  melodiacne  Tonleit^i  eine  andere  wär^  als  die  harmaniBche,  in 
Afnsik  somit  zwei  verschiedene  Tox{Ve\\ftCTv  w^^w  ^\!\s^<ier  beständen. 


Sie  muaibaÜBGhe  Temperatur.  Bie  in  dem  vorigen  Paragraphen 
berechnete  Tonleiter  würde  wegen  ihrer  au  gi-ossen  Reichhaltigkeit  im  Ge- 
branche  üiisserst  unbequem,  ju  eie  würde  in  der  Musik  geradenu  unbrauch- 
bar sein,  äa.  ^ie  vielen  kleinen  Intervalle  auf  den  verackiedensten  Inetrii- 
menten  durchaus  nicht  darzustellen  wQren.  Zudem  würde  dag  Beibehalten 
aller  jener  Intervalle  auch  Überflüssig  sein,  da  selbst  musikalisch  gebildete 
Ohren  kleine  Unreinheiten  eines  Intervalls  in  einem  Accorde  nicht  mehr 
wahrzunehmen  im  Stande  sind.  Unsere  jet7ige  Musik  vereinfacht  daher  das 
Tonsystem  sehr  bedeutend,  anstatt  S2  Töne  wendet  sie  in  der  Tonleiter 
nur  12  Töne  an.  Zunächst  läsat  sie  auf  allen  Instrumenten  mitr  festen  Tßnen 
alle  doppelt  erhöhten  und  doppelt  vertieften  TSne  fort,  und  er^etxt  sie  durch 
die  nSuhstliegenden  ganzen  Töne;  so  setzt  sie 

cigis  =  d,  deses  ^  c,  dists  ^  f,  csfs  ^=--  d  etc. 

Der  Fehler,  welcher  dadurch  begangen  wird,  ist  Ewiachen  r  und  d,  f 
tind  p,  a  und  h  =  '*7ias  '  *Vw  üidem 

J-  =  ^^  =  _? =  »W/        .81/ 

ciaii  c  fitis    '  '**''      '* 

iat,  zwischen  d  und  f,  sowie  zwischen  g  und,  a  betragt  er  '**yj(s. 

Femer  verzichtet  die  Afusik  nicht  nur  auf  die  verschieden  erhöhten 
Töne  fis  nnd  fix  etc.,  sondern  sie  unterscheidet  in  der  praktischen  AusfUh- 
mng  attch  mcht  die  einander  nahe  liegenden  halben  erhöhten  und  vertieften 
Töne,  wie  eis  imd  dfs,  dis  und  rs.  Die  zwischen  diesen  Tönen  vorhandenen 
Intervalle  sind 

I  ^  =—  «1/      ,  «,      ,^  Sl/      .  '**;  —  =,  B/    ,<H,      __  IW; 

■■  gia  '*''        ""  '**  '"*  di»  '*        '^*  ^^*^ 

&.  =,  ^*l      .  */         =   '»»/  X  ^  «/    .  BS,        =,   l*S/ 

f  /1&     /a     —      /i«5  pjg  —  /a      /üb —      /i»5 

,  €?■   _    _1    _    »I;  IM/  ^—    J. IM/ 

fig        ait  '^'      ''«  h         Ais"     '"*■ 

Die  hierdurch  begangenen  Fehler,  wenn  man  die  Töne  als  gleich  iietzt, 
also  als  dfx  den  Ton  rifi  a.  e.  w.  gehraucht,  würden  also  ebenso  gross  sein, 
wie  die  durch  Vernachlässigung  der  doppelt  erhöhten  oder  vertieften.  Würde 
man  nun  aber  die  eine  lleihe  der  Töne,  etwa  die  erhöhten,  rein  erhalten, 
so  würden  die  Unreinheiten  für  die  andere  Reihe  so  stark  werden,  dass 
dieselbe  ganz  ^mbrauchbar  wUrde;  um  das  zu  vermeiden  ISsst  man  keinen 
der  Töne  rein,  sondern  setzt  anstatt  des  reinen  eis  oder  dfs  einen  zwischen 
bnden  liegenden  Ton,  dessen  Worth  wir  sofort  ableiten  werden. 

Schliesslich  unterscheidet  man  auch  nicht  die  um  ein  Konuna  versohie- 
d«ien  Töne  c  and  c  n.  a.  f.,  sondern  behKlt  nur  die  Töne  r,  d,  e  etc.  bei, 
so  dass  damit  dati  Tonsystem  auf  12  Töne  reducirt  wird,  wulche  alle  die 
Ton  uns  abgeleiteten  52  reprSsentiren. 

Damit  i^it  nun  aber  auch  eine  Temperatur  der  Töne  iler  c  ■  Ihirtonletler 
nothwendig.  da  sonst  die  Unreinheit  der  dojipelt  erhöhten  und  vertieften 
Töne  so  groiis  wJire,  dass  man  alte  sie  enthaltenden  Tonarten  absolut  nicht 
gfliniuchen  kfinnle. 
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Will  man  nur  diese  12  Töne  beibehalten,  so  ist  die  Temperatur  der 
Haupttöne  der  Tonleiter  noch  aus  einem  andern  Grunde  erforderhclL  £s 
ist  nämlich  in  der  Musik  nothwendig,  von  einem  Tone  zu  irgend  emem  an- 
dern auf  verschiedenen  Wegen,  das  heisst  durch  Fortschreiten  nach  ver- 
schiedenen Intervallen  zu  gelangen.  So  gelangt  man,  wenn  man  von  irgend 
einem  Grundtone  nach  Octaven  fortschreitet,  immer  zu  den  )iöhem  OctÄven 

^     ^l      ^i     ^3     %     ^5     ^«      ^7 

12     4     8    16  32  64  128. 

So  soll  man  aber  auch  durch  12  reine  Quinten  von  r' aus  zu  einer 
hohem  Octave  gelangen 

c  g  d^  a^  e^  \  fis^  cis^  gis^  dis^  ais^  /e  c^ 

und  das  c,  zu  welchem  man  gelangt,  muss   das  durch  Octaven  erreichte 
c>j  sein. 

Berechnet  man  nun  aber  r^  durch  12  reine  Quinten,  so  findet  man 
den  Werth 

_  531441 

^7  ~    4096   ' 
während  nach  Octaven 

524288 
4Ö96 


c^  =.-^^1^=  128 


ist.    Man  findet  also  beim  Fortschreiten  nach  Quinten  c^  im  Yerhältniss  m 

531441  129,7 

024288  128  ' 

oder  nahezu  im  Verhältniss  von  ^^c^  zu  hoch. 

Gleiches  zeigt  sich  bei  andern  Fortschreitungen,  und  zwar  in  noch  er- 
höhtem Maasse;  so  sollte  ein  Fortschreiten  durch  drei  grosse  Terzen 

c  e  gis  c^ 

die  nächst  höhere  Octave  liefern;  diese  Fortschreitung  ergibt  indessen 

1     5/     25/        125/ 
^      /4       /l6         /64l 

anstatt  r^  =  *-%^  erhalten  wir  demnach  einen  um  das  Komma  ^^^/m  ^ 
niedrigen  Ton. 

Schreiten  wir  demnach  nach  reinen  Intervallen  fort,  so  verlieren  ^ 
hohem  Töne  ihre  Eeinheit  gegen  den  Grundton,  man  gelangt  niemab  zo 
einer  reinen  Octave,  will  man  aber  die  Intervalle  gegen  den  Grundton  fest- 
halten, so  werden  die  einzelnen  Intervalle  unrein.  Dasselbe  ist  bei  aaf  und 
ab  steigender  Bewegung  und  Benutzung  verschiedener  Intervalle  der  Fall. 
So  gibt  Chladni  in  seiner  Akustik  folgendes  BeispieL    Bei  der  Tonfol^ 

g  c  f  d  g  c 

geht  man  zunächst  eine  reine  Quint  abwärts,  dann  eine  Quart  aofwlft^ 
eine  kleine  Terz  abwärts,  eine  Quarte  aufwärts  und  schliesslich  eine  QaiB^ 
abwärts.    Das  Verhältniss  der  Töne  zum  Grundton  c  ist 


Die  glcichsth wellende  Temperatur, 


Oeben  wir  d^egen  nach  reinen  Intervallen,  i 
den  Zahlen 


'Aiii  %;'/.•'/<■ 


7.1 '%•'/.• 


I  werden  die  enteprechen- 


Wir  gelangen  also  weder  zu  dem  reinen  g  zurück,  von  dem  wir  aus- 
gingen, noch  zum  Grundtone.  Eine  weitere  Fortsetzung  solcher  Portachrei- 
tungen  nach  reinen  Intervallen  würde  die  nachkommenden  immer  weiter 
von  den  reinen  Tliuen  entfernen.  Deshalb  und  besonder»  weil  die  Fort-, 
tchreitungen  nach  versrhiedenen  Intervallen  ganz  verschiedene  Abweichungen 
von  den  reinen  Ton  Verhältnissen,  so  z.  B.  die  reinen  Quinten  zu  hohe,  die 
reinen  Terzen  zu  tiefe  Töne  geben,  können  in  der  Musik,  wenn  man  das 
TonsyBtem  auf  12  Töne  beachrttntt,  die  reinen  Intervalle  gar  nicht  ange- 
wandt werden,  gelbst  wenn  man  auf  allen  Inatrumenten  die  Töne  alle  ganz 
rein  hervorbringen  könnte.  Man  muss  daher  alle  Töne  modificiren,  oder 
wie  es  in  der  Musik  heisat,  temperiren. 

Die  Temperatur  kann  nnn  nach  verschiedenen  Prinzipien  hergestellt 
werden;  man  nimmt  entweder  einige  Intervalle  rein  und  vertheilt  die  an- 
dern Intervalle,  so  dass  man  dadurch  bei  den  verschiedenen  Fortschreitimgen 
immer  zu  denselben  Tonen  kommt.  So  sind  z.  B.  in  der  Kimbergcr'schen 
Temperatur  neun  Quinten  ganz  rein,  drei  dagegen  (is^-'cis,  d  —  a,  n  —  c 
unrein,  und  iwar  ist  der  Fehler,  der  heim  Fortecbreiteu  durch  12  Quinten 
entsteht,  auf  diese  drei  Quinten  vertheilt. 

Indess  sind  die  sogenannten  ungleich  seh  webenden  Temperaturen  ku 
verwerfen,  da  dadurch  auX  Kosten  einiger  Intervalle  die  andern  um  so  un- 
reiner werden. 

Die  in  der  Musik  gebrSuchliche  Temperatur  verändert  alle  Intervalle 
ausser  den  Octaven;  diese  müssen  rein  sein,  da  die  Octaven  dem  Einklänge 
un  n&chsten  steben,  deshalb  ebenso,  wie  eine  Unreinheit  des  Eialdauges, 
anch  die  der  Octaven  am  leichtesten  gehört  wird  und  am  st'ircndsten  ist. 
Ue  rwfllf  innerhalb  einer  Octave  liegenden  Töne  werden  dann  alle  als 
glnichweit  von  einander  abstehend  betrachtet,  so  dosa  das  Tonverhaltniss 
nreier  auf  einander  folgender  Töne  constant  oder 

et»  d^ ^  -^  1 L  ^ 

T        da~    d   ~  di»"   e ~A~' 

gesetzt  wird. 

Dieses  Intervall  »  wird  dann  als  halbei 
I  dann  daraus  ergibt,  dass 


Ton  betrachtet,  dessen  Werth 


'  =  '^  =  1,05916. 
Nach  der  gl eichsch webenden  Temperatitr  erhalten  wir  darnach  »tuil 
der  reinen  SehwingimgsverhSltniaso  folgende,  zusammengestellt  mit  den 
1  Soll wingungs Verhältnissen  und  dem  Fehler  der  temperirten  gegen 
die  reinen  Töne.  Letztere  sind  in  P'orm  von  DecimalbrUchen  gegeben,  des- 
1  Zlfaler  jedesmal  die  temperirte,  dessen  Nenner  die  reine  Schwingungs- 
»hl  ist.    Ist  demnach  in  der  Rubrik  Fehler  des  temperirten  Tones  die  Zahl 
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Die  gleich  schwebende  Temperatur. 


150. 


grösser  als  1,  so  ist  der  temperirte  Ton  zu  hoch,  ist  die  Zahl  ein  ecblei 
Bruch,  so  ist  der  temperirte  Ton  zu  tief. 


Name 
des  Tones 


Reines 
Schwingungsverhältniss 


Temperirtes 


SchwingungsverhIÜtniss    perirten  Tone« 


Fehler  des  tcm- 


c  . 
eis 
des 
d  . 
dis 
es. 
€  . 
fcs 
eis 

f  ' 
fis 

ges 

9  ' 
(fis 

as. 

a  . 
ais 
h  . 
h  . 
ees 
his 


r» 


1 

1 

25/ 

1,04166 

27/ 
/25 

1,08000 

7h 

1,12600 

7- 

1,17187 

% 

1,20000 

% 

1,25000 

1,28000 

1«5/ 
/9« 

1,30208 

% 

1,33333 

%. 

1,38889 

36/ 
/25 

1,44000 

3/ 

1,50000 

••V.6 

1,66250 

% 

1,60000 

% 

1,66666 

125/ 

/72 

-_  = 

1,73611 

75 

1,80000 

'% 

1,87500 

48/ 
i                 /25 

' 

1,92000 

125/ 

/ß4 

1,95313 

1           2 



2,00000 

1 


I 


1,05946 
1,12246 
1,18921 

1,25992 

1,33484 

1,41421 
1,49831 
1,58740 
1,68179 
1,78180 

1,88775 

2,00000 


1 

1,01708 

0,98098 

0,99774 

1,01479 

0,99101 

1,01026 

0,98433 

1,02516 

1,00113 

1,01823 

(),982iH) 

0,99S^8 

1,01593 

0,9921i 

1,00907 

1,02631 

0,98989 

1,00680 

0,98320 

1,02407 

1 


Wie  man  sieht,  weichen  die  temperirten  Verhältnisse  von  den  reine 

stellenweise  nicht  unbeträchtlich  ab;   in  demselben  und  zum  Theil  noc 

höherm  Maasse  weichen  dieselben  von  den  reinen  doppelt  erhöhten  uo 

doppelt  vertieften  ab,  an  deren  Stelle  die  temperirten  Töne  gesetzt  werdei 

So  wird  das  temperirte  d  ftir  eses  eingesetzt,  obwohl  die  Schwingungsial 

des  temperirten  d  nur  0,97396  des  reinen  eses  beträgt.    Wenn  nun  auch  da 

Ohr  in  Accorden  sehr  kleine  Unreinheiten  nicht  mehr  wahrnehmen  bm 

so  sind  die  oben  berechneten  doch  zu   gross,   als  dass  nicht  der  Wohl 

klang  der  Accorde  dadurch  wesentlich  beeinträchtigt  werden  sollte.    Des 

halb  ist  es  durchaus  wünschenswerth,  dass  an  Stelle  der  gleichschweben 

den  Temperatur  eine  andere  eingeführt  werden  könne,  welche  diese  In 

reinheiten  nicht  zeigt.    Die  Möglichkeit  dazu  ist  aber  nur  gegeben,  wem 

man  das  Tonsystem  erweitert,  und  statt  12  eine  grössere  Zahl  von  Tönei 

beibehält.    Es  hat  das  eigentlich  nur  Schwierigkeit  fUr  die  Instrumente  mit 

festen  Tönen,  da  z.  B.  an  den  Streichinstrumenten  die  verschiedenen  Tön^ 

doch  verschieden  gegriffen  werden,  es  anders  als  di^  u.  s.  f.    Für  ein  Ifr 

strument  mit  festen  Tönen  hat  Helmholtz^)  und  später  Appunn^  vor  knr 

» 

^)  Helmholtz,  Tonempfindungen,  p.  483  ff. 

')  Äppunn,  die  Beschreibung  des  Appunn'schen  Harmonioms  gibt  StMnM 
in  Schlömilch's  Zeitschrift  für  MathematiK.  Supplementhefb  1868.  p.  124  ff- 
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sem  eine  Tonreihe  gegeben  und  praktisch  ausgeführt,  welche  fast  den  reinen 
Fönen  gleichkommt;  die  Tonreihe  von  Helmholtz  hat  30  Töne,  die  von 
ippon  36,  der  Wohlklang  der  Accorde  soll  auf  diesen  Instrumenten,  wie 
511  erwarten  stand,  viel  höher  sein,  als  auf  den  temperirten.  Ob  in  der  In- 
stromentalmusik  eine  ähnliche  Tonreihe  möglich  ist,  müssen  die  Musiker 
3iit8cheiden. 

§.  151. 

Absolute  Sohwlngiingszahl  der  Töne.  Bisher  haben  wir  das  Ver- 
bältniss  der  Töne  zu  einander  ins  Auge  gefasst.  Da  wir  vorhin  sahen,  dass 
ias  Verhältniss  der  musikalischen  Töne  ganz  dasselbe  ist  für  die  hohen  und 
defen  Regionen,  so  ist  es  natürlich  einerlei,  von  welchem  Tone  man  aus- 
übt, welche  Schwingungszahl  man  als  diejenige  des  Grundtones  annimmt. 
Um  indess  die  verschiedenen  Instrumente  mit  einander  stimmen  zu  können 
and  überhaupt  durch  die  oben  erwähnten  Zeichen  bestimmte  Töne  zu  be- 
liehnen, hat  man  für  einen  bestimmten  Ton,  der  imgeföhr  in  der  Mitte 
ier  in  der  Musik  gebräuchlichen  Töne  liegt,  eine  bestimmte  Höhe  ange- 
lommen.    £s  ist  der  als  eingestrichenes  a  bezeichnete  Ton 


I 


Von  diesem  Tone  aus  werden  die  übrigen  Töne  bestimmt.  Der  um 
iine  Sext  tiefere  Ton  ist  das  eingestrichene  c.  Die  in  der  Musik  meist  ge- 
)raachten  Töne  liegen  theils  höher,  theils  tiefer  als  dieses  c,  und  zwar 
itdgt  die  Musik  drei  Octaven  hinab  und  vier  hinauf.  Die  unterhalb  diesem 
;  hegende  Octave  heisst  die  kleine  Octave,  die  in  ihr  liegenden  Töne  werden 
mit  den  kleinen  Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnet;  die  nächst  tiefere, 
mit  den  grossen  Buchstaben  bezeichnete,  ist  die  grosse  Octave  imd  unter 
üeser  die  Contraoctave,  welche  man  durch  grosse  Buchstaben  mit  einem 
kleinen  Querstrich  darunter  bezeichnet.  Die  hohem  Octaven  werden  mit 
den  kleinen  Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnet  imd  zur  Angabe  ihrer 
Höhe  mit  kleinen  Querstrichen  darüber  versehen.  Die  auf  die  kleine  Octave 
folgende  ist  die  eingestrichene ,  die  nächsthöhere  die  zweigestrichene  u.  s.  f. 
Wir  wollen  indess  unsere  bisherige  Bezeichnungsweise  beibehalten  und  die 
eingestrichene  Octave  durch  eine  kleine  1,  die  zweigestrichene  durch  eine 
Heine  2  etc.  unten  rechts  an  den  den  Ton  angebenden  Buchstaben  bezeichnen. 
Die  m  der  Musik  angewandten  Töne  liegen,  nach  der  gewöhnlichen  Be- 
zeicbnnngsweise,  zwischen  den  Octaven 


CCcccccc 

Nur  wenige  Instrumente  gehen  über  diese  sieben  Octaven  hinaus. 

Um  den  Ton  des  eingestrichenen  a^,  nach  welchem  die  Stimmung  ge- 
regelt wird,  zu  bestimmen  und  zu  fixiren,  hat  man  die  Stinmagabel  con- 
stniirt.  Dieselbe  besteht  aus  einem  gabelförmig  gebogenen  Stahlstabe,  an 
Welchem  unten  an  der  Biegung  ein  Stäbchen  angebracht  ist  (Fig.  258).  Die 
^bel  wird  dadurch  zum  Tönen  gebracht ,  dass  man  sie  mit  einer  der  Zinken 
*ö  eben  festen  Körper  anschlägt,  sie  schwingt  dann  so,  wie  Fig.  259  an- 
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zeigt,  mit  zwei  Schwingiingsknoten  in  der  NSlie  der  Biegung,  wie  ei 
beiden  Enden  freier,  in  transversale  Schwingungen  versetzter  Stab. 
beiden_ Zinken  Bcbwingen  zugleich  nach  innen  und  die  Biegung  nach  u 


K^ 


dann  die  Zinken  nach  aussen  und  die  Biegung  nach  oben  hin.  Die ' 
der  Stimmg&bel  allein  sind  sehr  schwach;  um  sie  zu  verstärken,  setil 
sie  auf  einen  Tisch,  der  dann,  wie  wir  spSter  sehen  werden,  durch  Beao 
den  Ton  verstärkt.  Grössere  Stimuigabebi,  welche  nicht  a,,  sondei 
oder  c  geben,  sind  meist  auf  besondem  BesonanzkBsteben  befestigt,  in  d 
die  Luftsäule  fUr  sich  schwingend  denselben  Ton  gibt  als  die  Gabel 
deshalb  durch  ihre  Schwingungen  den  Ton  ganz  bedeutend  verstärkt 
streicht  solche  Gabeln  mit  einem  Bassbogen  an,  den  man  parallel 
Schwing  imgsebene  an  den  Zinken  der  Gabel  vorUberfOhrt. 

Messungen  der  Schwingungszabl  des  durch  die  a, -Stimmgabel  best 
ten  Tones  haben  nun  ergeben ,  dass  dieser  Ton  keineswegs  Überall  die  gl' 
Schwingungszabl  bat.  Fischer  fand  im  Jahre  1822,  datis  die  Schwingi 
zahl  des  Tones  o,  im  Orchester  des  Berliner  Theater  gleich  437  war; 
jenige  des  Tones  a,  des  Orchesters  der  grossen  Oper  zu  Paris  war 
vom  Theatre  Peydeau  =  428  und  des  Tb^atre  Italien  »  424  Sei 
gungen  in  der  Sekunde'). 

Scbeibler^  fand  1833  den  Ton  von  fünf  Pariser  a,- Gabeln  von  i 
bis  440,7,  von  einer  Gabel  des  Berliner  Orchesters  441,62,  nnd  von  ' 
Gabeln  des  Wiener  Orchesters  zwischen  433,66  und  444,87  Schwingut 

Scheibler  machte  darauf  1834  auf  der  Versammlang  deutscher  K 
forscher  und  Aerzte  zu  Stuttgart  den  Vorsclilag,  den  Ton  a,  zu  440  Scb 
gungen  festzusetzen,  indess  ist  die  Stimmung  der  Orchester  darnach  i 
normirt  worden  und  sie  blieb  nach  wie, vor  schwankend.  Neuerdings^ 
nun  in  Frankreich  bestimmt  worden,  dass  der  Ton  a,  zu  435  Schwiagm 
gemotzt  werden  solle,  um  dort  Überall  eine  gleicbmässige  Stimmung  hei 


')  Fitcher  in  den  DenkBchriften  der  BerUner  Akademie  fSr  1834. 
^  Nach  der  Angabe  von  BSber.  Dove,  Bepeitoriam.  lU. 
^  Nach  dem  Mouiteur  univerael  26.  fcvrier  I86i). 


zubringen,  und  seitdem  i.'^t  auch  l)oi  oinor  f^rossen  Anzahl  d<>iiischer  Orche«tfir 
dieeelb«  Stimmung  angenonmien  worden. 

von  dioser  Schwingiingi^^ahl  a.an,  »o  wird  damnuh 


c,=  — -'—  =  -*■'--  ==  268.66. 
'       l^iTB        I,«eii9 

Die  SobwingnngsKshlen  der  vorhin  angegebenen 


Ti"ne  werden  darnach 


517, 


32,33 

,,  =    fi.l,fir.  c.^  =  1031,(W 

c  =  129.32  c^  =  2063,äO 

c,  =  258,86  Cfi  =  4138,40 


wona«))  man  leicht  im  Stande  sein  wird,  die  Schwingungszahlen  aller  übrigen 
in  der  Muailc  gebriliichlichen  Töne  zu  berechnen. 

Die  hier  angegebenen  Tßne  sind  indes»  nicht  die  Überhaupt  hörbaren 
Töne ,  sowohl  Tflne  unterhalb  c—  i  ak  oberhalb  Cj  sind  noch  hörbar.  In  den 
grÖEJsem  Orgeln  findet  sich  noch  eine  ganze  Octave  tieferer  Tfine  bis  zum 
c-j,  dem  Subcontra  C,  welches  lli  Schwingungen  in  der  Sekunde  vollfUhrt, 
nndSavart  behauptete  nach  seinen  Versuchen*),  dass  bei  hinreichender  StSrke 
T3ne  selbst  bei  7  —  8  Schwingungen  in  der  Sekunde  hörbar  seien.  Savart 
liea»  einen  Eisenstab  um  eine  horizontale  Axe  sich  drehen  und  stellte  ihn 
so  auf,  dass  er  bei  jeder  Umdrehung  durch  einen  Spalt  eines  Brettes  schlug 
und  dabei  die  Bänder  ber(thi-te.  Jeder  Durchtritt  gab  einen  heftigen  Schlag 
nnd  war  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  so  gross,  dass  der  Eisemstsb  in 
der  Sekunde  7  —  8  mal  die  Spalte  passirto,  so  hSrte  man  einen  sehr  tiefen 
und  lauten  Ton.  Savart  glaubte,  dass  dieser  Ton  Folge  der  acht  Stflsse 
des  Eisenstabes  an  der  Brettspalte  sei. 

Schon  Despretz")  indessen  widersprach  dem  und  bemerkte  dagegen, 
daes,  wenn  Savart's  Schluss  richtig  sei,  die  doppelte  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit oder  die  Anwendung  xweier  Sjialtcn  auch  die  höhere  Octave  des 
merst  gehtirten  Tones  hatte  erzeugen  müssen.  Der  Versuch  ergibt  aber 
nnen  von  dem  vorigen  nur  wenig  verschiedenen  Ton,  so  dass  der  Ton  sich 
nicht  aus  den  einzelnen  SchlSgen  zusammengesetzt  haben  kann. 

Helniholtz*)  wies  nach,  dass  die  Methode  von  Savart  zur  Untersuchung 
dieser  Frage  ganz  ungeeignet  sei,  da  die  Dauer  jedes  einzelnen  Stosses 
gegen  die  Zwischenzeit  zweier  Stäsee,  also  die  Schwiugungsdauer  der  durch 
sie  erzeugten  Schwingtmgen  zu  kurz  sei.  Es  nitlssen  deshalb  die  Obprtffne 
ufar  stark  entwickelt  sein,  so  dass  die  tiefcrtcn  gehörten  Töne  nichts  als 
Obertöne  sind.  Er  hat  deshalb  die  Fra^o  nach  den  tiefsten  Tönen  wieder 
Aufgenommen,  imd  gelangt  zu  einem  wesentlich  andern  Resultat,  er  findet, 
dass  die  Tonempfindong  erst  beginnt  bei  etwa  30  Schwingungen  und  dass 
erst  bei  etwa  4Ü  Schwingungen  der  Ton  eine  bestimmte  musikalische  Höbe 
haL  Helmboltz  schloss  dieses  besonders  aus  einem  Versuch  mit  einer  in 
dar  Mitte  belasteten  Saite,  welche  in  Folge  der  GelaKtung    fast    nur   die 


K 


■)  Savart.  AnnaleB  de  chbi.  et  de  phjs.   Tome  XLVIl.    Poggrod.  Ami.  XX. 

■)  Dapreti,  Comptes  rendn»  de  l'Acod^m.  de  Fiance.    Tome  XX.  Poggend. 

n.  Bd,  £XV, 

•)  Uelmholti,  Toncmpfindimgeii,  p.  2fifi  ft. 
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langsamsten  Schwingungen,  bei  denen  die  Saite  der  ganzen  Länge  nach 
schwingt,  vollführt.  Die  Saite  wurde  auf  einen  Besonanzkasten  ausgespannt, 
der  nur  eine  Oe&ung  hatte,  und  diese  konnte  mit  dem  Gehörgange  ver- 
bunden werden,  so  dass  die  Luft  des  Kesonanzkastens  nur  in  das  Ohr  hir: 
entweichen  konnte.  Die  Töne  einer  Saite  von  gewöhnlicher  Höhe  sind  untei 
diesen  Umständen  von  unerträglicher  Stärke.  Dagegen  war  die  Tonempfir^ 
düng,  als  die  Saite  37  Schwingungen  machte,  nur  mehr  noch  schwacV) 
imd  hatte  auch  diese  etwas  knarrendes,  was  darauf  schliessen  lässt,  d&^, 
das  Ohr  anfing,  die  einzelnen  Stösse  zu  fühlen.  Bei  31  Schwingungen  w^j 
kaum  noch  etwas  zu  hören. 

Später  hat  Helmholtz^)  dasselbe  mit  zwei  von  König  hergestellten  Stimm- 
gabeln gezeigt,  deren  Stimmung  durch  an  den  Zinken  verschiebbare  Ge- 
wichte geändert  werden  konnte.    Die  Zahl  der  jeder  Lage  des  Gewicbf^ 
entsprechenden  Schwingungen  ist  auf  einer  an  den  Zinken   angebrachten 
Skala  angegeben;  die  eine  Gabel  gibt  in  der  Sekunde  je  nach  der  Lage  des 
Gewichtes  25 — 35,  die  andere  35 — 61  Schwingungen.    Die  Gewichte  haben 
die  Form  von  Platten.    Bringt  man  das  Ohr  ganz  nahe  an  diese  Platten, 
so  hört  man  die  tiefen  Töne  sehr  gut.     Bei  30  Schwingungen  hört  man 
dann  noch  deutlich  einen  schwachen  dröhnenden  Ton,   bei  28  kaum  noch 
eine  Spur,  obgleich  man  leicht  Oscillationen  von  9™™  Amplitude  in  dieser 
Weise  ganz  dicht  vor  dem  Ohr  erzeugen  kann. 

Damach  würde  also  das  (?_a  der  tiefste  musikalische  Ton  sein,  und 
die  ganze  Subcontraoctave  der  Orgel  keine  eigentlichen  Töne,  sondern  ntir 
noch  ein  Geräusch  geben,  indem  das  Ohr  die  einzelnen  StÖsse  fühlt  Es 
ist  in  der  That  für  diese  Töne  selbst  einem  musikalisch  gebildeten  Ohre 
nicht  möglich,  eine  bestinunte  Tonhöhe  anzugeben. 

Nach  oben  hin  ist  die  Eeihe  der  hörbaren  Töne  weniger  begrenzt,  indew 
findet  sich  hier,  dass  verschiedene  Personen  für  solche  Töne  verschieden 
empfindlich  sind,  und  selbst  eine  Person  mit  dem  einen  Ohr  oft  höhere 
Töne  wahrnehmen  kann  als  mit  dem  andern.  So  gibt  Brewster  an,  dass 
er  das  Heimchenzii-pen  nur  mit  einem  Ohre  hörte,  während  für  gewöhn- 
liche Töne  beide  Ohren  gleich  empfindlich  waren*). 

Sind  die  Töne  hinreichend  stark,  so  können  noch  sehr  hohe  Töne  ge- 
hört werden;  so  brachte  Savart^)  mit  seinem  gezahnten  Bade  noch  deut- 
lich das  fis^  mit  24000  Schwingungen  hervor,  und  Despretz*)  fand,  dass 
mittels  Stimmgabeln,  welche  auf  Resonanzkasten  standen,  noch  das  d^  mit 
über  36000  Schwingungen  hörbar  war. 

§.  152. 

Analyse  des  Klanges.  Wir  haben  bereits  im  §.  145  darauf  hinge- 
wiesen, dass  Töne  gleicher  Höhe  sich  durch  Verschiedenheit  ihrer  Klang- 
farbe unterscheiden,  und  bemerkt,  dass  die  Verschiedenheit  des  Klanges 
ihren  Grund  darin  habe,  dass  die  Form  der  Schwingungen  bei  gleicher 
Periode  eine  verschiedene  sei;  eine  Verschiedenheit,  welche  darauf  berubt 


*)  HelmhoUz^  Tonempfindungen  III.  Ausgabe,  p.  279. 
*)  Brewster,  Philosophical  Magazin,  vol.  XXV. 
')  Savartj  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XLIV. 
*)  Despretz  a.  a.  0. 
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ilaBs  di6  Schwingiingeti  ku e am mea gesetzt  {»eriodisehs  t^iind,  da^s  innerhalb 
Aet  durt^b  den  tirundtiin  angegebenen  Periode  die  Liiftthoiluhen  gleichzeitig 
nach  andern  hohem  Tönen  angehiJrigen  Perioden  schwingen.  Bei  der  Be- 
sprechung der  lusamniengesetrten  t^chwingimgen  (§.  137)  sahen  wir  schon, 
dnsB  bei  den  Schwingungen  der  meigt«n  Kürper  nicht  einfache  Schwin- 
gungen, welche  durch  die  Gleichung 


dargestellt  flind,  sieh  ßndeu,  sondern  da8s  xii  diesen  nti»is  solche  hinzutreten, 
deren  Schwingiingadauem  Vielfache  der  ersten  sind,  dass  also  die  Schwin- 
gungen im  allgemeinen  durch  die  ßleichung 

S  =  «.  flin  2«  -3.  4"  ^  ■  s™  *"'7r  +  C  .  sin  6«  ^r  -|- p  .  smmt  -= 

gegeben  sind.  Bei  den  verschiedenen  schwingenden  Körpern  können  die 
Verhältnisse  zwischen  den  Amplituden  der  einzelnen  Schwingungen,  sowie 
die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Reihe  je  nach  Art  und  Stelle  der  Erregung 
sehr  verschieden  sein. 

Wie  wir  nun  g,  147  sahen,  stellen  die  einzelnen  Glieder  der  zuletzt 
hingeschriebenen  Reihe  die  harmonischen  Obertöne  dea  durch  Aas  erste 
Glied  dargestellten  Tones  vor,  also  wenn  wir  den  letztem  mit  c  bezeichnen, 

^M£eihe 

^^P  c,  i-j,  ffi,  «■.,  ^,,  Hl,  Ton  7,  r,,  rf^ 

^^P  Ist  demnacli  die  vorhin  aiiBgesprochene  Annahme  Über  die  Ursache  der 
Sangverachiedenheit  die  richtige,  so  würde  das  bedeuten,  dass  die  ver- 
echiedenen  Kllinge  nicht  einfache  Tüne,  inondem  Accorde  sind ,  welche  von  der 
It«ihe  der  harmonischen  Töne  gebildet  werden,  und  dass  Ihre  Verschieden- 
heit darin  beruht,  dass  in  diesen  Accorden  mehr  oder  weniger  Tl>ne  der 
Reihe  vorhanden  sind,  und  dLL4t<  die  Starke  der  einzelnen  Tiine  eine  ver- 
schiedene ist. 

Ohm')  war  der  erste,  der  den  Satz  aufstellte,  dass  dai>  Ohr  die  Fähig- 
keit habe,  jede  in  einer  zusauiroengeBetsten  vorhandene  einfache  Schwingung 
als  Ton  gesondert  wahrzunehmen,  oline  jedoch  daran  denSchluss  zu  knüpfen, 
dasB  in  der  Walimehmung  der  verschiedenen  OberUine  der  tirund  der  Klang- 
verBchiedenheit  Hege.  Seebeck')  nahm  dem  gegenüber  an,  da»s  in  einer 
zusammengesetzt  periodischen  Schwingung  die  einzelnen  T^ine  nicht  zn 
unterscheiden  wären,  dass  aber  in  der  durch  das  Hinzutreten  der  weileni 
Sohwingiingen  bedingten  Veränderung  des  ßchwingungegesetzee  eine  Ursache 
der  Klangverschiedenheit  der  Töne  gleicher  Höhe  zu  suchen  seL  Erst 
Helmholtz^)  war  es,  der  den  Nachweis  lieferte,  dass  in  einem  Klange,  dessen 
schwingende  Bewegung  durch  obige  Oleichung  dargestellt  ist,  alle  die  Tßne, 
wie  sie  das  OeBetü  von  Ohm  verlangt,  wirklich  vorhanden  und  dem  Ohre 
wahrnehmbar  sind,  und  dase  die  Verscliledenheit  des  Klanges  wesentlich 
TOR  den  vorhandenen  Obertönen  bedingt  ist. 


I 


PoBgcnd.  Ann.  Bd.  LIX  und  LXII. 
Sftbeik.  Poggend,  Ann.  Bil.  LS  und  LXUI.  Dove'«  Bejiertorii 
BtlmlioUi,  Tonempfiodungen.  Äb«chnitt  Ü,  UI,  IV,  V,  VL 
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Zum  XachweiB  der  objectiven  Existenz  der  PartialtS&e  b«iutzte  Helm 
holtz  das  Phänomen  des  Mittönens,  deesen  Theorie  wir  im  nSchsten  K^tit« 
etwas  auBfUhrlicher  besprechen  werden.     Die  ErBcheinung   beatehi  darin 
daes  wenn  in  der  NShe  eines  Körpers,  der  Sohwingongen  einer  gtatz  b« 
stimmten  Periode  voUfnhren,  das  heisst  also  einen  einfachen  Ton  bestimmt^ 
Höhe  gehen  kann,  Schwingungen  dieser  Periode  erzeugt  werden,  der  Körp^ 
dadurch  mit  in  Schwingungen  gerfith,    welche  man  entweder  direkt  oi,. 
dadurch  wahrnehmbar  machen  kann,    dass  man  den  erre^nden  Ton  &->. 
hören  ISsst,  wodurch  dann   der  Ton    des  mitschwingenden  KOrpers  all^ 
hörbar  bleibt.    Spannt  man  z.  B.  auf  einem  Monochord  zwei  Saiten  getia, 
im  Einklang,  und  bringt  die  eine  zum  Tönen,  so  tönt  auch  die  andere,  odti 
bringt  man  von  zwei  ganz  genau  gleichen  Stimmgabeln,  wie  Fig.  258,  die 
eine  zum  Tönen,  so  wird  auch  die  andere  in  Schwingung  versetad.    Di«sw 
Mittönen  tritt  aber  nur  ein,  wenn  die  Schwingungen  des  mittönenden  Rflr- 
pers  genau  dieselbe  Dauer  haben,  wie  die  Schwingungen  des  ursprflngliefa 
tönenden  Köqiers,    schon  bei    geringem    Unterschiede    der    Sckwingnngeii 
tritt  dasselbe  nicht  ein.    Wenn  man  deshalb  bei  Erzeugung  eines  KluigM 
einen  bestimmten  Körper   zum   Mittönen    bringt,  dessen   SchwingungsuM 
jener  des  in  dem  Klange  vorhandenen  Grundtones  nicht  entspricht,  soluiu 
man  daraus  mit  Sicherheit  schliessen,  dass  neben  dem  Grondtone  der  den 
mittönenden  Körper  entsprechende  Ton  in  dem  Klange  vorhanden  ist 

Ein  sehr  bequemes  Mittel,  um  das  Mittönen  zu  zeigen,    sind  H«in- 
branen,  welche  wie  Fig.  260  als  Boden  auf  einer  Flasche  ausgespannt  sind. 
Der  Hals    der    Flasche  bei  a  itf 
^'B.  »0-  offen,  die  Membran  b  Tertritt  dii 

Stelle  des  Bodens;  man  nimmt  u 
besten  eine  nasse  Scbweiiubliie, 
die  gleichmKssig  aufgespannt  wiid, 
■  und  die  man  dann  trocknen  lls<t 
Bei  c  wird  mit  Wachs  ein  CocM- 
.faden  befestigt,  der  an  geinem 
'untern  Ende  ein  8iegellackkD^- 
chen  trKgt,  das  gerade  vor  der  Mitte  der  Membran  hfingt.  Wenn  die  II«' 
bran  in  Schwingungen  gertlth,  so  macht  das  Pendelchen  die  heftigetai 
Sprünge.  Wenn  die  Spannung  der  Membran  und  die  OrOase  der  F1m<4< 
richtig  getroffen  sind,  so  gibt  die  Membran  fast  nur  ihren  Gnmdton  u, 
bei  welchem  sie  als  Ganzos  schwingt,  die  Obertöne  treten  dann  nnr  schnck 
hervor.  Um  dieselben  zu  erkennen  muss  man  die  Flasche  vertjcal  stelhXi 
und  die  Membran  zur  Beobachtung  der  Rlangfiguren  mit  Sand  bcetreiw- 
Die  möglichen  Scbwingtmgsformen  der  Membran  mit  den  dazu  gebOiign 
Scbwingnngszahlen  zeigt  folgende  kleine  Tabelle: 

Die  Membran  schwingt  Schwingongstabl 

ohne  Knotenlinie 1 

mit  einem  Kreise 2,290 

mit  zwei  Kieisen 3,M9 

mit  einem  Durchmesser 1,590 

mit  einem  Dirchmesser  und  einem  Kreise  . .  2,980 

mit  zwei  Durchmessem 2,140. 
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Beaeichnen  wir  den  Grundton  der  Membran  mit  Cy  so  gibt  dieselbe 
ils  Obertöne  rf|  +,  ^i  +,  flw,  ^i  — ,  ^i,  die  Zeichen  +  ^^^  —  b®^ 
ien Tönen  sollen  anzeigen,  dass.der  Ton  der  Membran  etwas  höher  oder 
iwas  tiefer  ist  als  der  hingeschriebene. 

Die  mitschwingenden  Membranen  haben  den  Vorzug,  dass  sie  die  in 
iner  Klangmasse  vorhandenen  Einzeltöne  ganz  ohne  Mithülfe  des  Ohres 
eigen,  sie  haben  indess  den  Nachtheil,  da»»  sie  für  schwächere  Töne  nicht 
ehr  empfindlich  sind.  In  der  Beziehung  werden  sie  weit  übertroffen  von 
ien  von  Helmholtz  angegebenen  Resonatoren.  Es  sind  das  Hohlkugeln 
•der  Röhren,  von  Glas  oder  Messing  Fig.  261a  und  b,  mit  zwei  Oeffhungen. 
)ie  eine  Oeffnung  a  hat  scharf  abgeschnittene  Ränder,  die  andere  b  ist 
richterfÖrmig  und  so  geformt,  dass  man  sie  in  das  Ohr  einsetzen  kann, 
dan  umgibt  zu  dem  fbide  die  Oeffiiung  b  mit  geschmolzenem  Siegellack, 
md  wenn  dasselbe  soweit  erkaltet  ist,  dass  man  es  mit  den  Fingern  unge- 
traft  berühren  kann,  aber  doch  noch  weich  ist,  drückt  man  die  Oeffnung 
n  den  Gehörgang.  Das  Siegellack  formt  sich  dann  nach  der  innem  Ober- 
Ifiche  des  letztem,  und  wenn  man  dann  später  den  Resonator  an  das  Ohr 
letzt,  so  schliesst  er  leicht  und  vollständig  dicht. 

Ein  solcher  in  das  Ohr  gesetzter  Resonator  gibt  einen  bestimmten 
Irundton  und  ausser  dem  mehrere  sehr  viel  höher  liegende  Obertöne.  Wird 
ler  Grundton  desselben  ausserhalb  angegeben,  so  wird  die  Luft  des  Re- 
lonators  sehr  kräftig  zum  Mittönen  ^gebracht,  and  der  Ton  dringt  dann 
mmittelbar  und  deshalb  sehr  kräftig  ins  Ohr. 

Verstopft  man  das  eine  Ohr  und  setzt  an  das  andere  den  Resonator 
0  hört  man  die  meisten  in  der  Umgebung  angegebenen  Töne  sehr  gedämpft, 
rird  dagegen  der  Ton  des  Resonators  angegeben,  so  schmettert  derselbe 
nit  gewaltiger  Stärke  in  das  Ohr  hinein. 

Eine  abgestimmte  Reihe  solcher  Resonatoren,  wie  man  sie  jetzt  von 
[önig  in  Paris  beziehen  kann,  die  harmonische  Reihe  der  Töne  v(mr_]  anent- 
altend,  ist  deshalb  ein  vor- 
reffliches  Mittel,  um  die  in 
iner  Klangmasse  enthaltenen 
'öne  zu  bestimmen.  Es  ist  da- 
ei  zu  bemerken,  dass  das  Auf- 
reten  des  Tones  im  Resonator 
anz  ebenso  die  objective  Exi- 
tenz  des  Tones  ausserhalb  des 
^nators  beweist,  als  die  mit- 
chwingende  Membran.  Denn 
ter  Ton  tritt  in  dem  Resonator 
i^  hervor,  wenn  derselbe  von 
Schwingungen  getroffen  wird, 
Welche  mit  denen,  welche  die 
-•uftanasse  des  Resonators  an-  a 
'chmen  kann,  isochron  sind; 
i^ird  deshalb  der  Resonator 
um  Tönen  gebracht,  so  beweist  das,  dass  in  den  zusammengesetzten 
«hwingungen,  welche  ihn  zum  Tönen  bringen,    die  dem  Resonator   ent- 


Fig.  861«. 
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de  einfache  Schwingung  voriianden  ist,  nnd  als  eolcl 
engesetztes  abgeschieden  werden  k&nn. 
m  Yoiztig  der  Membranen,  die  Zaeammensetzung  der  K 
vom  Ohr  za  zeigen,  mit  der  Empfindlichkeit  der  Reaoni 
ein  von  B.  König  in  Paris  constniirter  Apparat  Ein« 
jmmten  Resonatoren,  8  oder  10  von  c  an  sind  auf  einem  l 
ier  befeBtigt  R,  M  (Fig.  262).     Das  Ende  der  Resonator 


ist  ins  Ohr  gesteckt  wird,  ist  durch  eini?n  Kautsch 
ihe  hlmner  Kapseln  kk  in  Verbindung.    Mit  Ansnal 
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des  Eautschukschlauches  sind  die  Kapseln  rings  geschlossen ,  und  zwar  an 
den  Seiten  wänden  und  .hinten,  wo  der  Schlauch  eintritt,  fest,  vom,  der 
Mündung  des  Schlauches  gegenüber  durch  eine  sehr  feine  elastische  Membran. 
Wird  nun  durch  einen  aussen  angegebenen  Ton  die  Luftmasse  des  Re- 
sonators in  Schwingung  versetzt,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  bis  in  die 
Kapsel  fort,  und  die  die  Kapsel  vom  abschliessende  Membran  wird  gerade  so 
in  Schwingimgen  versetzt ,  wie  das  Trommelfell ,  wenn  man  den  Resonator 
in  den  GehÖr^ang  einschiebt.  Um  nun  diese  Schwingungen  sichtbar  zu 
machen,  wendet  König  ein  äusserst  sinnreiches  Mittel  an;  vor  der  Membran 
wird  eine  zweite  Kapsel  angebracht ,  so  dass  die  Membran  selbst  die  Hinter- 
wand der  vordem  Kapsel  bildet.  Durch  ein  seitliches  Ansatzrohr  lässt  man 
nan  in  die  vordere  Kapsel  Leuchtgas  eintreten,  welches  durch  die  Fig.  262 
neben  den  Resonatoren  sichtbaren  Brenner,  die  aus  einer  kleinen  kreis- 
fJ3nnigen,  auf  der  obem  Seite  dünner  Cy linder  angebrachten  Oeffiiuug  be- 
gehen, entweicht. 

Angezündet  gibt  dieser  Gasstrom  eine  kleine  spitze  leuchtende,  ruhig 
trennende  Flamme.  Sobald  nun  aber  der  mit  dieser  Flamme  in  Verbindung 
itehende  Resonator  durch  einen  Ton  in  Schwingungen  versetzt  wird,  ge- 
engt auch  die  Flamme  in  isochrone  Vibrationen,  indem  sie  abwechselnd 
grösser  und  kleiner  wird.  Denn  indem  die  Membran  durch  die  Schwin- 
gungen der  Luft  im  Resonator  abwechselnd  etwas  in  die  das  Gas  h'kltende 
Kapsel  hineingedrückt,  abwechselnd  aus  ihr  zurückgezogen  wird,  wird  der 
^ck  des  Gases  in  der  Kapsel  abwechselnd  etwas  vergrössert,  abwechselnd 
itwas  verkleinert  Dem  vergrösserten  Druck  entspricht  ein  verstärktes,  dem 
verminderten  ein  geschwächtes  Ausströmen  des  Gbses  und  ersterm  eine  Ver- 
^öfisemng,  letzterm  eine  Verkleinemng  der  Flamme.  Diese  Vibrationen  der 
Plamme  erfolgen  indess  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  dass  sie  bei 
direkter  Betrachtung  der  Flamme  nicht  sichtbar  sind. 

Um  sie  sichtbar  zu  machen,  benutzt  König  die  schon  mehrfach  er- 
wähnte Eigenthttmlichkeit  unseres  Auges,  dass  Lichteindrücke  eine  gewisse 
Zeit  dauern  nnd  die  aus  dem  Beflexionsgesetze  sich  ergebende  Erscheinung, 
^s  das  Spiegelbild  einer  Flanmie  je  nach  der  Stellung  eines  Spiegels  an 
verschiedenen  Orten  erscheint.  Das  an  der  Seite  der  Flamme  sich  befin- 
dende Parallelepiped  ist  auf  seinen  vier  Seitenflächen  mit  Spiegeln  belegt, 
^  dass,  wenn  es  in  der  Stellung  ist,  welche  die  Figur  zeigt,  die  Spiegel- 
bilder der  Fkunmen,  wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  sichtbar  sind. 
iHirch  i(wei  mittels  der  Kurbel  K  gedrehte  konische  Zahnräder  C  und  (7^ 
kann  das  spiegelnde  Parallelepiped  in  Rotation  versetzt  werden.  Dreht  man 
ttun  den  Spiegel  langsam,  während  die  Flanmie  ohne  Vibrationen  brennt, 
iK)  sieht  man  die  Flamme  nach  und  nach  an  verschiedenen  Stellen  neben 
einander,  dreht  man  ihn  rasch,  so  sieht  man  alle  diese  Bilder  einer  Flamme 
gleichzeitig,  und  in  Folge  dessen  sieht  man  sie  als  ein  horizontales  Licht- 
Wid,  gerade  wie  man  eine  rasch  im  Kreise  geschwungene  glühende  Kohle 
^  leuchtenden  Kreis  sieht 

Anders  jedoch,  wenn  die  Flamme  vibrirt,  wenn  die  leuchtende  Spitze 
der  Planune  nur  immer  einen  Moment  sichtbar  ist;  sie  gibt  daim  im  Spiegel 
&nr  jedesmal  ein  Bild,  wenn  sie  aufzuckt,  diese  Bilder  fallen  aber,  da  der 
Spiegel  zwischen  dem  jedesmaligen  Aufzucken  gedreht  ist,  neben  einander, 
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und  man  siebt  dann  im  Spiegel  eine  Reihe  von  Flammenbildem  neben 
ander,  wie  es  Fig.  2C3  zeigt. 

Der  Abstand  der  einzelnen  Flammenbilder  b&ngt  ab  Ton  der  Sehne 
keit,  mit  der  die  Vibrationen  erfolgen  und  der  Schnelligkeit  der  Bota 
des  Spiegels,  oder  wenn  die  Schnelligkeit  der  Rotation  des  Spiegels 
geben  ist,  nur  von  der  SclinelUgkeit,  mit  der  sich  die  Vibrationen  fol, 
Spiegeln  Mich  t.  B.  in  einem  Spiegel  zwei  Flammen,  von  denen  die  ■ 
doppelt  HO  rasch  vibrirt  als  die  andere,  aü  xiebt  man  auch  von  der  erst 
doppelt  so  viel  Bilder  als  von  der  letztem.  So  zeigt  Fig.  363  die  Ersci 
nung  in  dem  rotirenden  Spiegel,  wenn  man  gleichzeitig  c  und  r,  ortä 
ISsst,  die  untere  Flamme  gibt  dann  die  halbe  Anzahl  Bilder  als  die  daiH: 
liegende,  da  die  Luft  im  untero  Resonator  nur  halb  so  viel  Schwingung 
macht  als  im  darllberliegenden. 

Die  Anwendung  des  Apparates  ergibt  sich  darnach  von  selbtit;  ru 
gibt  den  /u  untersuchenden  Klang  auf  den  Gnmdton  c  an  und  setzt  d 
Spiegel  in  Rotation.  Alle  die  in  dem  Klange  enthaltenen  Obertäne  bring 
die  Luft  der  ihnen  entsprechenden  Resonatoren  in  Vibration,  welches! 
den  zogehSrigen  Flammen  mittheilt.  Man  sieht  dann  die  ents]irech«Dd 
Flammen  im  rotirenden  Spiegel  als  einzelne  Bilder,  ähnlich  wie  Fig.  ä( 
während  die  Flammen,  deren  Resonatoren  nicht  mittönen,  im  Spiegel: 
continuirliche  Lichtbander  erscheinen. 


fffrnmm 


/f/0^0^^^0 


Die  Membranen  in  den  Kapseln  ftlr  diemanometriBchenFlsmmeBweri 
von  einer  solchen  Feinheit  genommen,  dass  sie  jeder  Schwingmig,  £e  is^ 
sie  umgebenden  Luft  vorhanden  ist,  folgen  und  sie  durch  die  Bewegm 
der  Flamme  angeben.  Es  ist  deshalb,  wie  König')  gezdgt  hat,  mS^ 
auch  durch  eine  Flamme  die  Klänge  in  ihre  Fartialtöne  zn  zerlegen.  Hot 
kleinen  dazu  geeigneten  Apparat  zeigt  Fig.  264.    An  einem  Stativ  iat  eit 

';  König,  Poggend.  Am).  Bd.  CXXfI.  p.  GflG.  Die  Apparate  nnd  b  nrt>«' 
licher  Ausfflhning  von  R.  K&iiig  \n  Pwna  <^ie  de  Hautefeoille  SO)  ni  bviektt. 
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el  I:  iler  vorliin  bescliri ebenen  Art  bRfestigt,  in  t)ie  vorUere  Hälfte  der- 
n,  welche  von  der  hintern  durch  die  feine  Membran  getrennt  ist,  tritt 
1  r  das  Leiiclitgas  ein,  welches  durch  den  nach  oben  gebogenen  Brenner  /' 
eicht  und  dort  ange/.findet  wird.  In  der  hintern  HKlfte  der  Kapsel 
let  das  Kantschukrohr  II,  welches  an  seinem  Knde  mit  einem  Schall- 
ter  S  versehen  Ist.  Jeder  einfache  Ton  verset/t  die  Flamme  in  Schwin- 
;en,  wenn  er  mit  hinreichender  Stärke  in  den  Trichter  und  durch  diesen 
le  Kapsel  eindringt;  betrachtet  man  die  Flamme  im  rotirenden  Spiegel, 
fhalt  man  ein  BiM ,  wie  Fig.  26Sa  oder  b.    Dringen  dagegen  gleichzeitig 


irere  Töne  in  das  Rohr,  so  wii-d  die  Flamme  von  jedem  Tone  in  Schwin- 
g  versetzt,  nnd  die  Flammenbilder  werden  andere.  Treten  ?..  B.  flnind- 
nnd  Octave  in  die  Kapsel,  so  zeigt  der  Spiegel  das  Bild  Fig.  •JGCi. 
selbe  besteht  aus  einer  hohen  Flamme,  die  schmaler  ist.  als  wenn  der 
adton  allein  tönt,  und  eintr  kloinen  Flamme,   welche  regelmüssig  ah- 

feu-MMt,  P)i})U(.  I.    3.  Anil.  40 
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wecfaseln.  Die  Entstehung  dieseB  Bildes  ergibt  sich  leicht  aus  der  Uebn- 
legiing,  dass  jede  Bewegung  der  Membran  gegen  die  vordere  HillfU  ätj 
Kapsel  die  Flamme  nufSackern  machen  musB.  Wenn  man  gleichzeitig  fimiHt- 
ton  und  Octave  und  Duodecime  in  die  Kapsel  eindringen  lAsst,  so  erhllt 
man  das  BildFig.2ti6.  Zwischen  die  Flamme  abilder  Fig.2lJC  tritt  jedesmtl 
noch  eine  kleinere  Flamme.  Dos  Flammenbild  Fig.  '2üä  bildet  eich  lB. 
wenn  man  dos  obere  Ende  einär  offenen  Orgelpfeife  nahe  an  die  Oeffmuig 
des  Schalltrichters  S  hUlt  und  nicht  zu  stark  in  die  Pfeife  blSst;  w«in 
nun  dafi;egen  stärker  in  die  Pfeife  hinein  blast,  wodurch  neben  dem  iininJ- 
ton  und  der  Octave  die  Duodecime  deutlich  hürbar  wir<l,  so  erhält  tii:iii 
das  Bild  Fig.  2Ü<J. 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Flaniiiienbilder  der  KlOnge  einmal  Muiüit. 
so  erkMint  man  leicht,  wie  man  dieses  Mittel  zav  Analyse  eines  Kltogf* 
benutzen  kann;  man  hat  das  durch  ihn  erzeugte  FlammenbUd  mit  dem  durk 
passend  zusammengesetzte  einfache  TCne  zu  vergleichen,  nm  zu  eikenMi 
welche  T9ne  den  Klang  zusammensetzen. 

Schliesslich  kann  man  auch  die  auf  einem  Monochord  oder  in  eiK> 
Klavier  oder  Überhaupt  auf  einem  Resonanzboden  ausgespannten  Sijt«ül*- 
nutzen,  um  die  in  einem  Klange  vorhandenen  Einzeltüno  zu  bestimmen,  it 
die  Saiten  sehr  leicht  und  stark  mittJ>nen.  Da  indesa  die  Saiten  niclit  v" 
durch  ihren  Grundton,  sondern  auch  durch  jeden  Ihrer  harmoniachen  Ohtt- 
töne  in  Schwingung  versetzt  werden,  so  Ifisst  sich  mit  HUlfe  derMlbn 
nicht  direkt  ttber  die  einzelnen  Tön«  entscheiden,  welche  in  der  gisM 
Klangmasse  vorhanden  sind. 

Mit  Hülfe  des  einen  oder  dex  undem  Verfahrenn  kann  mannusn- 
nächst  leicht  den  Nachweis  fuhren,  dass  in  einer  zusammengeesUten  Schvit 
gung  die  einfachen  Schwingungen  als  solche  angenommen  werden  mUiM 
dass  also  die  einzelnen  PartialtSne  eine  objective  Existenz  haben,  indams' 
das  Mittönen  bewirken,  also  ihre  Schwingungen  an  andere  Körper  abgebo- 
Dass  in  der  Tbat  alle  Töne,  die  in  einem  Klange  vorhanden  sind,  in  diV 
Weise  existiren,  kann  man  mit  Hülfe  von  gezupften  Saiten  zeigUL  "' 
wir  im  §.  137  bemerkten,  treten  in  gezupften  oder  geschlagenen  Stit« 
selir  vei-schiedene  Schwingungen  auf,  je  noch  der  Stelle,  die  geiupft  "^ 
geschlagen  wird.  Alle  die  Schwingungszahlen  fehlen,  welche  an  der  g** 
scblagenen  Stelle  einen  Knotenpunkt  haben,  alle  Übrigen  treten  auf.  ^^^ 
eine  Seite  in  der  Mitte  geschlagen,  so  fehlen  die  Töne  2,  4,  8  u.  s.  £  ^ 
Töne  3,  5,  7  etc.  und  ihre  Vielfachen  treten  «uf,  da«  heiset  die  cd»ii>i°'^ 
gesetzten  Schwingungen  der  Saite  kann  man  als  aus  diesen  Sohwinguntr^ 
zuaammeugesetzl  betrachten.  DasK  nun  In  der  That  diese  zusanunenge^'^'* 
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chwingungen  bei  ihrer  Ausbreitung  in  der  Luft  sich  wirklich  in  die  in 
Imen  vorhandenen  einfachen  Schwingungen  zerlegen,  das  beweisen  die 
'^ersuche  über  das  Mittrmen,  denn  die  denselben  entsprechenden  Nfembranen 
der  Resonatoren  werden  in  Schwingung  versetzt. 

Wie  nun  zuerst  Brandt')  und  dann  iiu  Verlaufe  seiner  Untersuchung 
ielmholtz ')  nachgewiesen  haben ,  nimmt  das  einigermassen  geübte  Ohr  bei 
iahin  gerichteter  Aufmerksamkeit  diese  einzelnen  Töne  in  einer  'Klang- 
Diasse  auch  ohne  Hülfe  der  Resonatoren  wahr,  so  das s  damit  das  Ohm'sche 
Gesetz  vollständig  bewiesen  ist.  Ist  man  in  solchen  Versuchen  nicht  geübt, 
80  kann  man,  wie  Helmholtz  an^bt,  das  Ohr  zunilchst  mii  Resonatoren 
unterstützen. 

Man  schlage  z.  B.  eine  Saite,  die  r  gibt,  ausserhalb  der  Mitte,  etwa 
in  */3  der  Saitenlänge,  so  liefeii;  dieselbe  ausser  dem  Grundton  r  auch  r^, 
^j  etc.  Nimmt  man  den  Ton  r^  nicht  sofort  wahr,  so  halte  man  einen  auf 
Ci  abgestimmten  Resonator  an  das  Ohr,  und  man  hört,  den  Ton  sehr  laut. 
Ist  80  das  Ohr  auf  diesen  Ton  aufmerksam  geworden,  so  hört,  es  denselben 
auch  nach  Entfemimg  des  Resonators,  allerdings  schwacher  aber  unzweifel- 
haft deutlich. 

Da  nun  das  Ohr  in  einer  zusammengesetzten  Schwingung  in  der  That 
(fie  einzelnen  Töne  wahrnimmt,  so  wird  der  Schluss  berechtigt  sein,  dass 
es  in  der  That  die  verschiedenen  und  verschieden  starken  Obert/ine,  die  den 
Grundton  begleit^en,  sind,  welche  die  Klangfarbe  eines  Tones  ausmachen. 
Die  von  den  musikalischen  Instrumenien  gelieferten  Klänge  sind  deshalb 
keine  einfachen  Töne,  diese  können  keine  verschiedene  Klangfarbe  haben, 
sondern  Zusammenklänge  verschiedener  Töne.  Helmholtz  bezeichnete  die- 
selben daher  auch  nicht  als  Töne,  sondern  als  Klänge,  indem  er  das  Wort 
Ton  fttr  die  durch  einfache  Schwingungen  bewirkte  Emptindimg  wählt.  Die 
Töne  unterscheiden  sich  demnach  nur  durch  ihre  Höhe,  die  Klänge,  deren 
Höhe  durch  die  des  (xrundtones  ])ezeic}met  wird,  durch  die  von  ihrer  Zu- 
sammensetzung abhängige  Klangfarbe. 

Dass  dieser  Schluss  über  das  Wesentliche  der  musikalisclien  Klangfarbe 
berechtigt  ist,  hat  Helmholtz^)  schliesslich  dadurch  nachgewiesen,  dass  er 
ans  einfachen  Tönen  die  Klänge  zusammensetzte,  nachdem  er  vorher  die 
in  denselben  vorhandenen  Theiltöne  erkannt  hatte.  Wir  werden  auf  die 
wichtigsten  Versuche,  die  künstliche  Zusammensetzung  der  Vocale,  in  einem 
spätem  Paragraphen  zu  sprechen  kommen,  hier  erwähnen  wir  nur  einen 
dahin  zielenden  Versuch.  Bläst  man  eine  (ilasÜasclu*  an,  welche  in  der 
Weise  wie  Fig.  267  eingerichtet  ist,  welche  also  mit  einem  Anblaserohr, 
^  besten  aus  Guttapercha,  dessen  am  Halse  der  Flasche  liegende  Mündung 
4)geplattet  ist,  versehen  ist,  indem  man  das  Rohr  mit  einem  Blasebalge  in 
V'erhindung  setzt,  so  erhält  man  einen  fast  (einfachen  Ton,  der  in  seinem 
Qange  einem  dumpfen  U  sehr  ähnlich  ist. 

Stimmt  man  nun  zwei  solcher  Flaschen  so  ab,  dass  die  eine  genau  die 
DetaTe  der  andern  gibt,  so  liefern  sie  zusammen  angeblasen  einen  Klang, 
lessen  Höhe  der  des  Gnmdtones  entspricht,  dessen  Farbe  aber  derjenigen 


')  Brandt,  Poggend.  Aim.  Bd.  CXU. 

*)  HdfnhoUz^  Tonempfindungen.  Abschnitt  IV. 

*)  Hdmiidiz,  Tonempfindungen,  p.  109  if. 
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des  Vocales  0  gleich  ist.  Lssst  man  nnn  abwechselnd  bald  die  eine, 
beide  Flaschen  tOnen,  so  kann  man  in  dem  Zusammenklänge  zunichst 
einzelnen  Töne  leicht  unterscheiden,  sehr  bald  aber  bei  danemdem 
sammenklange  verschmelzen  sie  sich  zu  dem  Klange  0.  Wenn  man 
den  hühem  Ton  angegeben  hat,  dann  den  tiefeni  hinzukommen  tisst, 


man  anfangs  den  hohem  Ton  noch  in  seiner  ganzen  3t9rke  weiter,  dan 
klingt  der  tiefe  in  seiner  natürlichen  Klangfarbe  wie  ein  U.  Allm 
aber,  wie  sich  die  Erinnenmg  deä  iaolirt  gehörten  Ton  verliert,  wird 
immer  iindeutlicher  und  tlabpi  auch  schwächer,  wShrend  der  tiefi 
scheinbar  stSrker  wird  und  wie  0  lautet. 

Qer&de  diese  Verschmelzting  eines  Obertones  mit  seinem  fln 
unter  Aenderung  der  Klangfarbe  beweist,  dass  der  Klang  wesentlic' 
die  übertöne  bedingt  ist. 

Wie  wir  im  §.  132  michwiest'u,   hfingt  das  (tesetz  der  Scbwi 
in  einer  schwingenden  Punktreihe  nicht  allein  ab  von  der  Periode  d 
itchwingungen,  sondern  auch  von  der  Phase,  mit  welcher  die  Sehn 
zusammentreten,  es  wlire  deshalb  auch  mCgUch,  da^ia   die   Phase 
ponirenden  Theiltüne  auf  die  Farbe  eines  Klanges  von  Einfluas  v 
holtz')  hat  gezeigt,  dass  das  niclit  der  Fall  ist.     Kr  benutzte  da 
sammensetzung  von  Klfingen  mit  Hülfe  von    ^timragabeltonen. 
VerhSltniss  von  Griindton  und  Octave  stehende  Stimmgabeln  gebet 
zum  Tönen  gebracht  und  durch  Kesonanzriiltren  verstärkt  (sit 
eipen  dem  0  sehr  ithnlichen  Klang.    VerKtimint  man  nun  die 
gabel  nur  sehr  wenig,   ko   kommen  die  einzelnen  Stösse  nacli 
immer  anderer  Phase  zusammen,  wie  wir  l>ereits  ^.  1H7  sahen 


')  Heimholt:.  TonenipÜnduDgen.  i>.   190  ff. 
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färbe  ändert  sich  indess  damit  durchaus  nicht.  Dadurch  ist  dann  bewiesen, 
dass  die  Klangfarbe  des  musikalischen  Theils  eines  Klanges  nur  abhängt 
von  der  Zahl  und  Stärke  der  Partialtöne,  nicht  von  den  Phasenunterschieden 
derselben.  Wir  sagen  ausdrücklich,  des  musikalischen  Theiles  des  Klanges, 
denn  ausserdem  wird  auch  die  Klangfarbe  mit  bestimmt  durch  die  bei  der 
Klangerzeugung  eintretenden  Geräusche,  auf  welche  wir  im  nächsten  Para- 
graphen  noch  hinweisen  werden. 

§.  153. 

Klänge  durch  Schwingungen  fester  Körper.  Wir  sahen  im  zwei- 
ten Kapitel  des  vorigen  Abschnitts,  dass  die  festen  Körper  in  drei  ver- 
schiedene Schwingungsarteu  versetzt  werden  können,  in  longitudinale,  in 
transversale  imd  in  drehende,  entsprechend  den  verschiedenen  Richtungen, 
nach  denen  sich  die  Elasticität  äussert.  Alle  diese  Schwingungen  bringen 
Töne  oder  vielmehr,  da  sie  in  den  seltensten  Fällen  einfache  sind,  Klänge 
hervor,  indem  durch  sie  die  umgebende  Luft  in  Schwingungen  versetzt  und 
durch  diese  der  Ton  bis  zu  unserm  Ohre  fortgepflanzt  wird. 

Als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Schwingungszahl  eines  longitudinal 
schwingenden  Stabes  hatten  wir 

^     A.L  y  8  ' 

worin  L  die  Länge,  E  den  Elasticitätscoefßcienten,  .s  die  Dichtigkeit  des 
Stabes  und  Ä  eine  von  der  Befestigungs weise  und  der  Art  des  Streichens 
abhängige  Constante  bedeutet. 

Die  Schwingungszahl  und  somit  der  Longitudinalton  eines  Stabes  hängt 
also  ausser  von  der  Materie  des  Stabes  bei  gleicher  Befestigimgsweise  und 
gleichem  Streichen  nur  von  der  Länge  des  Stabes  ab;  die  Dicke  oder  der 
Querschnitt  des  Stabes  haben  auf  die  Höhe  des  Klanges  keinen  Einfluss. 

Diesen  Satz  bestätigen  schon  die  Versuche  Chladni's,  welcher  die  lon- 
gitudinalen  Schwingungen  der  Stäbe  und  deren  Töne  untersuchte,  bevor 
die  Theorie  dieser  Bewegimgen  entwickelt  war^\ 

Unter  übrigens  gleichen  Umständen  muss  nach  unserem  Ausdrucke 
die  Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe  von  longitudinal  schwingenden 
Stäben  sich  verhalten  wie  die  Quudratwur/el  aus  dem  Quotienten  der  Elasti- 
eitstund  der  Dichtigkeit;  mich  dieses  wird  schon  durch  die  Versuche  Ohladni's 
bestätigt.. 

Chladni  liess  mehrere  zwei  Fuss  lange  an  beiden  Enden  freie  Stäbe 
frei  schwingen  und  erhielt  als  Tr»ne: 

Mit  einem  St-abc  151Öthigen  Silbers...  d^ 

von         Kupfer  ..  ^4 
von        Eisen m^^. 


^»  7?  1) 

n  1)  ?» 


Die  Schwingungszahlen  dieser  Töne  verhalt<^n  sich,  diejenige  des  vier- 
gestrichenen r  als  Einheit  gesetzt,  wie 


9      .  3,     .  -'5/ 
/8  •    72  •      /I2) 
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oder  diejenige  des  viergestricheuen  d  als  Einheit  gesetzt,  wie 

1.4/.  .'»0 , 

oder  wenn  wir  die  tenipcrirten  Töne  wählen,  wie 

1  :  1,33484  :  1,88775. 

Nach  §.  oO  ist  nun  der  ElasticitätscoefQcient 

für  Silber    E  =    7140000  Gramme  s  =  10,47  Gramme 
„    Kupfer  JE  =  10519000         „         .v  =     8,78  ,, 

„    Eisen     E  =  20794000         „         s  =     7,74 

Und  setzen  wir  diese  Werthe  in  unseren  Ausdruck  für  N  ein,  so  ver- 
halten sich  die  drei  Schwinguugszahlen 

Xj  :  .V^  :  iY.5  =  2586  :  3427  :  51 16, 

oder  wie 

1  :  1,325  :  1,97. 

Die  von  Chladiii  beobachteten  Töne  entsprechen  also  der  Theorie; 
die  Abweichung  selbst  beim  höchsten  Tone  beträgt  nur  etwas  mehr 
als  ein  Komma;  Chladni  selbst  gibt  aber  au,  der  Ton  sei  nur  annShemd 
eis  gewesen.  Indess  ist  die  Uebereinstimmung  so  gross ,  wie  sie  bei  so  hohen 
Tönen  nur  sein  kann,  wo  geringe  Höhenunterschiede  nur  sehr  schwer 
wahrgenommen  werden  können. 

Für  die  Bestimmung  der  Schwingungszahl  longitudiual  schwingemlcr 
Stäbe  hatten  wir  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

l)  Der  Stab  ist  an  einem  Ende  ganz  fest.    Dann  wird 


4L        f       8 


Die  Schwiugungszahlen  des  Stabes  verhalten  sich  wie   1 :  15 :  5  u.  8.  w. 

Auch  dieses  bestlltigen  die  Versuche  Chladni's ,  der  als  Töne  eines  an 
einem  Ende  festen  longitudinal  schwingenden  Stabes,  den  Grundton,  deo 
der  langsamsten  Schwingungen  als  c  angenommenen,  gibt 

c  ffi  Po  ^2—     ^^• 

Das  negative  Zeichen  bei  ^2  bedeutet,  dass  der  Ton  etwas  tiefer  war 
als  621  ®s  ist  eben  der  in  der  Tonleiter  nicht  vorkommende  Ton  7  in  der 
zweithöhem  Octave  von  c. 

2)  Der  Stab  ist  an  beiden  Enden  frei. 

3)  Der  Stab  ist  an  beiden  Enden  fest 

In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingungszahl 


",y4- 


Die  möglichen  Schwingungen  sind  1 ,  2 ,  3 ,  4  . .  sie  verhalten  sich  wie 
die  Zahlen  der  uatürlichen  Zahlenreihe.  Der  Grundton  bei  dieser  B^ 
festigungs weise  ist  die  Octave  des  Tones,  wenn  der  Stab  an  eiuera  End' 
fest  ist.    Dem  entsprechend  gibt  auch  Chladni  als  Töne  an 

^1  ''2  ^2  ^'3  ^3» 
wenn  der  Grundton,  der  die  Octave  des  Gnindtones  im  vorigen  Falle  war, 
mit  fj  bezeichnet  wird. 

Wir  können  nun  nach  unser  Formel  auch  den  Ton  berechnen ,  welchen 
Chladni  an  seinen  Stäben  fand  und  so  eine  neue  Bestätigung  unserer  früheni 


\ 
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Theorie  erhalten.  Indess  können  wir  hier  kerne  absolut  genaue  Uebereiu- 
Stimmung  erwarten,  da  wir  einmal  nicht  annehmen  dürfen,  dass  Chladni'H 
Längenbestimmung  absolut  genau  ist,  und  da  wir  wissen,  dass  E  sowohl 
wie  .f  selbst  für  die  gleichen  Substanzen  je  nach  ihrer  Behandlungsweise 
verschiedene  Werthe  haben  können. 

Chladni  bestimmt  die  absolute  Schwingungszahl  des  (v,  zu  4086  Schwin- 
gungen, also  kleiner  wie  es  nach  der  jetzigen  Stimmung  ist.  Der  Werth 
von  cis^  ergibt  sich  darnach  zu  4296  Schwingungen.  Berechnen  wir  aber 
die  Schwingungszahl  für  den  eisernen  Stab,  so  wird  dieselbe,  wenn  wir  den 
rheinischen  Fuss,  den  Chladni  als  Längeneinheit  zu  Grunde  legt,  gleich 
0,313  Meter  setzen, 

.V=  -—  •  r>ll(i  =  1003. 

Der  von  Chladni  bt'obacht«t<?  Ton  ist  drninach  nur  um  1,04  gegen  den 
von  ims  berechneten  Ton  zu  hoch,  eine  Uebereinstimmung ,  welche  in  An- 
betracht der  eben  erwähnten  Umstände  fast  vollkommen  zu  nennen  ist. 

Als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Schwingungszahl  transversal  schwin- 
gender gespannter  Saiten  erhielten  wir,  mit  Beibehaltung  der  frühem  Zei- 
chen (§.  132), 


m 

Es  folgt  daraus,  die  Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe  von 
Suiten  gleicher  Länge  ändert  sich  der  Quadratwurzel  der  Spannung  pro- 
portional und  bei  gleicher  Spannung  umgekehrt  proportional  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Oewichte  der  Längeneinheit  der  Saite.  Die  Erfahnmg  be- 
stätigt dieses  vollkommen,  und  in  der  praktischen  Akustik  werden  gerade 
diese  Sätze  zur  Hegelung  der  Tonhöhe  bei  den  Saiteninstrumenten  angewandt. 

So  sind  bei  allen  Streichinstrumenten  die  Saiten,  welche  die  tiefern 
Tcine  geben  sollen ,  dicker  und  weniger  straff  gespannt,  und  meist  sind  die 
tiefern  Saiten,  um  ihr  Gewicht  zu  vergrössern,  mit  einem  feinen  Drahte 
umwickelt.  Bei  allen  diesen  Listrumenten  wird  die  Stimmung  nur  durch 
die  Spannung  der  Saiten  erhalten ,  welche  an  dem  einen  Ende  befestigt  sind 
und  mit  ihrem  andern  Ende  in  einen  drehbaren  Wirbel  eingesteckt  sind, 
durch  dessen  Drehimg  man  die  Spannung  ändern  kann.  Gleiches  ist  bei 
ilen  Klavieren  der  Fall,  wo  ausserdem  die  Saiten  noch  eine  *  verschiedene 
Länge  haben.  Bpi  d#*n  Streichinstrumenten  werden  die  verschiedenen  Töne 
ebenfalls  durch  Verkürzung  der  Saiten  hervorgebracht,  indem  der  Spieler 
die  Saite  an  den  betreffenden  Punkten  auf  das  Griffbrett  niederdrückt 

Nach  unserer  Gleichung  für  die  Schwingungszahl  gespannter  Suiten 
ist  die  Tonhöhe  bei  einer  und  derselben  Saite  der  Länge  des  schwingenden 
Theiles  proportional  und  die  Saite  zerlegt  sich,  wenn  sie  nicht  ihrer  ganzen 
Länge  nach  schwingt,  in  w  schwingende  Theile.  Die  Versuche  von  Chladni 
und  G.  Weber  geben  die  Tonreihe  einer  gespannten  Sait<;  genau  der  Theorie 
gemäss.  Setzen  wir  den  Grundton  der  Saite  gleich  1  und  bezeichnen  wir 
ihn  mit  c_,,  so  ist  nach  (*hladni  die  Reihe  der  TöneM: 


*)  Chhulni  ;i.  ii.  <\  p.  Tm. 


a    ii 

/     il 

r/      // 

'\, 

/;»     /r. 
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G.  Weber  M  geht  bis  zu  einer  Theilung  der  8ait^  in  ^3^,  somit  bisznni 
viergestrichenen  v. 

Weil  man  meist  die  Toiireihe  nach  Saitenlängeu  des  Monochords  W- 
stimmt,  findet  man  auch  häufig  die  Töne  anstatt  durch  die  Schwinguni?»- 
zahlen  durch  die  Länge  der  Saite  für  den  entsprechenden  Ton  bestimmt: 
es  ist  klar,  dass  dann  die  den  Ton  bezeichnenden  Zahlen  einfach  die  reci- 
proken  Werthe  der  im  Frühern  angewandten  Zahlen  sind,  oder  dass  nach 
dieser  Bezeichnungsweise  werden 

1 

Die  Klänge  der  Saiteninstrumente  können ,  wie  sich  schon  aus  Jen 
Erfahrungen  des  §.  137  ergibt,  äusserst  verschieden  sein  und  auf  dieser 
Verschiedenheit  beruht  auch  die  vielfache  Anwendung  der  Saiteninstrumente 
in  der  Musik.  Die  musikalischen  Saiteninstrumente  können  wir  in  zwei 
Gruppen  theilen,  in  solche,  deren  Töne  durch  Zupfen  oder  Schlagen  der 
Saiten  erregt  werden,  wie  GuitaiTe,  Zither  und  besonders  das  Klavier,  nnd 
solche,  deren  Töne  durch  Streichen  mit  dem  Bogen  erregt  werden,  die 
sämmtlichen  Streichinstrumente.  Für  die  wichtigsten  derselben  liät  Helra- 
holtz^)  die  Klänge  ziemlich  ausführlich  untersucht,  wir  begnügen  uniä  liier 
damit  als  Ergänzung  zur  Besprechung  der  Saitenschwingungen  des  §.  137, 
die  von  Helmholtz  für  das  Klavier  und  die  Violine  erhaltenen  Resultate 
mitzutheilen. 

Wir  erwähnten  in  §.  137  bereits,  dass  die  Stärke  und  Anzahl  der  in 
den  zusammengesetzten  vorhandenen  Einzelschwingungen,  also' der  im  Saiten- 
klange vorhandenen  Obertöne  wesentlich  abhänge  von  der  Art  und  Stella 
des  Anschlags,  sowie  von  der  Dicke,  Steifigkeit  und  Elasücität  der  Saite. 

Was  zunächst  die  Art  des  Anschlages  betrifft,  so  ergibt  sich  aua  Helm- 
holtz Untersuchungen ,  dass  die  Zahl  und  Stärke  der  hohem  Obertöne  desto 
bedeutender  wird,  je  mehr  und  schärfere  Discontinuitäten  die  Art  der  Be- 

• 

wegung  zeigt..  Wird  die  Saite  gezupft,  entfernt  der  Finger  sie,  elu*  er  hc 
loslässt,  in  ihrer  ganzen  Länge  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  enti<tehl 
eine  Discontinuität  nur  dadurch,  dass  die  Saite  an  der  Stelle,  wo  j^ie  i?<'- 
zupft  wird,  eine  mehr  oder  weniger  scharfe  Ecke  bildet,  schäi-fer  wenn  8m* 
wie  bei  der  Zither  mit  einem  Stift  als  wenn  sie  wie  bei  der  Guitarre  nut 
dem  weichen  runden  Finger  gerissen  wird.  Deshalb  gibt  die  erste  Art  de* 
Keissens  auch  einen  scliärfem  Klang  mit  einer  grossem  Menge  klimpernder 
lioher  Obertöne  als  im  letztern;  die  Intensität  des  Grundtones  ist  aber  immer 
grösser  als  die  jedes  Obertones. 

Wird  die  Saite  mit  einem  schaifkautigcn  hai'tcn  Hammer  gesehlagen, 
der  sofort  wieder  abspringt,  so  wird  nur  der  vom  Schlage  getroffene  Paa»* 
sofort  in  Bewegung  gesetzt.    Unmittelbar  nach  dem  Schlage  ist  der  äbnge 


*i  JiimlseiL  Akustik,  j».  110. 
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Tbfil  Jer  Suik'  noch  in  Ruhe,  er  {^erät.li  erst  in  Bowcgiing.  indem  die  durch 
den  Schlag  erregte  Welle  auf  der  Saite  hin  und  her  läuft.  Die  Beschränkung 
der  urejirllnglicbeD  Bewegung  auf  nur  einen  Punkt  x'*>t  i^er  Saite  die 
schSrfäte  DiecontinuitSt ,  und  deshalh  viele  und  hulie  Obertüne,  deren  In- 
tonsitBt  zaiu  Thyil  die  des  (irundtone»  übertriftt. 

Ist  der  Dchlagende  Haiiiraer  weich  und  elastisch ,  ho  hat.  die  BeROgung 
Zeit,  auf  der  Saite  sich  auszubreiten,  ehe  der  Haiiuner  wieder  xnrttckt«pringl, 
und  £uglcich  wird  durch  den  Anschlag  eines  solchen  Hatumers  der  gesclilagene 
Theil  der  Saite  nicht  ruckweise  in  Bewegung  gesetut,  sondern  seine  Ge- 
schwindigkeit w  Sehst  allmahlig  und  stetig  mit  dem  Drucke  des  Hammers.  Die 
Discontinuitat  der  Bewegung  ist  deshalb  viel  kleiner  und  dem  entsprechend 
ist  die  Öt£rke  der  Obei'tJine  gegen   jene  deä  Grundlones  viel  geringer. 

Mit  scharfem  Metall  gerissen  oder  geschlagen  ist  deshalb  der  Klang 
der  Saite  schärfer  und  leerer,  indem  (Üb  mit  Leerheit  beKcicbnete  Kigon 
thümUchkeit  des  Klunges  eben  in  der  verhSltnissmlissigcn  StUrke  der  Ober- 
tfJno  gegen  den  Gnindton  begründet  ist.  Ist  der  Grundton  kräftig  gegeu 
ilie  OherUine  tmd  »iud  besondera  die  hohem  unpaarigen  TOne  schwach,  m» 
ist  der  Klang  voll  und  harmonisch. 

Bei  den  Klavieren  wird  deshalb,  nm  dies  zu  erreichen,  der  Hammer 
mit  einer  dicken  Lage  stark  gepreasten  und  dadurch  elastisch  gewordeneu 
Filws  bedeckt,  und  gleiehKeitig  werden  die  für  die  tiefem  Ti'ine  bestiinmteu 
HSmmcr  schwerer  gemacht  al:^  die  für  die  hJJhem  Oetaven,  damit  erstere 
länger  an  der  Saite  haften  als  let/.tere.  Denn  einmal  ht  da»  längere  Haften 
des  Hammer»  in  den  tiefem  Lugen  ^nr  relativen  Veratärkung  des  Grund- 
tons  deshalb  nothwendig.  weil  die  Scbwingungsdaner  desselben  grlisser  ist  als 
in  der  hfihern,  dann  aber  auch  weil  bei  der  starkem  Spannung  der  Saiten 
in  den  höhern  Lagen  die  hohem  ObertOne  .sieh  doch  nicht  so  stark  ausbilden. 

Um  bei  deu  Klavieren  die  Klänge  nicht  allein  voll,  sondern  auch  weich 
xn  machen,  ist  die  Anschlagsst^lle  der  Saileu  '/.,  bis  '/:i  vou  dem  einen  Knde. 
Damit  fallen  die  Töne  7  und  0,  ilic  ersten,  welche  nicht  in  den  Dreiklang 
hineingeboren,  und  welche  mit  den  andern  keine  consonirenden  Intervalle 
haben,  aus  der  Iteih«  der  ObertDno  fort,  ßs  treten  dann  nur  die  ersten 
sdohs  Tflne  auf.  iler  fünft«  und  sechste  indess  fichon  sehr  suhwoch. 

Folgende  kleine  Tabelle  gibt  die  Intensität  der  PartiaIMnu,  von 
Heimholt/,  berechnet,  wenn  in  '/;  der  SaitenlUnge  der  Ton  in  der  llbor  juder 
''idumni'  angc«ebyneu  Weise  errryt  wird. 

Tabelle  der  IntenMltitl  «ii-r  l'artlaltSne  bei  Saften, 


Ordnun>,'K- 

^alil  ,h- 

l'artnJt-.,,.- 

durcli 

li<M«"en 

AuschiHtf 

mit  einem 

l^auK  li arten 

Ilatnninr 

1    mT 

IIHI 

II  1(1 

I      m. 

ItH) 

■-• 

1        Kl,^ 

n!>,7 

ix:*j 

1        -JVJ 

321.7 

;■( 

r.r.,1 

H.l' 

HHt,ll 

■2V2,'J 

.■.ü4,Ji 

1 

1  .'1,0 

l.'J 

I7,:t 

118,n 

•2f<,\ 

.-.04,0 
321,7 

Ti 

O.o,      1 

11*:, 

1110... 

0     " 

o[» 

U,.J       1 

U,() 

li,i> 

0,0 

634  Klänge  der  Sait^ninstnimento.  §.  153. 

Für  (las  Klavier  gelten  die  drei  mittlem  Coliininen,  und  Helmholiz 
fand,  dass  die  der  mit  y.  überschriebenen  Spalte  entsprechende  Coliunne 
in  der  Gegend  des  c^  und  noch  höher  hinauf  gilt,  daes  indess  in  den  viel 
hohem  Lagen  die  Obertöne  noch  schwächer  werden.  In  der  eingestrichenen 
Octave  etwa  gilt  die  Columne  '/jo ,  in  dieser  ist  also  der  erste  Oberton  schon 
intensiver  als  der  Grundton,  in  den  tiefem  Lagen  der  kleinen,  der  grossen 
und  der  C'ontraoctave  gilt  die  mit  ^.j  überschriebene  Columne.  Dieye  JnU*n- 
sitätsverhältnisse  können  indess  je  nach  der  Güte  und  richtigen  Stvllnnfs' 
der  Hämmer  beträchtlich  schwanken. 

Dass  in  den  hohem  Lagen  die  Obertöne  so  sehr  weit  zurücktreten, 
das  hat  seinen  Grund  in  der  starkem  Spannung  und  der  Steifigkeit  der 
Klaviersaiten,  denn  bei  steifen  Saiten  von  einiger  Dicke  treten  dieselben 
nur  sehr  schwach  mehr  hervor,  da  diese  Saiten  sich  nicht  leicht  in  so  viel»* 
Unterabtheilungen  zerlegen,  wie  sie  zu  den  hohen  Obertönen  erforderlich  sind. 

Dass  der  Klang  der  gestrichenen  Saiten  ein  ganz  anderer  sein  muss 
als  jener  der  geschlagenen,  ergibt  sich  nach  den  ausführlichen  Besprechungen 
der  Schwingungsform  von  Violinsaiten  im  §.  137  unmittelbar.  In  den  ge- 
strichenen Saiten  ist  der  Grundton  stärker  als  jeder  der  Obertöne,  deshalb 
ist  der  Klang  der  Streichinstrumente  auch  ein  viel  vollerer  als  der  dft» 
Klaviers.  Gleichzeitig  ist  aber  auch  die  Stärke  der  hohem  Obertöne,  bd 
den  meisten  Tönen  der  Violine  schon  von  dem  dritten  an,  beim  VioloncelJ 
vom  fünften  an  relativ  grösser  als  beim  Klavier,  und  deshalb  ist  der  vollere 
Ton  gleichzeitig  ein  schärferer.  An  welcher  Stelle  zwischen  Steg  und  Griff- 
brett man  streicht,  ist  auf  den  Klang  nicht  von  wesentlichem  Einflus», 
wenn  man  dem  Griffbrett  nur  nicht  zu  nahe  konmit,  die  Stelle,  an  welcher 
man  gewöhnlich  streicht,  liegt  in  etwa  Y^q  der  Saitenlänge,  rückt  man  bis 
an  das  Griffbrett,  so  streicht  man  in  %,  und  da  dann  der  fünfte  und  sechste 
Ton  mehr  oder  weniger  fehlen,  so  wird  der  Klang  dumpfer. 

Auf  den  Klang  der  Streichinstrumente  hat  die  Art.  des  Streichens  einen 
wesentlichen  Einfluss ;  jede  Störung  in  der  BogenfÜhrung  hat  eine  Diüccai- 
tinuität  in  den  Schwingungen  imd  damit  ein  kratzendes  Geräusch  zur  Folge. 
Deshalb  hängt  bei  keinem  Instrument  die  Fülle  und  Reinheit  des  Klanges 
so  sehr  von  der  Geschicklichkeit  des  Spielers  ab,  als  gerade  bei  den  Streich- 
instrumenten. Wesentlich  hängt  dieselbe  indess  auch  ab  von  der  Güte  des 
Instmments,  dem  Bau  des  Kesonanzkastens,  ein  Umstand,  auf  den  wir 
später  noch  zu  sprechen  kommen  werden. 

Für  die  transversalen  Schwingungen  elastischer  StÄbe  erhielten  wir 
als  Ausdruck 


^^  4/«         V     8 


Die  Schwingungszahlen  verhalten  sich  demnach  bei  cylindrischen  Stäben 
direkt  wie  der  liadius  und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Längen  Jer 
selben.    In  demselben  Verhältnisse  müssen  daher  die  Tonhöhen  stehen. 

Die  Versuche  von  Savart  über  die  absoluten  Schwingungszahlen  cylin- 
drischer  Stäbe  haben  wir  bereits  angegeben.  Ein  Messingstab  von  0"JW 
Länge  und  2°^,4  Radius  vollführte  1422  Schwingungen,  ergab  also  einen 
Ton,  welcher  etwas  höher  liegt  als  das  dreigestrichene  /*;  ein  cylindri^chff 
Kupferstab  von  gleicher  Länge  und  1  *""*,?  liadius  ergab  einen  Ton,  ^^^ 
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etwas  höher  lag  als  das  drcigestrichene  c.    Die  Uebereinstimmung  dieser 
Zahlen  mit  der  Theorie  haben  wir  erwähnt. 

Die  Töne,  welche  ein  schwingender  Stab  überhaupt  geben  kann,  fanden 
wir  verschieden,  je  nachdem  der  Stab  verschieden  befestigt  ist;  wir  unter- 
Hchieden  damals  vier  Fälle,  nämlich: 

1)  Ein  Ende  des  Stabes  ist  frei,  das  andere  ist  ganz  fest.  Die  mög- 
lichen Schwingimgszahlen  werden  für  die  langsamsten,  wenn  sie  der  Reihe 
angehörten,  n  gleich  1  gesetzt: 

4 

Die  Töne  müssen  sich  demnach  bei  einem  und  demselben  Stabe  ver- 
halten wie 

1:0:  25  :   10  :  81, 

wobei  aber,  wie  wir  damals  orwähnt-en,    die  ersten  drei    Töne  gegen  die 
folgenden  zu  hoch  werden. 

Chladni  ^)  erhielt  als  zweiten  Ton  einen  um  zwei  Üctaven  und  eine 
übermässige  Quint  hohem  Ton  als  den  Gnmdton,  als  dritten  einen  um  eine 
Octave  und  eine  verminderte  (Juint  liöhem  als  den  zweiten,  der  vierte  Ton 
war  dann  wieder  nahi?  um  eino.  Octave ,  der  Itlnfte  wieder  um  eine  Sexte 
höher.  Diese  Töne  vorhalten  sich  von  dem  Contra  C  als  Grundton  ge- 
rechnet wie 

C-.  f/is  iL,  r/^—    6.,  f\  +, 

deren  Seh wingungs Verhältnisse  sind 

1    «5/    Ur    288/    288/   256/ 
^     U  /h     /H     /5     /.1 

1     6V.J      18        3r>      57V5  Ö^Va* 

Diese  Zahlen  sind  aber  fast  genau  gleich  der  im  {J.  1 34  p.  530  für  den 
gleichen  Fall  aufgefundenen  Zahlenreihe.   Wir  können  dieselben  schreiben: 

1,  0,7üO  .  0,  0,702  .  25,    i>,7n:j  .  10,    0,705  .  81,  0,705  .  121, 

von  der  dritten  an  gerechnet  verhalten  sich  also  die  Schwingungszahlcn  fast 
genau  wie  die  Quadrate  der  ungeraden  2^hlen.   • 

2)  Beide  Enden  des  Stabes  sind  frei  oder  ganz  fest.  Die  Zahl  der 
Schwingungen  ist 

A  = -. 

Die  Töne  werden  demnach  sich  verhalten  müssen  bei  gleicher  Stab- 
länge wie  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen  von  3  an,  wie 

.'  .  ^*ß  .  -fr.'... 

Besitzt  der  Stab  demnach  die  gleiche  Länge  und  sonstige  gleiche  i^e- 
schaffenheit  wie  in  dem  vorigen  Falle,  so  muss  der  tiefste  Ton  mit  dem 
zweiten  bei  der  vorigen  Befestigungsweise  zusammenfallen.  Das  ergeben 
auch  die  Versuche  Chladni's,  der  als  Töne  in  diesem  Falle  angibt 

^)  Chladni,  Akuutik.  p.  114— loa. 
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die,  wie  wir  soeben  nachwiesen,  Schwingungszahlen  besitzen,  welche  in  dem 
geforderten  Verhältnisse  stehen. 

3)  Das  eine  Ende  des  Stabes  ist  aufgelegt,  das  andere  ganz  fest  oder  frei 
In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingungszahl 

(4n+l)' 
^ 16 

Ihr  VerhälinisH  zu  einander  ist  demnach 

25  :  81  :  169... 

und  der  erste  Ton  muss  um  zwei  Octaven  tiefer  sein  als  der  dritte  Toa 
im  ersten  Falle,  wo  ein  Ende  fest,  das  andere  frei  ist,  wenn  der  Stab  die- 
selbe Länge  und  sonstige  gleiche  Beschaffenheit  hat,  da  wir  hier  im  Nenner 
noch  die  Zahl  4  haben. 

^ach  der  Angabc  Chladnis  sind  die  Töne  des  Stabe« 

man  sieht,  wie  die  beiden  ersten  Töne  dem  dritten  und  fünften  Tone  des 
ersten  Falles  entsprechen,  jedoch  um  zwei  Octayen  tiefer  sind.  Eine  Be- 
rechnung der  folgenden  Schwingungszahlen  weist  auch  für  diese  das  g^ 
forderte  Verhältniss  nach. 

4)  Der  vierte  Fall  ist  der  einfachste,  wenn  beide  Enden  nur  an^^estcmmt 
sind ;  der  Stab  schwingt  entweder  seiner  ganzen  Länge  nach ,  oder  theill 
sich  in  w'Theile,  die  Schwingungszahl  ist  demnach 

Die  Schwingungszahlen  und  somit  die  Tonhöhen  müssen  sich  rer- 
h  alten  wie 

1,  4,  0,  16... 

Zu  der  ersten  Schwingungsai*t,  wo  das  eine  Ende  fest,  das  andere  frei 
ist,  würden  sich  die  Schwingungszahlen  des  tiefsten  Tones ,  der  n  ==  1  ent- 
spricht ,  verhalten  wie  1  :  */, ,  wenn  im  ersten  Falle  der  tiefste  Ton  der 
Schwingungsreihe  angehörte.  Wir  sahen  aber,  dass  im  ersten  Falle  der 
tiefste  Ton  nicht  der  Schwingungszahl  %  ent-spricht,  sondern  dem  Quadrate 
von  0,69r,8G,  oder  nahezu  0,36;  die  Tonhöhe  des  tiefsten  Tones  bei  dieser 
Befestigungsweise  muss  sich  daher  zu  i\er  des  ersten  Tones  im  ersten  Fall? 
verhalten  wie  1  :  0,36,  wie  *%.  '13ezeichnen  wir  demnach  den  (JrundUm  im 
tTsten  Falle  mit  c_2,  so  muss  der  Ton  jetzt  fis—i  die  übermässige  Quart 
der  nächsthöheren  Octave  werden. 

Chladni  bestiimnte  ohne  Kenntniss  der  Theorie  die  gehörten  Töne  i© 
Verhältniss  zum  Grundtone  f_2  im  ersten  Falle  als 

fis-i  /i^i  (jL^2  A'^^'s  ^4  9^4 
l       4       9      16    25   36, 

die  Töne  verhalten  sich  demnach  wie  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlet 
und  sind  um  zwei  Octaven  höher  als  die  entsprechenden  Tone  bei  der 
ersten  Befestigungsart,  denn  dort  hatten  wir  den  SchwingungsverbältnissflB 
9  und  25  entsprechend  die  Töne  gis  und  d^. 

Die  Töne  elastischer  Stäbe  werden  selten  in  der  Musik  angewandt: «? 
gibt  aus.^er  den  später  zu  betrachtenden  Zungenpfeifen  nur  einige  ircoigfi 


Tnjuv«na]tsiie  voa  E 

in  der  Orobestermusik  jedocli  aiohl.  gobrUiiühliclii'  Instriiinente,  dereu  Töne 
doTcb  transversale  Schwingungen  cUistiacher  Stßbe  eneugt  werden.  Einen 
prsVtlscheQ  Gebranch  von  den  Schwingungen  an  einem  Ende  Tester,  am  an- 
dern freier  Stäbe  niocbt  man  in  der  Eisenviolinc,  welche  ans  eiaemen  Stift«« 
besteht,  die  in  einem  halbkreisförmigen  Steg  auf  einem  Resonanzboden  ein- 
geschlagen sind  imd  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  werden.  An  beiden 
Enden  freie  StJlbe  tttsst  man  in  der  sogenannten  t^trohfiedel  schwingen.  Die- 
selbe besteht  aus  Stäben  oder  schmalen  Streifen  von  HoIk,  Glas  oder  StAhl, 
die  an  ihren  beiden  Schwingnngs knoten,  welche  bei  dem  tiefsten  Tone  auf- 
treten, auf  zusammengedrehtes  Stroh  oder  andere  weiche  Unterlagen  gelegt, 
und  mittels  zweier  Klüppel  angeschlagen  werden.  In  der  Mosuirl'schen  Oper 
„Die  Zauberfltite"  wird  gewöhnlich  ein  solches  Instrument  als  nioukensjiiel 
des  PapHgeno  angewandt'). 

Die  TSne  schwingender  Platten  und  Glocken  finden  in  der  Mosik  eben- 
GbUs  nnr  wenig  Anwendung;  die  TSne  scliwingender  Platten  werden  neuer- 
dings bei  der  Milit&rmusik  gebraucht,  indem  eine  Anzahl  kleiner  Stahl- 
plattes,  auf  einem  Gestell  in  ihrer  Mitte  befestigt,  mit  einem  elastischen 
Hammer  geschlagen  werden;  die  gespannter  Membranen  hei  den  Pauken 
imd  Trommeln.  In  allen  diesen  ?Kllen  wird  nur  der  Orundton  dieser  In- 
xtTumente  benutzt,  der  bei  einfachen  Schlagen  entsteht. 

Die  Töne  der  Phitten  hat  Chlndn!'')  sehr  ausflihrlich  untersuclit  und 
gefunden,  das»  jedem  andern  Ton  eine  andere  Theilungwarl  der  Platte  unl- 
qiricht,  nicht  aber  jeder  nnderu  Tlieilungsart  auch  ein  anderer  Ton,  oder 
zwei  verschiedene  Tfine  geben  nie  dieselbe  Klangfigur,  einem  Töne  kennen 
tber  mehrere  Klangfi^^uren  zukommen.  Wir  begnügen  nns  hier  einige  der 
Ch lad lu' sehen  Angaben  mitzutheilen.  Bei  einer  kreisförmigen  Scheibe  fand 
er  den  tiefsten  Ton,  wenn  die  Figur  ans  zwei  sich  krenzenden  Durchmessern 
best^^ht.  Nannte  er  den  Tun  c—i,  »o  ergab  die  aus  drei  wich  schneidenden 
Dnrchmes^em  bestehende  Figur  den  um  eine  Octave  und  eine  Sekunde 
hChem  Ton  d,  die  aus  vier  sich  schneidenden  Durchmessern  bestehende  r,, 
also  die  dritte  Octave  des  ersten  Tones,  Bei  einem  Kreise  (Fig.  231  yl 
gab  die  Scbeibe  ifin^i,  der  Ton  war  eine  UbermSssige  Quini  hSher  als  der 
Omndton,  Vignr  231  S,  xwei  Kreise  gaben  #«,  -|-,  einen  um  awei  Uotaven 
hnhem  Ton.  Kin  Kreis  und  ein  Durohmeeser  Fig.  2^1  e  gab  h,  ein  Kreis 
nnd  das  Kreuz  Fig.  Slll  i  tj,;  Kwei  Kreise  und  ein  Durchmesser  oder  di« 
gleichbitdent^'nde  Figur  ^»31  .j  gab  c,  ■}-  und  die  Figur  '.'31  »,  die  mit 
KWM  Kreisen  und  zwei  Durchmessern  gleichwert  hig  inl,  gab  fi^. 

Wir  haben  <lie8c  Tüne  in  ihren  8chwingungKiHhlen  bereit»  mit  den 
ans  der  Theorie  Kirchhoffs  sich  ergebenden  im  §.  t3G  zusammengestellt, 
luch  dort  ^ngen  wir  wie  hier  von  der  iwei  llurehmessern  t-nUprechenden 
Boliwtngiiugsuihl  als  I  aus. 

Die  Folge  der  Töne  war  eine  andere  bei  i[iiiidratiiiehen  Scheiben.  Auch 
fllr  dieae  entwirft  (.'hla^lni  ein«  vulIsUlndige  Tulxdle  der  gebtirtrn  TOne. 
Da*  auf  den  Quadratseiten  si-nkrerhie  Kreuz  gil>t  den  tiefsten  Ton,  den  die 
tnnsvprenl  schwingende  Scheibe  Uberhnnjit  geben  kann.  Da«  aux  d«n  Diii- 
gonalen  bestehende  Krem  gibt  die  Qiiint  des  Times;   war  di^r  eretcre  ff-,. 
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80  wird  dieser  Ton  d.  Fig.  232  ß,  zwei  Linien  parallel  einer  Seite,  eine 
Linie  zu  diesen  senkrecht  gibt  den  Ton  /i,  nach  beiden  Richtungen  zwei 
Linien,  Fig.  232  y,  gibt  den  Ton  \  — .  Die  Fig.  232  s  gibt  den  Ton 
gis^  +  und  232  ?  die  höhere  Octave  des  vorigen  gis2  +.  Fig.  232  ij  ent- 
sprach  dem  Tone  ci%  und  Fig.  232  «O^  der  tiefem  Octave  des  letztem  Tones. 

Die  Unbrauchbarkeit  der  durch  Schwingungen  von  Stäben  und  Platten 
erzeugten  Klänge  fttr  die  künstlerische  Musik  leuchtet  nach  den  Bestim- 
mungen der  Obertöne  derselben  unmittelbar  ein;  die  Obertone  sind  fast 
sämmtlich  unharmonisch  zum  Grundton,  sie  müssen  deshalb  die  Acconle, 
in  welchen  die  Klänge  gebraucht  werden,  dissonirend  machen,  oder  man 
muss  dieselben  so  anwenden,  dass  die  Obertöne  nicht  auftreten.  Letjrt^res 
geschieht  bei  der  Pauke  durch  die  Verbindung  der  Membran  mit  einem 
grossem  Luftraum,  indem  dieselbe  Über  einen  Kessel  ausgespannt  wird. 
Damit  erhält  dann  der  Klang  das  Dumpfe  eines  einfachen  Tones. 

Zur  Ei-zeugung  eines  einfachen  Tones  sind  deshalb  die  Schwingungen 
von  Stäben,  wie  die  der  Stimmgabel  sehr  geeignet,  Helmholtz  hat  die 
Stimmgabeln,  verbunden  mit  einem  Luftraum,  deshalb  Vorzugs  weiße  zu 
diesem  Zwecke  verwandt,  besonders  weil  man  in  dieser  Weise  am  leich- 
testen auch  alle  Nebengeräusche  vermeiden  kann. 

Schliesslich  sind  imter  den  Tönen  der  festen  Körper  noch  die  durch 
drehende  Schwingungen  hervorgebrachten  zu  erwähnen.  Wir  erhielten  il.< 
Ausdruck  fttr  die  Schwingimgszahl  so  bewegter  Stäbe  im  §.  13C 

und  allgemein  fttr  alle  möglichen  Schwingungen 

JV  =  w  .  ^j , 

wenn  N^  die  langsamsten  Schwingungen  bedeutet.  Wie  wir  ferner  sahen, 
sind  auch  hier  wieder  die  verschiedenen  Befestigungsweisen  der  Stäbe  in 
Betracht  zu  ziehen.  Obige  Gleichimg  für  N^  gilt,  wenn  der  Stab  an  einem 
Ende  befestigt  ist.  In  gleichem  Falle  erhalten  wir  fttr  denselben  Stab  fttr 
den  Longitudinalton 


^^         4/       V     s   ' 


somit  fttr  das  Verhältniss  des  Longitudinaltones  und  des  Torsionstones 

^\  ^  1 

Dieses  Verhältniss  gilt  gleichzeitig  für  alle  Töne  und  für  alle  Befesti- 
gungsweisen.  Der  Torsionston  muss  also  jedenfalls  tiefer  sein  als  der  lon- 
gitudinalton, um  wie  viel,  das  hängt  von  dem  Werthe  von  f*  ab. 

Die  Beobachtungen  von  Chladni  *)  führten  ihn  zu  dem  Schlüsse,  ^ 
der  Ton  der  drehenden  Schwingungen  eines  Stabes,  „so  weit  ich  ee  hab* 
bemerken  können  ",^ii»  eine  Quinte  tiefer  sei  als  der  Ton  bei  entöprech« 
den  longitudinalen  Sohwingimgen.  Nach  Chladni  wären  also  die  drehend« 
Schwingungen  genau  %  der  longitudinalen.    Savart*)  fand,  dass  der  Ton 

*)  aiUadni,  Akustik,  p.  110. 

-)  In  Poisson,  Memoire  sur  les  Mouvements  des  Corps  ^laatiques.   MAnou« 
de  TAcad.  de  France.  Tome  VIll.  p.  466. 
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1  drehenden  Schwingungen  nahezu  eine  Sexte  tiefer   war  als  bei  den 
idinalen,  oder  dass 

JV  =  0,6(K)0  A". 
/^ertheim ')  fcuid  den  Longitndinalton  um  etwas  mehr  at»  eine  kleine 
Öher  wie  den  Torsionston,  .Y'  =  l,fi36  N  im  Mittel.    Auf  die  Bedeu- 
lieaea  Tonverhnltnisses  Kur  Destimmung  des  Werthes  von  fi  haben 
lon  hingewiesen. 

ie  Torsionat^nc  werden  in  der  Mnsik  niemals  angewandt,  sie  bieten 
nur  ein  theoretischem  Interesse, 


8.  164. 
'Öne  daroll  Schwingungen  luftfSrtnigeT  Körper.  Eine  Art  Tön- 
ung durch  Schwingimgen  Inftiormiger  oder  flüssiger  Körper  haben 
i  Betrachtimg  der  Sirene  kennen  gelernt.  Von  viel  hliherer  Bedeu- 
ind  aber  die  TJine,  welche  dnrch  stehende  Schwingungen  von  Luft- 
erregt werden.  Die  grJisste  Zahl  der  ülaslnstnimente  und  die  meinten 
är  der  Oi^el  er/.engcn  ihre  Tline  auf  diese  Weise.  Als  Typus  der 
itrumente  können  wir  die  Orgel- 

betraoliten    und    an  diesen   die  '"" "  '"'    "" 

g  und  die  Reihe  der  Trtue  imter- 

ie  Orgelpfeifen  zerfallen  in  xwei 
n,  die  Labialpfeifeii  und  die  Zun- 
Lfen.  In  ersteren  wird  die  schwin- 
Bewegimg  nur  durch  einen  Luft- 
bewirkt ohne  Znhülfenabme  eines 
Körpers,  der  Ton  ist  daher  nur  von 
hwingenden  Luftailule  abhSngig; 
i  sind  eine  Combination  elastischer 
n  und  schwingender  LuftstLulen, 
n  wird  durch  beide  Schwingungs- 
ledingt;  wir  werden  sie  demnfichst 
era  betrachten. 

i  Labi&lpfeifen  (Fig.  268  und  t>6<t) 
;a  aus  einem  Fusse  a,  welcher  auf 
ndimg  eines  Windkastens  gesetzt 
nä  durch  welchen  der  Luftatrom 

Raum  b  unter  der  Bodenplatte 
lire  eintritt.   Die  Bodenplatte  lässt 

Seitenwand  einen  Spalt,  durch 
n  der  Luftatrom  auatritt,  um  aich 

obern  Lippe  1,  welche  die  in  der 
vand  gelassene  Mundspalte  Im  nach  oben  begrenzt,  zu  theilen.  Durch 
eilweiee  in  die  Röhre  dringenden  Luftstrom  wird  ntm  die  in  der 
zunSchat  über  der  Mundapalte  befindliche  Luft  nach  oben  getrieben 
rdichtet.    Diese  Verdichtung  bewirkt  dann,  dasa  die  Lnft  nicht  mehr 

Werlheim,  Aunaleu  de  ubim.  et  de  phy.  III.  Särie.  T.  L.  )>.  26S. 
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in  die  It.'ilire  eindringt,  sondern  nur  vorbeistreiclit,  diulurch  lielint  sich  i 
die  vorher  verdichtete  Luft  wieder  ans  und  kehrt  nach  unten  xurllck, 
anf  dann  neue  Luft  in  die  Röhre  dringt  und  eine  neue  Verdiulitun^  Tttnu- 
lasat^  Die  Luft  erhfilt  alao  zunächst  an  der  Mundspalte  eine  hin  imd  her 
gehende  Bewegung.  Diese  pflanzt  sich  in  der  LuflRaiile  der  Rfihre  fort  «nil 
wird  an  der  obem  Grenze  refleetirt.  Dnreh  diese  in  ent.gegengeseixter  Rieb- 
tiing  in  der  Röhre  sich  fortpflanzenden  Bewegungen  wird  die  Liiftsfinl«  drr 
Rfihre  in  stehende  Schwingungen  versetzt  iind  gibt  einen  Ton,  der  verschie- 
den ist  nach  der  Liinge  der  BJlhre  und  nach  der  Art  des  Verwehlussei 
der  obern  Grenze. 

Die  Schwingungen  der  Luft  in  der  Röhre  It  sind  longitudinale  Schwin 
gungen;  ist  die  Pfeife  gedeckt  (l-'ig,  269),  so  tritt  an  der  oliern  Oretue 
eine  Reflexion  derselben  mit  Aenderimg  dea  Vorzeichens  ein,  der  aal 
memle  Wellenberg  wii'd  als  Wellenthal  refleetirt  und  dae  dem  anknnun>a- 
den  Berge  folgende  Wellentlial  als  Wellenberg.  Gerade  wie  bei  den  loap- 
tudinal  ochwingenden,  an  einem  Ende  festen,  »m  andern  Ende  freien  StSlim 
wird  daher  die  ganze  Lufttiliiilc  zugleich  hin  und  her  schwingen  kilnnriL 
wenn  die  Impulse  an  der  Lippe  sich  so  folgen  oder  die  Schwingungf>dau 
60  ist,  dass  der  Wellenberg  bis  zur  Wand  aich  fortgepflanzt  hat,  wahrend 
die  Luftschicht  bei  J  ',,,  Schwingung  zurückgelegt  hat.  Es  eutsteht  daiu 
nach  §.  139  eine  siebende  Welle,  deren  LSnge  gleich  ist  dem  Dopfiellcn 
der  lUihrenlSnge.  Dil  nun  die  stehende  Welle  halb  so  long  ist  alu  nu 
gleichzeitig  schwingende  fortschreitende  Welle,  so  Ist  die  LAnge  der  VlmU- 
gleich  ein  Viertel  der  gleichzeitig  schwingenden  fortschreitenden  WVUe,  fU- 
zeichnen  wir  daher  die  Länge  der  Röhre  mit  f,  so  wird  die  ächwiagunKi- 
dftunr  dieser  Welle 


^  4' 


VI 


worin  H  den  Druck  in  Meter  Quecksilber,  unter  welchem  ilie  Luft  atebl, 
0  die  Dicbtigkeil  des  Quecksilbers,  <  die  der  Luft  und  k  ^  1.4u  den 
stanten  CoefHcienten  hedeutet,  mit  dem  wir  den  Quiitinnti-R  ,  tniiltipiv- 
ciren  muGeten,  um  die  Fortp Ha n/iingsgesch windig keit  iler  Wellenb«w»|[iuf 


I  erhalten. 

Für  die  Schwingimgs/ahl 


Thallei 


.V  = 


''Ihn 


.yh 


Ua  das  Labiaiende  der  Röhre  die  Stelle  ist,  wo  die  lidwcfjiiiuf  en 
wird,  so  kann,  da  an  dem  gedeckt«n  Knde  immer  ein  Scliwin^un)fniB>4«a 
entstehen  niuss,  in  derselben  keine  stehende  Schwingung  bestehen,  > 
Lunge  gleich  ist  der  Iiünge  der  Röhre,  indem  dann  in  jedem  .\ugfn)<tick# 
die  reflectirte  Bewegimg  die  neu  erregte  vernichten  würde.  LiiJ^irm  wir  awi 
durch  stfirkere«  Blasen  in  dem  Fasse  der  Itöhre  die  Impulst-  l"-i  nu  ntxhv 
anf  einander  folgen,  so  wird  keine  stehemle  Schwingung  eut»i«-ln>n  k-'^nx 
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wenn  «ich  die  Bewegung  bis  zur  oberen  Wand  fortgepflanzt  hat,  während 
die  erste  Scliicht  eine  halbe  Schwingung  zurückgelegt  hat,  wenn  sich  also 
zugleich  von  der  Wand  und  von  dem  Labium  Wellenthäler  oder  Wellen- 
berge in  der  R<)hre  fortpflanzen,  da  dann  eine  stehende  Welle  sich  biUlen 
würde  von  der  Lunge  der  Röhre,  an  dem  Labium  somit  ein  Schwingungs- 
knoten, ein  Ort  immerwährender  Ruhe  entstände. 

Folgen  sich  aber  die  Impulse  so  rasch  auf  einander,  dass  die  schwin- 
gende Bewegung  erst  dann  den  Boden  der  Röhre  erreicht  hat,  wenn  die 
erste  Schicht  /^  ihrer  Schwingung  zurückgelegt,  hat,  so  dass  also  zugleich 
von  der  festen  Wand  ein  Wellenberg,  von  dem  Labium  die  zweite  Hälfte 
eines  Wellenthals  sich  fortpflanzt,  so  bilden  sich  stehende  Wellen,  deren 
Längen  %  von  der  RöhrenlUnge  betragen,  in  der  Röhre  bildet  sich  '/a  tler 
Länge  vom  Labium  entfernt  ein  Schwingungsknot>en  und  an  dem  Labium 
befindet  sich  die  Mitte  einer  stehenden  Welle,  ein  Schwingungsmaximum. 
Die  Schwinguugsdauer  «lieser  Welle  wird 


T^%1'-.. 


und  die  Schwingnngszahl 


(• 


N='Al,- 


Weiter  können  Schwingungen  in  der  Röhre  st-ehende  werden,  deren 
Wellenlänge  %,  ^/j,  %  von  der  Länge  der  R«>hre  beträgt,  aus  denen  also 
durch  die  Interferenz  der  eintretenden  und  der  reflectirten  Bewegung  ste- 
hende Wellen  von  der  Länge 

•       /f»  '  1     /7  ' »     /t«  *  •  •  • 

ent-stehen,  wie  man  durch   ähnliche  Betrachtungen  gemäss  §.  130  findet. 
Die  Schwingimgszahlen  dieser  Wellen  sind 


J\r=5-,,    7-^-..    9 


oder  allgemein,   es  kr»nnen  sich  in  der  Rrdire  stehende  Wellen  bilden  mit 
deV  Schwingungszahl 

worin  n  jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann. 

Ist  somit  der  OrundUm  der  Röhre  <?__i,  so  sind  die  Töne,  welche  wir 
mit  dieser  Röhre  erhalten  können, 

1     8   r>     7        9. 

Man  kann  sich  leicht  von  der  lÜchtigkeit  dieser  Folgerungen  über- 
zeugen. Denn  bläst  man  eine  gedeckte  Pfeife  nur  schwach  an,  so  erhält 
man  den  tiefsten  Ton,  den  sie  geben  kann,  bläst  man  stürker,  so  erhält 
man  die  Quint  der  nächsthöhem  Octave,  weiter  die  Terz  der  folgenden 
OctAve  u.  s.  f.,  wie  es  die  Entwicklung  der  Schwingungsgesetze  verlangt. 

Die  CSrundt/ine,  welche  verschieden  lange  Pfeifen  geben  können,  hängen 
von  der  Länge  der  Pfeife  ab,  und  zwar  sind  nach  den  obigen  Rechnungen 
sowohl,   wie  nach    der  Erfahrung  die   Schwingungszahlen  der  Länge  der 

WÜL1.SBB,  Phytik.  I.    9.  Anfl.  4} 
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Pfeife  umgekehrt  proportional.     Man   kann  daher  leicht  dnrch  Herst«Urfl 
einer  Pfeifenreihe  von   vorseliiedener  LSnge  sicli   die  guize  Tonli-itcr 
allen  ihrt^n  Tünen  verscliaffea. 

Indesü  findet  man,  daa^  in  diiisfim  Falle  sieb  die  Trine  nicht  genau 
gekehrt,  wie  die  Längen  der  Pfeifen  verhalten,  il&s6  je  naoh  der  üeatalt  und' 
Urfisäe  des  Mundlochs  und  des  Querachnittes  der  Pfeift^  die  Tßne  mehr 
weniger  vtiu  der  Theorie  abweichen.  Noch  deutlicher  tritt  da»  ber\'ur.  wenn 
man  den  Ton  theoretisch  bereclinet,  dftu  die  Pfeife  bei  gegebenor  LSng^ 
geben  soll.     Nach  g.  138  ist 


V' 


Hau 


=  .s:ti. 


vorausgesetirt, 

Ist  dabei 

Ton  der  Röbn 


daes  die  LuR  eine  Temperatur  von  U"  hat. 
die  LSnge  der  HJihre  iu  Metern  aogegebet 
eine  Schwingungszabl  haben 


Der  Versucli  gibt  aber  atetfi  e 


dessen  ächwin- 


Liscovius  ')  bat  nachgewiesen,  dasfi  unter  Ubrigeua  gleichen  Umstindeo 
die  Vertiefung  des  Tones  mit  der  Weite  der  Bfibre  Kuuimriil,  und  Wert- 
heim ^)  hat  gefunden,  dass  die  tirSsse  x  bei  gleicbgearbeil«teni  Muudstllcka 
dem  DurelimesBer  der  Pfeife  proportional,  bei  gleichem  MuDdstDck  i 
gleichem  Darchmesaer  aber  von  der  Lange  der  Pfeife  unabhängig  sei.  Der 
Eiufluss  auf  die  Tonhöhe  ist  daher  um  so  grösser,  je  kleiner  '  ist.  PMiwr 
ift  vou  wesentlichem  Einflüsse  Form  und  Cirösse  des  Mundstflckes, 

Diese  Angaben  llber  die  UmittSude,  welche  die  GrOsse  3"  b««iufluaaeii,i 
geben  uns  Aufschlusa  über  die  Urtiacbe  der  Abweichung  der  heubaeht«t«l. 
TiSue  vou  der  Theorie. 

Die  theoretische  Entwicklung  setzt  nBmlicb  voraus,  da8s  diu  guatv  n 
tere  Schiebt  zugleich  iu  Vibrationen  gerathe,  und  sieh  die  Bcbwiugui^gM 
dauu  einfach  von  Schicht  zu  Schiebt  fortpflanzen,  feruer  dase  die  Pfeifr  u 
ihrem  uuteru  Fude  ganz  offen  sei.  lieides  ist  nun  nicht  der  Fiül,  da  di 
LuFtHtrom  suuScbst  nur  die  iu  der  Nabe  der  Lippe  liegenden  Theilo  df 
ntlcbaten  Schiebt  nach  oben  hiu  treibt,  und  dann  i>r8t  diu  cDtfeml^m  l 
Schwingung  versetzt  werden,  und  da  andrerseits  die  MuudspalLe  die  Fftüfs 
unten  nur  tbeilweise  Öffnet.  Durch  letzteren  Umstand  treten  auch  am  Bodai 
der  Pfeife  partielle  Reflexiouen  ein,  welche  bewirken,  dass  sieb  uicfat  gomk 
am  Boden  der  Pfeife  das  Schwinguiigsmaiimum  bildet  und  d&ss  dMihtlk 
iler  erste  Knoten  nicht  genau  um  \'^  /.,  wenn  wir  mit  /,  die  Wellet 
der  schwingenden  Bewegung  bexeichuen,  von  der  Mundspalt«  itutfemt  ist, 
sondern  uin  etwax  weniger,  oder  mit  andern  Worten,  dass  die  beim  Ünunl* 
tone  sioli  bildende  Welle  nicht  genau  gleich  dem  Vierfache«  der  PTinfea- 
Ifinge  ist,  flouderu  etwas  Ittnger. 

'j  JAummu»,  Poggend.  Ann,  Bd.  I.VTII.  und  LX. 

»)  Werlhrim,  Ann.  de  cbhu.  et  de'pbya.  in.  S^rii-.  Tonir  XXIll.  PoommL 
Ann.  Bd.  LXXVU.  ^*^ 
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Mit  dieser  Entwicklung  stimmen  nun  die  Angaben  von  Wertheim  über 
die  Grösse  x  vollkommen  überein,  denn  die  einzige  Störung  liegt  sonach  in 
der  Anwesenheit  des  Bodens,  es  muss  daher  bei  gleichen  sonstigen  Verhält- 
nissen X  von  der  Länge  der  Pfeife  unabhängig  sein,  ferner  aber  muss  x  um 
so  grösser  sein,  je  ^össer  der  Querschnitt  der  Pfeife  ist;  denn  da  das 
Mundloch  immer  nur  an  der  einen  Seite  der  Pfeife  ist,  wird  auch  die  Pfeife 
an  der  untern  Seite  um  so  weniger  offen,  je  grösser  der  Querschnitt  der 
Pfeife  ist.  Je  vollkommener  aber  das  Mundloch  ist,  um  so  mehr  muss  auch 
die  Störung  zurücktreten. 

Man  kann  sich  auch  durch  direkte  Beobachtung  von  der  Richtigkeit 
dieser  Erklärung  überzeugen.  Bringt  man  eine  Pfeife  zum  Töuen,  welche 
anstatt  eines  festen  Deckels  einen  verschiebbaren  Stempel  hat,  und  erzeugt 
man  z.  B.  den  vierfen  Ton  mit  der  Schwingungszahl' 

80  erhält  man  daraus 

'/7  ('  +  ^)  =  ir 

Bestimmt  man  nun  auf  irgend  eine  Weise  die  Schwingimgszahl  N  des 
gehörten  Tones,  so  kann  man  mit  Hülfe  des  berechneten  c  die  Grösse 

V,  il-\-x)  =  %  L 

oder  die  Wellenlänge  L  des  gehörten  Tones  erhalten.     Die  Länge  der  ste- 
henden Wellen  ist  nun  gleich  '/j,  L  oder 

Dieser  Ton  ist  der  vierte  Ton  der  Röhre  von  der  Länge  /;  verkürzen 
wir  nun  die  Röhre  um  %  (/  +  ^)  dadurch,  dass  wir  den  Stempel  tiefer  in 
die  Röhre  einschieben,  so  erhalten  wir  eine  Röhre,  deren  dritter  Ton  gleich 
dem  vorigen  vierten  sein  muss,  verkürzen  wir  nochmals  um  %  (^  +  ^)»  »o 
muss  jetzt  der  zweite,  und  verkürzen  wir  nochmals  um  %  (l  -|-  ^)y  der 
Grundton  mit  dem  frühern  tlbereinstimmeu.    Der  Versuch  zeigt  dieses  nun 

in  der  That,  so  dass  dadurch  feststeht,  die  einzelnen  Knoten  stehen  um  -~ 

von  einander  ab;  der  erste  Knoten  aber  um  weniger  als  -j-  von  der  Mimd- 

öffnung,  die  Wellenlänge  des  (irundtones  ist  also  grösser  als  die  vierfache 
Länge  der  gedeckten  Pfeife  ^). 

Dulong^)  wandte  dieses  Verfahren  an,  um  die  Grösse  x  experimentell 
zu  bestimmen;  er  nahm  eine  Pfeife  mit  Stempel  und  erzeugte  z.  B.  den 
vierten  Ton;  dann  verschob  er  den  Stempel,  bis  der  dritte  Ton  gleich  dem 
vorigen  vierten  Ton  war  und  erhielt  durch  Messung  der  Verschiebung  die 
Grösse  ^  -f-  ^  ^^^  ^^  Länge  der  den  Ton  erzeugenden  stehenden  Welle. 
Er  benutzte  diese  Versuche,  wie  wir  später  sehen  werden,  um  die  Grösse  c 
durch  Beobachtung  zu  erhalten. 


*)  lIopkiiiH  TranHact.  of  the  Cambridge  l^hiloHophical  Society.  Vol.  V.  Poggend. 
Ann.  Hd.  XLIV. 

*)  iJulong,  AnnalcH  de  chim.  (»t  de  ]>hyH.   T.  XU.    Poggend.  Ann.  Bd.  XVI. 

41* 


G44 


Abweichnng  der  Pfeifentöne  von  der  Theorie. 


ft.  154 


Wertheim*)  waudte  ein  anderes  Verfahren  an,  nm  die  Grösse  x  zu  be 
stimmen.  Er  nahm  cylindrische  Pfeifen,  die  aus  mehreren  Stücken  zusam- 
mengesetzt waren,  welche  mittels  Schrauben  an  einander  befestigt  werden 
konnten   (Fig.  270).     Der  Deckel  k  war  mit   einem   gleichen  Schrauben- 


Fig.  270. 


0 


gewinde  versehen,  um  jedes  Stück  der  Pfeife  gedeckt  machen  zu  können. 
Auf  diese  Weise  konnte  also  Wertheim  Pfeifen  herstellen,  welche  bei  ge- 
nau gleicher  Weite  und  gleichem  Mundstück  sich  nur  durch  ihre  Länge 
Z^ ,  Zg  . .  unterschieden. 

Wurde  nun  die  Pfeife  bei  einer  Länge  L^  zum  Tönen  gebracht,  so 
hatte  der  erste  Ton  eine  Schwingungszahl  N^  und  es  war 

Wurde  die  Pfeife  nun  durch  Ansatz  eines  Stückes  b  auf  die  Länge  Z| 
gebracht  und  wieder  der  erste  Ton  erzeugt,  so  hatte  dieser  eine  andere 
Schwingungszahl  ^2  ^^^^  ^^  ^^^ 

ans  diesen  beiden  Grössen  ISsst.  sich  x  ohne  Kenntniss  von  c  direkt  erhal- 
ten, denn  daraus  folgt 

AN^  (A  -\-x)=~  iN,  {L,  +  x) 

_  y.  L,  -  jy,  i. 

Wertheim  theilt  in  seiner  Abhandlung  eine  Anzahl  von  solchen  Werthen 
X  für  verschiedene  Pfeifen  mit,  wir  lassen  einige  folgen,  um  die  Bedeutnng 
derselben  zu  überblickeu. 

Werthe  von  x  für  verschiedene  Pfeifen  in  Luft 
von  der  Temperatur  11,5  Grad  (7. 


Material  der  Pfeife 


Durchmesser 


Länge 


o 

> 

K 

00 


Blei 


Messing 


Glas 
Zink 
Glas 


Millimeter 

20 
24 
20 
42 
40 
20 
10 
20 
50 
17 


MUUmeter 
62 
107 
120 

120 
298 
281 
288 
256 
668 
875 


] 

Werthe  von  x 


Millimetw 

30,7 
34,8 
274 
68,1 
60,0 
28,6 
17,0 
32,0 
66,1 
40,0 


*)   Wertheim  a.  a.  0. 
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Vorstehende  Tabelle  lässt  erkennen,  dass  der  Werth  der  Berichtigung 
von  der  Weite  der  Röhre  abhängig  ist,  dasö-  aber  auch  bei  Röhren  gleicher 
Weite  der  Werth  Von  x  verschieden  sein  kann,  in  Folge  verschiedener  Weite 
des  Mundstückes. 

In  einer  weitern  Untersuchung  hat  deshalb  Wertheim  *)  die  Abhängig- 
keit von  X  von  diesen  Umständen  zu  bestimmen  versucht  und  gelangt  zu 
folgender  Beziehung  für  x.  Nennen  wir  die  Breite  der  Röhre  B^  die  Dicke 
derselben  D  und  den  Querschnitt  -B  .  7)  =  iS,  femer  den  Querschnitt  der 
Mundöfifnung  .<?,  so  wird  x 

.  =  .(Ä  +  7>)(l-)/|  +  l/I). 

Hat  die  Röhre  anstatt  eines  rechteckigen  einen  cylindrischen  Durch- 
schnitt, so  tritt  an  die  Stelle  der  Summe  B  -^  D  der  Ausdruck  2  yS,  Der 
Factor  c  in  dem  Ausdrucke  bedeutet  eine  Constante,  welche  mit  dem  Ma- 
terial der  R^hre  etwas  veränderlich  ist,  ihr  Werth  ist  für  Metall  oder  Glas 
0,210,  ftlr  Holz  0,240.  In  wie  weit  die  so  berechneten  Werthe  von  x  mit 
den  aus  den  Schwingungszahleu  der  beobachteten  Töne  abgeleiteten  über- 
einstimmen, zeigt  folgende  kleine  Tabelle;  zu  den  in  ihr  mitgetheilten  Ver- 
suchen wurden  cylindrische  Pfeifen  benutzt. 

Werthe  Ton  x  bei  verschiedenen  Pfeifen  mit  verschiedenen 

Mundöffkiiingen. 

/;  =  0,210 


e^^!?— ■ 


Mat4>.riäl 
der  Wand 


Messing 


Messing 


Messing 


V^ 


35,46 


17,72 


8,86 


s 


I 


Tempera- 1       Länge 
tur       '    drr  Pfeife 


60,0 


36,0 


13,7 


9>  C. 


9^9 


Glas 17,72  ,     30,0 


Blei 


(   17,7-' 

36,0 

21,27 

54,t»   ; 

17,72 

63,t»  ; 

37,22 

140,0 

21",o 


9",» 


llV 


9» 
11 

1» 


298,0 
631,0 
965,0 

97,5 
190,0 
281,0 

88,0 
188,0 
288,0 
100,0 
256,1 
231,0 

62,0 
110,0 
120,0 
120,0 


x 

berechnet      beobachtet 


79,6 


26,9 


11,1 


29,7 

26,9 
31,4 
20,8 
59,8 


Die  Uobereinstimmung  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung 
dings  nicht  vollkommen,  jedoch  so  annfthemd,  dass  man  diese  aus 
suchen  abgeleitete  Formel  zu  den  Rechnungen  benutzen  kann. 


96,9 
84,0 
96,9 
24,7 
27,9 
22,8 
17,7 
22,1 
18,4 
31,9 
37,7 
34,4 
30,7 
32,0 
25,8 
68,1 

ist  aller- 
den Ver- 
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Das8  die  berechneten  Werthe  meist  kleiner  sind  als  die  beobachtden, 
hat  seinen  Grund  zum  Theil  darin,  dass  Wertheim  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  in  Röhren  jener  in  freier  Luft  gleich  setzt,  was  nach  den  neuern, 
später  zu  besprechenden  Erfahrungen  von  Kundt  und  Regnault  nicht  mehr 
gestattet  ist. 

Den  Einfluss  der  Form  und  Grösse  der  Mundöffnung  benutzt  man  bei 
den  Orgelpfeifen  dazu,  um  den  Ton  der  Pfeife  etwas  zu  stimmen,  wenn  die 
Pfeife  nahezu  den  richtigen  Ton  angibt.  Zu  dem  Ende  sind  neben  der 
Mundöffnung  an  den  Seiten  zwei  verschiebbare  Lappen  angesetzt,  welche 
gestatten,  dieselbe  etwas  breiter  oder  schmaler  zu  machen,  und  so  die  Ton- 
höhe zu  verändern. 

Die  Töne  einer  offenen  Pfeife  sind  andere,  als  die  einer  gedeckten 
Pfeife  von  gleicher  Länge;  der  Grundton  einer  offenen  Pfeife  ist  die  höhere 
Octave  des  Grimdtones  der  gleichen  gedeckten  Pfeife,  so  dass  also  die 
Schwingungszahl  N  des  Tones  gleich  ist 

21 

Ausser  dem  Grundtone  können  auch  alle  Töne  erzeugt  werden,  wekhe 
der  Reihe 

entsprechen,  also  wemi  wir  den  Grundton  mit  C— i  bezeichnen,  die  Töne 

r_i  c  g   Ci    e^   g^ 
12  3    4    5    6 

oder  gehen  wir  von  dem  Grundtone  der  gedeckten  Pfeife  gleicher  Länge  c-j 
als  1  aus,  die  Töne 

2  4   G  H   10   12. 

Der  erste,  dritte,  fllnftc,  ttberhaupt  (2//  —  l)  Ton  ist  also  die  nSchst 
höhere  Octave  des  ersten,  zweiten  etc.  (2«  —  1)  Tones  der  gedeckten  Pfeife: 
ausserdem  gibt  dann  aber  auch  die  offene  Pfeife  die  dazwischen  liegenden 
Töne  2«. 

Die  offene  Pfeife  ist  dem  longitudinal  schwingenden,  an  beiden  Enden 
freien  Stabe  zu  vergleichen;  die  an  das  offene  Ende  gelangenden  Schwin- 
gungen werden  reflectirt,  weil  die  Luft  ausserhalb  der  Pfeife  freier  beweg- 
lich und  deshalb  gewissermassen  dünner  ist  als  im  Innern  der  Pfeife.  IHe 
Bewegimg  wird  demnach  ohne  Aenderung  des  Vorzeichens,  der  ankommende 
Wellenberg  als  Wellenberg,  das  ankommende  Wellenthal  als  Wellenthil 
reflectirt.  Die  erste  mögliche  Schwingungsart,  welche  in  der  Röhre  stehende 
Wellen  erzeugen  kann,  ist  daher  diejenige,  deren  Wellenlänge  gleich  ist 
dem  Doppelten  der  Röhrenlänge.  Eine  Schwingung  z.  B.,  deren  Länge  wie 
bei  den  gedeckten  Pfeifen  die  vierfache  Pfeifenlänge  hätte,  würde,  wie  vm 
leicht  nach  §.  130  und  139  entwickelt,  an  der  Mundöffnung  einen  Schwin 
gungsknoten  zur  Folge  haben,  wtlrde  also  als  stehende  Welle  in  der  Pfeifr 
sich  nicht  erhalten  können. 

Diejenige  Schwingungsbewegung,  deren  Länge  die  doppelte  l^feifefl- 
länge  beträgt,  erzeugt  dagegen  in  der  Mitte  der  Pfeife  einen  Schwingung 
knoten  und  bildet  als  stehende  Welle  in  der  Pfeife  zwei  halbe  Wellen,  der« 
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L&nge  gleich  der  Länge  der  Pfeifen  ist.  Die  Schwingungsdauer  und  Schwin* 
gungszahl  ist  demnach 

Eine  schwingende  Bewegung,  deren  Welle  so  lang  ist,  als  die  Länge 
der  Pfeife,  erzeugt  in  der  Pfeife  zwei  Schwingungsknoten,  welche  von  den 
•  Enden  der  Pfeife  um  '/^  PfeifenlSnge  entfernt  sind.  Zwischen  ihnen  befin- 
det sich  eine  stehende  Welle  von  der  Länge  %  h  ^^^^  ^^^  jedem  Schwin- 
gungsknoten bis  zum  Ende  eine  halbe  Welle  von  der  Länge  Vi  ^7  &^  beiden 
Enden  befinden  sich  also  Schwingungsmaxima.  Es  wird  überflüssig  sein, 
die  weitem  Theilungen  der  Pfeife,  welche  den  Tönen  ^1,  Cj  ..  entsprechen, 
abzuleiten,  da  dieselben  nach  den  Entwicklungen  des  §.  130  und  139  un- 
mittelbar hervortreten. 

Für  die  offenen  Pfeifen  gilt  das  früher  über  den  Einfluss  des  Mund- 
lochs Gesagte  gerade  wie  für  die  gedeckte  Pfeife,  auch  bei  diesen  ist  dem- 
nach die  Länge  der  Welle  länger  als  das  Doppelte  der  Röhre  oder 

und  zwar  muss  diese  Grösse  x  hier  ganz  dieselbe  sein,  wie  bei  der  ge- 
deckten Pfeife.  Vergleicht*  man  nun  die  so  berichtigte  Schwingungszahl  N 
mit  derjenigen  N'  der  gedeckten  Pfeife,  so  müsste 

•      N  =  2N' 

o<ler  der  Ton  der  gedeckten  Pfeife  soll  genau  die  tiefere  Octave  des  Tones 
der  offenen  Pfeife  sein.  Indess  hört  man  bald  bei  einem  Versuche,  dass 
das  nicht  der  Fall  ist,  dass  der  Ton  der  offenen  Pfeife  inmier  etwas  tiefer 
ist  als  die  höhere  Octave.  So  fand  Wertheim  bei  einigen  Versuchen,  dass 
bei  einer  Pfeife  von  21"'™  Durchmesser  der  gehörte  Ton  bei  der  offenen 
Pfeife  sich  zu  dem  Tone  "IN'  verhielt  wie  28  zu  24,  und  in  einem  andern 
Falle  bei  einem  Durchmesser  von  50°*™  wie  43,9  :  46,1,  den  Ton  also  ver- 
hältnissmässig  noch  tiefer. 

Es  muss  daher  bei  der  offenen  Pfeife  noch  ein  anderer  Umstand  störend 
einwirken,  der  die  gehörten  Töne  von  der  Theorie  abweichend  macht.  Wert- 
hei^n  sieht  denselben  darin,  dass  die  Reflexion  der  schwingenden  Bewegung 
nicht  ganz  ^enau  in  dem  obem  Querschnitt  der  R^ihre  stattfindet,  sondern 
dass  sich  die  schwingende  Bewegung  noch  ein  klein  wenig  über  diesen 
Querschnitt  hinaus  erstreckt,  die  schwingende  und  tönende  Luftsäule  also 
etwas  länger  wird,  als  die  Theorie  annimmt.  Dass  diese  kleine  Verlänge- 
rung stattfindet,  davon  kann  man  sich  durch  den  Versuch  überzeugen,  denn 
hält  man  ganz  nahe  über  die  Oeffnung  der  Röhre  eine  feine  schwach  ge- 
spannte und  mit  Sand  bestreute  Membran,  so  sieht  man  an  dem  Hüpfen 
des  Sandes  die  Ausdehnung  der  Bewegung  über  der  Pfeife.  Um  den  Ton 
<ier  offenen  Pfeife  genau  im  Verhältnisn  zur  Länge  der  Pfeife  zu  bestimmen, 
muss  man  daher  für  die  Schwingungszahl  desselben  setzen 

JV  = 

2(/  +  x  +  y) 

Um  <1ic  Kuniiiie  <lcr  beiden  Ttcriehtignngeii  x  -\-  tf  zu  bestimmen,  ver- 
fuhr Werthciiu  gerade  ho,  wie  bei  den  gedeckten  Pfeifen. 
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Sind  Xj  und  L^  die  Länge  zweier  verschiedener  Pfeifen  von  gei\^^ 
gleichem  Durchmesser,  N^  und  N^  die  Schwingungszahlen  ihrer  GrundUS^^ 
so  hat  man  gerade  wie  vorhin 

c  =  2.V,  (X,  +  X  +  y), 

und  daraus  nach  Elimination  von  c 

V  7   V  7 

j^  -T  y  —      V      V  ■  ' 

x>l — -tV^ 

ein  Ausdruck,  der  dem  voiigen  für  x  ganz  analog  ist. 

Für  den  Werth  x  '■\-  y  gelang  es  Wertheim  ebenfalls  *)  eine  von  dem 
Querschnitt  der  Röhre  und  der  Grösse  der  Mundöfihung  abh&ngige  Bezietrang 
aufzufinden.  Bedeuten  wieder  B  die  Breite,  D  die  Dicke  der  Röhre,  iat  5 
der  Querschnitt  derselben  und  j?  der  Querschnitt  der  Mundöflfnung,  so  gibt 
er  für  die  Correction  der  Pfeifenlänge  den  Ausdruck 

worin  c^  eine  von  dem  Material  der  Röhre  unabhängige  Constante  ist,  nSm- 
lieh  q  =  0,187. 

In  folgender  Tabelle  ist  eine  Anzahl  von  Versuchen  Wertheim's  zu- 
sammengestellt, welche  zeigen,  dass  die  für  offene  Pfeifen  an  der  Lfinge 
derselben  anzubringende  Correction  in  der  That  mit  grosser  Annäherung 
durch  obige  Gleich img  wiedergegeben  ist.  Die  benutzten  Pfeifen  sind  auch 
hier  cylindrische,  so  dass  an  Stelle  von  B  -^  D  m  jener  Gleichung  einiu* 

setzen  ist  y^- 

Tabelle  der  Correetionen  an  offenen  Pfeifen. 


Material 

-./»"» 

Tempera- 

Länge 

Correction      | 

der  Röhre 

V.S 

o 

tur 

der  Pfeife 

berechnet 

beobacfatrt 

f        332,5 

65,1 

Messing  ... 

35,45 

120,0 

8  V  C. 

666,0 
^      1000,5 

65,4 

67,4 

6J^,6 

332,5 

88,9 

Messing  .  .  . 

35,45 

60,0 

26^6 

666,0 
1000,5 

84,2 

84,8 
87,8 

. 

(          97,5 

28,0 

Messing  .  .  . 

17,72 

36,0 

9^9      ] 

190,0 
^        281,0 
f          88,0 

30,6 

28,0 
28,1 
18,0 

Messing  .  .  . 

8,86 

13,7 

21^0 

188,0 
288,0 

13,2 

221 

19,0 

Glas 

17,72 

30,0 

17<>,0 

100,0 
245,0 

32,7 

39,1 
35,9 

1    Blei 

21,27 

51,0 

11^6 

110,0 

36,6 

37a 

')    Wertheiw,  Annale«  <h*  chim.  et  de  phys.  IFI.  S^rie.   Tome  XXXI.   KritaV' 
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Wie  man  sieht,  stimmen  bei  offenen  Pfeifen  die  nach  jener  Beziehung 
berechneten  Correctionen  mit  den  beobachteten  zum  Theil  noch  besser  als 
bei  gedeckten  Pfeifen,  so  dass  man  bei  jenen  durch  die  Rechnung  mit  sehr 
grosser  Annäherung  richtige  Resultate  erhält. 

Da  nach  diesen  Erfahrungen  die  schwingende  Bewegung  nicht  in  der 
geometrischen  Endfläche  der  Pfeife  endigt,  so  wird  eine  theilweise  Schliessung 
der  Endfläche  die  Tonhöhe  der  Pfeife  ebenfalls  verändern,  und  zwar,  wie 
sich  aus  den  Bemerkungen  über  die  Correction  an  gedeckten  Pfeifen  ergibt, 
muss  ein  derartiger  i)artieller  Verschluss  die  Töne  der  Pfeife  vertiefen. 
Dass  eine  solche  Vertiefung  stattfindet,  hat  die  Erfahrung  die  Orgelbauer 
längst  gelehrt,  sie  versehen  die  offenen  Orgelpfeifen  oben  gewöhnlich  mit 
schrägstehenden  Blechen,  welche  man  auf-  und  abbiegen  kann;  biegt  man 
sie  herab,  so  wird  der  Ton  vertieft. 

Wertheim  *)  ist  es  gelungen,  auch  für  diesen  Fall  eine  empiiische  Re- 
lation herzustellen,  welche  die  an  der  Liinge  der  Pfeife  anzubringende  Cor- 
rection zu  berechnen  gestattet,  so  dass  die  Tonhöhe  sich  durch  die  Gleichimg 


n 


2{L  +  x  +  y) 
berechnen  lässt. 

Haben  B^  D  und  S  dieselbe  Bedeutung  wie  früher,  und  ist  .<?,  der 
Querschnitt  der  Mundöffnung,  s^  derjenige  der  obem  Oeffnimg  der  Pfeife, 
so  ist  nach  Wertheim 

x  =  c  {B  +  D)(l  — 

worin  q  wie  bei  ganz  offenen  Pfeifen  den  Werth  0,1  S7  hat. 

Nachstehende  Tabelle  enthält  eine  Anzahl  Versuche,  welche  Wertheim 
an  einer  quadratischen  Orgelpfeife  von  Holz  zur  Prüfung  obiger  Relation 
angestellt  hat.  Die  Lunge  der  Pfeife  betrug  240"'",  die  Seite  des  «juadra- 
tischen  Querschnittes  120"'";  dieselbe  Breite  hatte  die  imt^re,  die  Mund- 
öffnung, deren  Hr^he  5"'",r)  betrug.    Das  Vorhältniss  ^,  ist  darnach  0,0458; 

die  Temperatur  war  bei  allen  Versuchen  15".  Die  Tabelle  stellt  die  von 
Wertheim  beobachteten  und  die  mit  den  na<h  obigen  (Ueichungen  bestimm- 
ten Werthen  von  x  und  t/  berechneten  Schwingungszahlen  zusammen. 


*)  Wertheim  a.  a.  U. 
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§1^ 


8chnin;nng8zshlen  partiell  ipc^lcckter  Pfeifen. 


h^ 

K 

'c^ 

Schwing^nngszafal 

^2 

2 

S 

berechnet             beobachtet 

644,0             679,0 

120 

120 

1,0000 

100 

96 

0,6667 

622,5      j       640,0 

100 

72 

0,6000 

607,6 

606,6 

100 

60 

0,4167 

597,2 

592,6 

80 

60 

0,3333 

586,7 

579,2 

60 

60 

0,2500 

571,4 

550,5 

60 

40 

0,1667 

549,1 

522,5 

40 

30 

0,0833 

507,5 

481,2 

30 

20 

0,0417 

460,9 

449,1 

20 

15 

0,0208 

408,9 

423,1 

12 

10 

0,0083 

335,4             343,6      1 

0 

0 

0,0000 

307,7 

320,0      1 

Die  Spalten  h^  und  h^  enthalten  die  Seitenflächen  der  obem  Oeffhui^ 
der  Pfeife.  Wie  die  Tabelle  zeigt,  stimmen  auch  hier  die  berechneten  Zahlea 
mit  den  beobachteten  ziemlich  gut  überein,  indess  doch  nur  soweit,  dase 
wir  die  von  Wertheim  gegebene  Relation  nur  als  eine  angenfthert  richtige 
betrachten  dürfen. 

Die  letzten  Erfahrungen  zeigen,  dass  die  einfache  von  uns  vorgetrageiK 
Theorie  der  Luftschwingungen  in  Pfeifen  nur  für  sehr  enge  Bohren  Gültig- 
keit hat,  dass  sobald  der  Querschnitt  der  Köhren  einigermassen  gross  ist 
die  anzubringenden  Correctionsglieder  sehr  beträchtlich  sind.  £s  tritt  da« 
noch  mehr  hervor,  wenn  die  Länge  der  Pfeifen  gegen  die  Dimensionen  des 
Querschnitts  nicht  mehr  sehr  gross  ist,  wenn  die  Länge  der  Pfeife  nicht 
grösser  oder  gar  kleiner  ist  als  die  Breite  der  Röhire  oder  bei  cjlindrischen 
Röhren,  als  der  Durchmesser.  Würde  man  bei  solchen  Röhren  den  Ton 
einfach  aus  der  Länge  berechnen,  so  würde  man  sie  oft  mehr  als  eine 
Octave  höher  finden,  als  der  Versuch  sie  ergibi  Für  derartige  Röhren 
lässt  sich  indess  wiederum  mit  sehr  grosser  Annäherung  die  Tonhöhe  nach 
den  Wertheim'schen  Gleichungen  berechnen,  wie  sich  aus  einer  grossen  An- 
zahl von  Versuchen,  welche  Wertheim  mit  Röhren  der  verschiedensten  Form 
angestellt  und  in  der  schon  mehrfach  citirten  Abhandlung  mitgetheilt  hat, 
deutlich  ergibt.  Wir  begnügen  uns  hier  damit,  um  zu  zeigen,  wie  weit  die 
Versuche  mit  den  Formeln  Wertheim's  übereinstinmien,  eine  Versuchsreihe 
an  Holzpfeifen  mitzutheilen.  Die  Pfeifen  waren  R<)hren  von  rechteckigem 
Querschnitt,  deren  liänge  350™°*  und  deren  eine  Seite  des  Querschnitt« 
7/  =  200"°*  betrug.  Parallel  dieser  Seite  konnten  in  den  Kasten  Schieber 
eingesetzt  werden,  welche  so  den  Querschnitt  der  Röhre  zu  ändern  gestal- 
teten, indem  man  die  Breite  B  desselben  verkleinerte.  Die  Röhre  war  nn- 
ten  geschlossen,  oben  offen,  und  der  untere  Querschnitt  konnte  durch  eines 
])arallel  der  Kante  H  beweglichen  Schieber,  der  die  ganze  Breite  der  Röhr? 
einnahm,  mehr  oder  weniger  verkleinert  werden.  Die  Pfeife  wurde  dan» 
durch  ein  mit  einem  i)latten  Mundstück  von  Messing  versehenes  Bla:?erohr, 
ähnlich  wie  Fig.  267,  und  in  der  dort  dargestellten  Weise  angeblasen. 
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In  nachfolgender  Tabelle  gibt  die  mit  h  übersehriebene  Spalte  die  der 
Seite  II  parallele  Ausdehnung  der  Oeffhung,  deren  Breite  b  immer  gleich 
jener  der  Röhre  war.  Die  zur  Berechnung  der  Töne  benutzte  Constante  c 
ißt  =  0,240,  da  die^Pfeife  von  Holz  war. 

Töne  kubischer  Pfeifen. 


Breite  B 

=  200"»™ 

Breite  B 

=  100""" 

Breite  B 

«  60">"  1 

h 

8 

s 

Schwing^ngszahl 

Seh  wingungHzali  l 

Schwingungszahl    1 

200 

13 

• 

1,000 

berechnet 

382,5 

beobachtet 

berechnet 

404,3 

beobachtet 

berechnet 

beobachtet 

414,9 

382,1 

404,4 

416,2 

180 

0,900 

374,3 

379,8 

397,2 

39JB,7 

409,9 

409,9 

160 

0,800 

365,0 

364,7 

389,5 

384,4 

403,0 

405,7 

140 

0,700 

355,2 

353,1 

381,0 

381,0 

395,4 

386,7 

120 

0,600 

344,3 

336,8 

371,6 

368,9 

386,9 

366,8 

100 

0,60(J 

332,0 

314,5 

361,6 

358,5 

377,2 

355,5 

80 

0,400 

317,7 

304,0 

348,0 

348,8 

365,6 

339,1 

60 

0,300 

299,9 

299,4 

334,5 

336,3 

350,5 

315,3 

40 

0,200 

276,2 

264,5 

309,8 

281,3 

329,8 

288,3 

20 

0,100 

237,2 

224,r, 

,    272,2 

261,2 

293,8 

263,9 

10 

0,060 

199,8 

203,2 

234,4 

220,7 

256,6 

243,8. 

Für  sehr  kleine  MundÖffhungen  weichen  die  beobachteten  und  berech- 
neten Zahlen  nicht  unbeträchtlich  von  einander  ab,  für  grössere  Mund- 
öffnungen stimmen  die  Resultate  ziemlich  gut. 

Als  ein  allgemeines  Kesultat  ergibt  sich  aus  diesen  Versuchen,  dass 
die  Töne  kubischer  Pfeifen  mit  abnehmendem  Volumen  der  Röhre  höher 
werden,  und  weiter  lässt  sich  aus  den  Versuchen  und  der  Formel  Wertheim's 
der  Satz  ableiten,  dass  bei  ähnlichen  Formen  der  Pfeife  und  der  Mund- 
öffnung die  Töne  der  Pfeife  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Längen  der 
homologen  Seiten. 

Es  genüge  an  diesen  kurzen  Andeutungen  über  das  Verhalten  kubischer 
Pfeifen^},  da  dieselben  ausreichend  sind,  in  den  wenigen  Fällen,  in  denen 
wir  diese  Pfeifen  benutzen,  uns  die  erforderliche  Kenntniss  derselben  zu 
liefern.  Das  ergibt  sich  aus  diesen  Erfahrungen  zur  Genüge,  dass  die  ein- 
fache Theorie  der  Pfeifentönc  zur  Bestimmung  derselben  nicht  ausreicht, 
und  zwar  deshalb  nicht,  weil  die  in  Pfeifen  schwingenden  Luftsäulen  nicht 
so  isolirte  für  sich  schwingende  Körper  sind,  wie  longitudinal  schwingende 
Stäbe,  weil  vielmehr  die  schwingende  Bewegung  auch  der  ausserhalb  der 
Pfeifen  vorhandenen  Luft  sich  mittheilt  und  da<lurch  die  Schwingungen  der 
Luftsäulen  in  den  Pfeifen  selbst  modificirt  wird. 

Helmholtz  ^)  hat  deshalb  die  Theorie  der  Luftschwingimgen  in  Röhren 
einer  neuen  Behandlung  unterzogen,  bei  welcher  auf  den  eben  hervorgeho- 
benen Umstand,  dass  die  Luftsäule  in  Röhren  nicht  ein  ganz  selbständig 


')  Man  Hche  auch  tSomUtauHs,  Poggend.  Ann.  Dd.  LXXIX  und  LXXXI.  MoMtm, 
AnnHlü8  de  chiui.  et  de  phyn.  III.  Serie.  Tome  XL.  Zammincr^  Toggcnd.  AnnaltMi. 
Bil.  XCVll. 

«)  Helmholtz,  Crelle's  Journal.  Bd.  LVll.  p.  1. 
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schwingender  Körper  ist,  Rücksicht  genommen  ist.  Er  behandelt  gleich- 
zeitig die  Schwingungen  im  Innern  der  Rohre  und'  in  der  umgehenden  Luft, 
und  es  ist  ihm  dadurch  gelungen,  mehrere  der  vorhin  besprochenen  Erfah- 
nmgen  theils  theoretisch  zu  begründen,  theils  nUher  zu  bestimmen.  Es  ist 
ims  indes«  durch  die  hier  ims  gesteckten  Grenzen  versägt,  auf  diese  Unter- 
suchungen Hehnholtz's  näher  einzugehen. 

Das  Tonbihlcnde  in  den  Pfeifen  ist  die  schw^ingende  Luftsäule,  die 
Wände  der  Pfeifen  dürfen  deshalb  auf  die  Tonhöhe  von  keinem  wesentlichen 
Einfluss  sein.  So  lange  die  Wände  aus  ganz  festem  Material  bestehen,  ist 
das  auch  nicht  der  Fall,  die  Tonhöhe  ist  wesentlich  dieselbe  in  metallischen, 
gläsernen  oder  hölzernen  Pfeifen. 

Sind  jedo(!h  die  Wände  der  Pfeifen  nicht  aus  festem  Material,  so  ändern 
sie  die  Höhe  des  Tones* ab,  imd  zwar  wird  der  Ton  bei  weichen  Wänden 
tiefer.  Savart*)  hat  gezeigt,  dass  Pfeifen  mit  Pergamentwänden  tiefer  t^nen 
als  solche  mit  starren  Wänden,  und  dass  der  Ton  um  so  tiefer  wird,  je 
mehr  man  die  Wände  durch  Penetzen  erschlafft.  Dasselbe  zoigte  Liscovins^, 
welcher  gleichzeitig  nachwies,  da,ss  man  durch  verstärkt«  Sjmnnung  des 
Pergaments  den  Ton  erhöhe.  Wird  eine  Pergamentwand  derart  gedrückt^ 
dass  sie  nicht  mitschwingen  kann,  wenn  die  Luftsäule  schwingt,  so  gibt 
die  Pfeife  denselben  Ton  als  eine  solche  mit  starren  Wänden. 

Gerade  dieser  letzte  Versuch  beweist,  dass  der  Einfluss  einer  nicht  ganz 
festen  Wand  darin  begründet  ist,  dass  die  Wand  gleichzeitig  mit  der  Lnft- 
säule  schwingt.,  und  dass  die  Schwingungszahl  der  Luftsäule  dadurch,  da?« 
die  schwingende  Wand  auf  sie  einwirkt,  eine  andere  wird.  Die  Einzeln- 
heiten der  Erscheinung  lassen  sich  indess  noch  nicht  näher  übersehen. 

Wenn  feste  Wände  auf  die  Tonhöhe  keinen  Einfluss  haben,  so  M 
sie  doch  von  wesentlicher  Bedeutimg  für  den  Klang  der  Pfeifen^).  I^ 
engen  cylindrischen  oder  rechteckigen  offenen  Pfeifen  bildet  sich  nehen  «lern 
Grundton  auch  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  in  ähnlicher  Weiße  wie 
bei  den  gestrichenen  Saiten  aus,  deshalb  haben  sie  einen  vollen  und  schär 
fern,  dem  der  gestrichenen  Saiten  ähnlichen  Klang,  bei  weitem  offenen 
l*feifen,  den  Principalstimmen  der  Orgel,  besonders  den  hölzernen,  tritt  nur 
die  Octave  noch  deutlich  zum  Grundton,  die  höhere  fast  gar  nicht,  deshalb 
ist  der  Ton  dieser  Pfeifen  viel  diunpfer.  Die  gedeckten  Pfeifen  geben  die 
Töne  1 ,  3 ,  5  . . . ,  indess  sind  die  Obertrme  nur  bei  engen  Pfeifen  dentliih. 
bei  weiten  tritt  fast  nur  der  Grundton  auf,  woher  der  dnmpfe  Klang  der 
gedeckten  Register  rührt. 

Der  Klang  in  Holzpfeifen  ist  immer  dumpfer  und  weicher  als  in  Metall- 
pfeifen, liauptsächlich ,  weil  die  raschem  Schwingimgen  der  Obertone  sich 
dem  Holz  mittheilen  und  deshalb  rasch  verschwinden. 

§.  155. 

Töne  durch  Schwingung  von  Flüssigkeitssäulen.  Wir  haben  er- 
wähnt, dass  man  durch  einen  Flüssigkeitsstrom,  der  durch  die  duR"hir»rherte 
Scheibe  einer  in  eine  Flüssigkeit  getauchten  Sirene  getrieben  wird,  ^^ 


M  Savnri^  Annalcs  de  chiiu.  ot  do  phys.  T.  XXX. 
^j  JAscoviuSy  Poggeud.  Ann.  Bd.  LVIF. 
")  Hdfnholtz^  Toncmpfindungen.  p.  150. 
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erzeugen  kann.  Cagninril  Latour  und  dpilter  in  noch  Ulisgezeichneterer 
e  \\''ertheün  ist  ea  gelungen,  in  FitlBsigkeiten  »teilende  Wellen  und 
rch  Töne  he norzii Illingen. 

Cagnianl  Latour')  brachte  Flüssi^keitiisaulen,  welcbe  in  (.ilagriihren 
'Schlössen  waren,  dadurch  zum  Tünen,  dass  er  die  Glasruhren  longitu- 
rieb.  Die  Htlbe  des  erzeugten  Tones  bewies,  ilass  nicht  die  longitudi- 
i  Schwingungen  des  (Jlases  es  waren,  welche  gehurt  wurden,  sondern 
er  Flllssigkeitssfiule.  F.r  wies  durch  den  Versuch  nach,  dass  der  Ton 
(Ihere  Octave  ist,  wenn  die  Röhre  an  beiden  Seiten  offen,  die  FlUssig- 
jflule  also  an  beiden  Enden  frei  ist,  von  dem  Tone,  den  eine  Flüssig- 
jOule  gil»t,  welche  in  einer  an  einem  Ende  geschlossenen  Rjihre  schwingt, 
1  eines  Ende  also  an  einer  festen  Wand  anliegt.  Die  Tijne  einer  an 
n  Enden  freien  Fltlssigkeitssüute  konnten  nicht  dailurch  erhalten  wer- 
daas man  eine  an  beiden  Enden  offene  Röhre  einfach  in  Wasser  tauchte 
longitiidinal  rieb,  sondern  wurden  dadui-ch  erzeugt,  dass  man  ein  Itohr 
rftli-mig,  gleichschenklig  bog  und  ilann  longitudinal  rieb.  Wurde  das 
Ende  des  Hebers  /ugeschmolzen  und  derselbe  bis  zur  gleichen  Höhe 
ffasser  gefüllt,  als  der  offene,  so  war  der  Ton  eine  Octave  tiefer  als 
lern  offenen  Heber. 

Auch  gelang  es  t'agniard  Latour  eine  Pfeife  unter  Wasser  zum  Tönen 
ringen.  Dies  gelang  aber  in  viel  vollkomninerer  Weise  Wertheim,  der 
Her  mit  Flüssigkeit  getlUlten  Röhre  durch  einen  FlUssigkeitsstrom  den 
idt«n  und  die  harmonischen  Töne  erzeugte^). 

Der  Apparat,  welchen  Wertbeim  /u  seinen  Versuchen  mit  Wasser  an- 
Ite,  ist  Fig.  271  abgebildet. 


)  Cagniard  Latour,  Aunales  de  chim.  et  de  nbya.  LVI. 

)  Wertheim,  AnnoleB  de  chim.  et  de  phjs.  III.  Sähe.  Tome  XXIII.  Poggend. 

Bd.  LXXVII. 
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Die  offene  Orgelpfeife  hh  liegt  borizontal  auf  den  Stützen  a  in  de 
grossen  gefüllten  Wasserbehälter  A.  Der  Fuss  der  Pfeife  ist  in  c  ang 
schraubt  an  eine  in  der  Wand  befestigte  Mutter,  welche  der  Pumpe  gege: 
Ubersitzt.  Eine  Ventilpumpe  B^  welche  durch  den  davor  befindlichen  Heb 
getrieben  wird,  saugt  die  Flüssigkeit  durch  das  weite  Rohr  h  aus  dem  B 
hält-er  und  pumpt  es  in  das  davorstehende  Reservoir  C. 

Das  Innere  des  Reservoirs  C  steht  durch  den  Hahn  m  und  das  Rohr 
mit  grossen  Gefässen  voll  comprimirter  Luft  in  Verbindung.  Durch  de 
Druck  dieser  Luft  bei  geöffnetem  Hahn  m  wird  das  im  Behälter  C  aogi 
sammelte  Wasser  durch  den  Hahn  /  und  das  Rohr  ss'  in  die  unter  Wasse 
befindliche  Pfeife  getrieben.  Mittels  des  Hahnes  t  ist  man  im  Stande,  dei 
Zufiuss  des  Wassers  beliebig  zu  reguliren. 

Auf  dem  Behälter  C  befindet  sich  noch  ein  zweiter  Hahn  n,  der  gi 
öffnet  die  comprimirte  Luft  des  Behälters  in  die  Atmosphäre  entweiche 
lässt,  und  auf  den  man  bei  r  eine  Sirene  aufstellen  kann,  um  die  absoli^t 
Schwingungszahl  des  in  der  Wasserpfeife  gehöi-ten  Tones,  also  die  Tonhuhi 
zu  bestimmen.  Ausserdem  dient  dieser  Hahn  dazu.  Versuche  mit  gewoliA 
liehen  Orgelpfeifen  in  Luft  anzustellen. 

Um  den  Druck  zu  messen,  unter  welchem  das  Wasser  in  die  Pfeifet 
eintritt,  communicirt  die  Röhre  ss'  durch  den  Hahn  u'  und  die  Röhrenlef- 
tung  X  mit  dem  Manometer  E  und  ausserdem  die  Luft  im  Gefftsse  C  durek 
deu  Hahn  u  \md  die  Röhre  uw  mit  dem  Manometer  D. 

Ist  nun  der  Apparat  eingerichtet,  so  beginnt  man  die  Versuche  damitt 
dass  mau  bei  geschlossenen  Hähnen  m,  n,  /,  mittels  der  Pimipe  B  Wasser 
aus  dem  Behälter  Ä  in  den  Behälter  C  pumpt.  Ist  die  Wassermasse  doit 
hinreichend,  so  setzt  man  den  Behälter  C  durch  Oeffnen  des  Hahnes  m  mit 
den  mit  comprimirter  Luft  gefüllten  Behältern  in  Verbindung.  Der  Druck 
dieser  Luft  ist  es  dann,  der  bei  geöffnetem  Hahne  t  das  Wasser  in  di 
Orgelpfeife  treibt  und  ferneres  Pumpen  während  des  Versuches  dient  nv 
dazu,  das  Wasser  in  C  auf  constantem  Niveau  zu  erhalten. 

Damit  die  Versuche  gelingen,  muss  auf  die  Construction  der  Org 
pfeife  besondere  Aufinerksamkeit  verwandt  werden. 

Wertheim  wandte  dazu  die  aus  uiehreren  Stücken  zusammengehe 
Pfeife  (Fig.  272)  an.    Das  erste  Stück  besteht  aus  der  Schraube  c,  pa«? 


0 


für  die  Mutter  bei  e  im  Behälter  A  (Fig.  271)  geschnitten,  in  deren 
ein  feines  Drahtnetz  angebracht  ist,  um  zu  verhindern,  dass  allenfal 
im  Wasser    schwebende  Körperth eilchen  in   die  Pfeife    eintreten 
femer  aus  dem  Mundstücke  d  und  der  Röhre  2>,  an  deren  Ende  ' 
Schraubengang  h  befindet,  um  daran  die  folgenden  Röhrensttickr 
den  Deckel  k  anzuschrauben.     Die  beiden  Labien  des  Mundlochs 
aus  den  Platten  d  und  c,  welche  mit  den  Klammem  f  befestigt  v 
Man  kann  die  Platten,  welche  die  Labien  bilden,  nicht  sogle 
Lüthen  unveränderlich  fest  mit  der  Pfeife  verbinden,  da  die  St( 
Labien  von  wesentlichem  Einfluss  auf  die  Leichtigkeit  ist,  mit  der 
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anspricht,  und  man  deshalb  durch  den  Versuch  erst  die  Lage  ermitteln 
muss,  bei  der  die  Pfeife  in  den  Flüssigkeiten  tönt.  Für  Flüssigkeiten  muss 
im  allgemeinen  der  Aufschnitt  weniger  breit  und  lang  sein  als  für  Luft, 
das  Licht,  die  Mündung  des  Fusses  in  der  Pfeife  grösser  und  der  Strom 
etwas  mehr  gegen  das  Innere  der  Pfeife  gerichtet  sein. 

Mit  diesem  Apparate  ist  es  Wertheim  gelungen,  Orgelpfeifen  unter 
Wasser  mittels  eines  Wasserstromes  zum  Tönen  zu  bringen,  und  erfand, 
wie  es  nach  §.139  zu  erwarten  ist,  dass  die  Töne  derselben  Reihe  folgen 
wi&  bei  Pfeifen,  welche  mit  Luft  angeblasen  werden.  Bei  offenen  Pfeifen, 
nur  diese  gaben  ein  gutes  Resulta,t,  waren  die  Töne 

r-i  c    g    Tj     e^    <7i  .  .  . 
1     2   3    4     ö     G 


Die  Schwingungs«ahlen  allgemein 


c 


wenn  l  die  Länge  der  Pfeife  bedeutet.    Oder  vielmehr  genauer 

iV= '- 

das  heisst,  es  mussten  dieselben  Berichtigungen  angebracht  werden,  wie 
bei  den  in  Luft  angeblasenen  Pfeifen. 

Nach  dem  Bisherigen  hat  r  den  Werth 

worin  H  den  Druck  einer  AtmosphUre  in  Metern  Quecksilber,  c  die  Dich- 
tigkeit des  Quecksilbers,  fi  die  Compressibilität  des  Wassers  und  s  die 
Dichtigkeit  des  Wassers  l)e<leutet.  Der  Werth  dieses  Ausdruckes  war  nach 
§.  138 


-  1/f  -  ,424* 


Die  SchwingungMzahl  N  des  (Jrundt^nes  einer  offenen  Pfeife  \on  der 

Länge  /  sollte  demnach  sein 

1424,:, 

Die  Versuche  von  Wertheim  gaben  indess  einen  viel  kleinem  Werth, 
die  Töne  waren  tiefer,  als  sie  hiemach  sein  sollten  und  zwar  so,  dass  die 
beobachtete  Schwingungszahl  N'  war 

Den  Crrund  dieser  Abweichung  werden  wir  im  nächsten  Kapitel  ab- 
leiten; hier  genüge  die  Bemerkung,  dass  nach  der  Ansicht  von  Wertheim 
die  (j rosse  r,  welche  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen 
Wellen  in  dem  Wasser  bedeutet,  hier  einen  andern  Werth  hat  als  den  von 
uns  l>erechneteu,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  audere  ist  in 
Fltissigkeit^säulen,  wie  in  Orgelpfeifen,  als  in  einer  unbegrenzteu  Flüssig- 
keit und  zwar,  dass  die  Geschwindigkeit  r'  in  Flüssigkeit^tsäuleu  gleich  ist 
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nun  die  Luft  in  derselben  in  Schwingung  und  die  Zunge  dringt  dann  so 
weit  in  die  Röhre  ein,  bis  ihre  eigene  Elasticität  und  der  von  der  schwin- 
genden Bewegung  der  Luft  in  der  Röhre  sie  treiFende  Impuls  sie  zurück- 
treibt und  nun  die  Oeffnung  von  neuem  frei  lUsst.  Darauf  wird  dann  neuer- 
dings die  Zunge  an  oder  in  die  Röhre  und  wieder  zurückgetrieben  und  das 
Spiel  wiederholt  sich  so  lange  als  der  Luftstrom  anhält. 

Durch  diese  Vorrichtungen  entstehen  also  Schwingungen  der  Luft  in 
der  Röhre,  Schwingungen  der  Zunge  und  ebenso  ein  intermittirender  Luft- 
strom  gerade  wie  bei  der  Sirene,  indem  bei  jeder  Oeffnung  des  Rohres  ein 
Luftstrom  in  die  Pfeife  dringt,  bei  jedem  Schlüsse  desselben  der  Strom 
unterbrochen  wird. 

Nach  den  Versuchen  von  Wilhelm  Weber  ^)  sind  es  nun  weder  die 
Schwingungen  der  Platte,  welche  den  lauten  imd  starken  Ton  der  Zungen- 
pfeife geben,  noch  die  Schwingungen  der  Luftsäule,  sondern  die  Stösse  des 
intermittirenden  Luftstromes  wie  bei  der  Sirene,  der  bei  jeder  Oeffnung  der 
Zunge  in  das  Rohr  eintritt,  bei  jedem  Verschliessen  des  Rohres  durch  die 
Zunge  unterbrochen  wird.  Die  Zahl  der  Luftstösse  und  somit  die  Tonhöhe 
aber  hängt  in  der  Pfeife  nur  von  den  Schwingungen  der  Zunge  4ib,  wie  in 
der  Sirene  von  der  Geschwindigkeit  der  Scheibe,  indem  die  Schwingungen 
der  Zunge  es  sind,  welche  das  Rohr  abwechselnd  öffnen  und  schliessen. 

Die  Schwingungen  der  Platte  werden  aber  ausser  durch  die  Elasticität 
derselben  wesentlich  mit  bestimmt  durch  die  stehenden  Schwingimgen  der 
Luft-säule  in  der  Pfeife  By  durch  den  abwechselnd  zu-  und  abnelmienden 
Druck  der  dort  schwingenden  Luft. 

Dass  diese  Anschauung  von  der  Tonbildung  in  der  Zungenpfeife  die 
richtige  ist,  begründet  Weber  durch  folgende  Versuche.  W^ürdo  der  Ton 
in  der  Zungenpfeife  nicht  von  den  Stössen  der  Luft,  sondern  von  den  Schwin- 
gungen der  Luftsäule  in  der  Pfeife  oder  den  vereinten  Schwingungen  der 
Luft  und  der  Zunge  erzeugt,  so  müsste  der  Ton  auftu'iren,  wenn  man  die 
ll<>hre  R  fortnähme;  man  weiss  aber,  dass  das  nicht  der  Fall  ist.  Dläst 
man  das  Rohrwerk  allein  an,  wie  es  z.  B.  in  der  Mimdharmonika  immer  ^e- 
Bchieht,  so  ist  der  Ton  der  Uöhe  nach  fast  ganz  derselbe,  seinem  Klange 
nach  völlig  derselbe,  als  wenn  eine  kurze  Luftsäule  mit  schwingt. 

Dass  der  Ton  nicht  von  den  Schwingungen  der  Platte  herrührt,  ergab 
sich  daraus,  dass,  wenn  die  Platte  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  wurde, 
also  olme  die  Luftst/isse  in  Schwingungen  versetzt  wurde,  ein  nur  ganz 
Hchwacher  und  in  immittelbarcr  Nähe  hörbarer  Ton  entstand,  der  keinen- 
falls  mit  dem  vollen  und  starken  Tone  der  Zungenpfeife  vergleichbar  war. 
Selbst  als  er  die  Zunge  vor  einer  Röhre  in  Schwingung  versetzte,  in  der 
die  stehenden  Schwingungen  der  Luft  denselben  Ton  gaben  wie  die  Zunge, 
fand  Weber  den  Ton  nur  matt  und  viel  schwächer. 

Also  nur  durch  den  intermittirenden  Luftstrom,  durch  die  von  diesem 
wie  bei  der  Sirene  erzeugten  uml  durch  die  \ungebende  Luft  fortgepflanzten 
Stösse  entsteht  jener  laute  und  volle  Ton,  welcher  bei  dem  Anblasen  der 
Zimgenpfeife  gehört  wird. 

Da  indess  ein  Stoss  nur  beim  Oeffnen  des  Rohres  entsteht,  so  sin<l  die 
Stösse  mit  den  Schwingimgen  <l(?r  Zunge  gleichzeitig  un<l  man  kann  aus  (Um* 
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Höhe  des  gehörten  Tones  auf  die  Schwingungszahl  der  Zunge  schliessen 
und  diese  mit  den  Schwingungen  vergleichen,  welche  die  für  sich  schwin- 
gende Platte  vollführen  würde.  Eine  solche  Vergleichung  beweist  dann  den 
zweiten  Satz  von  Weber,  dass  die  Schwingungen  der  Zunge  bedingt  werden 
durch  die  eigene  Elasticität  der  Zunge  und  durch  die  in  der  Köhre  auf- 
tretenden stehenden  Schwingungen  der  Luftsäule.  Die  Tonhöhe  und  somit 
die  Schwingungszahl  der  Platte  wird  nämlich  eine  andere,  wenn  ver.schiedeu 
lauge  Röhren  mit  der  Zunge  zur  Pfeife  verbunden  sind. 

Um  die  Aenderungen  der  Tonhöhe  zu  erkennen,  ist  es  nothwendig  zu 
beachten,  dass  die  Pfeife  auf  doppelte  Weise  zum  Tönen  gebracht  wenlen 
kami,  durch  Blasen  von  unten,  so  dass  also  in  dem  Puss  F  der  Pfeile  die 
Luft  dichter  ist  als  im  Innern  der  Pfeife  und  durch  Saugen  von  unten  oder 
Blasen  von  oben,  so  dass  die  Luft  ausserhalb  der  Röhre  im  Fusse  f'der 
Pfeife  dünner  ist  als  innerhalb. 

Der  Vergleich  der  Töne  der  Zmigeupfeife  mit  dem  Tone  der  isolirt 
schwingenden  Zunge  ergibt  nun  folgende*. 

1)  Ist  die  Pfeife  so  lang,  dass  die  in  ihr  erregten  stehenden  Schwin- 
gungen gojiau  den  Ton  der  isolirt  schwingenden  Zunge  geben,  so  wird 
durch  den  Ansatz  der  Pfeife  an  das  Rohrwerk  der  Ton  seiner  Höhe  nach 
nicht  wesentlich  anders  als  der  Ton  der  isolirt  schwingenden  Zunj^e.  i* 
ist  das  sowohl  der  Fall,  wenn  der  Grundton  der  R<)hre,  als  wenn  einer 
ihrer  harmonischen  Obertöne  mit  dem  Tone  der  Zunge  übereinstimmt  Irf 
also  l  die  Länge  der  Röhre,  deren  Grundton  mit  dem  Tone  der  Zuujje 
gleiche  Höhe  hat,  so  hat  es  der  zweite  Ton  der  Röhre  2/,  der  dritte  der 
jenigen  von  der  Länge  3/  u.  s.  f.  Alle  diese  Röhren,  deren  Länge  l  oder 
irgend  ein  Vielfaches  von  /  ist,  ändern  mit  dem  Rohrwerke  zur  ZnngM- 
pfeife  verbunden  die  Höhe  des  Tones,  den  die  Zunge  für  sich  geben  wttrdt 
nicht  ab,  die  Schwingungen  der  Zunge  erfolgen  also  unter  vereinigter  Wir- 
kung der  Elasticität  der  Zunge  und  der  wechselnden  Drucke  der  Luft 
gerade  so,  als  bewegte  sie  sich  nur  in  Folge  ihrer  eigenen  ElasticitSt.  Da? 
ist  sowohl  der  Fall,  wenn  die  Pfeife  durch  Blasen,  als  wenn  sie  darch 
Saugen  zum  Tönen  gebracht  wird. 

Hat  die  Röhre  aber  irgend  eine  andere  Länge  als  /,  2/,  3i ...  yo  wird 
die  Tonhöhe  der  Zunge  geändert,  sie  wird  tiefer,  die  Schwingungszahl  klei- 
ner, die  Schwingungsdauer  grösser,  wenn  die  Pfeife  durch  Blasen  zwm 
Tönen  gebracht  wird,  sie  wird  höher,  die  Schwingungszahl  grösser,  dieDaner 
kleiner,  weim  die  Röhre  durch  Saugen  zum  Ansprechen  gebracht  wird. 

Setzt  man  eine  kurze  Röhre  an  die  Zunge,  so  wird  beim  Anblasen  vofl 
miten  der  Ton  nur  unmerklich  tiefer,  wenn  man  die  Röhre  bis  zu  *4 1  ver- 
längert, bei  weiterm  Verlängern  wird  er  merklich  tiefer,  bis  die  Länge  der 
Röhre  y,  1  ist,  bei  noch  weiterm  Verlängern  sinkt  der  Ton  immer  rascher 
bis  %^  fast  ebenso  rasch  als  die  Länge  der  Röhre  zunimmt,  und  zwisch« 
^4 1  und  /  sinkt  die  Tonhöhe  der  Verlängerung  proportional.  Ist  die  Lä»^ 
der  Röhre  nahe  Z,  so  ist  der  Ton  fast  eine  Octave  tiefer  als  der  Ton  der 
für  sich  schwingenden  Zunge. 

So  fand  Weber  bei  einer  Zunge,  welche  denselben  Ton  gab  al:<  ^ 
Pfeife  von  195,3  Pariser  Linien  oder  44,1  Centimeter,  uSuilich  das  esk 
gestrichene  g^  folgende  Toureihe,  als  die  Zimgc  mit  R< ihren  von  den  ^ 
neben  angegebenen  Längen  zur  Pfeife  verlumden  angeblasen  wurde: 
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Bei  weiterer  Verlängerung  sprang  der  Ton  zum  eingestrichenen  g  zu- 
rück, 80  dass  bei  der  Länge  l  der  Ton  der  Pfeife  wieder  das  eingestrichene 
9i  war. 

Wurde  das  Rohr  über  l  hinaus  verlängert,  so  war  zwischen  l  und  2/  der 
Gang  des  Tones  derselbe,  nur  reichte  die  Vertiefung  viel  weniger  weit.  Die 
grösste  Vertiefung  nahe  bei  21  betrug  eine  Quarte.  Die  von  Weber  be- 
obachteten Töne  waren  folgende: 
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Bei  einer  Länge  von  etwas  über  21  wurde  zuweilen  noch  cis^  erhalten, 
sonst  sprang  der  Ton  bei  21  wieder  zu  g^  zurllck.  Wurde  die  Röhre  von  21 
auf  *M  verlängert,  so  sank  der  Ton  wieder  anfangs  langsamer,  daim  rascher 
bis  zur  tiefem  Terz,  in  den  Weber'schen  Versuchen  bis  zum  eingestriche- 
nen r,. 

Man  erkennt  darin  ein  bestimmtes  Gesetz,  nach  welchem  die  Tonhöhe 
durch  den  Ansatz  der  Röhren  sich  ändert.  Jedesmal^  nachdem  die  Röhre 
uju  l  verlängert  ist,  springt  der  Ton  zurück,  vor  dem  ersten  Sprunge  war 
er  um  eine  Octave,  vor  dem  zweiten  um  eine  Quart,  vor  dem  dritten  um 
eine  Terz  vertieft,  so  dass  also  das  Schwingungsverhältniss  vor  und  nach 
dem  Sprunge  sich  verhielt 

beim  ersten  Sprunge  wie  1 
zweiten      „  „     3 

dritten       „  „     5 

vor  den  folgenden  Sprüngen  würde  er  demnach  so  vertieft  sein,  dass  die 
Töne  vor  und  nach  dem  Si)runge  sich  verhielten  wie  7:8,  dann  wie  9 :  10 
lind  so  weiter.  Für  einige  weitere  Sprünge  bestätigten  die  Versuche  von 
Wel)er  das  Gesetz. 

Weber  folgert  aus  diesen  Erscheinungen,  dass  wirklich  die  Luft  in 
den  Zungenpfeifeu  in  stehende  Schwingungen  geräth.  Denn  zunächst  tritt 
es  hervor,  dass  jedesmal  dann,  wenn  die  Röhre  die  Länge  l  oder  ein  Viel- 
faches von  l  besitzt,  die  Schwingungen  der  Röhre  also  mit  denen  der  Zunge 
zusammenfallen,  der  Ton  wieder  seine  ursprüngliche  Höhe  erhält.  Aehii- 
liches  ist  auch  bei  den  übrigen  Tönen  der  Fall,  auch  dort  bilden  sich  in 
der  R<$hre  schwingende  Abtheilungen  und  jedesmal,  wenn  die  Röhre  um 
eine  schwingende  Abtheilung  grösser  geworden  ist,  wird  der  Ton  der  Zungen- 
pfeife auch  wieder  derselbe,  und  zwar  ist  die  Länge  dieser  schwingenden 
Abtheibingf'n  gleich  der  Länge  der  in  stehenden  Schwingungen  lieHudlichen 
Luftsäule,  welche  dieselbe  Schwingungszahl  hal)en  würde. 
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Setzen  wir  nämlich  in  Pariser  Füssen  die  Grösse  c  des  §.  152,  welche 
uns  durch 

■KT  ^ 

die  Schwinguugszahl  der  Luftsäule  einer  offenen  Pfeife  von  der  Länge  /  gibt 

c  =  1052, 

so  erhalten  wir  als  Länge  der  Röhre,  welche  den  Ton  g^  gibt,  den  Weber 
zu  388  Schwingungen  in  der  Sekunde  bestimmte, 

l  =  -»^  =  1,356  Fuss  =  1 93,3  Linien. 

Für  die  tiefern  Töne  bestimmte  Weber  nun  ebenfalls  die  Schwingungs- 
zahlen  und  zugehörigen  Röhrenlängen  und  verglich  dann  die  Längen  der 
Zungenpfeifen,  bei  denen  diese  Töne  jedesmal  auftraten.  So  fand  er  z.  R, 
dass  ein  Ton  auftrat  von  3G5  Schwingungen  bei  der  Länge  der  Rohre 
87,3  Linien,  dann  bei  293,0  und  504,0  Linien,  also  jedesmal,  wenn  die 
Länge  der  Röhre  um  205,7  und  um  416,7  Linien  zugenommen  hatte.  Be- 
rechnen wir  nun  aber  die  Länge  l  der  diesen  Ton  gebenden  offenen  Röhre, 

so  wird 

1062        ,         „  ^^^     ^ .  . 

=  ^3^  =  ^M^  Fuss  =  207,5  Lmien. 

Die  beobachteten  Längenzunahmen  weichen  von  diesem  berechneten  / 
und  21  nur  um  1,9  und  1,5  Linien  ab,  erstere  ist  um  so  viel  zu  klein,  letz- 
tere zu  gross. 

Man  sieht  also,  wie  die  Luftsäule  der  Röhre  in  gleichzeitige  Schwin- 
gungen mit  denen  der  Zunge  versetzt  wird,  indem  jedesmal,  wenn  die  Länge 
der  Röhre  um  die  Länge  einer  mit  dem  Tone  gleichen  st-ehenden  Welle  rer- 
grössert  wird,  derselbe  Ton  wiederkehrt. 

Der  Vorgang  der  Bewegungen  in  den  Zungenpfeifen  wird  durch  diese 
Erfahrungen  so  festgestellt,  wie  wir  ihn  vorhin  aussprachen.  Der  Ton  rührt 
her  von  dem  intermittirenden  Luftstrome,  der  durch  das  abwechselnde  Oeff- 
nen  und  Schliessen  der  Zunge  hervorgebracht  wird.  Die  Schwingungen  der 
Zunge  werden  aber  bedingt  durch  die  Elasticität  der  Zunge  und  die  mit 
den  Schwingungen  der  Zunge  isochronen  und  synchronen  Schwingungen  der 
Luftsäule  in  den  Pfeifen.  Diese  ändern  die  Schwingungsdauer  der  Zunge 
ab  und  bewirken,  dass  dieselbe  entweder  langsamer  schwingt,  wenn  die 
Pfeife  angeblasen  wird,  oder  rascher  als  die  Zunge  allein,  wenn  sie  dardi 
Saugen  zum  Tönen  gebracht  wird. 

Um  diese  Wechselwirkung  der  schwingenden  Luftsäule  und  der  schwin- 
genden Platte  zu  verstehen,  denken  wir  uns  mit  W.  Weber  *)  eine  Zangen- 
pfeife, wo  die  Zunge  in  einer  zur  Längsaxe  der  Röhre  senkrechten  Platte 
besteht.  Sei  nun  ad  Fig.  275  eine  an  beiden  Seiten  offene  Röhre,  dem 
Luftsäule  in  stehende  Schwingungen  versetzt  ist,  so  dass  bei  a^  ß^  y  Schwin- 
gimgsknoten  und  bei  a,  2),  r,  d  Schwingimgsmaxima  sich  befinden:  bei  m 
sei  in  derselben  eine  Zunge,  welche,  wie  in  den  Zungenpfeifen,  genau  die- 
selben Bewegungen  besitzt ,  wie  eine  an  dieser  Stelle  befindliche  Luftschidit, 
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wenn  wir  eine  einfache  olFene  Röhre  hätten.     Eine  solche  Platte  wird  die 
Schwingungen  der  Luft  durchaus  nicht  stören,  wenn  sie  unserer  Annahme 

Fig.  275. 
jn 


:«  b  ß 


gemäss  wegen  ihrer  eigenen  Elasticität  imd  wegen  des,  sie  gerade  so  wie 
eine  dort  befindliche  Luftschicht  treffenden,  Druckes  der  mitschwingenden 
Luft  genau  dieselbe  Bewegung  besitzt,  als  eine  dort  befindliche  Luftschicht 
Wenn  aber  eine  solche  Platte  sich  in  m  befindet,  so  kann  die  Luft  sowohl 
in  dem  Röhrenstücke  nui  gerade  so  schwingen  als  vorher,  wenn  das  Röhren- 
stück  ma  ganz  fortgenommen  ist  und  die  Platte  m  die  Rolle  einer  Zimge 
in  der  Zungenpfeife  spielt,  als  auch  in  der  Röhre  wia,  wenn  das  Stück  fnd 
ganz  foiiigenommen  wird.  Diese  beiden  Zungenpfeifen  werden  dann  genau 
denselben  Ton  geben,  da  die  Schwingungen  in  beiden  gleich  sind,  obwohl 
sie  verschiedene  Längen  haben;  die  Pfeife  tna  aber  nur,  wenn  sie  von  in- 
nen, die  Pfeife  nid,  wenn  sie  von  aussen  angeblasen  wird. 

In  den  Schwingungsknoten  der  steheuden  Schwingungen  ist  die  Luft 
immerfort  in  Ruhe,  in  den  Längen  aß  .  .  hat  die  Luft  eine  hin  und  her 
gehende  Bewegung,  so  dass  sie  z.  B.  zugleich  von  a  und  y  sich  nach  ß  imd 
in  der  folgenden  Zeit  von  ß  nach  a  imd  y  hin  bewegt.  Dabei  haben  dann 
die  Theilchen  a,  ?;,  c,  e?  die  schnellste  Bewegung  und  die  grössten  Excursio- 
nen,  in  er,  /?  imd  y  dagegen  treten  abwechselnd  Verdichtungen  und  Ver- 
dünnungen der  Luft  ein. 

Wenn  wir  nun  statt  der  ganzen  Röhre  ad  nur  das  mit  der  Zunge  tn 
verschlossene  Stück  nid  nehmen,  so  muss,  wenn  die  Bewegung  genau  so 
bleiben  soll  wie  vorher,  durch  Anbringen  der  Zunge  also  keine  Aenderung 
stattfinden  soll,  die  Zunge  m  nach  aussen  schwingen,  wenn  die  Luftth eilchen 
zwischen  m  und  y  nach  aussen  schwingen,  wenn  also  bei  nicht  vorhandener 
Zunge  bei  ß  eine  Verdichtung  einträte;  dagegen  nach  innen,  das  heisst  sie 
muss  die  Röhre  verschlicssen,  wcmi  die  Luft  zwischen  m  und  y  nach  innen 
schwingt,  also  bei  y  eine  Verdichtung  eintreten  würde. 

Wenn  wir  dagegen  das  mit  der  Zunge  m  verschlossene  Röhrenstück  nui 
nehmen,  so  bewegt  sich  dort  die  Zunge  nach  aussen,  das  heisst  sie  öfihet 
die  R<")hre,  wenn  bei  ß  und  auf  der  Strecke  ßc  eine  Verdünnung  eintritt, 
indem  auch  dann  die  Schwingungen  der  Platte  mit  denen  der  durch  sie  er- 
setzten Luftschicht  gleich  sein  müssen.  Im  ersten  Falle  öffnet  sich  daher 
die  Zunge,  wenn  vor  ihr  bei  ß  und  in  ihrer  ganzen  Umgebung,  da  auch  die 
Strecke  cß  dann  verdichtet  wird,  eine  Verdichtung  eintritt;  im  zweiten  Falle 
aber,  wenn  die  Lnftschwiugungen  verdünnend  sind,  wenn  bei  m  eine  Ver- 
dünnung der  Luft  eintritt. 

Wenn  wir  nun  eine  Zungenpfeife  anblasen,  das  heisst  die  Luft  in  dem 
Behftlter  des  Fusses  F  verdichten,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass  die  Pfeife 
sich  verhalten  muss  wie  die  Rtihre  fwr/,  dass  die  Röhre  sich  «offnen  muss, 
wenn  die  Schwingungen  der  Luft  in  der  Nähe  der  Platte  verdichtende  sind, 
denn  wenn  die  Schwingungen  in  der  Pfeife  nid  ganz  dieselben  sein  sollen 
wie  in  der  offenen  Pfeife  ad^  so  muss  die  die  Zunge  umgebende  Luft  sich 
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gerade  so  verhalten,  wie  die  an  ihrer  Stelle  befindliche  Luft  in  der  offenen 
Pfeife. 

Blasen  wir  aber  die  Pfeife  von  innen  an  oder  bringen  wir  sie  durch 
Saugen  zum  Tönen,  das  heisst  machen  wir  die  Luft  im'  Behälter  des  Fusses 
düner  als  im  Innern  der  Pfeife,  so  muss  die  Oefl&iung  der  Pfeife  mit  einer 
verdünnenden  Schwingung  der  Luftsäule  zusammenfallen,  die  Luft  mius, 
wie  bei  dem  mit  der  Zunge  verbimdenen  Röhrenstücke  ma,  in  der  Umgebon^ 
der  Zimge  dünner  werden,  sie  muss  sich  von  dem  Schwingungsknoten  ß 
fortbewegen,  wenn  die  Zunge  die  Röhre  öffnet.  •  Denn  auch  hier  wieder 
muss  die  Luft  in  der  Umgebung  der  Zunge  sich  gerade  so  verhalten,  wie 
in  unserer  Pfeife  ad,  wenn  die  Zunge  m  die  Pfeife  ma  abschliessen  and  die 
Bewegung  doch  die  frühere  bleiben  soll. 

Es  folgt  also  daraus,  dass,  wenn  eine  Zungenpfeife  durch  Blasen  zam 
Ansprechen  gebracht  wird,  im  Innern  der  Pfeife  der  Zunge  ein  Schwingungs- 
maximum zimächst  liegt,  wenn  aber  durch  Saugen,  ein  Schwingungsknoten 
der  Zunge  zunächst  liegt. 

Diese  Folgerung  hat  Weber  durch  folgende  beiden  ErfahningssStze 
bestätigt. 

1)  Bei  einer  angeblasenen  Pfeife  besteht  die  Luftsäule  der  Pfeife  aus 
einer  beliebigen  Anzahl  stehender  Wellen  plus  einem  Reste,  der  grösser  als 
Null,  aber  kleiner  als  eine  halbe  stehende  Welle  ist. 

2)  Bei  einer  durch  Saugen  zum  Tönen  gebrachten  Zimgenpfeife  besteht 
die  schwingende  Luftsäule  aus  einer  beliebigen  Anzahl  ganzer  stehender 
Wellen  plus  einem  Reste,  der  grösser  als  eine  halbe,  aber  kleiner  als  eine 
ganze  stehende  Welle  ist. 

Da  nun  immer  an  dem  obem  offenen  Ende  der  Pfeife  bei  a  oder  d  ob 
Schwingungsmaximum  sich  befindet,  so  folgt  aus  diesen  beiden  Sätxenfie 
vorige  Folgerung,  bei  einer  angeblasenen  Pfeife  befindet  sich  zunächst  be 
der  Zunge  ein  Schwingungsmaximum,  bei  einer  durch  Saugen  zum  TßneD 
gebrachten  ein  Schwingungsknoten. 

Einen  Zahlenbeleg  für  den  ersten  Erfahrungssatz  haben  wir  bereit» 
oben  mitgetheilt. 

Die  Zungenpfeifo  gab  beim  Anblasen  einen  Ton  von  365  Schwingungen 
bei  einer  Pfeifenlängo 

l  =  87,3  Linien  =  0  .  207,5  +  87,3 
Z  =  203  „  =  1  .  207,5  +  85,5 
Z  =  504         „       =  2  .  207,5  +  89. 

Jedesmal  bleibt  ein  Rest,  der  kleiner  ist  als  103,75  der  Länge  einer 
halben  stehenden  Welle. 

Aus  dieser  Art,  wie  die  Schwingungen  der  Luft  mit  denen  der  Platte 
zuj^ammcntreffen,  folgt  nun  auch,  dass  die  Schwingungen  der  Zunge  iHfim 
Anblasen  langsamer,  der  Ton  also  tiefer,  beim  Ansaugen  aber  raschen  dw 
Ton  der  Pfeife  also  höher  werden  muss. 

Beim  Anblasen  ist  nämlich,  wenn  die  Zunge  gegen  das  Innere  dtf 
Pfeife  schwingt,  die  Endabtheilung  der  schwingenden  Luft  in  jenem  Best 
verdünnt;  sie  beschleunigt  daher  die  Zunge  nach  dem  Innern  der  Pfeife 
während  die  eigene  Elasticität  der  Zunge  derselben,  da  sie  nach  innen» 
von  ihrer  Gleichgewichtslage  sich  entfernt  hat,  eine  Beschleunigong  vfA 
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ansi^en  ertheilt.  Die  Vcrilüimmig  der  Luft  in  der  liöhro  hält  folglich  oinein 
Theile  der  Elasiiciiät  der  Zunge  das  Gleichgewicht.  Während  die  Zunge 
nach  aussen  schwingt,  ist  die  Endabtheilung  der  Luft  verdichtet,  sie  be- 
schleunigt daher  die  Zunge  nach  aussen,  während  die  Elasticität  der  Zunge 
die  Platte  wieder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  beschleunigt;  also 
auch  hier  wieder  wirkt  der  Luftdruck  der  Elasticität  der  Platte  entgegen. 

Da  also  der  Einfluss  der  schwingenden  Luftsäule  der  Elasticität  der 
Platte  entgegenwirkt,  so  schwingt  die  Platte  langsamer,  gerade  so,  als 
wenn  ihre  Elasticität  vermindert  wäre.  Der  Ton  der  Zungenpfeife  ist  daher 
stets  tiefer  als  der  der  isolirt  schwingenden  Zunge  imd  kann  höchstens, 
wenn  die  Zunge  sich  gerade  an  der  Stelle  des  Schwingungsmaximums  be- 
findet, wo  die  Luffc  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  ohne  Verdichtung 
oder  Verdünnung  besitzt,  die  Tonhr)he  der  isolirt  schwingenden  Platte  er- 
halten. 

Wird  die  Pfeife  durch  Saugen  zum  Ansprechen  gel)racht,  so  ist  die 
Kndabtheilung  der  schwingenden  Luftsäule,  wenn  die  Zunge  nach  innen 
sich  von  ihrer  Gleichgewichtslage  entfernt  hat,  verdichtet,  imd  zwar  am 
meisten,  wenn  die  Zunge  gerade  ihre  äusserste  Stellung  nach  innen  erreicht 
hat.  Zugleich  treiben  sie  also  der  Druck  der  verdichteten  Luft  und  ihre 
eigene  Elasticititt  nach  aussen  hin;  die  Wirkung  der  Luft  kommt  also  mit 
<ler  einer  Vermehrung  der  Elasticität  der  Zunge  überein.  Dasselbe  ist  bei 
der  Abweichung  der  Zunge  von  ihrer  Gleichgewichtslage  nach  aussen  der 
Fall.  Die  Luft  ist  dann  in  der  Endabtheilung  verdtlnnt,  und  zwar  am  mei- 
sten, wenn  die  Platte  ihre  äusserste  Lage  nach  aussen  erreicht  hat.  Auch 
dort  treibt  dann  sowohl  der  Druck  der  Luft  als  die  Elasticität  der  Zunge 
dieselbe  zurück;  der  Druck  der  Luft  wirkt  also  wieder  wie  eine  Vermeh- 
rung der  Ehisticität  der  Zunge. 

Die  Schwingungen  der  Zunge  müssen  also  in  diesem  Falle  rascher, 
der  Ton  höher  sein  als  der  der  isolirt  schwingenden  Zunge.  Die  Grenze 
ist  wieder  die  Tonhöhe  der  Zunge,  wenn  sie  gerade  an  der  Stelle  eines 
Bchwingungsmaximum  sich  befindet. 

Je  näher  nun  die  Zunge  einem  Schwingungsknoten  rückt,  um  so  grösser 
ist  der  Einfluss  der  Luft,  da  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  an  der 
Platte  immer  grösser  werden.  Wenn  man  nun  die  Länge  der  llöhro  ver- 
grJ)8sert,  so  rückt  dadurch  in  beiden  Fällen  die  Platte  dem  Schwingungs- 
knotcn  näher,  der  Ton  muss  sich  beim  Anblasen  von  unten  daher  vertiefen, 
l)i8  die  Pfeife  sich  soweit  verlängert  hat,  dass  sie  wieder  ein  Vielfaches  der 
Wellenlänge  des  ursprünglichen  Tones  ist;  dann  theilt  sie  sich  wieder  in 
schwingende  dem  Tone  der  Zunge  entsprechende  Abtheilungen  und  an  der 
Znnge  bildet  sich  wieder  ein  Schwingungsmaximum. 

Wir  müssen  ims  begnügen,  soweit  die  Aenderung  der  Tonhöhe  nach- 
j?6wiesen  zu  haben;  die  Grösse  derselben,  wie  sie  sich  aus  Weber's  Ver- 
»nchen  ergibt,  lässt  sich  ohne  die  vollständige  Theorie  von  Weber,  die  uns 
Wer  zu  weit  führen  würde,  nicht  ableiten. 

Während  bei  den  bisher  besprochenen  Zungen  durch  den  Einfluss  der 
*ii  der  Röhre  schwingenden  Luftsäule  der  Ton  der  freien  Zunge  nur  mehr 
^der  weniger  modificirt  wird,  hängt  bei  einer  andern  Gattung  von  Zungen 
^er  Ton  lediglich  von  den  Schwingungen  der  mit  Hülfe  der  Zungen  be- 
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wegten  Lufisüule  ab,  bei  den  sogenannten  weichen  Zungen.    Weiche  Zungen 
sind  die  aus  elastisclien  Rohrplatten  geschnitzten  Zungen  der  Holzblaße- 
instrumente, Clarinette,  Oboe  und  Fagott,  sowie  die  zur  Tonerzeugung  der 
Blechblaseinstrumente  benutzten  menschlichen  Lippen.     Die  Clarinette  hat 
eine  breite  Zunge,  welche  im  Mundstücke  derselben  ähnlich  befestigt  ist 
wie  die  Zungen  in  den  Rohrwerken  der  Zungenpfeifen,  Oboe  und  Fagott 
haben  zwei  Zungen,  welche  am  Ende  des  Mundsttlckes  einander  gegenüber 
gestellt  und  nur  durch  einen  schmalen  Spalt  von  einander  getrennt  sind 
Bläst  man  hinein,  so  wird  der  Spalt  durch  den  Druck  der  im  Munde  zu- 
sammengepressten  Luft  abwechselnd  geschlossen,    abwechselnd  durch  die 
Elasticität  der  Zungen  geöfinet,  und  dieser  rntermittirende  Luftstrom  er- 
zeugt die  Schwingungen  in  den  mit  den  Zungen  verbundenen  Röhren,  die 
wir  dann  als  Ton  wahrnehmen. 

Bei  den  Blechblaseinstrumenten  wird  die  schwingende  Bewegung  der 
Luft  an  dem  Mundstücke  durch  rasch  folgendes  abwechselndes  Schliessen 
und  Oeffncn  der  Lippen  erzeugt.  Das  Mundstück  hat  dort  eine  trichter- 
förmige Gestalt  (Fig.  276).     Die  Lippen  des  Bläsers  liegen  in  der  oben 

Höhlung  und  sind  im  Ruhezustande  geschlossen.   Durch 
*^'    '  *  den  Druck  der  in  der  Mundhöhle  angesammelten  Luft 

werden  sie  dann  geöffnet,  und  der  Luftstrom  dringt  in 
das  Listrument.  Ist  eine  geringe  Menge  Luft  aus  dem 
Munde  entwichen,  so  schliessen  sich  die  Lippen  wieder, 
da  die  Spannung  der  Luft  dann  kleiner  geworden  ist.  Da  dann  die  Luft 
keinen  Ausweg  hat,  öffnet  ihr  Druck  die  Lippen  wieder,  und  so  erneuert 
sich  das  Spiel  der  Lippen  immerfort.  Der  intermittirende  Luftstrom  erzeugt 
in  dem  Rohre  stehende  Schwingiuigen,  und  diese  sind  es  dann,  die  wirili 
Ton  wahrnehmen. 

Damit  nun  aber  diese  stehenden  Schwingungen  existiren  können,  mfl«- 
sen  die  Stösse  bei  den  Holz-  und  Blech  blasein  strumenten  in  derselben  Pe- 
riode erfolgen,  es  müssen  also  die  Zungen  mit  denselben  isochron  schwingen. 
Die  Schwingungen  der  weichen  Zungen  hängen  nun  nach  der  von  Helm- 
holtz^)  entwickelten  Theorie  derselben  nicht  wesentlich  von  der  Elasticität 
der  Zungen  ab,  sondern  von  der  in  der  Röhre  schwingenden  Luft,  sie 
schwingen  mit  der  Luftsäule  isochron,  wenn  der  durch  die  in  der  Tiefe  des 
Rohres  vorhandenen  Luftwellen  bewirkte  Wechsel  des  Luftdrucke«  hinrw- 
chend  ist,  um  die  Zungen  in  eine  schwingende  Bewegung  zu  versetzen.  I» 
einer  schwingenden  Luftsäule  ist  aber  der  Druckwechsel  am  grössten  in 
den  Schwingungsknoten,  wie  an  dem  geschlossenen  Ende  einer  gedeckten 
Pfeife;  deshalb  gibt  eine  solche  mit  einer  weichen  Zunge  versehene  Bi^hre 
diejenigen  Töne,  welche  die  Röhre  geben  würde,  wenn  sie  an  der  Stelle 
der  Zunge  geschlossen  und  unten  angeblasen  würde. 

Befindet  sich  deshalb  die  Zunge,  wie  bei  der  Clarinette,  an  dem  eint'« 
Ende  eines  cylindrischen  engen  Rohres,  so  sind  die  Töne  der  Gnmdton  der 
Röhre,  die  Quint  seiner  Oetave,  die  Terz  der  folgenden  Octave  u.  8.  f.,  ^* 
bei  einer  gedeckten  Pfeife  derselben  Länge.  Man  kann  alle  die  Töne  er- 
zeugen, indem  man  das  Rohr  in  verschiedener  Stärke  anbläst. 
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Ist  das  llohr  kegelförmig,  so  ist  die  Reihe  der  Töne  eine  andere.  Für 
an  beiden  Seiten  offene  konische  Röhren,  oder  ftlr  solche,  welche  vollstän- 
dige Kegel  und  an  der  Spitze  geschlossen  sind,  ergibt  sich  sowohl  aus  den 
Versuchen  Zamminer's ')  als  aus  der  Theorie  von  Helmholtz*),  dass  die  in 
ihnen  möglichen  Töne  genau  übereinstimmen  mit  denen  einer  ihnen  an 
Länge  genau  gleichen  offenen  cylindrischen  Röhre.  Ist  dagegen  das  Rohr 
ein  abgestumpfter  Kegel,  und  die  schmalere  Fläche  verschlossen,  so  stimmt 
die  Reihe  der  Töne  weder  mit  der  einer  offenen  noch  mit  der  einer  gedeck- 
ten Pfeife  überein,  sie  nähert  sich  derjenigen  einer  offenen  Pfeife  indess  um 
so  mehr,  je  kleiner  das  Stück  ist,  welches  an  einem  vollständigen  Kegel 
fehlt.  Die  Tonreihe  lässt  sich  dann  nur  durch  eine  transcendente  Gleichung 
berechnen.  Ganz  ebenso  verhält  es  sich  nun  mit  den  kegelförmigen  Röhren, 
die  mit  Zungen  versehen  sind,  also  mit  Oboe  und  den  Blechblaseinstru- 
menten. Setzt  man  die  Länge  des  Rohres  l  und  die  an  derselben  anzu- 
bringende Correction  für  das  untere  offene  Ende  er,  so  erhält  man  die 
Schwingungszahlen  n  aus  der  Gleichung 

tang  —  — 


c 


worin  r  der  Abstand  der  Zunge  von  der  ideellen  Spitze  des  Kegels  und  c 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles  bedeutet*).  Um  die  entstehenden  Töne 
zu  übersehen,  geben  wir  im  Folgenden  die  lieihenfolge ,  welche  Hclmholtz 
für  eine  konische  Röhre  von  Zink  beobachtet  und  berechnet  hat,  deren 
Länge  122,7  oder  mit  der  Correction  124,77  Cm.  war,  deren  untere  Oeff- 
nnng  5,5,  deren  obere  0,7  Cm.  war,  für  welche  also  r,  der  Abstand  des 
obem  Endes  von  der  ideellen  Spitze  des  Kegels  18''",2  war. 

Die  Tabelle  gibt  die  Wellenlängen,  also  die  Werthe  —  und  daneben 

die  Länge  der  offenen  oder  gedeckten  Pfeife,  in  welchen  der  betreffende 
Ton  als  Grund-  oder  Oberton  bestehen  kann. 


1 
2 
3 
4 
5 
ß 

7 

H 

0 


Ton 


dis,,  . 


Wellenlänge 


283,61 
139,83 
91,81 
67,94 
53,76 
44,40 
37,79 
32,87 

29,22 


I 


Länge  der  entsprechenden 
Pfeife 
offen         I       gedeckt 


141,80 
139,84 
137,71 
135,88 
134,89 
133,21 
1 32,26 
131,60 
131,47 


70,90 
104,88 
114,76 
118,89 
1 20,96 
122,11 
122,82 
123,28 
124,17 


Die  in  den  beiden  letzten  Spalten  gemachten  Angaben  sind  so  zu  ver- 
stehen, dass  die  in  einer  Horizontalreihe  angegebene  Pfeifenlfinge  den  in 


*)  Zamminer,  Poggend.  Ann,  Bd.  XCVII. 

*)  HelmhoUz,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIV.  Toncmi»iindungen.  p.  680. 

•)  Heln^oUg,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIV.  p.  326. 
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derselben  Reihe  angegebenen  Ton  als  den  soviel! en  Oberton  hat,  als  dies»er 
Ton  der  Oberton  in  der  Ziingenpfeifo  ist.  Eine  offene  Pfeife  z.  IJ.,  deren 
Länge  134*^'",39  ist,  gibt  als  fünften  Ton  dasselbe  dis^j  welches  als  fünfter 
Ton  in  der  Zungenpfeife  entsteht,  und  ebenso  würde  es  der  fünfte  Ton 
einer  gedeckten  Pfeife  von  120°™,95  Länge  sein,  also  neunmal  soviel  Schwin- 
gungen haben,  wie  der  Grundton  einer  solchen  Pfeife. 

Wie  man  sieht,  würden  bei  dieser  Röhre  die  ersten  Töne,  wenn  man 
die  Reihe  als  diejenige  einer  offenen  Pfeife  betrachten  wollte,  gegen  die 
spätem  viel  zu  tief  sein,  erst  die  letzten  würde  man  als  einer  offenen  Pfeife 
angehörig  betrachten  können,  deren  Länge  dann  aber  grösser  ist  als  die 
der  konischen  Röhre  und  kleiner  als  die  Länge  des  ganzen  Kegels.  Anderer- 
seits kann  man  die  letzten  Töne  als  jene  einer  gedeckten  Pfeife  auffaüsen, 
deren  Länge  gleich  jener  der  konischen  Röhre  ist. 

Je  kleiner  übrigens  der  Werth  von  r  ist,  das  heißst,  je  näher  die 
Zunge  sich  der  Spitze  des  Kegels  befindet,  um  so  näher  rückt  die  Keihe 
der  Töne  denen  einer  offenen  Pfeife,  welche  sie  auch  nacli  der  Gleichung 
für  r  =  0  erreicht,  denn  die  Werthe,  für  welche 
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also  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen.  Ist  r  klein,  so  kann  man  die  Ton- 
reihe als  jene  einer  offenen  Pfeife  beträchten ,  deren  erste  Töne  gegen  die 
folgenden  etwas  zu  tief  sind. 

§.  157. 

Die  Blasoinstrumento.  Die  sämmtlichen  l^laseinstrumente  liii!?fn 
sich  als  Anwendungen  der  Labialpfeifen  und  Zimgenpfeifen  betrachten.  Die 
Orgelpfeifen  sind  geradezu  solche  Apparate,  das  Flageolet  und  die  Flöten 
sind  Labialpfeifen,  die  Harmonika  und  das  Aeolodicon  Zungen  ohne  Pfeifen, 
die  Clannetten,  I3assethömer,  Oboen,  Fagotte  sind  Zungenpfeifen  mit 
weichen  Zungen,  Clarinetten  und  Bassethorn  mit  cylindrischem,  Oboe  und 
Fagott  mit  kegelförmigem  Ansatzrohr,  l)ei  denen  die  Zunge  der  Spitze  des 
Kegels  sehr  nahe  liegt;  die  PJrzeugimg  des  Tones  ist  daher  bei  allen  diesen 
Instrumenten  nach  dem  Vorigen  klar. 

Wir  haben  nur  Einiges  hinzuzusetzen,  um  die  Mittel  zu  erklären,  durch 
welche  man  auf  diesen  Instrumenten  anstatt  des  Gnmdtones  und  der  harm«v 
nischen  Töne  eine  ausgedehnte  Reihe  von  Tönen  erzeugt. 

Wenn  man  in  die  Wand  einer  Pfeife  (Fig.  277)  an  irgend  einer  Stelle 
ein  Loch  einbohrt,  so  kann  an  dieser  Stelle  die  Luft  auch  nach  andern 
Richtungen  als  nach  der  Längsaxe  der  Röhre  bei  einer  ankommenden  Be- 
wegung entweichen,  es  tritt  demnach  auch  dort  eine  Reflexion  ein  wie  an 
dem  Ende  einer  offenen  Pfeife;  es  muss  bei  stehenden  Schwingungen  dort 
sich  ein  Schwingungsmaximum  bilden.  Blasen  wir  eine  offene  Pfeife  so  aOi 
dass  sie  ihren  zweiten  Ton  gibt,  also  mit  zwei  Knoten,  jeder  /(^  vom  Bide 
der  Röhren  und  einem  Schwingimgsmaximum  in  der  Mitte,  so  wird  es  dem- 
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nach  keine  Acndenmg  in  dem  Tone  der  Pfeife  machen,  wenn  wir  in  der 
Mitte  der  Wand  eine  Oeffnung  herstellen,  da  sich  dort  schon  ein  Schwin- 
gungsmaximum befindet.  Durch  die  Oefifnung  in  der  Wand  wird 
die  Pfeife  gewissermaassen  halbirt  und  der  Ton  wird  der  Grimd- 
ton  dieser  halb  so  langen  Pfeife.  Oeffnen  wir  dagegen  die  Pfeife 
bei  a  oder  an  der  Stelle  des  untern  Schwingungsknotens  bei  c 
Fig.  277,  so  mnss  jetzt  an  diesen  Stellen  ein  Schwingungs- 
maximimi  entstehen  und  der  Ton  springt  in  die  höhere  Octave 
über,  die  Luftsäule  zerlegt  sich  in  sechs  schwingende  Abthei- 
lungen, deren  Knoten  Yg,  %,  %,  Yg  der  Länge  der  Röhre  von 
dem  Boden  der  Pfeife  entfernt  sind. 

Ebenso  würde  eine  Aenderung  des  Tones  entbtehen  müssen, 
wenn  wir  an  irgend  einer  andern  Stelle  der  Wand  ausser  bei  b 
eine  OefEhung  anbringen,  da  stets  an  dieser  Stelle  ein  Schwin- 
gungsmaximum eintreten  muss,  die  Länge  der  schwingenden  Ab- 
theilungen also  geändert  wird.  Je  nach  der  Stelle  der  Oefl&iung 
wird  dann  der  Ton  ein  anderer. 

Ganz  dasselbe  ist  der  Fall ,  wenn  wir  durch  verändertes  An- 
blasen einen  der  andern  Töne  der  Pfeife  hervorbringen;  auch  dann 
wird  eine  angebrachte  Oeffnung  im  Allgemeinen  den  Ton  tindera 
imd  durch  eine  Oeifnung  an  einer  bestimmten  Stelle  können  wir 
einen  bestimmten  Ton  hervorrufen.  Diesen  Kunstgriff  wendet 
man  bei  den  meisten  Blaseinstrumenten  an,  um  eine  bestimmte 
Tonreihe  zu  erhalten,  sowohl  bei  den  Flöten  als  den  Zungen- 
instnimenten,  den  Clarinetten  etc. 

Haben  wir  zum  Beispiel  eine  Flöte,  deren  Rohr  als  Grundton  den  Ton 
dl  angibt  und  versehen  wir  dieselbe  in  passenden  Abständen  mit  sechs 
Oefl&iungen  von  ihrem  Ende  zur  Mundöffnung  hin,  so  wird  die  Flöte  beim 
Verschlusse  aller  der  Löcher  den  Ton  d^  geben;  öffnen  wir  sie  nun  nach 
und  nach,  so  werden  wir  dadurch  die  Reihe  der  Töne  o^ ,  /', ,  ff^^  r/j,  /*i,  f'2 
erhalten  können. 

Um  z.  B.  den  Ton  a^  zu  erhalten,  bedarf  es  nicht  einmal  einer  Oeff- 
nung der  weiter  von  dem  Mundloch  entfernten  Löcher,  bleiben  die  drei 
letzten  Löcher  geschlossen  imd  wir  öffnen  nur  das  dritte  Loch,  von  der 
Miindöffnung  an  gerechnet,  so  muss  schon  der  Ton  a^  entstehen. 

Durch  verstärktes  Anblasen  erhalten  wir  dann  bei  geschlossenen  Löchern 
ilen  zweiten  Ton  der  Röhre  dg,  und  bei  reihenweiser  Oeffnung  erhalten 
wir  dann  die  Octaven  der  vorigen  Töne  Po,  f]*  u.  s.  w.  Werden  dann  noch 
weitere  Oeffnungen  oder  Klappen  zwischen  den  vorigen  angebracht,  imi  die 
erhöhten  oder  vertieften  Töne  dis^  //.<...  zu  erzeugen,  so  sind  wir  im  Stande, 
mit  diesem  Instrumente  die  Töne  der  chromatischen  Tonleiter  durch  die 
zwei  Octaven  d^  bis  d^  und  andere  höhere  Töne  zu  erzeugen.    . 

Bei  den  Blechblaseinstrumenten,  Tromi)ete,  Hom,  Posaune  hat  man 
diese  Hülfsmittel  der  Tonerhöhuug  nicht,  sie  sind  deshalb  auf  ihre  natür- 
lichen Töne  beschränkt.  Da  diese  Instrumente  aus  langen  kegelförmigen 
Bohren  bestehen,  bei  welchen  das  Mimdstück  der  Spitze  des  Kegels  ziem- 
lich nahe  liegt ,  so  ist  die  Tonreihe  dieser  Instrumente  sehr  nahe  derjenigen 
einer  offenen  Pfeife  gleich.  Um  die  verschiedenen  hohen  Töne  hervorzu- 
bringen, hat  der  Bläser  hier  nur  das  Mittel,  die  Stärke  des  Luftstromes 
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und  damit  die  Schnelligkeit,  mit  denen  die  OefFnungen  des  Mundes  si^^ 
folgen,  zu  ändern.  Je  stärker  der  Luftdruck  ist,  um  so  rascher  folgen  sl^ 
die  einzelnen  Stösse,  ein  um  so  höherer  Ton  tritt  aus  dem  Instnime 
hervor.  Die  Kunst  des  Bläsers  ist  es ,  die  betreffenden  Drucke  för  die 
zelnen  Töne  im  Gefühl  zu  haben  und  hervorzubringen. 

Um  eine  grosse  Anzahl  von  Tönen  auf  diesen  Instrumenten  zu  hak>^^ 
macht  man  sie  sehr  lang  und  gibt  ihnen  nur  eine  kleine  Weite,  da  die  ^y, 
fahrung  gelehrt  hat,  dass  die  engen  Röhren  leichter  ansprechen.    Das  Hörn 
hat  nach  Zamminer  eine  Länge  von  27  Fuss,  sein  Grundton  ist  d&her  es^^^ 
und  die  Reihe  der  Töne  ist 


1    €S—2 

9  A 

17  e^ 

2   €S-i 

10 /7t 

18  A 

8  &_i 

11    (ISi-^- 

10  ^^2  + 

4  es 

12  bi 

20/72 

5/7 

13  hl  + 

21  gis2  + 

6  b 

Uc,+ 

22  as^  + 

7  des^  — 

15  d^ 

23  ag    + 

8  esi 

16  es  2 

24  b^ 

Die  ersten  beiden  Töne  werden  nicht  gebraucht,  in  den  hohem  Lagen 
sieht  man,  liegen  die  Töne  ziemlich  nahe  beisammen,  sie  sind  indess  zum 
Theil  höher  als  die  hingeschriebenen.  Um  diese  Töne  brauchbar  zu  machen, 
wendet  man  dieselbe  Art  des  Stimmens  an,  wie  bei  den  offenen  Pfeifen. 
man  macht  die  Instrumente  zu  theilweis  gedeckten,  indem  der  Spieler  die 
geballte  Faust  in  die  trichterförmige  Erweiterung  bringt.  Bei  den  Posaunen 
helfen  die  Auszüge  des  Rohres  nach,  die  gleichzeitig  den  Zweck  haben,  die 
Instrumente  in  verschiedenen  Tonaiien  brauchen  zu  können.  Bei  den 
Hfirnern  erreicht  man  letzteres  durch  Einschieben  von  Röhrenstücken  in 
die  Windungen. 

In  neuerer  Zeit  hat  man  auch  au  den  Blechinstrumenten  Klappen  z«r 
Veränderung  der  Tonhöhe  angebracht,  der  Klang  solcher  Instrumente  hat 
indess  eine  viel  geringere  Fülle. 

Die  Klänge  der  Zungeninstrumente  sind  viel  schärfer  als  jene  der 
Labialpfeifen  und  Streichinstrumente,  da  in  ihnen  wegen  der  scharfen  Dis- 
continuität  bei  der  Tonerzeugung,  der  einzelnen  durch  den  Schluss  der 
Zungen  unterbrochenen  Stösse,  viel  mehr  und  höhere  Obertöne  vorhanden 
sind.  Die  schärfsten  Klänge  haben  die  Blechblaseinstrumente,  da  in  diesen 
die  schnellem  Schwingungen  der  hohen  Töne  nicht  so  rasch  vemichtet 
werden.  Darin  beruht  im  Wesentlichen  die  Klangverschiedenheit  zwisAen 
den  Blechinstrumenten  und  den  theoretisch  ähnlich  gebauten  Holzbla.^- 
instrumenten  wie  Oboe  und  Fagott,  Der  Unterschied  letzterer  gegen  die 
Claiinette  beruht  in  der  Verschiedenheit  der  Obertöne,  die  Clarinette  hat 
nur  die  ungeradzahligen,  Oboe  und  Fagott  haben  auch  die  geradzahligen. 

§.  158. 

Die  menschliche  Stimme.  Das  menschliche  Stimmorgan  ist  nach  den 
Untersuchungen  von  Johannes  Müller^)  als  eine  Zungenpfeife  anzuflehen, 

')  Johannes  Müller  ^  Handbuch  der  Physiologie  des  Menschen.  Bd.  II  p.  179  ff- 
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la  der  Vorgang,  mittels  dessen  wir  die  Töne  erzeugen,  sowie  die  Mittel, 
iUn  ihre  Hühe  zu  Sndem,  wesentlich  mit  denen  der  Zungenpfeifen  Uberein- 
jtinimen. 

Das  Stimmorgan  des  Menschen  befindet  sich  im  Kehlkopf  k  an  dem 
]bem  Ende  des  die  Limgen  mit  der  Mond-  und  Nasenhöhle  M  und  N  in 
Verbindung  setzenden  Luftweges,  der  Luftröhre  i  (Fig.  278  und  Fig.  279). 


Der  Kehlkopf  ist  aus  einer  Anzahl  fester  Knorpel  gebildet,  zwischen 
teBcn  die  Stimmbänder  ausgespannt  sind.  Die  feste  Basis  des  Kehlkopfes 
st  der  Bingknorpel,  cartilago  crieoides,  ein  fester  Bing,  der  das  obere 
Snde  der  Luftriihre  umachliesst;  a  Fig.  278  im  Durchschnitt,  und  Fig.  279 
'on  der  Seite  gesehen,  und  welcher  hinten  höher  ist  als  vom.  Auf  diesem 
iiht  als  grössere ,  aber  nach  hinten  offene  Umhüllung  des  Kehlkopfes  der 
ichildknorpel,  cartüago  thyreoides,  h  Fig.  278  und  Fig.  273,  bestehend 
iu9  zwei  Platten,  die  mit  ihren  vordem  Bändern  in  einer  nach  vom  am 
ialse  herrorapringenden  Kante  fest  verwachsen  /.usammenstosson,  wie  Fig. 
•78  bei  b  im  Durchschnitt,  279  bei  b  von  der  Seite  und  Fig.  280  von 
iben  gesehen  zeigt. 

Der  Schildknorpel  ist  um  eine  Axe  drehbar,  d  Fig.  279  imd  '280,  die 
lieh  an  einem  Fortsatze  befindet,  welcher  von  der  untern  Ecke  des  hintern 
Veien  Rande)!  der  Schild knoipelplatte  an  jeder  Reite  ausgeht,  und  welcher 
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audurerssit  iiri  Ringknoriial  berestigt  iai.  Die  Richtung  0er  Axe,  i:ra  weldi* 
sich  der  Sdiildknorpel  drehen  kann,  ist  Fig.  2^0  durch  die  Linie  fC  «ag«- 
deutet,  die  Bewegung,  welche  er  also  annehmen  kann,  ist  nitch  vom  nnd 
herab  gerichtet  und  nach  hinten  und  hinauf.  Der  Kante  des  Ü^rhildknoq)«!) 
in  welcher  die  beiden  Platten  KitsammenstflURen ,  gegenüber,  stehen  auf  dem 
erhöhten  hintern  Rande  des  RingknorpeU  dicht  neben  einander,  die  beiden 
Gieaebeckenknorpel ,  cartilagine!:«  arytaenoides,  c  Fig.  ST9  von  der  Seile 
und  "280  von  oben  gesehen,  Ihre  Basis  gteht  mit  dem  Uiugbnotvel  durch 
ein  Gelenk  in  Verbindung,  das  ihnen  gestattet,  »ich  erstens  vor-  und  rflek- 
wSrts  -m  bewegen,  also  sich  dem  ßchildknoqiel  zu  nähern  um)  von  ihm  xu 
entfernen,  zweitens  nach  rechts  oder  links  zu  bewegen,  also  cuuuider  ra 
nühorn  oder  von  einander  zu  entfernen. 

Von  der  Ba^is  j'eiles  der  Uiessbeckenknoniel  springt,  eine  Ecke  nadi 
vorn  vor ,  der  processna  vocalis.  Zwischen  diesen  beiilen  Ecken  nnd  der 
einsimngenden  Kante,  in  welcher  die  beiden  Platten  des  Schild  knorpeis  zn- 
«amnienstiWRen ,   sind  die  Stinimbiimlor  /   Fig.  27H,  280,  281  ansge8|iia»lt 
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Dieselben  sperren  die  I-uftn'ihre  bis  auf  eine  schmale  Ritze,  die  Stinuui 
welche  in  der  Ansicht  von  oben  (Fig.  280)  dunkel  gehalten  ist,  ab.  Nnr 
noch  eine  kleine  Oeffnung  befindet  sich  als  Verlilngeriing  der  Stimm 
zwiiiehen  den  Rändern  der  tiiessbeckenknoqiel ,  die  aogenaimte  AtkruiilttL 
Für  gewöhnlich  sind  wahrscheinlich  die  Stimmbänder  gMU  ziisanimciigdcKl, 
und  die  StiramritKO  geschlossen,  so  dnse  der  Luftweg  nur  durch  die  Athoai' 
ritiie  geOflhet  ist. 

Die  Stimmbüader  sind  die  Zungen  dee  mit  der  /imgenpfeif»  lu  wr 
gleichenden  Stimm ap|>arates,  über  ihnen  befindet  sich  mm  als  AnaatxrOhn 
die  Forlsetzung  des  Luftweges.  ZunUchal  über  den  i^linirnblUiiIürn  hefindi« 
sich  eine  nucli  oben  von  zwei  parallel  mit  den  Stimmbändern  vt^rlftufcodM 
Schleimhautfultcu,  den  fiUschen  Stimnib^dcru  m  (Fig.  3Rt^  rcTschhwMae 
Htlhlung,  der  ventriculus  Morgagni  n  (Fig,  37K  und  Fig.  tJlSlV  Die  fiüsdi 
BtimmbHnder  verbinden  die  Giessbeckenknorpel  mit  dorn  Kehldeckel,  il 
epigtottis;  und  tlber  ihnen  endet  sich  der  Luftweg  in  den  ächlnikl,  il«r  il 
der  MiindbülUe  und  Nasenhöhle  aiisifluft. 

Das  Stinnuorgau  vervollHtOndigen  die  Muskeln,  welclie  dtin-h  ßowcgnajr 
des  Hchildknurpels  und  d^r  (lietisbe>'keDknor|i<d  die  Slinimbftn>W  »cbli«u(n 
(lOor  liCfnen.  spannen  oder  ersi'hlHlTen.    Die  ätimmLitndur  irfnlra  gB^HMM 
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durch  den  muscuhis  cricotbyreoideus  /"  (Fig.  279),  welcher  den  Schild- 
knorpel nach  vorn,  und  den  cricoarytaenoideus  posterior  g  (Fig.  279  und 
Fig.  280),  der  den  Giessbeckenknorpel  nach  hinten  herunter  zieht.  Die 
Stimmbänder  werden  ersclilafft  durch  den  musculus  thyreoarytaenoideus  / 
(Fig.  280),  welcher  den  Schildknorpel  und  (jliessbeckenknorpel  gegen  ein- 
ander und  den  musculus  cricoarytaenoideus  anterior  h  (Fig.  280),  welcher 
den  Giessbeckenknorpel  nach  vorn  zieht. 

Die  Stimmritze  wird  geschlossen  durch  die  musculi  arytaenoidei  h 
(Fig.  280) ,  welche  an  beiden  Giessbcckenknorpeln  inseriren  und  dieselben 
gegen  einander  ziehen,  sie  wird  geöffnet  durch  die  beiden  musculi  cricoary- 
taenoidei  g  imd  h  (Fig.  280),  welche,  indem  sie  zusammenwirken,  die 
Giessbeckenknorpel  seitwärts  herabziehen. 

Durch  Versuche  ttn  aufgeschnittenen  Kehlköpfen  sowohl,  als  an  lebenden 
Menschen,  welche  eine  Luftröhrenfistel  besassen  und  durch  Beobachtimgen 
mit   dem  Kehlkopfspiegel  ist  es  nun   erwiesen,    dass   zur   Tonbildung   die 
Athemritze  vollständig  geschlossen  imd  ebenso  die  Ränder  der  Stimmbänder 
fast  vollständig  an  einander  gelegt  werden.    Zugleich  müssen  die  Stimm- 
bänder durch  die  betreffenden  Muskeln  in  einem  gewissen  Grade  gespannt  sein. 
Der   aus  den  Lungen  dringende   kräftige  Luftstrom  öffnet   dann   die 
Stimmritze,  deren  Bänder  dann  gerade  so  wie  die  Zunge  der  Zungenpfeife 
in    Schwingungen  gerathen.      Diese    Schwingungen    sieht   dann   Johannes 
Müller  als  das  Tongebende  an,  nicht  die  durch  das  abwechselnde  Schliessen 
oder  mehr  oder  weniger  Oeffnen  derselben  entstehenden   Lufstösse.     Die 
Gründe,  welche  ihn  bestimmen,    von   der  Weber'schen   Ansicht  der  Ton- 
bildung  bei  den   Zungenpfeifen  abzugehen^),   sind   indess  nach  Seebeck's 
Kritik  derselben^)  nicht  beweisend. 

Was  indess  als  das  eigentlich  Tonbildende  anzusehen  sei,  ist  im  Effect 
ziemlich  einerlei,  da  so  wie  so  die  Tonhöhe  nach  beiden  Ansichten  von  der 
Scbwingungszahl  der  Bänder  abhängt,  indem  jeder  ganzen  Schwingung  der- 
selben auch  ein  Stoss  der  austretenden  Luft  entspricht. 

Bei  der  menschlichen  Stimme  haben  wir  nun  einen  doppelten  Appai'at 
Zu  unterscheiden,  den  tongebenden,  der  die  Höhe  der  Töne  bestimmt,  und 
den  Sprechapparat,  der  sie  zu  ariiculirten  Lauten  macht. 

Die  hohem  Theile  der  Luftwege,  der  ventriculus  Morgagni  und  der 
Schlund  dienen  in  Bezug  auf  die  Töne  der  menschlichen  Stimme  nur  wie 
ein  Schallbecher  bei  der  Zungenpfeife,  sie  dienen,  indem  die  in  ihnen  ent- 
haltene Luftsäule  und  die  \imgebenden  Weichtheile  mitschwingen,  nur  zur 
Verstärkung  des  Tones.  Müller  zeigte  «las  an  ausgeschnittenen  Kehlk{)pien. 
Beim  Anblasen  von  unten  gaben  die  untern  Stimmbänder  bei  enger  Stimm- 
ritze einen  vollen  imd  reinen  Ton,  der  den  Tcinen  der  menschlichen  Stimme 
nahe  kam,  imd  die  sich  von  den  Tönen,  welche  man  bei  Anwesenheit  des 
ventriculus  Morgagni,  der  obem  Stimmbänder  und  der  epiglottis  erhielt, 
Hur  durch  geringere  Stärke  unterschieden. 

Die  Tonhöhe  hängt  nur  von  der  Spannung  der  Stimmbänder  ab  und 
von  ihrer  Länge,  nicht  aber  davon,  ob  die  Stimmritze  etwas  mehr  oder 
'Weniger  geöffnet  ist,  jedoch  spricht  der  Ton  leichter  an  bei  enger  Stinmiritze. 


*)  J.  Müller  a.  a.  0.  p.  175. 

*)  Seeheck,  in  Dovl's  itc^poi-torium.  Dd.  VI. 
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Die  menschliche  Stimme  hat  überhaupt  einen  Umfang  von  nicht  ganz 
vier  Octaven,  die  sich  aber  niemals  in  einem  Individuum  vereinigt  finden, 
sie  reicht  vom  sogenannten  grossen  J^,  also  dem  Tone  e^i  bis  zum  dreige- 
strichenen C.  Man  unterscheidet  Männer-  und  Frauenstimmen,  und  bei  ersteni 
Bass  und  Tenor,  bei  letztem  Alt  imd  Sopran. 

Der  Umfang  der  Stimmen  ist  in  der  Begel 

Bass c_i  —  /*j 

Tenor c      —  h^  oder  c^ 

Alt f      -  A 

Sopran c^     —  c^ 

Die  Stimmapparate  unterscheiden  sich  bei  diesen  Stimmen  durch  die 
Länge  der  Stimmbänder.  Bei  den  Männern  springt  die  Kante  des  Schild- 
knorpels  viel  weiter  vor  als  bei  den  Frauen,  und  von  den  Männern  be- 
sitzen die  Bassisten  die  grössten  Kehlköpfe.  Einige  wenige  Messungen  von 
Johannes  Müller  haben  als  mittlere  Länge  der  männlichen  Stimmbänder 
18  und  der  weiblichen  Stimmbänder  etwas  über  12  Millimeter,  also  ein 
Verhältniss  von  3  :  2  ergeben. 

An  einem  und  demselben  Individuum  werden  die  verschiedenen  Töne 
durch  verschiedene  Spannung  der  Stimmbänder  hervorgebracht.  An  aiw- 
geschnittenen  Kehlköpfen  hat  Müller  durch  Steigerung  der  Spannung  Ton 
Yg  bis  zu  37  Loth  den  Ton  um  mehr  als  zwei  Octaven  erhöht,  nämlieh  bei 
einem  männlichen  Kehlkopf  von  ais  bis  lUs^,  Die  verstärkte  Spannung,  die 
wir  bei  den  hohen  Tönen  durch  die  rasche  Ermüdung  der  Stimme  fahlen, 
ist  indess  nicht  das  Einzige,  welches  die  Höhe  des  Tones  bestinmit.  Ver- 
suche von  Müller  und  die  bekannte  Erfahrung,  dass  wir  die  höchsten  Tuoe 
nur  im  Forte,  die  tiefsten  nur  im  Piano  singen  können,  beweisen,  dass  die 
Tonhöhe  auch  durch  die  Stärke  des  Luftstromes  verändert  wird. 

Beobachtungen  von  Garcia  mit  dem  Kehlkopfspiegel  haben  femer  ge- 
zeigt, dass  bei  verschieden  hohen  Tönen  auch  die  Länge  der  schwingenden 
Theile  sich  ändert.  Bei  einem  Tenoristen  fand  er,  dass  bei  d,  e,  /"die  Band- 
und  Knoqielränder  der  glottis  ihrer  ganzen  Länge  nach  schwingen,  bei 
Cij  dl  beginnen  die  hintern  Enden  der  processus  vocales  sich  an  einander 
zu  legen  und  bei  f^  und  g^  haben  sich  die  proc.  voc,  ihrer  ganzen  Länge 
nach   an  einander  gelegt,  es  schwingen  nur  noch  die  Bänder  allein^). 

Man  sieht,  alle  diese  Erfahnmgssätze  über  die  verschiedene  Tonhöbe 
stimmen  mit  den  Schwingimgsgesetzeu  elastischer  Streifen  überein,  ver- 
stärkte Spannung  und  Verkürzung  der  schwingenden  Theile  vergrössem 
ihre  Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe,  die  Tonbildung  des  mensch- 
lichen Stimmorgans  stimmt  demnach  mit  deijenigen  der  Zungenpfeifen 
überein. 

Wegen  der  weitern  Erfahrungen  über  die  menschliche  Stimme,  be- 
sonders über  die  verschiedeneu  Register,  die  Brust-  und  Fistelstinmie  mflSMn 
wir  auf  die  Lehrbücher  der  Physiologie  verweisen,  da  sie  in  physikaliÄ'h- 
akustischer  Beziehung  nichts  neues  darbieten. 

*)  lAidwig^  Lehrbuch  der  Physiologie  des  Menschen.  Bd.  I.  p.  672.  b 
Milller^s  Handbuch  sind  dessen  sämmtliche  Versuche  und  ältere  ErfafarnngeDt 
in  Ludwig's  Lehrbuch  auch  die  neuem  über  die  menschliche  Stimme  suMinmeo- 
gest^llt. 


Die  menBOhliche  Sprache.  Wenn  die  Kndigungeu  des  Tiaftwege», 
.ler  Scliluiiil  iin<l  die  Mundhllhle,  auf  die  TouliJihe  keinen  Einfliiss  haben, 
HO  sind  sie  das  allein  Tlediugende  bei  der  Articiilation,  bei  der  ModiSratioii 
der  Tdne  za  Lanteu;  es  ist  nun  die  Aufgabe  der  Pliysik,  das  Wesen  der 
Laute  akiiBtiscb  zu  definiren,  und  die  der  PhyBiologie  zu  zeigen,  wie  durtjh 
geänderte  Stellung  der  Sprarliwerkxeuge  diese  KlangvencUedenheiteii  xu 
Stande  kommeu. 

DaBß  die  verecliiedenen  Vocall^iic  nichts  sind  als  Klangrer schied eii- 
heiteu,  <ind  dasa  tA»  somit  den  versibiedeneii  den  Qnindton  begleitenden 
ObertSnen  zuzuschreiben  aind.  bat  zuerst  WheatetAne*)  behauptet,  der  volle 
Nachweis  ist  indess  erst  Helmholiz'j  geluDgen.  indem  er  einmal  mit  Hllire 
der  Resonatoren  die  die  verschiedenen  Voculkläuge  zusammeiiBfltxendeii 
Partialtüne  bestimmte,  und  gau/  besonders,  indem  es  ihm  gelungen  ist,  mit 
Hfllfe  einfacher  Tüne  die  Vocolklänge  zusammenzusetKeD. 

Das  Mittel,  um  die  einfachen  Tfine  zu  erzeugen,  lieferten  ihm  Stimm- 
gabeln, welche  in  der  Weise  wie  Fig.  282  es  /eigt.  vor  Besonauzrflhreii 
r     aufgestellt  waren.    Die  Stimmgabel  n  Fig.  282  ist  mit  ihrem  fitiel  in  das 
Kuasbrett  lU  eingeschraubt,  welches  auf  uutergeklebten  ätQckeu  Ton  Uummi- 
HeUSucben  roht,  damit  die  Schwingungen  der  Gabel  nicht  direkt  auf  deu 
Tisch  Ubertmgeu  werden,    Die  obem  Enden  der  Stimmgabehinken  befinden 
sich  zwiaohBii  de»  ächeakela  des  Elektromognetes  bfj,  gerade  den  FolAScIien 
dessf^lben  gegenüber  gestellt    Die  Schwingungen  der  Qabel  werden  durch 
intermittirende  elektrische  Ströme  erregt,  welche  den  Elektromaguet  wahrend 
jeder  Schwingung  der  Gabel  imd  maT  in  dem  Momente,  in  welchem  die 
iUnken  der   Gabel  sich    von  eiuander    zu   entfernen    beginnen,  magnetisch 
machen.    Um  den  elektrischen  Strom  genau  in  dieser  Weise  zu  unterbrechen, 
wandte  ilelmholtz  als  Stromunterbrecher  ebenfalls  eine  Stimmgabel  an,  in 
der  Wdse  wie  Fig,  28.S  augeordnet.     Der  von  der  galvanischen  Batloric 
gelieferte  Strom  tritt  in  die  Messingslule  t,  weiche  oben  ein  zur  Hnlfte  mit 
QnecksUber,  zur  Hälfte  mit  Alkohol  gefülltes  NSpfchen  d  entlillt.     In  das 
Quecksilber  dieses  Nllpfchens  taucht  ein  l'latindraht  '',  der  an  der  obeni 
Zinke  der  Stiniinguhcl  befestigt  t«t,  so  eben  hinein,  so  daiN  dar  Btrum  aus 
dem  Quecksilber  in  die  Stimmgabel  tritt  und  durch  diese  bin  zur  Klemme 
!•  geleitet  wird.     Von  der  Klemme  c  tritt  der  Strom  dann  In  (Ha  den  Elektro- 
magnet umgebenden  DrShte  und  Ton  diesen  aus  weiter  in  die  Dralttl  ei  tu  ng, 
r   welche  die  Elektromagnote  der  ti^nenden  Stimmgabeln  entbSlt.    Dadurch. 
HOba  der  Strom  den  Draht  des  Elektromagnet«  bb  (Pig.  283)  durchlauft, 
^^^fel  der  Magnet  erregt,  und  mit   ihm   alle  Magnet«  der  tfinenden  Stimm- 
^^BM-    Der  Magnet  hb  zieht  dann  die  Zinken  der  Stiamigabel  an,  damit 
^^BB   Drabt  r  ans   dem  Quecksilber  emix.r  und  unterbricht  an  dieser  Stelle 
den   Stromkreis    und  damit   den    Strom.      Sofort   aber   verlieren   auch   die 
Mngnete  ihren  Magnetismus,  und  die  Zinken  der  Gabel  schwingen  mit  der 
durch  ihre  Dimensionen   bedingten  Geschwindigkeit    gegen  ihre  Gleichge. 

'i  Wheatnloti* .  in  sfiner  Kritik  (ibt-r  VerBooho  von  Willin,  der  zuent  mit 
Ziui2«n pfeifen  die  Vocale  kümstbuh  xu  bilden  venucbte  {l'oggtad.  Ann.  Bd.  XXIV), 
London  and  Wertininster  ßetiew  1837  Octolier. 

*)  HelmMtt,  Touempfindangen.  ]>.  itts.  tf.  und  p,  IM  tT. 
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la^e  nach  «lussen  «ich  bewegen,  eino  kurze  Zeit  vom  Magnete  angezogen, 
sie  erhält  also  bei  jeder  Schwingung  einen  neuen  Antrieb,  und  ihre  Be- 
wegung dauert  ungeschwächt  fort,  so  lange  der  Unterbrechungsapparat  in 
Thäiigkeit  bleibt.  Dasselbe  ist  aber  auch  der  Fall,  wenn  die  Gabel  a 
Fig.  282  genau  2,  3  .  ?i  mal  iifter  schwingt  als  die  Unterbrechungsgabel, 
mir  dass  diese  Gabeln  dann  erst  nach  je  2,  8  ...  w  Schwingungen  einen 
neuen  Anstoss  erhalten. 

Um  diesen  genauen  Isochron^mus  der  Gabeln  herzustellen ,  ist  auf  der 
Gabel  a  Fig.  283  ein  kleiner  Schieber  //  angebracht,  durch  dessen  Stellung 
man  die  Schwingungsdauer  der  Gabel  etwas  verändern  kann;  wird  der 
Schieber  dem  Ende  der  Gabel  näher  gebracht,  so  wird  dadurch  das  Träg- 
heitsmoment der  schwingenden  Masse  etwas  vergrössert,  und  die  Schwin- 
gungen werden  langsamer. 

Die  auf  diese  Weise  erregten  Schwingimgen  der  Gabel  n  Fig.  282 
geben  keinen  hörbaren  Ton,  wie  ja  überhaupt  eine  in  freier  Luft  schwin- 
gende Gabel  nur  gehört  werden  kann,  wenn  man  sie  unmittelbar  vor  das 
Ohr  hält.  Um  den  Ton  hörbar  zu  machen,  ist  vor  der  Gabel  eine  Resonanz- 
röhre  angebracht,  eine  gedeckte  Pfeife,  welche  in  der  Mitte  des  der  Gabel 
sugewandten  Bodens  eine  kreisförmige  in  der  Höhe  der  Zinkenenden  be- 
findliche, mit  dem  Deckel  /  verschliessbare  Oeffnung  hat.  Befindet  sich  die 
Bohre  mit  geöffnetem  Deckel  nahe  vor  der  Gabel,  so  wird  sie,  wenn  ihr 
Gnmdton  mit  dem  der  Gabel  übereinstimmt,  wie  eine  Pfeife  zum  Tönen 
gebracht,  und  der  Ton.  der  Gabel  tritt  ohne  Oberton  deutlich  hervor.  Um 
die  Röhre  passend  zu  stimmen,  sind  die  Dimensionen  derselben  und  der 
Oeffnung  nach  den  Sätzen  des  §.  154  passend  zu  wählen.  Um  den  Ton 
der  Gabel  stärker  und  schwächer  machen  zu  können,  ist  die  Röhre  auf 
einem  Schlitten  k  befestigt,  so  dass  man  die  Röhre  der  Gabel  näher  oder 
entfernter  stellen  kann.  Anderersdts  kann  man  den  Ton  auch  dadurch 
schwächen,  dass  man  durch  theilweise  Bedeckung  der  Oeffnung  die  Röhre 
etwas  verstimmt,  wodurch  der  Ton  der  Röhre  beträchtlich  geschwächt  wird. 

Zu  seinen  ersten  Versuchen  wandte  Helmholtz  acht  Gabeln  der  be- 
schriebenen Art  an,  die  tiefste  gab  den  Ton  h^i^  die  übrigen  gaben  die 
sieben  ersten  ObertÖne,  6,  /"j,  h^^  d^^  /"o,  as^  nnd  h^^  später  Hess  er  zu 
tliesen  noch  d^^  f^^  as,^  und  h^  hinzutreten  und  benutzte  dann  als  Grund- 
ton den  der  zweiten  Gabel,  b. 

Ist  der  Apparat  in  Gang  gebracht  mit  geschlossenen  Resonanzröhren,  so 
h<>rt  man  zunähst  nur  ein  leises  Summen.  Oe&et  man  dann  die  Röhre  mit 
dem  Ton  2>_i,  so  hört  man  ein  dumpfes  ?7,  viel  dumpfer  als  das  U  der 
menschlichen  Sprache.  Der  Klang  wird  dem  gesungenen  U  ähnlicher,  wenn 
man  schwach  den  zweiten  und  dritten  Ton  h  und  f^  mittönen  läset. 

Der  Vocal  0  entstand,  wenn  bei  etwas  gedämpftem  6_i  der  erste  Ober- 
ton h  sehr  stark  und  schwächer  b^,  d   und  d^     angegeben  wurden. 

Ein  nach  0  gezogenes  A^  das  schwedische  A  entstand,  als  die  Töne 
dg,  Z*^,  €L8^  und  6^,  also  die  Töne  von  5 — 8  möglichst  stark  genommen 
wurden,  die  tiefem  dagegen  geschwächt  waren. 

A^  Ä  und  E  gelang  es  Helmholtz  mit  den  zwölf  Gabeln  vom  b  an 
herzustellen.  Dann  gibt  b  allein  ?7,  dasselbe  stark  von  bj,  schwächer  von 
f\  begleitet  0,  A  erhält  man,  wenn  man  zu  b  zunächst  b^  und  f^  massig 
stark,  dagegen  b.^  und  d^  ald   charakteristische  Töne  kräftig  t^nen  läset. 

43* 


Ü76 


Die  ßildnng  der  Vocolc. 


S.  Ib9. 


Um  Ä  in  Ä  überzufahren,  muss  man  b,  und  f^,  die  Nachbarn  des  tiefem 
charakteristischen  Tones  d^  etwas  verstärken,  h^  dämpfen,  dagegen  d^  und 
/j  möglichst  stark  hervortreten  lassen.  Für  E  muss  man  die  beiden  tiefsten 
Töne  der  Reihe  b  und  b,  mSsBig  stark  halten  als  Nachbarn  dea  tiefem  Ver- 
stärkungstonea  /',,  und  die  höchsten  f^,  as^,  b^  möglichst  heraustreten 
lassen. 

/  und  Ü  herzustellen,  gelaJig  nicht,  da  die  diese  Vocale  chafakt«risireo- 
den  sehr  hohen  Obertöne  sich  nicht  mit. Gabeln  herstellen  liessen. 

Dase  die  zur  kflnstlicben  Darstellung  benutzten  Bestandtheile  der 
Vocale  mit  UOlfe  der  Besonatoren  in  den  gesungenen  oder  gesprocbenen 
Vocalen  beobachtet  nurden,  ja  dass  man  gerade  durch  derartige  Beobach- 
tungen die  Bestandtheile  kennen  lernte,  braucht  wohl  nicht  besonders  lier- 
Torgehoben  zu  werden.  Ks  mag  nur  in  Bezug  auf  die  Analyse  der  Vocale 
bemerkt  werden,  dass  die  in  §.  152  beschriebenen  Flammenapparate  von 
König  fUr  dieselbe  vorzugsweise  geeignet  sind.  Eine  interessante  Anwendniii; 
hat  König  von  dem  Fig.  2ti2  angegebeneu  Apparate  gemacht.  Da  die  ver- 
scfaiedenen  Vocale  durch  Combination  der  verschiedenen  Parü&ltüne  chank- 
terisirt  sind,  so  liefert  natürlich  jeder  Vocal  ein  eigenththnliches  Flammiu- 
hild,  welches  bei  der  geringsten  Aendernng  des  Vocalklanges  sich  eba- 
falls  Bndert  König  hat  nun  durch  solche  riammenbilder  nicht  nur  die 
einzelnen  Vocale,  sondern  auch  die  verschiedenen  Nuancen  derselben  gt- 
zeichnet,  wenn  man  die  Vocale  in  verschiedener  Tonlage  singt,  so  dass  mu 
mit  Htllfe  der  Bilder  genauer  als  auf  irgend  mnem  andern  Wege  jede  Vocsl- 
Dflance  bezeichnen  kann  *).  Flg.  384  und  Fig.  285  zeigen  die  Bilder  IQr  die 

Fig.  Kl- 
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')  Ao  g  Poggend  Ann  Bd  CXLVi  lafel  111  des  Bandes  sibt  die  Flain- 
meubilder  der  6  Vocale  U  O  i  h  I  für  jeden  Ton  der  beiaen,  der  B«» 
stimnif  entsprechenden  Octaven  C— ,  bu  c,.  Für  i  nnd  /  sind  die  Bildet,  wit 
das  Köuig  auch  hervorhebt,  wenig  charaU«ristisoh.  Die  Bilder. sind  inde«  niu' 
individuelle,  bei  einer  andern  Stimme  fallen  sie  anders  aus,  da  nicht  bei  (Ueo 
Individuen  die  verschiedenen  Obertöoe  in  derselben  Weise  verstärkt  werfai 
(Helmboltz,  Tonempfin düngen  III..  Ansf^abe  p.  I6S).  So  entsprechen  die  oben  ge- 
Keichueten  Bilder  wenig  der  KOnig-'achen  Zeichnung. 
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Vocale  U  und  0,  wie  ich  sie  erhielt,  jeden  auf  c  gesungen  und  mit  mög- 
lichster Sorgfalt  im  reinen  Vocalklang  gehalten;  hesonders  bei  0  gibt  die 
geringste  Nüancirung  ein  anderes  Bild. 

Ehe  wir  zur  Besprechung  der  Bildung  der  Vocale  in  der  menschlichen 
Sprache  übergehen,  wird  es  gut  sein,  darauf  hinzuweisen,  dass  gerade  mit 
Hülfe  dieses  Stimmgabelapparates  von  Helmholtz  der  bereits  §.  152  erwähnte 
Nachweis  geliefert  wurde,  dass  die  Phase  der  componirenden  Theiltöne  auf 
den  Klang  ohne  Einfluss  ist.  Wir  erwähnten  soeben,  dass  man  die  Schwächung 
ines  Stimmgabeltones  durch  weitere  Entfernung  der  Besonanzröhre  oder 
durch  theil weises  Schliessen  des  Deckels  erhalten  kanu;  letzteres  Mittel  be- 
wirkt eine  kleine  Verstimmung  des  Tones  imd  bewirkt  dadurch,  dass  die 
Schwingungen  etwas  rascher  oder  langsamer  werden,  somit  dass  die  Stösse 
einer  verstimmten  Gabel  mit  den  andern  nach  und  nach  in  immer  anderer 
Periode  zusammentreffen.  Wurde  nun  ein  Vocalklang  deutlich  erhalten, 
dadurch  dass  der  Ton  einer  Gabel  durch  Verschiebung  der  Besonanzröhre 
geschwächt  wurde,  so  erhielt  man  genau  denselben  Klang,  wenn  der  Ton 
durch  Schliessung  des  Deckels  geschwächt  wurde;  da  aber  im  letzten  Falle 
die  Phase  der  componirenden  Töne  eine  relativ  immer  andere  wurde,  so 
folgt  aus  diesem  Versuche,  dass  die  Phase  auf  die  Klangfarbe  von  keinem 
Einflüsse  ist. 

Die  Möglichkeit  einer  so  reichhaltigen  Klangbildung  durch  die  mensch- 
liche Stimme  ist  durch  die  Form  unseres  Sprachorganes  gegeben.  Wir 
haben  vorhin  unser  Sprachorgan  als  eine  Zungenpfeife  mit  weichen  Zungen 
bezeichnet.  Von  den  gewöhnlichen  Zimgenpfeifen  dieser  Art  unterscheidet 
es  sich  aber  wesentlich  dadurch,  dass  di«  Pfeife,  das  Schallrohr  nichteine 
unveränderliche  Gestalt  hat,  sondern  durch  unsern  Willen  willkührlich  ge- 
ändert werden  kann.  Das  Schallrohr  der  menschlichen  Stimme  sind  die 
höhern  Theile  der  Luftwege  über  dem  Kehlkopf  und  ganz  besonders  die 
Rachenhöhle  und  Mundhöhle.  Durch  die  Beweglichkeit  der  weichen  Theile 
in  den  Umgebungen  dieser  Höhlen,  den  weichen  Gaumen,  ^ie  Zimge  und 
die  Lippen  können  wir  diesen  Höhlen  die  verschiedensten  Gestalten  geben, 
und  es  ist  nach  den  Bemerkungen  über  die  Tonbildung  bei  den  weichen 
Zungen  klar,  dass  es  wesentlich  von  der  Form  der  Rachen-  und  Mundhöhle 
abhängig  ist ,  welche  von  den  harmonischen  Obertönen  eines  von  der  Stimme 
gebildeten  Grundtones  verstärkt  werden,  welche  nicht.  Denn  wie  wir  am 
Schluss  des  §.  157  erwähnten,  sind  in  jedem  durch  Zungen  gebildeten 
Klange  die  Obertöne  in  grosser  Zahl  vorhanden,  alle ^  die  deshalb  bei  einer 
bestimmten  Stellung  der  Mundhöhle  in  Folge  der  Resonanz  verstärkt  werden, 
finden  sich  in  dem  Klange,  welcher  dieser  Stellung  der  Mundhöhle 
entspricht.  Es  sind  das  vorzugsweise  die  Töne,  welche  die  Mundhöhle 
in  der  bestimmten  Form  als  einfache  Pfeife  angeblasen  geben  würde. 
Welche  Töne  das  sind,  bestimmte  Helmholtz')  im  allgemeinen  dadurch, 
dass  er  vor  die  Mundöffnung  Stimmgabeln  hielt,  und  den  Ton  auf- 
suchte, der  bei  einer  bestimmten  Vocalstellung  des  Mimdes  die  stärkste 
Resonanz  gab. 

Dass  in  der  Thai  die  der  Mundhöhle  gegebene  Form  für  die  Bildung 
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der  Vocale  von  wesentlichem  Einfluss  ist,  hat  man  schon  früher  erkannt \), 
indem  schon  der  ältere  Du  Bois  Reymond  die  Vocale  in  drei  Reihen  ordnete, 
je  nach  der  Stellung  des  Mundes.    Die  drei  Reihen  sind 

_  c i 

•  • 

«•  •• 

a —0  u 

0-      —    u 

Der  Vocal  A  ist  der  gemeinsame  Ausgangspunkt  für  aUe  drei  Reihen. 
Bei  seiner  Bildung  nimmt  die  Mundhöhle  eine  ziemlich  gleichförmig  triehter- 
artig  erweiterte  Gestalt  an.  Bei  0  und  U  wird  die  Mundhöhle  vom  mit 
den  Lippen  verengert,  so  dass  sie  bei  U  am  engsten  ist,  wfthrend  sie  in 
der  Mitte  durch  Herabziehen  der  Zunge  erweitert  wird.  Sie  nimmt  uIäo 
die  Gestalt  einer  Flasche  ohne  Hals  an,  deren  Oeffhang  vom  der  Mund  igt. 
Der  Ton  einer  solchen  Flasche  ist  um  so  tiefer,  je  enger  die  Oeffnung  iai 
und  dem  entsprechend  fand  Helmholtz ,  dass  bei  der  U-Stellung  des  Mundes 
der  Eigeuton  der  Mundhöhle  /'ist,  und  zwar  ziemlich  gleichmässig  bei  männ- 
lichen und  weiblichen  Mundhöhlen,  bei  welch  letztem  das,  was  der  Höhlung 
an  Geräumigkeit  abgeht;  durch  engem  Verschluss  ersetzt  wird.  Der  Eigen- 
ton der  Mundhöhle  bei  0  ist  h^.  Geht  man  vom  0  allmählig  durch  (h  und 
Äo  zum  A^  so  wird  der  Mund  oflfener,  und  der  Ton  der  Mundhöhle  steigt 
um  eine  Octave  bis  h^» 

Beim  üebergang  vom  A  durch  Ae  ia  E  und  1  wird  die  Gestalt  der 
Mundhöhle  eine  ganz  andere.  Die  Lii)pen  werden  dabei  zurückgezogen  und 
geöffnet,  die  Zunge  gehoben,  so  dass  zwischen  Zunge  imd  hartem  Gaumen 
nur  ein  enger  Kanal  bleibt,  während  der  Raum  unmittelbar  übei^  dem  Kehl- 
kopf durch  Herabdrücken  der  Zimgenwurzel  erweitert  wird.  Die  Mundhöhle 
bekommt  also  die  Gestalt  einer  Flasche  mit  engem  Halse,  den  Bauch  der 
Flasche  bildet  der  Schlund ,  den  Hals  der  enge  Kanal  zwischen  Zunge  und 
Gaumen,  der  Hals  ist  am  engsten  bei  /,  seine  Länge  von  dem  hintern  Bande 
der  Flasche  bis  zum  hintern  Rande  des  Gaumens  fand  Helmholt-z  gleich 
6  Centimeter. 

Derartige  Flaschen  haben  zwei  Grundtöne,  den  des  Bauches  f&r  sich 
und  den  des  Halses,  den  man,  besonders  wenn  er  gegen  den  Bauch  sehr 
enge  ist,  als  eine  beiderseits  offene  Röhre  ansehen  kann.  Dem  entsprechend 
hat  die  Mundhöhle  bei  Ae^  E  und  I  zwei  Eigentöne,  bei  Ae  die  Töne  d, 
und  r/jj  bis  as^^  bei  A\die  Töne  /*,  und  h.^  und  bei  /  als  tiefsten  Ton  etwa 
/",  wie  bei  U  und  als* Ton  des  Halses  d^. 

Die  Vocale  Ö  und  Ü  unterscheiden  sich  von  E  imd  I  dadurch,  dass  Ivi 
ihnen  auch  die  Lippen  röhrenähnlich  geformt  werden,  so  dass  diese  eine 
Fortsetzung  des  engen  Kanales  bei  E  und  I  bilden.  Für  diese  Vocale  ändert 
sich  deshalb  nur  der  Ton  des  Halses,  er  wird  tiefer  als  bei  E  und  /,  er 
wird  ds^  und  g^  bis  o^g  wie  bei  Ac.    Die  tiefem  Eigentöne  bleiben /\  und /i 

Wie  eben  erwähnt  wurde,  sind  es  nun  gerade  die  Obertöne  des  Klanges, 
welche  mit  den  Eigentönen  des  Mundes  zusammenfallen  oder  doch  ihnen 
nahe  genug  sind,  welche  vorzugsweise  verstärkt  werden^  während  die  andern 
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gedttmpft  werden,  und  eine  VeigleicUung  der  zuletzt  gemaclil«ii  Angaben 
mit  den  bi:i  der  kUnätlidien  Bildung  der  Vocale  angegebenen  charakteristischen 
T{lBi!n  der  einzelnen  Vocule  wird  die  üeboreinstimmung  beider  und  damit 
erkennen  lassen,  dass  dus  Wetzen  der  Vocnlbildung  iu  dem  durch  die  Form 
der  Mundhöhle  bewirkten  Auftreten  der  verschiedenen  Obertiine  beding  ist. 
Eh  wird  eben  jedesmal,  auf  welchen  Grundton  wir  einen  Vocal  auch 
bilden,  immer  derjenige  Oberion  des  (inindlones  am  meisten  verstärkt,  der 
dem  Kigentone  der  Mundhöhle  am  nScheten  kommt.  Die  VoealkUuge  unter- 
scheiden eich  von  den  Klangen  der  übrigen  muüikalischen  Instrumente  gerade 
dadnrch,  dass  die  Stflrke  ihrer  Obertöno  nicht  von  dar  Ordnimgszahl  der- 
nlbon,  sondern  von  deren  absoluter  Tonhöhe  abhängt.  Wird  %.  B.  der  Vocal 
A,  dessen  chnrakteris  tisch  er  Ton  h^  ist,  auf  die  Note  r,=_i  gesungen,  so 
ist  dnr  verstärkt«  Ton  der  12.  Ton  des  Klanges,  wird  derselbe  Vocal  auf 
Ai  gesungen,  so  ist  der  verstärkt«  Ton  der  zweite  des  Klanges.  Daher 
rflhrt  es  denn  auch,  daaw  der  reine  VocuUclang,  besonders  für  die  Vocale, 
dwfOi  charakteristischer  Ton  tiefer  liegt,  am  bebten  bei  gewiaaen  Tonhöhen 
Imsuskommt,  bei  denen  nämlich,  bei  welclirn  rin  Oberton  genau  mit  dem 
eharaktflristischen  Ton  KusammenföUt. 

Zur  Bildung  der  menschlichen  Sprache  gehiirt  ausser  jener  der'  Vocale 
kuoh  die  der  Consonanten;  diese  sind  keine  Selbetlauter,  es  sind  nur  Ton- 
hcmmungen  oder  Ver/Cgeriingen,  welche  durch  das  Anfangen  oder  Ab- 
schltessen  eines  Vocallautes  oder  hSchStens  als  Geräusche  wahrnehmbar  sind. 

Nach  Brücke')  theilt  man  die  Consonanten  je  nach  dem  Orte  des  Ver- 
schlusses im  Munde  in  drei  Gruppen,  an  deren  8pitze  die  drei  mutae  p,  I,  k 
st«heD. 

Die  erste  Gruppe  bilden  p,  b,  f,  f,  ir,  m;  den  Verschluss  bilden  ent- 
weder die  beiden  Lippen  oder  eine  der  Zahnreihen  mit  den  Lippen.  P  ent- 
steht durch  ein  plötzliches  Oefihen  der  vorher  fest  verschlossenen  Lippen. 
wKhrcnd  «nn  Luftstrom  ans  dem  Kehlkopf  gegen  die  .Uundöffnnng  dringt, 
b  entsteht  gerade  so,  nur  sind  die  Lippen  etwas  weniger  gespannt  und  das 
Oeffnen  geschieht  elwaa  weniger  energisch.  J-'  wird  gebildet,  indem  wir 
die  nntere  Lippe  an  die  oberen  S<^hneidt>zllhne  le^en  und  einen  Luftstrom 
hindurchsenden,  desgleichen  c,  ein  mildes  f,  und  u\  bei  dem  zugleich  eine 
Hemmung  des  Luftjitromes.  ein  dichterer  Verschinas  stattfindet,  welcher 
thu  «'  dem  h  nHherl. 

Das  m  entnlehl  nuhlieaalich ,  indem  man  die  Lippen  wie  ku  b  stellt  und 
die  Lufl  mit  t'inender  stimme  Kur  Nase  hinaus  strömen  Iftsst. 

Die'r.weite  Gruppe  nrnfusst  t,  d,  die  verschiedenen  i^,  I  und  ti.  FUr- 
diese  bildet  die  Ziing«'  den  Verschluss,  indem  sie  sich  catweder  an  die  obera 
Schncidezffhne  oder  an  den  vordem  Theil  des  harttm  Gaumens  anlegt  T 
wird  gebildet  durch  Anstemmen  der  /.ungu  an  die  fiohnnidfttllhne.imd  pl-Hx- 
liohe  Kortnahme  derselben,  d  verhält  sich  tum  I.  wie  h  xum  71. 

l>&s  hurte  .«,  M,  M  bildet  sich,  wenn  bei  der  dem  /  zugehörigen  Zungen 
stetlnng  eine  kleine  Spalte  geflITnet  iin<l  durch  diese  Luft  susge»toMson  wird, 
durch  seh  wÄfhe  res  Anstemmen  entsteht  das  weiche*.  Das  /  enteicht,  wenn 
man  den  Verschlusx  der  Zunge  vom  wie  bei  d  lOsat,  dagegen  hinten  nebeo 
I  Bnikzähnen   beiderscilig  eine  kleine  Ocflhung  Hl»s.|,  durch  welche  dif 


I 


LtflKig.  Lrhrimch  d.T  l'hvnolngii'    S.  HHii. 


680  Aasbreitong  des  Schalles  in  der  Luft.  §.  im. 

Luft  hindurchstreicht.  Wird  femer  die  Zunge  wie  bei  t  gestellt  und  Ibst 
man  die  Luft  durch  die  Nase  entweichen,  so  entsteht  n. 

In  die  dritte  Gruppe  gehören  die  Gaumenlaute  k^  g^  ch^  j  und  das 
Gaumen-?^  (vor  g  in  ng),  K  entsteht  wie  ^und  ^,  nur  dass  der  Verschluss 
hier  von  dem  hintern  Theile  der  Zunge  und  dem  Gaumen  gebildet  wird. 
Gr  entsteht  aus  k  wie  h  und  d  aus  p  imd  t^  ch  wie  s  und  /*,  nur  dass  auch 
hier  zwischen  dem  tiefem  Theile  der  Zimge  und  dem  Gaumen  die  enge 
Oefinung  bleibt,  zwischen  der  der  Luftstrom  hindurchgeht. 

J  bildet  sich,  indem  die  Zunge  mehr  nach  der  Mitte  hin  sanft  gegen 
den  Gaumen  angelegt  und  Luft  durchgehaucht  wird,  und  schliesslich  das 
Gaumen -n,  indem  die  Zunge  wie  beim  cli  nur  fester  gegen  den  Gaumen 
gelegt  wird  und  die  Luft  bei  tönender  Stimmritze  durch  die  Nase  entweicht. 

Der  noch  übrigbleibende  Consonant  r  kann  labial,  lingual  und  guttural 
sein;  er  entsteht,  indem  wir  einen  der  leichtschwingenden  Mundtheile  mit- 
tels des  Luftstromes  in  schwingende  Bewegung  versetzen,  deren  einzehe 
StÖsse  so  langsam  auf  einander  folgen,  dass  wir  die  einzelnen  Stösse  g^ 
sondert  wahrnehmen;  diese  Schwingungen  können  die  Lippen,  die  Zungen- 
spitze, wenn  sie  wie  zum  t  gestellt  ist,  und  das  Zäpfchen  vollführen. 


Zweites  JKapiteL 
Von  der  Aasbreitung  nnd  Wahrnehmung  des  Schalles. 

§.  160. 

Ausbreitung  des  Schalles  in  der  Luft.  Wir  sahen  in  §.  143,  dass 
es  zur  Wahrnehmung  des  Schalles  erforderlich  sei,  dass  die  Schwingungen 
des  festen  Körpers  oder  die  andern  tonerzeugenden  Schwingungen  auf  ein 
elastisches  Medium  übertragen  und  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  werden. 
Da  in  einem  jeden  solchen  Mittel  die  Schallschwingungen  longitadinale 
werden,  wie  alle  unsere  Entwicklungen  über  den  Schall  zeigen,  oder  da  es 
die  longitudinalen  Schwingungen  der  elastischen  Medien  sind,  welche  wir 
durch  die  gegen  unser  Gehörorgan  ausgeübten  Stösse  als  Schall  wahr- 
nehmen, so  müssen  die  Gesetze  der  Ausbxeitimg  des  Schalles  mit  den  Ge- 
setzen der  Verbreitung  longitudinaler  Wellen  übereinstimmen,  welche  wir 
im  vorigen  Abschnitte  entwickelt  haben. 

Zunächst  folgt  aus  dem  Frühem,  dass  der  Schall  sich  von  einem  er- 
regenden Mittelpunkte  aus  in  kugelförmigen  Wellen  nach  allen  Richtungen 
ausbreiten  muss. 

Mit  dem  Abstände  von  der  Quelle  des  Schalles  muss  dann  die  Inten- 
sität desselben  abnehmen;  und  zwar  nach  einem  bestinunten  Gesetze.  Die 
schwingende  Bewegung,  welche  von  einem  Mittelpunkte  ausgeht,  theilt 
sich  inmier  grossem  und  grossem  Eugelwellen  mit,  und  nach  der  Zeit  / 
sind  alle  Lufttheilchen  auf  einer  K^ugelschale  in  Bewegung,  deren  Badius  r 
gleich  et  ist.  Das  Maximum  der  Geschwindigkeit,  welches  diese  Tfaeilcben 
beim  Verlassen  ihrer  Gleichgewichtslage  besitzen,  sei  gleich  t\  Die  Masse 
der  zugleich  bewegteti  Theilchen  ist  mm  proportional  der  Grösse  der  PlUche, 
auf  der  alle  Theilchen  zugleich  bewegt  werden  oder  proportional  der  Ober- 
fläche der  Kugel  4tJir^, 


*  Nuh  der  Zeit  t'  werden  ebenso  alle  Theilchen  auf  einer  Kugelfläche 
1  Kadius  r'  ^  et'  eine  Geschwindigkeit  v'  erbalten  und  die  Masse  der 
Kugleicli  bewegtt-n  Tlioilclieii  ist  inr'*. 

Nach  einem  Batze  der  analytischen  Mechanik  'nt  nun  die  lebendige 
Knift  eines  bewegt.en  Systems  conatant,  wenn  die  llewegung  nur  Folge  ist 
vuu  inneru  zwischen  den  einzelnen  Punkten  des  Syätenie  th&ügen  KrSften, 
Die  schwingende  Bewegung  ist  nun  eine  solche,  bei  welcher  die  Bewegung 
der  cinzeineu  Puukte  nur  Folge  der  Elaäticitfitskriifte  ist,  demnach  ist  hier 
jener  Satu  anwendbar,  oder  es  muas  die  Gleichung  t 

4wr*  .  (I*  ^  inr'*  .  v 
odn- 


^K.  Die  Geschwindigkeit,  welche  den  einKeUien  scbwiugenden  Theilchen  in 
Terschietienen  Abstanden  vom  Mittelpunkt«  der  Schwingung  ertheilt  wird, 
ist  den;  Abstände  der  Theilchen  vom  Mittelpunkte  der  Schwingung  umge- 
kehrt proportional.  Neimen  wir  demnach  die  Geschwindigkeit  im  Abstände  1, 
V,  so  ist  sie  im  Abstjinde  r  vom  Mittelpunkte  — 

Wir  haben  nun  bereits  bemerkt,  dass  wir  die  Intensität  des  f^challeti 
der  Starke  des  ßtosses  gleichsetzen,  welchen  unser  Gehörorgan  von  den 
schwingenden  Lufttheilchen  erhSlt.  Die  Stärke  des  Stossea  ist  aber  der 
lebendigen  Kraft  der  stossendcn  Theile  proportional,  da  dieselbe  durch  die 
QrSsse  des  Weges  gcmeason  wird,  durch  welchen  der  widerstehende  Kör- 
per wirken  muss,  um  die  Geschwindigkeit  des  stossenden  zu  vernichten. 
Da  nun  die  Geschwindigkeit  der  schwingenden  Theile  abnimmt  in  dem- 
selben VcrhaltnisB ,  wie  sie  weiter  vom  erregenden  Mittelpunkte  entfernt 
sind,  und  da  wir  den  Schall  bei  der  constanten  Grösse  unseres  Gehörorgans 
immer  durch  den  Sloss  einer  gleichen  Menge  Lufttheilchen  vernehmen,  so 
folgt,  dass  die  IniensitSt  des  Schalles  abnimmt,  wie  die  Quadrate  der  Ent- 
fernung von  der  Quelle  das  Schalles  wachsen. 

Das»  der  Schall  schwacher  wird,  wenn  wir  uns  von  der  Quelle  des- 
selben entrenieu,  ist  eine  bekannte  Thatuaebe,  auch  dass  er  rascher  seh wSc^ er 
wird,  als  die  Kntfernungen  wachtien,  Ist  bekannt. 

Genaue  Messungen  über  die  Abnahme  iler  SchallstUrke  mit  der  Ent- 
fernung, wie  (Iberhuupt  über  die  Stärke  des  Schalles. gibt  es  nicht,  da  es 
für  den  Srhall  keinen  eKukten  Messapparat  gibt  nnd  die  vovlmndenen  Sono- 
nieter  nur  dazu  dienen  können,  ein  Mehr  oder  Minder  der  Siliallsttlrke  zu 
Beigen,  nicht  aber  genaue  Messimgen  anieuBtelten.  Es  liegt  dai^  im  Wesen 
des  Schalles,  der  eigentlich  nur  in  einer  Knijifiuduug  besteht,  da  er  nur 
eine  liesondere  Wahrnehmung  einer  bestimmten  Bewegungsart  ist,  und 
nur  insofern  Schall  ist,  als  wir  dieiie  Bewegungsart  mit  unserem  Ohre  wahr- 
nehmen; wir  können  denselben  daher  nur  nach  seinem  Eindrucke  auf  da» 
Ohr  benrthpilen.  Auch  beim  Licht  ist  das  »war  der  Fall,  dass  wir  es  nur 
dnrch  die  KindrUcke  auf  das  Auge  beurtheilen  können .  dort  ki'innen  wir 
aber  mehrere  LichlwJrkungen  gleichzeitig  beurtheilen,  wir  können  »le  coro- 
pensiren.  indem  wir  FlJlchen  zugleich  von  entgegengesetzten  Snitm  bft- 
1  nnd  auf  maache  uulere  Weise  Tergfeichen.    Schalle  gleicher  Qua- 


FortpflaiUDiiKKgciicb windigkeit  i\e>  Suhulle«  iä 

litSt  k'hinen  wir  aber  nur,  wenn  aie  nach  eiDander  wirken,  mit  einaiKler 
vergleichen,  und  dadnrch  ist  jede  Messung  ausgeschlossen. 

Da  der  Schull  eine  Wellenbewegung  idt,  so  muss  die  Geschwindigkeit 
feiner  Verbreitung  mit  Tlcrjenigen  der  Wellenbewegung  nbereinkoBitnen. 

Die  Fortpflanzungsgescbwindigkeit  üer  Wellenbewegung  ist  in  einem 
und  demselben  Mittel  constant,  sie  hSngl  nur  ab  von  der  Dichtigkeit  und 
Rli^tlcitüt  des  Mittels  nach  der  Gleichung 
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alsii  nicht  von  der  Oscillittionsdaucr  der  schwingenden  ßewegnng  oder  ihm 
Welleniängp,  bei  tinnsversalen  Wellen  vorausgesetjrt ,  daas  die  LVnge  der 
Wellen  gegen  den  Abstand  der  Molokille  sehr  groaa  ist.  Für  die  Töne  dw 
Miutik,  deren  Wellenlilngc  kaum  unter  4  Centimeter  herabgeht,  wird  man 
letzteres  annehmen  dürfen,  alle  Tline  nidssen  sich  daber  in  einem  tind  dem- 
celben  Mittel  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortpflanzen.  Es  ist  du 
auch  eine  bekannte  ErTalirtmg,  auf  der  allein  die  MiigÜchkeit  «ner  liumD- 
nischen  Musik  beruht.     Selbst  in  der  grösslen  Entfernung  wird  die  H«r- 

i  derselben  nicht  geHti>rt,  ein  Beweis),  dasn  die  hficlisten  wie  die  tiHiri«!! 
Töne  sieb  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fiirtptlan;cen. 

Ganz  vollkommen  gleich  scheint  indess  nach  den  neuem  Versucheii 
von  Itegmiult  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  tiefen  und  hohflu  Töne 
niebt  zu  sein.  Hei  den  gleich  nSher  zu  besprechenden  Versuchen  über  die 
Fortpflanzung  des  Schalles  Hess  BeguHiilt  an  dem  einen  Ende  ilea  auf  dem 
Boulevard  St.  Michel  au  Paris  befindlicheu  Waaeerlaituiigsrohres ,  welches 
einen  Durchmesser  von  l*",!  imd  eine  Länge  von  HIT^OS  hatte,  eine 
Zungenpfeife  tönen,  deren  Gnmdton  r^  war,  und  welche  ein  kegelfÜrmigM 
Ansatzrohr  besass.  In  dem  andern  Ende  des  Bohres  waren  acht  Helm- 
holtz'ache  Besonatoren,  die  c^  und  seinen  harmonischen  ObertCnen  ent- 
sprachen, angebracht,  welche  durch  Kautsch ukröbren  mit  einem  grossem 
Kosten  von  Holz  verbunden  waren,  an  deatien  Oeffnung  >uan  da.'^  Okr  st- 
iegen konnte.  Die  den  Resonatoren  entsprechenden  Tßne  wurden  deutlich 
und  klar  gebart.  Man  hörte  dann  bei  diesen  Yersuchen  uon^lMnt  zuerst 
den  Grnndtjin  '',,  auf  diesen  folgte  erst  die  Octave,  die  Quint  JernnlbeB 
und  dann  erat  die  hohem  Partialtöne,  bo  dass  stets  die'liefem  mr  den 
hohem  T6non  gehlirt  wurden.  Die  tiefern  Tfine  haben  demnneh  eine  etwu 
grössere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  als  die  hohem,  und  ein  Klang  m- 
Sndert  deshalb  in  grosser  Entfernung  einigermaasen  seine  Farbe.  t)tx 
Unterschied  in  der  FortpflanKongsgeschwindigkeit  war  indess  so  klein,  da» 
er  sich  nicht  weiter  messen  Hess, 

Für  die  Fortpflanzungsgescb windigkeit  'der  longitudinalen  Wrllcp  il 
der  Luft  wurde  unser  Ausdruck 

Üie  Portpflanzungsgesehwindigkelt  des  Schidlea  in  d«r  I/nA  niua  dibtr 
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bei  0®  gleich  331",  2  ßein,  oder  allgemein,  da  er,  wie  wir  in  der  Wärme- 
lehr&-nach weisen  werden,  gleich  0,003665  ist, 

c  =  331",2  Yl  +  0,003665 1 

Die  Versuche,  welche  man  angestellt  hat,  um  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  direkt  zu  messen,  geben  ein  mit  der  Theorie  vollkommen  überein- 
stimmendes Resultat.  Die  ersten  genauem  Versuche  waren  die  berühmten 
Versuche  der  Mitglieder  der  Pariser  Akademie,  Cassini,  Maraldi  imd  La 
Caille  im  Jahre  1738^).  Als  Stationen  waren  das  Observatorium  zu  Paris, 
der  Montmartre,  Fontenay-aux- Roses  und  Mpnthlery  gewählt.  Die  Beobach- 
tungen wurden  des  Nachts  angestellt  und  begannen  auf  ein  vom  Observa- 
torium gegebenes  Signal. 

Man  löste  von  10  zu  10  Minuten  auf  einer  der  Stationen  eine  Kanone 
und  beobachtete  auf  allen  ajidern  die  Zeit,  welche  verfloss  zwischen  der 
Wahrnehmung  des  Lichtblitzes  beim  Abfeuern  der  Kanone  und  der  Ankunft 
des  Schalles.  Da  der  Abstand  der  einzelnen  Stationen  vorher  genau  ge- 
messen war,  so  erhielt  man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schallos 
durch  Division  des  Abstandos  durch  die  beobachtete  Zeit. 

Diese  Beobachtungen  wurden  Iftngere  Zeit  irnter  sehr  verschiedenen 
atuioHphärischen  Verhältnissen  fortgesetzt,  und  man  fand  der  Theorie  ge- 
mäss: 

1.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  unabhängig  von  dem  Drucke 
der  Luft. 

2.  Sie  wächst  mit  der  Temperatur  der  Luft^ 

3.  Sie  ist  dieselbe  in  jeder  Entfernung  von  der  Schallquelle,  das  heisst, 
der  Schall  pflanzt  sich  mit  gleichfönniger  Geschwindigkeit  fort. 

4.  Mit  dem  Winde  pflanzt  sich  der  Schall  rascher  fort  als  gegen  den 
Wind,  und  zwar  ist  sie  im  ersten  Falle  die  Summe,  im  zweiten  Falle  die 
Diff'erenz  der  Geschwindigkeiten  des  Schalles  und  des  Windes. 

T).  Die  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit  des  Schalles  ist  in  ruhiger  trockner 
Luft  bei  0^  1038  pariser  Fuss  oder  337  Meter,  oder  nach  der  Berechnung 
dieser  Versuche  von  Le  Roux^)  gleich  332™. 

Da  durch  «Ion  Kinfluss  des  Windes  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 
geändert  wird,  so  ist  zur  Kmeluug  genauer  Resultate  erforderlich,  dass 
man  an  beiden  Enden  einer  Standlinie  den  Schall  errege  und  beobachte;  in 
der  einen  Richtung  wird  dann  der  Schall  so  viel  beschleunigt,  als  er  in 
der  andern  verzögert  wird,  und  das  Mittel  aus  beiden  Resultaten  gibt  dann 
die  vom  Einfluss  des  Windes  befreite  Zahl  für  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  Schalles  in  ruhiger  Luft. 

Mit  dieser  Vorsicht  wurde  im  Jahre  1822  bei  Paris  zwischen  Month- 
lery  und  Villejuif  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  aufs  neue 
bestimmt'*).  Es  wurden  an  beiden  Orten  von  10  zu  10  Minuten  Kanonen 
gelöst,  die  so  gestellt  waren,  dass  von  jedem  Orte  die  Explosion  der  andern 
Kanone  gesehen  wurde.  Man  war  überein  gekommen,  dass  die  Kanonen- 
schilsse   zu   Monthlery^5   Minuten  frfliier  anfangen  sollten,  als  zu  Villejuif. 

'i  M(«moireB  de  l'Acad.  de  Parin  1738  und  1789. 

')   7^  houjr .  Ann.  de  chiin.  et  de  i»hyH.  IV.  8<5rie  T.  XII. 

■)  Annale»  dechim.  et  de  phys.  Xa,  tJlO.  Poggend.  Ann.  Bd.  V.  p.  477. 
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Die  Beobachter  waren  zu  MonlUlery  Humboldt,  Gay-Luasac  und  Bonvard, 
za  Villejuif  Arago,  Mathieu  und  Prony.  Die  KanonenschOsae  Ton  Montblerj 
wurden  zu  Villejuif  alle  gut  gebort,  zu  Moiithlery  worden  von  den  12,  die 
gelöst  wurden,  nur  7  wahrgenommen.  Dieser  nnaufgeklHrte  Umstand  ge- 
stattete die  Correctur  wegen  Bewegung  der  Luft  nicht  so  volistAndig, 
man  wün^ohte;  inde»a  ei^ben  die  beiderseitigen  Beobachtungen  OAheni 
(1  bore  in  stimmen  de  Resultate.  Die  Beobachtungen  zu  Villejuif  nahmen 
Mittel  54,84  Sekunden  nach  dem  Lichtblitze  den  •Schall  wahr,  diejetügen  M< 
Mouthlery  nach  .54,43  Sekunden.  Das  Mittel  aua  beiden  Zahlen  iat  54,Gt. 
Die  Distanz  beider  Stationen  beatinunte  Arago  zu  18622,27  Meter,  ili« 
CieEchwindigheit  dea  •Schalles  int  ditrmich 


=  340,3  Meter. 


Die  Temperatur  der  Luft  bei  diesen 
lachwindigkeit  bei  0"  wird  daher 

340^ 


-  331,!! 


Yl  +0^3665 

Kurz  nachher  wurde  mit  noch  gröeserer  Vorsicht  von  den  hoUltniÜMba 
Phyöikem   Moll,  van  Beck   und  Kuytenbrouwer ')  die  Geschwindigkeit 
Sehalles  bei  Amsterdam  nochmals  bestimmt  und  diese  erhielten  als  ReiutUl 
fllr  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  ruhiger  und  trockner  Liift  bei  0"  (X 

tu  =  332,26  Meter 
oder  nach  einer  neuen  Berechnung  von  Schröder  van  der  Kollt*^) 
(,„  =  332,77. 

Nach  der  Theorie  muss  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  LuA, 
da  sie  nur  von  dem  Quotienten  der  einander  proportionalen  GrKsse  ~ 
hängt,  unabhängig  sein  von  der  Dichtigkeit  der  Luft,  also  dieselbe 
wenn  sich  der  Schall  aufwärts  in  dünnere  Luft  oder  abwKrt«  in  dichten 
Luft  fortpfianitt.  Dies  ist  durch  die  Versuche  von  Bravais  und  Martin»  b 
einem  bedeutenden  Höhenunterschiede  am  Faulhom  bestXtigi  worden' 
Die  eine  Station  war  am  Fauthorn,  die  andere  am  Brienzer  See,  ihre  Khic 
Entfernung  betrug  9560  Meter,  der  Höhenunterschied  2079  .Mrlcr.  uo  dft 
die  Neigung  der  vom  Schall  durchlaufenen  Linie  12**  2K'  betrug.  Ks  wun 
mit  Anwendung  wechsela eiliger  Schüsse  auf  dem  Berge  von  A-  Bravun  ui 
Martin»,  um  See  von  C.  Bravais  beobachtet,  die  beiden  Kr3t*m  hört«fi  1 
der  Letztere  14  SchUssc  im  Ganzen  an  drei  Tagen.  Die  direkt  beuluuhtei 
Geschwindigkeit  des  Schalles  war  a.ifwSrt:*  3;17".93.  und  abwiri»  M«",! 
altio  im  Mittel  .13H'",»I  Meter.  AufO"  und  trockne  Luft  reiiudrt,  wirdibni 
r„  =  332,37, 


')  Poggeiid.  Ann.  Brt.  V.  p.  361.  460.  In  einem  Anliuugf  lu  diewi  Ah 
\arg  find  auch  die  sonstigen  auf  ^«rnssere  denanigbeit  Annprurh  inActMad« 
»Tir'h«  ziixamnien^reBteUt. 

•)  Schröiler  v,m  der  Kolk.  Poggi-nii.  Ann.  Bd.  CXXIV. 

*)  Brarais  und  Martina,  Auualea  de  chim.  et  de  pbjra.    HL  Sifrin.  T.  VBi 
Poggi-nd  Ann.  Bd.  L£VI.  p.  Ul. 
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eine  Zalü,  die  fast  vollkommen  mit  der  von  Moll  und  van  Beek  erhaltenen 
übereinstimmt. 

Gegen  die  mitgetheilte  Beobachtungsmethode  hat  Regnault  ^)  den  Ein- 
wurf erhoben ,  dass  dieselbe  keine  absolut  genauen  Resultate  liefern  könne, 
da  es  bei  derselben  dem  Beobachter  unmöglich  sei ,  den  Moment  der  Schall- 
erzengung  und  den  der  Wahrnehmung  mit  absoluter  Genauigkeit  zu  be- 
stimmen. Der  Beobachter  werde  stets  durch  den  aufflackernden  Lichtblitz, 
wie  dorch  den  ankommenden  Schlag  überrascht,  und  ebenso  sei  es  keines- 
wegs sicher,  dass  bei  dem  Markiren  des  Sekundenz&hlers  zwischen  der 
Wahrnehmung  und  der  dadurch  hervorgebrachten  Willensäusserung  eine 
durchaus  unmessbare  Zeit  liege.  Deshalb  sei  dieses  Verfahren  nur  statt- 
haft bei  sehr  grossen  Standlinien  und  deshalb  sehr  intensiven  Schallen.  Bei 
sehr  intensiven  Schallen  sind  aber,  wie  schon  Schröder  yaader  Kolk^)  her- 
vorgehoben hatte,  die  Voranssetsungen  der  Theorie^  welche  als  Maass  der 
Elasticität  den  augenblicklichen  Luftdruck  setzt,  nicht  mehr  gestattet,  da 
dann  in  den  Verdichtungswellen  eine  merkliche  Verdichtung  stattfindet,  bei 
welcher  die  Gase  dem  Mariotte'schen  Gesetze  nicht  mehr  folgen.  Bei 
grossen  Standlinien  und  im  freien  Räume  ist  allerdings  nach  den  Be- 
merkungen von  Schröder  dieser  Einfluss  unmerkbar,  indess  bleibt  immer 
die  erste  Unsicherheit  bestehen.  Die  nahe  Uebereinstimmung  der  gefundenen 
Werthe  unter  einander  und  mit  der  Theorie  beweist  deren  Richtigkeit  auch 
nicht,  da  der  Werth  von  k  sich  nicht  direkt  mit  Sicherheit  bestimmen  lässt, 
vielmehr,  wie  wir  im  dritten  Theile  sehen  werden,  am  besten  aus  der  Schall- 
geschwindigkeit abgeleitet  wird.  Wir  haben  oben  für  k  den  aus  Versuchen 
von  MasBon ,  Hirn  und  Weissbach  abgeleiteten  Werth  für  k  eingesetzt,  welche 
unter  sich  zwischen  1,419  und  1,3845  schwanken. 

Regnault  hat  deshalb  neuerdings  eine  ausgedehnte  Untersuchung  über 
die  Fortpflanzung  des  Schalles  durchgeführt  und  dabei  die  Wasserleitungs- 
röhren benutzt,  welche  in  den  Jahren  1862  und  1863  in  Paris  neu  gelegt 
wurden;  gleichzeitig  suchte  er  auch  die  Fortpflanzung  des  Schalles  in  freier 
Lnfk  durch  Kanonenschüsse  zu  bestinmien. 

Der  wesentliche  Unterschied  der  Regnault'schen  Methode  von  den  frü- 
hen ist  der,  dass  er  den -Moment  der  Erzeugung  des  Schalles  und  den  der 
Ankunft  am  Orte  der  Beobachtung  nicht  durch  den  Beobachter  selbst  be- 
stimmen ^  sondern  ihn  an  einem  selbstthätigen  Registrirapparate  sich  auf- 
seichnen  Hess.  Er  benutzte  dazu  die  elektrische  Telegraphie,  in  einer  Weise, 
^e  sie  das  Schema  Fig.  286  deutlich  macht.  Der  Schall  wurde  erzeugt 
^  den  Röhren  durch  den  Sohuss  einer  Pistole,  in  freier  Luft  durch  den 
^er  Kanone.  Von  dem  Orte  Ä,  wo  sich  die  Pistole  befand  (Fig.  286), 
War  eine  Telegraphenleitung  zur  Station  J?,  wo  beobachtet  wurde,  geführt 
you  der  Leitung  ging  bei  B  ein  Draht  zu  dem  Elektromagnet  Jtf  und  von 
diesem  zn  dem  einen  Pol  der  Batterie  P.  Der  andere  Pol  der  Batterie  war 
^^ch  die  Platte  E^^  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung.  Wurde  nun 
'^och  ein  anderer  Punkt  der  Leitung  mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung 
^bracht,  so  wurde  der  Strom  geschlossen,  der  Magnet  magnetisch,  und 
^r  Anker  a  angezogen;  wurde  die  Leitung  wieder  unterbrochen,  so  wurde 


^  JleanaUU,  M^moires  de  TAcad.  de  France.  T.  XXXVll. 
^  iMrSdtr  V€m  der  Kolk,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXIV. 
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ili^r  Anker  winilnr  von  dein  Maguete  entfernt.  War  der  Anker  uDffeaki^fQ, 
Sil  HRlirieli  'Icr  Stift  s  auf  einem  geachwSreten  (Jylinder,  der  ebeiuo  wie  liei 
den  Pbonautograiihen  mit  gleichmilBttiger  (lecichwind^keit  gedreht  wurde. 

Eine  Holche  Verbindung  der  Leitung  TT  mit  der  Erde  wurde  nun  bei 
dem  Ueginne  der  Verbuche  bei  A  hergestellt,  indem  in  der  LUcke  /'/der 
Flg.  tas. 


Leitung,  die  Tmit  E^  verband,  unmittelbar  vor  der  HUndung  der  Feuer- 
waffe ein  feiner  Metalldraht  auHgespannt  wurde.  Diese  Yerljinduiig  imrde 
dann  in  dem  Moment  unterbrochen,  in  welchem  das  Geaebflti  abgefeucft 
wurde,  indem  ein  fester  auf  die  Ladung  gesetzter  Filzpfiropf  den  Dnhl  ff 
zerrias.  Die  Unterbrechung  des  Stromes  entfernte  den  .Stift  s  von  der  ge- 
schwärzten Walze,  80  daae  das  Aufhüren  des  von  s  geschriebenea  Striches  dca 
Moment  der  Schallerzeugung  angab.  In  dem  Augenblicke  nun,  in  welefaem 
der  Schall  in  B  ankam,  wurde  der  Strom  wieder  geschlossen,  so  4ass  durcL 
einen  neuen  von  dem  Stift  ,«  auf  der  Walze  gesogenen  Strich  dieser  Mom«Bl 
mai'kirt  wurde.  Zu  dem  Ende  war  bei  B  in  passender  Weise  ei«  sehr 
feine  Membran  m  ausgespannt,  welche  durch  die  ankommende  Schallwelle 
in  Schwingungen  versetzt  wurde.  Die  Membran  trug  in  ihrer  Mitte  tii 
kleines  Platinplättchen,  wetches'  durch  einen  feinen  Susserat  biegsamen  Unhi 
mit  der  in  die  Erde  versenkten  Platte  £>  in  Verbindung  stand,  ünmittelbv 
vor  der  Platte  befand  sich  ein  Stift  p ,  welcher  mit  der  Leitung  T  durck 
plB  in  metallischer  Verbindung  war.  Die  bei  m  ankommende  Welle  gib 
der  Membran  einen  Stoas  und  bewirkte  dadurch,  dana  der  Stift  p  mit  dMB 
Platinplattchcn  in  Contact  kam  und  damit,  daes  der  Strom  geschlossen  nnl 
der  Stift  s  wieder  gegen  die  geschwärzte  Walie  gedrflekt  und  ein  Sirub 
gezogen  wurde.  Der  Abstand  der  beiden  Striche  g&b  dum  die  iwisclm 
Abgabe  und  Ankunft  des  Schalles  verstrichene  Zeit,  wenn  man  die  Zot 
bestimmte,  welche  die  Walze  zu  der  beobachteten  Drebung  gebrancht  batta 
Zu  dem  Ende  wurden  auf  der  Walze  durch  ein  schwingsndu  Pendel  &f 
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einzelnen  Sekunden  markirt.,  und  gleichz(atig  von  einer  schwingenden  Stimm- 
gabel eine  Wellenlinie  gezogen.  Diese  drei  Linien,  die  des  Pendels,  der 
Stimmgabel  und  die  von  dem  Stifte  s  gezogenen,  waren  unmittelbar  unter 
einander.  Man  hatte  ^deshalb  nur  die  Wellen  vom  ersten  Aufhören  des  von 
ü  gezogenen  Strichs  bis  zum  ersten  folgenden  Sekundenzeichen,  und  von 
dem  letzten  Sekundenzeichen  vor  dem  zweiten  von  s  gezogenen  Strich  bis 
zu  diesem  Strich  selbst  zu  zählen,  um  in  selbst  tausendstel  Sekimden  die 
Zeit  zu  erhalten^  welche  der  Schall  gebraucht,  um  von  Ä  bis  B  sich  fort- 
znflanzen.  Eine  genaue  Messung  des  Abstandes  AB  gab  dann  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles. 

In  Bezug  auf  die  Einzelnheiten  der  AusfUhnmg  und  der  Versuche  selbst 
mtlssen  wir  auf  die  Abhandlung  Begnault's  Verweisen ,  wir  begnügen  uns 
hier,  die  erhaltenen  Resultate  mitzutheilen. 

Zunächst  ergab  sich  aus  den  Versuchen  in  den  Wasserleitungsröhren, 
dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  der  That  mit  der 
Intensität  des  Schalles  abnimmt.  Bei  diesen  Versuchen  wurde  die  Pistole 
bei  A  in  das  eine  Ende  der  Wasserleitungsröhre  hineingesteckt,  welches 
im  Uebrigen  ganz  verschlossen  war  und  das  andere  £n$le  bei  B  ebenfalls 
ganz  geschlossen.  Die  Schallwelle  kam  dann  zunächst  direkt  von  A  nach  B, 
wurde  bei  B  reflectirt  und  kehrte  dann  nach  einer  zweiten  Reflexion  bei  A 
wieder  nach  B  zurück,  nachdem  sie  das  Rohr  dreimal  durchlaufen  hatte 
u.  8.  f.  Dabei  zeigte  sich,  dass  trotzdem  sich  der  Schall  in  cylindrischen 
Röhren  ausbreitete,  seine  Intensität  sehr  rascb  abnahm,  und  zwar  um  so 
rascher,  je.  enger  die  Röhre  war,  in  welcher  der  Schall  sich  ausbreitete. 
So  wurde  der  von  einer  mit  1  Gramm  Pulver  geladenen  Pistole  erzeugte 
Schall  nicht  mehr  gehört,  als  er  in  einer  Röhre  vom 

Durchmesser  0™,108  durchlaufen  hatte  1150  M. 

0»,3(K)  „  „     3810    „ 

1"100  „  „     9540    „ 

Durch  die  Bewegung  der  Membran  4h  konnte  man  indess  die  Rückkehr 
der  Welle  viel  länger  beobachten,  man  erkannte  sie  in  den  drei  eben  ge- 
nannten Röhren  und  tmter  den  angegebenen  Umständen  noch,  nachdem  sie 
resp.  4056",  11430"  und  19851"  durchlaufen  hatte.  , 

Entsprechend  der  Abnahme  der  Intensität  zeigte  sich  nun  auch  eine 
Abnahme  der  Geschwindigkeit  des  Schalles,  wie  folgende  Zahlen  zeigen: 


re  von  0",i(>8  DarchmesBer 

Röhre  von  0™,8(K)  Durchmesser 

darchUnf.  Weg 

OMohw. 

dorohUaf.  Weg 

Oetohw. 

566",74 

330,99 

3810",3 

332,18 

1700",22 

328,21 

7620",6 

330,43 

2833",70 

327,62 

11430",0 

329,64 

4055",90 

326,66 

15240",0 

328,96 

Röhre  von  l™,io 

Durchmesser 

durcblAuf.  Weg 

Oeiohw. 

749",l 

334,16 

1417",9 

332,60 

5671",8 

331,24 

11343",6 

330,68 

19851",8 

330,62. 

r,m 
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Die  Zahlen  zeigen  somit  eine  IjetrUehtlicbe  Abnalime  der  SctiaUge- 
Hchwindigfceit  mit  der  Intensität,  gleichzeitig  ergeben  sie  alier  auch,  dnsK 
die  PortpflanzungBgesehwindiffteit  des  Sehalles  in  Röhren  ve räch iedener  Weite 
eine  sehr  verschiedene  ist.  Sehr  deutlich  tritt  dieser  Unterschied  bei  der 
Vergleichung  der  drei  in  jeder  Keihe  letaten  Werthe  hervor,  welche  die 
mittlere  tie  seh  windigkeit  des  Schallee  geben  von  dem  Momente  seiner  Er- 
üeugimg  bis  /um  Momente,  in  welchem  der  Hchall  nifht  mehr  wahrnehm- 
bar ist. 

Aus  diesen  Eifahrungen  ergibt  sich,  dass  die  WUnde  der  RShrcn,  in 
welchen  die  den  behalt  fortpflanzende  Luft  eingeschlossen  ist,  auf  die  Glasü- 
citat  der  Luft  vermindernd  einwirken  mtlasen.  ohne  die  Dichtigkeit  jsu  ver- 
mindern, oder  dass  die  Dichtigkeit  vermehrt  wird,  ohne  dass  gleichzeitig 
die  Elasticitäl.  vergrßssert  wird.  Dass  zwischen  der  schwingenden  Luft  und 
den  W&nden  eine  Wechselwirkung  besteht,  das  ergibt  sich  schon  ans  der 
raechen  Abnahme  der  Schallintensität  beim  FortptlaQKen  des  Selialle«  dnrth 
die  Röhren.  Denn  da  hier  die  fortschreitende  Welle  immer  wieder  dinrH»* 
Liift.ma.tee  in  Uewegnng  versetzt,  an  kann  die  Abnahme  der  i^cfaallstürk* 
nur  von  einer  Abgabe  der  Bewegung  an  die  R-ihrenwUnde  heiTühren,  eae 
Abgabe,  die  auch  dadurch  oonstatirt  wtirde,  dass  man  neben  der  Rj^lue 
auf  ihrer  ganzen  Lunge  den  Schall  zu  hören  im  Stande  war. 

Um  den  Einfluas  der  Rjihrenwünde  ganz  zn  eliminiren,  mllsste  man 
Röhren  von  unendlich  grossem  Durchmesser  anwenden.  Regnault  glanht 
indessen,  dass  bei  der  Röhre,  deren  Durchmesser  gleich  l.i  M,  ist.  der 
Bintluss  der  Wflnde  schon  ganz  unmerklich  gewesen  sei,  dass  man  deshalb 
die  aus  der  letzten  Versnchsreihe  sich  ergebende  Zahl  330",6  als  die  mut- 
iere Geschwindigkeit  des  durch  einen  I'istolenschuss  erzeugten  SchullM  von 
dem  Entsteh ungsmomente  big  zu  dem,  in  welchem  er  verschwindet,  an- 
sehen  könne. 

Die  imseier  Gleichung  entsprechende  Geschwindigkeit  i^t  da»  Dudi 
nicht  genau,  da  unsere  Gleichung  voraussetzt,  daas  die  DlchtigkeitsitnderTuuF 
der  Luft  unendlich  klein  ist,  somit  strenge  genommen  Rlr  den  Schall  eine 
unendlich  kleine  Intensitüt  voraussetzt.  Man  erhält  die  hei  diesen  Versocboi 
aus  den  ZwischenrGnmen,  welche  bei  den  letzten  unmittelbar  vor  dem  Ver- 
schwinden den  Schalles  gemachten  Beobachtungen  zwischen  einer  und  der 
folgenden  Rückkehr  des  Sijhalles  verstreichen.  Regnault  erhKlt.  hierfllr  die 
nur  wenig  kleinere  Zahl 

Co  =  330,Sü. 

In  freier  Luft  erhielt  Regnault.  fUr  die  Geschwindigkeit  eiaee  durch 
Kanonenschüsse  erzeugten  Suhalles  in  der  That  fast  genan  die  in  der  wei- 
testen Röhre  gefundene  Zahl,  nKmlich  als  mittlere  Geschwindigkeit 
r^  =  330,71)  Meter, 

eine  Zahl,  welche  nur  um  0°,l  von  der  in  der  Röhre  gefundenen  sich  unter- 
schridet. 

EHnen  fast  gleichen  Wertb  fand  Le  Roux ')  fUr  die  Vorifßaaxaaffg^ 
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sehwindigkeit  des  Schalles  in  einer  7  Cm.  weiten  Röhre  nach  einer  der 
Regnaolfschen  ähnlichen  Methode,  nftmlich  330^,66. 

Begnault  hat  gleidizeitig  die  Frage  geprüft,  ob  denn  in  der  That  die 
For^flanznngsgeschwindigkeit  [des  Schalles  bei  allen  Drucken  dieselbe  sei, 
ein  Satz,  der  streange  nur  so  weit  gültig  sein  kann,  als  die  Oase  dem  Ma- 
riotte'schen  Gresetse  folgen.  Es  gelang  ihm  nicht,  einen  messbaren  Unter- 
schied in  der  Schallgeschwindigkeit  zu  eiiialten,  trotzdem  er  den  Druck  der 
in  einer  Bohre  des  College  de  France  eingeschlossenen  Ltfft  von  247*^  bis 
1267''^,  also  bis  zum  Fünffachen  des  Anfangsdrucks  steigerte. 

Schliesslich  hat  Begnault  in  den  Bohren  auch  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  in  einigen  andern  Gasen  als  in  der  Luft,  nftmlich  in  Wasserstoff, 
EohlensSure,  Stickoxjdul  und  Ammoniak  bestimmt.  Nach  unserer  Gleichung 
für  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 


y 


'■'■'■■t(i+^). 


8 


in  welcher  8  die  Dichtigkeit  des  Gases  bedeutet,  erhalten  wir  für  das  Ver- 
hftltniss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  des  Schalles  in  zwei  yerschie- 
denen  Gasen  somit 


■■^-n-v^r 


oder  wenn  wir  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  und  die  Dichte 
der  Luft  gleich  1  setzen 


-VE.- 


Der  Werth  von  r^  hftngt  also  nur  ab  von  dem  Verhältnisse  der  Werthe  k 

des  Gases  und  der  Luft,  sowie  von  der  Dichte  des  betreffenden  Gases.    Die 

c 
von  Begnault  erhaltenen  Werthe  von  —  und  die  daraus  mit  der  bekannten 

Dichte  der  Gase  für  die  einzelnen  Gase  nach  der  Gleichung 

'.-(^)"er)' 

sich  ergebenden  Werthe  von  Ar,  zeigt  folgende  Tabelle: 

1/^  A-. 

c  r    S^  * 

Luft 1  1  1,395 

Wasserstoff  .  3,901  3,799  1,896 

Kohlensinre  .  0,8009  0,8087  1,368 

SUckoxjdol   .  0,8007  0,8100  1,361 

Ammoniak  .  .  1,2279  l,.3i^5  1,239. 

AuB  diesen  von  Begnault  erhaltenen  Besultaten  ergibt  sich  somit  zu- 
üSchst  die  Fortpfianzimgsgeschwindigkeit  des  Schalles  nicht  unbeträchtlich 
kleiner  als  nach  den  frühem  Versuchen,  nämlich  zu  330,7  anstatt  332,7. 
Und  gleichzeitig,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Ausbreitung  wesentlich  ab- 
hängig ist  v<m  der  Stärke  des  Sehalles.  Aus  der  von  Begnault  gefundenen 
2ahl  für  die  Ausbreitung  in  freier  Luft,  bei  welcher  wegen  der  raschen 
Abnahme  derselben  die  Int^tfität  keinen  merklichoi  Einfluss  hat,  würde 
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für  k  ein  etwas  kleinerer  Werth  folgen  als  der  von  uns  angenommene,  näm- 
lich 1,3945  anstatt  1,40.  Aus  der  Erfahrung,  dass  auf  die  Geschwindigkeit 
die  Intensität  von  Einfluss  ist,  ergibt  sich  dann,  dass  wir  diesen  Coeffideu- 
ten  nicht  als  constant,  sondern  als  von  der  Compression  der  Lufb  abhfingig 
ansehen  müssen.  Denn  da  andererseits  Regnault  gefunden,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit des  Schalles  von  dem  Drucke  der  Lufb  unabhängig  ist,  kann 
eine  Abweichomg  der  Gase  vom  Mariotte'schen  Gesetz  diesen  umstand  nicht 
erklären.  Die  Bedeutung  der  Veränderlichkeit  dieses  Coeffidenten  wird  in 
der  Wärmelehre  hervortreten,  wo  wir  dann  auch  die  Gleichung  für  die 
Fortpflanzimg  des  Schalles  ergänzen  werden^). 

§.  161. 

Indirekte  Messung  der  Sohallgesohwindigkeit.  Wir  haben  im 
vorigen  Kapitel  nachgewiesen,  dass  jede  Säule  irgend  eines  Körpers,  wenn 
sie  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt  wird,  eine  Reihe  von  Tönen 
gibt.  Für  Luftsäulen  in  Pfeifen  eingeschlossen  erhielten  wir  als  Ausdruck 
f(ir  die  Schwingungszahl  dieser  Töne 

(2n  ^  1)  c 

für  gedeckte  Pfeifen,  imd 


2(/  +  ^  +  3/) 

für  offene  Pfeifen;  worin  l  die  Länge  der  Pfeifen,  x  die  Correction  wegen 
der  Mundö&ung  und  y  die  Correction  bei  den  offenen  Pfeifen  wegen  deü 
Hervorragens  der  schwingenden  Luftsäule  aus  der  obem  Oeffhung  der  Pfeife 
bedeutet. 

Nach  den  Entwicklungen  des  vorigen  Abschnittes  ist  die  Grösse  c  in 
diesem  Ausdruck  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung 
oder  des  Schalles  in  dieser  Luftsäule,  indem  N  der  reeiproke  Werth  der 
Schwingimgsdauer  der  stehenden  Welle  von, der  Länge  2  (l  +  oj),  resp. 
(Z  +  ic  +  y)  ist.  Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  erhielten  wir  aber 
früher  den  Quotienten  aus  der  doppelten  Länge  der  stehenden  Welle  und 
der  Schwingungsdauer  der  Bewegung,  oder 

c=^  =  2LN. 

Die  Schwingimgszahlen  von  Tönen  können  wii*  nun  aber  mitteis  des 
Monochordes  oder  der  Sirene  auf  das  genaueste  erhalten.  Da  wir  nun  die 
Länge  l  der  Röhre  direkt  messen  und  die  Grössen  x  und  y  entweder  vbA 
der  Dulong'schen  Methode  beobachten  oder  nach  der  Wertheün'schen  be- 
rechnen können,  so  können  wir  aus  den  beobachteten  Tönen  die  Fortpflan* 
Zungsgeschwindigkeit  des  Schalles  sofort  erhalten.  Bei  Anwendung  gedeck- 
ter Pfeifen  erhalten  wir,  wenn  N^  die  entweder  direkt  erhaltene  oder  ans 
einem  der  harmonischen  Töne  bestimmte  Schwingungszahl  des  Grundtooes 
ist,  für  welchen  n  =  1 , 
c  =  A(l  +  x)Ni 

*)  Man   sehe  im  dritten  Theile:   Verhältniss  der  specifiHcben  Wärnw^n  der 
UaHO  bei  contjtauteiu  Druck  und  coustantem  Volumen. 


£.  161.  Indirekte  Messung  der  Schallgeschwindigkeit.  691 

und  für  o£fene  Pfeifen 

Dulong's  Versuche  ^)  führten  auf  die  Zahl  333°^  filr  0^  als  Mittel  aus 
einer  sehr  grossen  Zahl  von  Versuchen;  indess  glaubte  Dulong  doch,  dass 
sich  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  freier  Lufb  durch  die  Töne 
der  Pfeifen  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen  lasse,  und  die  Zahl^i,  welche 
er  mittheilt,  zeigen  auch  besonders  mit  dem  richtigen  Werthe  von  a  in  d«r 
Correction  für  die  Temperatur  berechnet  Abweichungen  bis  zum  Werthe 
von  10  Meter. 

Wertheim  ^  indess  hat  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Luft  mit- 
tels der  Pfeifentöne  fast  genau  mit  der  Theorie  in  Uebereinstimmung  ge- 
funden. Seine  Versuche  sind  bei  sehr  verschiedenen  Temperaturen  ange* 
stellt,  die  verschiedenen  von  ihm  erhaltenen  Werthe  sind  die  folgenden: 

Geschwindigkeit  des        Geschwindigkeit  bei  0« 
Temperatur  Schalles  bei  der  ^t 

t  Temperatur  t  ^o  ="  "7= 

C|  yi  +  0,003666  t 

I.  Reihe 

0^6  C.  881,98  581,70 

2,u  882,74  381,53 

4.5  382,75  380,04 
8,0  385,48  880,68 

8.6  838,05  382,91 
9,0  388,01  882,64 

12,0  839,46  888,83 

12,8  348,01  385,63 

16,0  338,68  829,17 

26,6  347,88  832,01 

n.  Reihe 

9,9  888,85  332,87 

16,ü  387,80  827,86 

III.  Reihe 

21,0  341,16  829,18 

IV.  Reihe 

9,3  834,66  329,09 

11,5  386,60  829,61 

17,0  842,8  882,11 

Mittel  aller  Versuche  881,83. 

Die  von  Wertheim  erhaltene  Zahl  ist  somit  um  0™,7  oder  0,002  des 
von  Regnault  gefundenen  Werthes  grösser  als  der  letztere,  trotzdem  die 
von  Wertheim  angewandten  Pfeifen  im  Maximum  einen  Durchmesser  von 
^Qmm  iii^tten,  also  nur  etwa  0,33  der  von  Regnault  benutzten.engsten  Röhre. 
Es  scheint  indess  auch  bei  Wertheim  der  Einflusd  der  Pfeifenweite  iinver- 
kennbar.  Die  Versuche  sind  mit  vier  verschiedenen  Pfeifen  angestellt,  deren 
Durchmesser  waren  10,  ^,  20,  40°^,  drei  waren  von  Messing,  die  vierte, 
deren  Durchmesser  20*^  betrug,  von  Glas.  Nimmt  man  anstatt  aus  allen 
Versuchen  nur  aus  den  zu  jeder  Pfeife  gehörigen  Zahlen  das  Mittel,  so 
erhftlt  man 


'^  Dulong,  Untersuchungen  Über  die  specifische  Wftrme  der  elastischen  Flüs- 
sigkeiten. Annales  de  chim.  et  de  phys.  Tome  XLI.  Poggend.  Ann.  Bd.  XVI. 

*)  Wertheim,  lieber  die  GeschwindiKkeit  des  Schalles  in  Flüssiffkeiten.  Aii- 
nales  de  chim.  et  de  phys.  HI.  S^r.  T.  aXUI.    Poggend.  Ann.  Bd.  LXXVII. 
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Messingpfeife  von  40™™  Durchmesser  332,10  ans  Beihe  I, 

20™™  „  330,11    „       „    n, 

20™™  „  330,23    „       „IV, 

ra. 


77 


71 


Glaspfeife         , 
Messingpfeife    „    10 


« 


mm 


»t 


330,23 
329,12 


1? 


?7 


n 


Wie  man  sieht,  nimmt  die  Geschwindigkeit  mit  dem  Pfeifendnrch- 
messer  nicht  unbeträchtlich  ab,  w&hrend  die  beiden  Pfeifen  gleicher  Dicke 
auch  dieselbe  Zahl  ergaben.  Die  Werthe  der  Zahlen  selbst  unterscheiden 
sich  allerdings  yon  den  Regnault'schön,  man  kann  das  indess  sehr  leicht 
durch  die  Unsicherheit  der  Correctionen  x  und  y  erklären, '  welche  die  ab- 
soluten Werthe  der  Zahlen  leicht  in  etwas  ändern  kann. 

Wenn  man  deshalb  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  ih- 
rem absoluten  Werthe  nach  auch  aus  den  Tonhöhen  der  Pfeifen  nicht  mit 
aller  Sicherheit  bestimmen  kann,  so  sind  sie  doch  sehr  geeignet,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Schalles  in  verschiedenen  Gasen  zu  vergleichen. 

Um  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  andern  Gasen  zu  bestimmen, 
legte  Dulong  ^)  die  Pfeifen  horizontal  in  einen  grossen  von  innen  und  aussen 
mit  Blei  beschlagenen  Holzkasten,  der  ganz  vollständig  mit  dem  wohl  aas- 
getrockneten zu  untersuchenden  Gase  erfüllt  war.  Ein  Gasometer,  mit  dem- 
selben Gase  angefüllt,  stand  mit  dem  Fusse  der  Pfeife  in  Verbindung  und 
trieb  das  Gas  unter  constanteQi  Drucke  in  die  Pfeife  hinein.  Sobald  der 
Strom  anfing,  wurde  in  .einer  Wand  des  Kastens  ein  Loch  geöffiiet,  um  du 
eindringende  Gas  wieder  abströmen  zu  lassen. 

War  nun  bei  einer  und  derselben  Pfeife  N  die  Schwingungszahl  de^t 
Tones  in  einem  Gase,  N'  die  in  einem  andern,  so  ist  bei  Anwendung  einer 
gedeckten  Pfeife  c  =  4:  {l  +  x)  N 

und                                           c'  =  4  (?  +  ^)  ^\ 
also  c   N 

Das  Verhältniss  der  beiden  Schallgeschwindigkeiten  erhalten  wir  ak) 
selbst  ohne  Kenntniss  der  anzubringenden  Correction  rr,  und  somit,  w^n 
wir  die  Geschwindigkeit  c  in  Luft  als  anderweitig  bestinunt  annebma, 
auch  die  Geschwindigkeit  c'  des  Schalles  in  jedem  andern  Gase. 

Die  Versuche  Dulong's  geben  daher,  wenn  auch  für  Luft  nicht  voll- 
kommen genaue,  fUr  die  andern  Gase  durchaus  zuverlässige  Besultate. 

Die  von  Dulong  erhaltenen  Zahlen  sind  folgende: 


Name  des  Qases 

Seh  wingungszahl 

Geschwindigkeit 
c  in  Lufb  =-  383" 

Dichte 

8 

Werth 

Atmosphärische  Luft 

500,4  bei  22^0. 

333* 

1               1,421 

Sauerstoff-  Gas 

474,9    „   21    „ 

317,17 

IjlOW      1,416 

Wasserstoff- Gas 

1882,3    „    17    „ 

1269,5 

0,0688      1,407 

Kohlensäure 

393,1    ,,   22    „ 

261,6 

'  1,542    !    Ijm 

Kohlenoxyd  -  Gas 

502,3    ,,    15    „ 

337,4 

0,97*       1,42T 

Stickoxyd -Gas 

392,7    „   20,5,, 

261,9 

1,627 

1,S4S 

Oelbildendes  Gas 

4G6,9    „    16    „ 

314 

0,981 

1,«40 

*)  Dulong  a.  a.  U. 


f.  161.  Indirekte  Messung  der  Schallgesch windigkeit.  693 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Werthe  ist  wohl  ohne  Weiteres  klar.  Die 
Verthe  für  c  sind  mit  Dulong's  Werth  für  die  Geschwindigkeit  in  der  Luft 
»SS'"  berechnet  und  aus  diesen  dann  die  Werthe  von  k  nach  der  Gleichung 


Je' 


(9'-f- 


Die  Methode  der  Geschwindigkeitsmessung  durch  Pfeifentöne  beruht 
igentlich  auf  Messung  der  Wellenlängen,  welche,  wie  wir  schon  mehrfach 
lervorhoben,  keineswegs  yoUkommen  sicher  ist;  eine  Beobachtung  hat  nun 
'or  Kurzem  Kundt^)  in  den  Stand  gesetzt,  die  Länge  der  Wellen  in  den 
jasen  direkt  ^u  messen  und  so  eine  sehr  bequeme  Methode  zur  Verglei- 
jhong  der  Schallgeschwindigkeiten  zu  geben. 

Wenn  man  eine  an  beiden  Seiten  offene  Röhre  in  longitudinale  Schwin- 
gungen versetzt,  so  geräth  die  in  der  Röhre  vorhandene  Lufb  nicht  mit  in 
Schwingungen;  bringt  man  deshalb  in  eine  solche  Röhre  Lycopodium  oder 
Kieselsäure,  so  bewegt  sich  dies  zu  den  in  den  Röhrenwänden  sich  bilden- 
den Savart'schen  Knotenlinien  (§.  IS 7).  Anders  dagegen,  wenn  man  die 
Bohren  an  den  Enden  verschliesst,  sei  'es,  dass  man  sie  zustöpselt  oder  zu- 
Bchmilzt.  Da  die  freien  Enden  eines  den  tiefsten  Longitudinalton  gebenden 
Rohres  stets  ein  Schwingungsmazimum  haben,  so  stossen  die  Endflächen 
des  Rohres  ganz  periodisch  auf  die  eingeschlossene  Luft,  und  versetzen  die- 
selbe in  Schwingungen,  welche  mit  denen  der  Röhre  isochron  sind.  Da 
aun  diese  Schwingimgen  von  beiden  Enden  der  Röhre  gegen  einander  sich 
fortpflanzen,  so  müssen  sich  stehende  Wellen  bilden,  an  deren  Knoten- 
punkten das  Lycopodium  oder  die  Kieselsäure  sich  ansammelt.  Die  Länge 
lieser  stehenden  Wellen  hängt  lediglich  von  der  Höhe  des  erzeugenden 
f'ones  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  in  dem  die  Röhre 
rftiUenden  Gase  ab,  oder  wenn  wir  nach  und  nach  dieselbe  Röhre  mit 
erschiedenen  Gasen  füllen,  so  ist  die  Länge  der  WeUen  der  Fortpflan- 
QUgsgeschwindigkeit  in  den  verschiedenen  Gusen  direkt  proportional. 

Eine  ganz  eben  solche  Bildung  von  stehenden  Wellen  in  der  in  einer 
tehre  eingeschlossenen  Luftsäule  tritt  ein,  wenn  man  die  Röhre  an  einem 
We  schliesst  und  durch  das  andere  offene  Ende,  wie  Fig.  287  zeigt,  in 


ieselbe  den  tönenden  Stab  einführt.  Klemmt  man  die  Röhre  bei  D  ein 
Jid  bringt  den  Stab,  der  bis  zu  seiner  Mitte  in  die  Röhre  eingeführt  ist, 
Urch  Streichen  in  .der  Richtung  von  D  nach  A  zum  Schwingen,  so  sind  es 
ie  StOsse  des  freien  Endes  B  gegen  die  eingeschlossene  Lufb,  welche  die 
•tift  in  Schwingung  versetzen;  die  Schwingungen  werden  bei  C  reflectirt, 
0  dass  auch  hier  stehende  Wellen  sich  ausbilden,  in  deren  Knoten  der 
taub  sich  ansammelt.  Bei  dieser  Art  der  Erzeugung  der  Luftschwingungen 
^«rden  die  Knotenlinien  durch  nichts  alterirt,  was  bei  der  ersten  Art  der 
«tregung,  bei  der  die  Röhre  selbst  schwingt,  immerhin  durch  die  Savart'- 


>)  Kundt,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVU  und  Bd.  CXXXV. 
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sehen  Linien  noch  möglich  ist.  Man  kann  deshalb  bei  dieser  Art  der  Er- 
regung die  Länge  der  stehenden  Wellen  leicht  messen  und  so  die  (Geschwin- 
digkeit des  Schalles  in  Röhren  verschiedenen  Durchmessers  und  bei  ver- 
schiedenen Gasen  mit  einander  vergleichen,  oder  auch,  wenn  man  die 
Sohwingungszahl  des  Stabtones  bestimmt,  ihrem  absoluten  Werthe  nach 
erhalten. 

Auf  die  Einzelnheiten  des  Verfahrens  einzugehen,  würde  uns  hierzu 
weit  führen,  wir  verweisen  deswegen  auf  die  Arbeiten  von  Kundt*). 

Kundt's  Versuche  brstätigen  nun  zunächst  das  vorhin  aus  denen  von 
Wertheim  gezogene  Resultat,  dass  die  Geschwindigkeit  auch  hoher  T5ne 
von  dem  Durchmesser  der  Röhre  abhängig  ist,  und  liefern  gleichzeitig  die 
Erklärung,  weshalb  Regnault  in  Röhren  von  0,108  Durchmesser  noch  eine 
so  bedeutende  Verzögerung  des  Schalles  fand,  während  wir  aus  den  Zahlen 
Wertheim's  schon  für  Pfeifen  von  0,04  M.  Durchmesser  die  volle  Geschwin- 
digkeit erhielten.  Eundt  fand  nämlich,  wie  folgende  kleine  Tabelle  zeigt, 
dass  die  Verzögerung  der  Geschwindigkeit  mit  der  Wellenlänge  des  Tones 
zunimmt;  die  Geschwindigkeit  in  einer  Röhre  von  13°^  Durchmesser  ist 
stets  gleich  1  gesetzt. 


Durchmesser 
der  Röhren 


Geschwindigkeit  des  Schalles  für  Töne  mit 
Wellenlängen  von 

180"°^  90™°*  60°*" 


mm 

55,0 

26,0 

13,0 

6,5 

3,5 


1,01010 
1,00908 
1,00000 
0,98031 
0,92628 


1,00885 
1,00842 
1,00000 
0,99170 
0,96666 


1,00584 
1,00781 
1,00000 
0,99176 


Für  den  tiefsten  Ton,  der  nahezu  dem  ais^  entspricht,  nimmt  also  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  bis  zu  dem  Rohrdurchmesser  0,055  so  meri 
lich  zu,  dass  die  Grenze  der  Zunahme  wohl  noch  nicht  erreicht  ist,  wäh- 
rend für  den  eine  Octave  hohem  Ton  die  Grenze  der  Röhrenweite',  bin  w 
welcher  die  Geschwindigkeit  wächst,  schon  bei  26""  liegt  Der  Pistolen- 
schuss  Regnault's  gab  nach  Versuchen  von  König  einen  Ton,  dessen  Wellen- 
länge etwa  3,6"'),  dessen  Höhe  somit  fast  g  war;  da  somit  die  Länge  der 
Welle  20mal  grösser  ist,  kann  es  nicht  auf&illend  erscheinen,  dass  der 
Einfluss  der  Röhrenwände  erst  bei  so  viel  grösserem  Durchmesser  unmerk- 
bar wurde. 

Gleichzeitig  fand  Kundt,  dass  die  BeschafFenheit  der  innem  Röhren- 
wand  auf  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  von  Einfluss  war,  bei  rauhen 
Wänden  ist  die  Geschwindigkeit  kleiner;  einen  Einfluss  der  Intensität  ver- 
mochte Kundt  dagegen  nicht  zu  erkennen. 

Dass  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  engen  Röhren  sich  betrftcht- 
lieh  vermindert,  liegt  einmal  an  der  Reibung  der  schwingenden  Gastheile 
an  den  Röhrenwänden,  durch  welche  die  Beweglichkeit  der  schwingendes 


*)  Ausführlich  sind  dieselben  dargelegt  in  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXV. 
*)  BegnatUt    M^moires  de  TAcad.  T.  XXXVfl.  p.  437. 
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Theile  vermindert  wird,  dann  aber  wesentlich  in  der  Verminderung  des 
Coeffidenten  Ä,  der,  wie  erwähnt  wurde,  in  die  Gleichung  für  die  Port- 
pflanzung von  Wellen  in  Gasen  eingeht,  weü  an  den  verdichteten  Stellen 
eine  Erwärmung,  an  den  Stellen  der  Verdünnung  eine  Abkühlung  eintritt. 
Diese  Erwärmung  und  Abkühlung  wird  in  Röhren  kleiner,  weil  an  den  ver- 
dichteten Stellen  Wärme  an  die  Röhrenwand  abgegeben,  an  den  verdünnten 
Wärme  von  der  Röhrenwand  aufgenommen  vrird.  Man  erkennt  deshalb 
leicht,  dass  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  in  engem  Röhren  imd  für 
Töne  grösserer  Schwingungsdauer  die  grössere  aein  muss.  Denn  je  enger 
die  Bohre  ist,  um  so  grösser  ist  im  Verhältniss  zur  schwingenden  Luftsäule 
die  Wandfläche,  welche  ihren  Einfluss  ausübt,  da  die  Menge  der  schwingen- 
den Luft  mit  dem  Quadrate  des  Röhrendurchmessers,  die  berükrende  Wand- 
fläche dagegen  mit  der  ersten  Potenz  desselben  abnimmt.  Je  langsamer 
femer  die  Schwingungen  sind,  um  so  grösser  ist  der  Wärmeaustausch  mit 
den  Röhrenwänden,  da  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  dann  um  so 
länger  dauern. 

Helmholtz^)  imd  Kirchhoff*)  haben  diese  Frage  einer  genauem  theo- 
retischen Behandlung  unterzogen,  ersterer  unter  Berücksichtigung  der  Rei- 
bung allein,  letzterer  unter  Mitberücksichtigung  des  Wärmeaustausches; 
beide  gelangen  zu  Gleichimgen  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles  in  Röhren,  welche  sich  nur  durch  die  Bedeutimg  einer  in  der  Glei- 
chung auftretenden  Constanten  unterscheiden.  Ist  C  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  im  fielen  Raum,  so  ist  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit c  in  einer  Röhre  vom  Radius  r  für  einen  Ton,  dessen 
Schwingungszahl  n  ist, 


y__._  \  2rV«Tn/ 


2ryn  .~n 

worin  die  Constante  y  bei  Helmholtz  die  Reibungsconstante  der  Luft  ist^ 
während  sie  nach  Kirchhoff  von  der  Reibung  und  dem  Wärmeaustausch  der 
Luft  und  der  Röhrenwand  abhängt.  Es  soll  also  nach  dieser  Gleichung  die 
Abnahme  der  Geschwindigkeit  in  Röhren,  die  Differenz  C  —  c  dem  Durch- 
messer der  Röhre  und  der  Quadratwuizel  aus  der  Schwingimgszahl  imi- 
gekehrt  proportional  sein. 

Da  weder  die  Versuche  von  Rdgnault  noch  von  Kimdt  ausreichend 
waren,  um  die  theoretische  Beziehung  experimentell  zu  prüfen,  haben 
Schneebeli')  und  Adolph  Seebeck*)  neue  Versuche  über  diese  Frage  an- 
gestellt, indem  sie,  wie  Kundt,  aber  nach  einer  andern  Methode,  die  Wellen- 
länge von  Tönen  verschiedener  Höhe  in  Röhren  von  verschiedenem  Durch- 
messer maassen.  Beide  Experimentatoren  versetzten  in  einem  einerseits  ge- 
schlossenen Rohre  die  Luft  durch  hineingesandte  Töne  in  stehende  Schwin- 
gungen und  bestimmten  direkt  mit  dem  Ohre  den  Abstand  der  Schwingungs- 
maxima  von  dem  geschlossenen  Ende  des  Rohres.    Die  von  Scebeck  gewählte 


*)  Helmholtz,  Verhandlungen  des  naturhistorisch  -  mediciuischen  Vereins  zu 
Heidelberg  Bd.  ÜI.  p.  16. 

«)  Kirchhoff,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIV. 
»)  SchiieeheUy  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXVI. 
*)  Äd,  Seebeck,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXlX. 
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Fig.  988. 

B     s 
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Anordnung  zeigt  Fig.  288.  In  dem  Rohre  AB,  an  welchem  b^  C  ein 
kleines  Bohr  senkrecht  zur  Längsaxe  von  AB  angeschmolzen  ist,  kann  ein 

dicht  schliessen- 
der  Stempel  hin 
^ad  und  her  bewegt 
werden.  An  dem 
Rohr  ist  eine  Ska- 
^^  la  anigebracht,  de- 

ren Nullpunkt  bei 
Cliegt.  Von  dem 
kleinen  Bohr  CD 

geht  ein  Kautschukschlauch  aus,  dessen  Ende  in  das  eine  Ohr  gesteckt  wird, 
wahrend  das  andere  Ohr  durch  einen  Siegellackpfropfen  geschlossen  wird. 
Erzeugt  man  nun  in  dem  Rohre  stehende  Wellen,  so  nimmt  das  Ohr  kaum 
einen  Ton  wahr,  wenn  bei  c  ein  Schwingungsmaximum  ist,  da  dann  die 
Luft  dort  nur  eine  hin-  und  hergehende  Bewegimg  besitzt,  ohne  dass  Ver- 
dichtungen und  Verdünnungen  eintreten.  Es  können  deshalb  in  dem  abge- 
zweigten Rohre  keine  longitudinalen  Schwingungen  entstehen  und  zum  Ohr 
fortgepflanzt  werden.  Sendet  man  deshalb  durch  eine  tonende  Stimmgabel 
welche  sich  unmittelbar  vor  dem  Ende  A  befindet,  Schwingungen  in  das 
Rohr  AB  und  verschiebt  dann  den  Stempel  s  so  lange,  bis  das  Ohr,  in 
welchem  das  Kautschukrohr  mündet,  keinen  Ton  mehr  wahrnimmt,  so  be- 
findet sich  bei  c  ein  Schwingungsmaximutai ,  und  da  an  dem  Stempel  s  sich 
inmier  ein  Schwingungsknoten  befindet,  so  ist  der  Abstand  der  Stempelflllche 
von  c  eine  viertel  Wellenlänge  des  Tones  im  Innern  des  Rohres.  Das  Vier- 
fache des  Abstandes  multiplicirt  mit  der  Schwingungszahl  des  Tones  gibt  so- 
mit die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  im  Rohre. 

Wie  Seebeck  anführt,  ist  die  auf  diese  Weise  zu  erreichende  Genauig- 
keit sehr  beträchtlich,  bei  Wellenlängen  von  200""  bis  300""  weichen  die 
einzelnen  Messungen  nur  um  1  —  3""  von  einander  ab,  die  Abweichungen 
vom  Mittel  erreichten  im  Allgemeinen  kaum  1"". 

Aus  den  Versuchen  von  Seebeck  sowohl  wie  von  Schneebeli  ergibt 
sich,  dass  in  der  That  bei  engen  Röhren  die  Verzögerung  der  Schallge- 
schwindigkeit, so  lange  die  Röhren  hinreichend  enge  sind,  so  dass  man  die 
ganze  Luftsäule  als  gleichförmig  schwingend  annehmen  darf,  dem  Durch- 
messer der  Röhre  umgekehrt  proportional  ist  So  erhielt  z.  B.  Seebeck  un- 
ter Annahme  der  Geschwindigkeit  des  Schaues  im  freien  Raum  C  =  332,77 
folgende  Werthe  der  Verzögerung  C  —  c 


Ton  Cj,; 
)urchmeH8er 
der  Röhre 

mm 

n  =.  612 

C       c 
beob.     berecbn. 

111                    in 

Ton  ^, ;  n  =»  384 
beob.      bercchn. 

Ton  e  , ;  n  =  320 
beob.       berecbn. 

3,4 

0,79           9,79 

13,91        13,91 

15^1        15,51 

9,0 

4,.S3           3,70 

5,09          5,25 

4,75          5,00 

17,5 

1,85           1,90 

2,91           2,70 

3,63           3,01 

Die  als  berechnet  angegebenen  Werthe  sind  jedesmal  ans  dem  für  dio 
engste  Röhre  gefundenen  für  die  weitern  Röhren  unter  Voraoseetzung  der 
Richtigkeit  des  Gesetzes  abgeleitet,  und  man  sieht,  wie  Beobachtung  und 
Rechnung  auch  genügend  übereinstimmen. 
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Gombinirt  man  die  an  verschiedenen  Röhren  unter  Anwendung  des- 
selbea  Tones  gemachten  Beobachtungen,  so  Iftsst  sich  aus  denselben  die 
Oeschwindigkeit  des  Schalles  im  freien  Räume  ableiten,  nach  der  Gleichung 

^  " — J~::^T     ' 

wenn  q  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Röhre  vom  RadiuH  r^  und 
0^  jene  in  der  Röhre  vom  Radius  r^  bedeutet.  Indem  Schneebeli  alle  seine 
Beobachtungen  zu  je  2  in  der  Art  combinirte,  welche  in  Röhren  verschie- 
denen Materials,  deren  Durchmesser  zwischen  14™™  und  90™™  war,  ge- 
macht waren,  fand  er  im  Mittel 

c  =  332,06. 

Die  extremsten  Abweichungen  von  diesem  Mittel  wai*en  2™,  eine  Ab- 
weichung, welche  noch  nicht  1  Procent  des  Mittels  beträgt. 

Wahrend  so  die  Versuche  übereinstimmend  die  Verzögerung  der  Schall- 
geschwindigkeit in  ihrer  Abhängigkeit  von  dem  Durchmesser  der  Röhre 
der  KirchhofiTschen  Theorie  gemäss  finden,  kommen  beide  Experimentatoren 
in  Bezug  auf  die  Abhängigkeit  der  Verzögerung  von  der  Schwingungszahl 
zu  andern  Resultaten.  Nach  der  Theorie  soll  die  Verzögerung  in  Röhren 
gleichen  Durchmessers  der  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungszahl  umge- 
kehrt proportional  sein,  nach  den  Versuchen  nimmt  aber  die  Verzögerung 
rascher  ab,  wie  die  Quadratwurzel  aus  der  Anzahl  der  Schvringungen  wächst, 
und  Seebeck  schliesst  aus  seinen  Versuchen,  dass  die  Abnahme  der  Ge- 
schwindigkeit der  Quadratwurzel  aus  der  dritten  Potenz  der  Schwingungs- 
zahl proportional  ist.    Und  in  der  That,  multiplicirt  man  die  in  obiger  Ta- 

belle  mitgetheilten  Werthe  mit  n^ ,  so  findet  man  die  in  jeder  Horizontal- 
reihe angeführten  Verzögerungen  annähernd  constant;  indess  scheint,  wenn 
man  sich  an  die  direkten  Beobachtungen  hält,  die  Verzögerung  ebenso  gut 
den  Schwingungszahlen  selbst  umgekehrt  proportional  gesetzt  werden  zu 
können,  so  dass  sich  aus  den  Zahlen  von  Seebeck  mit  Sicherheit  auch  nichts 
Weiter  schliessen  lässt,  als  dass  die  Verzögerung  nicht  den  Quadratwur- 
zeln aus  den  Schwingungszahlen  umgekehrt  proportional  ist.  In  welcher  Be- 
ziehung die  Verzögerung  zu  den  Schwingungszahlen  steht,  ist  erst  durch 
'«veitere  Versuche  festzustellen. 

§.  162. 
Geschwindigkeit  des  Schalles  in  festen  Körpern.  Die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit des  Schalles  in  festen  Körpern  muss  nach  dem  Frühem 
^nit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  überein- 
Btinmien.  Für  Stäbe  erhielten  wir  dieselben  im  vorigen  Abschnitt  durch 
^en  Ausdruck 


-l/¥. 


"Vrorin  J^  den  ElasticitätscoefQcienten  und  s  die  Dichtigkeit  des  Stabes  be- 
deutet. 

Direkte  Messungen  dieser  Geschwindigkeit  sind  nur  für  Gusseisen  von 
Biot^)  vorhanden,  welcher  sie  an  einer  Verbindung  von  376  Röhren,  die 


*)  Bioij  Experimentalphysik,  übers,  von  Fechner.  Leipzig  1823.  Bd.  II.  p.  lö. 
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zusammen  eine  Länge  von  951,25  Meter  hatten,  ausftihrte.  In  eine  der 
Mündungen  dieses  Röhrenkanals  ward  ein  Eisenring,  der  mit  derselben 
gleichen  Durchmesser  hatte,  angefügt  und  in  seiner  Mitte  durch  Stftbe  von 
Eisen  eine  Glocke  und  ein  von  einer  Stahlfeder  gehaltener  Hammer  be- 
festigt, vermöge  deren  man  den  letztem  nach  Belieben  an  die  Glocke  an- 
schlagen lassen  konnte.  Dann  pflanzte  sich  der  Schall  der  Glocke  zur  Röhre 
durch  die  Stäbe  und  Ringe  von  Eisen  fort,  und  stellte  man  sich  an  das 
andere  Ende  der  Röhreiüeitung,  so  musste  man  einen  doppelten  Schall 
hören,  einen,  der  durch  das  Metall  der  Röhre  in  der  Zeit  x  hindurchge- 
gangen war,  den  andern,  der  dui^h  die  Luft  hindurch  sich  fortgepflanzt 
hatte.  Man  nahm  in  der  That  sehr  deutlich  zwei  bestimmte  Schläge  wahr, 
zwischen  denen  eine  Zeit  von  2,5  Sekunden  lag.  Hieraus  berechnet  man 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c'  des  Schalles  im  Eisen  aus  derjenigen 
in  der  Luffc  wie  folgt.    Die  Zeit,  welche  der  Schall  brauchte,  um  in  der 

Luft  sich  fortzupflanzen,  war  — ^,  die  Zeit  x,  die  er  im  Eisen  brauchte, 

c 
951,S5 


die  Differenz  beider 


und  daraus 


951,25 951**5 o  . 


/  951,25.  C  ^^^  r.»^^       n, 

'    =  951,«»l2,5.C  =  l^'"*  '  =  3475,5», 


SO  dass  also  der  Schall  im  Eisen  in  einer  Sekunde  nahe  an  3500  Meier 
zurücklegt,  wenn  wir  die  Geschwindigkeit  in  der  Luft  in  runder  Zahl  gleich 
831"*  setzen. 

Man  kann  übrigens  die  Schallgeschwindigkeit  in  festen  Körpern  sehr 
leicht  durch  indirekte  Beobachtungen  gerade  so  erhalten,  wie  bei  der  Luft 
und  den  Gasen,  durch  Beobachtung  der  Longitudinaltöne  eines  Stabes. 
Wenn  man  einen  an  beiden  Enden  freien  Stab  in  longitudinale  Schwin- 
gungen versetzt,  so  ist  die  Schwingungszahl  des  entstehenden  Gnmdtones: 


"-iV^- 


c 
und  daraus 

worin  l  die  Län^re  des  Stabes  bedeutet. 


Mit  Hülfe  dieser  Methode  ist  von  Wertheim*)  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des  Schalles  für  eine  grosse  Reihe  von  Metallen  bestimmt 
worden.  Ein  Vergleich  der  experimentell  erhaltenen  Werthe  mit  den  theo- 
retisch berechneten  bestätigt  die  Richtigkeit  der  Theorie  auf  das  vollst&i- 
digste. 


*)  WertJieim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III,  S6r.  T.  XII,   Poggend.  Ann. 
Er^nzungsband  II. 


§.  162. 


Verbuche  von  Eundt. 


699 


Name  des  Metalles 


Geschwindigkeit 
in  Luft  CB  1 


V 


TT 


T» 


Blei  ausgezogen 

Zinn 

Gold 

SUber 

Zink  deätillirt.  gegossen 

„     gewöhnl.  ausgez. 
Kupfer  ausgezogen 
Platindrabt  mittl.  Dicke 
Eisen  (Berry)  ausgez. 
Gussstahl  ausgezogen 
Stahldraht  engl,  ausgez. 


4,267 

7,480 

6,424 

8,057 

9,683 

11,007 

11,167 

8,467 

15,108 

15,108 

14,961 


1803 

8131,5 
7357,7 

8734 
12449 
17044 
20869 
19549 
18809 


8 

V'f 

11,16 

3,787 

18,51 

6,247 

10,36 

7,940 

7,008 

10,524 

8,93 

11,128 

21,27 

8,437 

7,74 

15,472 

7,71 

15,003 

7,71 

14,716 

Sehr  bequem  zur  Vergleichung  der  Schallgesch¥dndigkeit  in  festen 
Körpern  mit  derjenigen  in  der  Luft  ist  die  Methode  von  Kundt,  die  .wir  im 
vorigen  Paragraphen  besprachen^).  Wendet  man  in  der  Fig.  287  gegebe- 
nen Anordnung  irgend  einen  'tönenden  Stab  an,  so  entspricht  die  Länge  des 
Stabes  der  Länge  einer  stehenden  Welle,  während  uns  die  Länge  der  in 
dem  mit  Staub  versehenen  Rohr  vorhandenen  Welle  die  Länge  der  stehen- 
den Welle  von  genau  derselben  Schwingungsdauer  in  der  Luft  gibt.  Ist 
nnn  c  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  im  Stabe,  l  die  Länge  des  Stabes, 
N  seine  Schwingungszahl,  so  ist 

Ist  Cj  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft,  \  die  Länge  der 
in  dem  Glasrohr  gemessenen  Wellen,  so  ist 

q  =  2Zi .  JV, 
somit 


c 


]_ 
h 


Das  Verhältniss  der  Schallgeschwindigkeiten  ist  gleich  dem  der  Stab- 
länge und  der  in  dem  Glasrohre  gemessenen  Wellen. 

Drei  Versuche,  bei  denen  ein  Messingstab  von  941"°*,5  Länge  an- 
gewendet wurde,  gaben  für  die  Länge  der  Wellen  in  dem  Rohre  2 ^  =43,30; 
43,29;  43,35.    Daraus  folgt  c  =  10,87;  10,87;  10,86. 

Für  drei  Stahlstäbe  aus  demselben  Stahl  erhielt  Kundt 

c=  15,345;  15,334;  15,343. 

Für  einen  Glasstab  erhielt  Kundt  c  =  15,24,  und  filr  einen  Kupfer- 
draht c  =  11,960. 

Die  Zahlen  stimmen  mit  denen  von  Wertheim  und  den  für  dieselben 
Substanzen  theoretisch  berechneten  so  vortrefflich,  dass  die  Genauigkeit  der 
Methode  dadurch  unzweifelhaft  bewiesen  wird.  / 


^)  Kw\dX,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVII. 
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In  etwas  anderer  Weise  haben  Stefan  *)  und  Warburg  ^  die  Geschwin- 
digkeit des  Schalles  in  festen  Körpern  untersucht,  auf  welche  sie  auch  im 
Stande  waren  die  Geschwindigkeit  in  solchen  Körpern  zu  bestimmen,  welche 
nicht  durch  Anstreichen  zum  Tönen  gebracht  werden  können,  wie  Kaut- 
schuk, Wachs  und  dergleichen. 

Das  Prinzip  der  Methode  Yon  Stefan  ist  folgendes.  Man  formt  den 
Körper,  der  selbst  nicht  zum  Tönen  gebracht  werden  kann,  wie  Wachs,  in 
Form  eines  kurze^n  Stabes  und  verbindet  ihn  fest  mit  einem  Stabe  von  Glas 
oder  Holz,  welcher  durch  Beiben  in  tönende  Schwingungen  versetzt  werden 
kann,  so  dass  der  Wachsstab  eine  Verlängerung  des  Holzstabes  bildet.  Das 
System  dieser  beiden  so  verbundenen  Stäbe  liefert,  wenn  man  den  Glasstab 
reibt,  einen  gut  charakterisirten  Longitudinalton,  dessen  Tonhöhe  sich  be- 
stimmen lässt.  Aus  der  Tonhöhe  des  isolirt  schwingenden  Glasstabes  und 
der  Aenderung  der  Tonhöhe,  wenn  an  den  Glasstab  der  Wachsstab  ange- 
setzt ist,  sowie  aus  der  bekannten  Länge  und  dem  Gewichte  des  Wachb- 
stabes  lässt  sich  dann  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  dem  Wachsstabe 
berechnen.  Die  Berechnung  dieser  Versuche  ist  zu  complicirt,  als  dass  wir 
hier  darauf  eingehen  könnten. 

So  erhielt  Stefian  bei  Wachs  für  die  Temperatur  1 7^  die  Geschwindig- 
keit gleich  880™  und  fand,  dass  mit  steigender  Temperatur  für  jeden  Grad 
die  Geschwindigkeit  um  40™  abnahm. 

Die  Methode  von  Warburg  beruht  darauf,  dass  man  einen  Stab  des 
zu  untersuchenden  Materials  durch  einen  andern,  für  welchen  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit bekannt  ist,  in  isochrone  transversale  Schwingiingen 
versetzt,  dass  man  auf  beiden  Stäben  dann  die  Knotenpunkte  aufsucht  und 
dann  die  Länge  der  schwingenden  Abtheilimgen  beider  Stäbe  vergleicht 
Man  legt  zu  dem  Ende  einen  Stab,  etwa  einen  Spiegelglasstreifen,  auf, 
so  dass  er  in  zwei  Knotenlinien  imterstützt  ist.  In  einem  Schwingungs- 
roaximum,  etwa  dem  mittelsten,  klebt  man  dann  mit  Siegellack  einen  leich- 
ten hölzernen  Steg,  und  klebt  mit  etwas  E[lebwachs  auf  diesen  den  zu  un- 
tersuchenden Stab,  so  dass  derselbe  dem  Spiegelglasstreifen  parallel  isl 
Versetzt  man  dann  den  Spiegelglasstreifen  in  transversale  Schwingungen, 
so  theilen  sich  diese  dem  zu  untersuchenden  Stabe  mit,  und  man  kann  auf 
beiden  Stäben  durch  aufgestreuten  Sand  die  Ejiotenlinien  sichtbar  machen. 
Misst  man  dann  auf  beiden  Stäben  die  Länge  der  ersten,  zweiten,  »iten 
schwingenden  Abtheilungen,  dieselben  von  den  freien  Enden  »us  gerechnet 
so  gibt  die  Theorie  für  das  Verhältniss  der  Schallgeschwindigkeiten  in  bei- 
den Stäben 

c  Ji     h' 


c'  =  rf  •  Ä  ' 


worin  c  die  Schallgeschwindigkeit  in  dem  zu  untersuchenden  Körper,  /,  die 
Länge  der,  vom  freien  Ende  ab,  nien  schwingenden  Abtheilimg  auf  dem- 
selben und  h  die  Dicke  des  Stabes  bedeutet,  während  c'  r„,  h'  dieselbe  Be- 
deutung für  den  schwingenden  Glasstreifen  haben.  Um  die  Methode  zu 
prüfen,  verglich  Warburg  zunächst  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in 
Messing  und  Glas.     Er  erhielt  in  zwei  Versuchen 


»)  Stefan,  Wiener  Berichte  Bd.  LVIL  p.  697. 
^   Warburg,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXVI. 
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-r  =j0,676  und  0,645, 

im 'Mittel  also  0,660,  während  er  nach  der  Methode  von  Kundt  den  Werth 
0,668  ftlr  dasselbe  Verhältniss  fand,  zwei  Werthe,  die  nur  um  etwas  mehr 
als  1  %  von  einander  abweichen.  Für  die  Schallgeschwindigkeit  im  Glase 
lieferte  ihm  die  Eundt'sche  Methode  den  Werth  15,65,  für  jene  im  Messing 
10,46,  die  Geschwindigkeit  in  Luft  gleich  1  gesetzt. 

Die  von  Warburg  nach  dieser  Methode  erhaltenen  Re&rultate  zeigt  fol- 
gef^de  Tabelle. 


Material 

GUsfSLi'^l      SpecifOew. 

Elasticitätscoefficient  bez. 
auf  Glas  =  1 

Glas 

Stearin 

Paraffin 

Wachs 

Talg 

1 

0,265 
0,251 
0,160 
0,075 

2,390 
0,974 
0,908 
0,971 
0,917 

1 
1/ 

/SS 
/461 

Die  Zahlen  gelten  für  15**— 17^  C. 

Setzt  man  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Luft  gleich  330",  in 
Glas  bezogen  auf  Luft  gleich  eins  gleich  15,66,  so  ergibt  sich  für  Wachs 
857°^,  eine  Zahl,  welche  mit  der  Stefan'schen  gut  übereinstimmt. 

Die  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit  des  Schalles,  wie  wir  sie  soeben 
bestimmten,  gilt  nur  für  stabförmige  feste  Körper,  ftlr  nach  allen  Rich- 
tungen des  Baumes  ausgedehnte  muss  sie  nach  Wertheim  grösser  sein^). 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  in  dem  §.51  betrachteten  Zu- 
sammenhange zwischen  dem  Elasticitätscoefficienten  E  und  der  beim  Zuge 
eintretenden  Volumänderung.  Wir  erhielten  damals  für  das  Gewicht  tr, 
welches  einen  Stab  vom  Querschnitte  und  der  Länge  1,  der  an  dem  einen 
Ende  aufgehängt  ist,  am  andern  das  Gewicht  trägt,  um  die  Länge  6  aus- 
dehnt, 

w  =  ES. 

Andererseits  erwähnten  wir,  dass  nach  der  Theorie  von  Caucby  für 
dasselbe  Gewicht  die  Beziehung  besteht 

w  =  1(6  -^  Kv (of), 

worin  v  die  Veränderung  der  Volumeinheit  des  Stabes  bei  j^iem  Zuge  be- 
deutet. Die  Aenderung  der  Volumeinheit  bei  der  Verlängerung  d  setzt 
Wertheim  gleich  Vj  d;  daraus  ergab  sich  gemäss  der  Gleichung 

I. -ö, 


V 


2K+k 


dass  k  =^  K  und  schliesslich 


w  =  */j  kS, 
Für  den  Elasticitätscoefficienten,  jenes  Gewicht,  welches  die  Verlange- 


^)   }Verfheim,  Amiales  de  chim.  et  de  phy».  III.  S^r.  T.  XXlll. 
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rung  d  gleich  1  macht,  erhält  man  dann 

.        T  =  ^  =  V,*- 

Diese  Grösse  E  wandten  wir  bisher  als  Maass  der  Elasticität  an.  Neh- 
men wir  aber  jetzt  einen  Stab  an,  der  nicht  nur  an  seinem  Ende  fest  ist, 
sondern  auf  dessen  Oberfläche  nach  allen  Seiten  Kräfte  wirken,  welche  eine 
Aenderung  des  Querschnittes  hindern,  so  wird  jetzt  die  Verlängerung  6 
durch  ein  anderes  Gewicht  w'  bewirkt  werden,  für  welches,  da  auch  jetzt 
noch  die  Verlängerung  der  Grösse  des  Gewichtes  proportional  sein  mus^, 

w'  =  E'6 

und  auch  jetzt  muss  ftlr  w'  die  Beziehung  bestehen 

da  die  Gleichung  (a)  für  jeden  Zug  oder  Druck  besteht,  welchen  man  auf 
einen  Körper  wirken  lässt,  und  da  weiter  k  und  K  zwei  nur  von  der  Sub- 
stanz der  Köri^er  abhängige  Constanten  sind,  somit  die  für  einen  bestimm- 
ten Fall  zwischen  ihnen  bestehende  Gleichheit  bestehen  muss,  wie  auch  die 
Kräfte  auf  den  Körper  wirken  mögen.  Wenn  nun  aber  der  Stab  sich  um  S 
verlängert,  nimmt,  da  jetzt  eine  Aenderung  des  Querschnittes  nicht  ein- 
treten kann,  auch  sein  Volumen  mn  ö  zu,  oder  es  wird 

v  =  J;  w'  =  2k6 

und  daraus  für  den  CoefQdenten  E' 

E'  =  2k. 

.  Dieser  Coefficient  ist  aber  als  das  Maass  der  elastischen  Kraft  in  diesem 
Falle  zu  betrachten,  da  uns  das  Produkt  E'  6  ^e  E[raft  gibt,  welche  wir  zu 
einer  Ausdehnung  6  aufwenden  müssen,  also  auch  die  Kraft,  mit  welcher 
die  um  ö  von  einander  entfernten  Schichten  sich  wieder  einander  anziehen. 

Aus  dem  Obigen  folgt 

E:E'  =  %k  :  2k, 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also  die  Kraft,  mit  welcher  sich  die 
von  einander  entfernten  Schichten  anziehen,  die  elastische  Kraft  des  Kör- 
pers, das  Anderthalbfache  von  derjenigen,  welche  bei  Verlängerung  um  die 
gleiche  Grösse  eines  nur  an  seinen  Enden  festen  Stabes  auftritt. 

Wenn  wir  nun  in  einer  ausgedehnten  Masse  des  festen  Körpers  einen 
Cylinder  dieser  Masse  verlängern  oder  verkürzen  wollten,  so  würde  in  dem 
Falle,  da  die  Wand  dieses  Cylinders  rings  von  der  gleichen  Masse  des  um- 
gebenden Körpers  festgehalten  und  angezogen  wird,  das  Maass  der  Elasti- 
cität durch  die  Grösse  E'  gegeben  sein. 

Das  ist  nun  der  Fall,  wenn  sich  in  einer  ausgedehnten  Masse  eines 
festen  Körpers  der  Schall  ausbreitet  In  der  Richtung  jedes  Badios  einer 
um  die  Quelle  des  Schalles  gelegten  Kugel  pflanzen  sich  longitudinale  Wellen 
fort,  in  jedem  Radius  treten  also  Verdichtungen  und  Verdünnungen  ein. 
Da  aber  hier  jeder  dieser  Radien  von  der  gleichen  Masse  umgeben  ist,  kön- 
nen bei  diesen  Ausdehnungen  und  Zusammendrückungen  der  Länge  nach 
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keine  Contractionen  oder  Dilatationen  des  Querschnittes  stattfinden;   das 
Maass  der  Elasticität  ist  also  E'  und  nicht  E, 

Da  wir  nun  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  haben 

so  wird  dieselbe  in  einer  ausgedehnten  Masse  eines  festen  Köi-pers 

oder  nennen  wii*  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  einem  Stabe  dieses 
Körpers  c' 

Für  diejenigen  Körper  also,  für  welche  die  Wertheim*sche  Annahme 
richtig  ist,  verhält  sich  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in 
einer  Kugel  oder  in  einer  unbegrenzten  Masse  zu  derjenigen  in  einem  Stabe 
3" 


wie 

Ist  die  Volumveränderung  nicht  Yj  der  Verlängerung  bei  einem  auf 
einen  Stab  des  Körpers  ausgeübten  Zuge,  sondern  folgen  wir  der  allge- 
meinem Annahme,  dass  die  Quercontraction  für  die  verschiedenen  Körper 
verschieden  ist,  so  ist  nach  §.52 

SJT+ifc 


E 


2^  +  1 


k 
Ist  der  Coefficient  der  Quercontraction  gleich  fi,  so  erhielten  wir  weiter 

Ist  nun  der  Stab  verhindert  sich  in  der  Quere  zusammen  zu  ziehen, 
80  ist  immer  6  =  v,  somit  wird 


oder 


und  daraus 


y={k  +  K)6  =  k.(^-__Q.6 


E'  =  k 


l-ft 


1  —  2(1 
E'  1  -  f» 


E         (1 +,*)(! -2,*) 
Daraus  folgt  dann  für  die  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit  in  ausgedehn- 


ten Massen 


K(i  +  f*)(i-2,*)    s       ^    K( 


(l+f*)(l-2^) 

Wenn  also  (i  von  Null  verschieden  ist,  also  bei  der  Längsausdehnung 
überhaupt  eine  Quercontraction  eintritt,  ist  r.'  >  v. 
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Diese  Ausführungen  lassen  sieh  nicht  leicht  durch  Versuche  prüfen, 
da  man  nicht  leicht  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  durch 
ausgedehnte  Massen  beobachten  kann;  sonst  wäre  das  eine  sichere  Methode 
zur  Bestimmung  von  (i, 

§.  163. 

Geschwindigkeit  des  Schcdles  in  flüssigen  Körpern.  Die  Fort- 
pflanzimgsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  Flüssigkeiten  muss  nach  dem 
Frühem  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Longitudinalwöllen  in 
den  FltUsigkeiten  übereinstimmen.  Bedeutet  H  den  Druck  der  Atmosphäre 
in  Millimeter  Quecksilberdruck,  a  das  specifische  Gewicht  des  Qneckailben, 
s  die  Dichtigkeit  und  (jl  die  Compressibilitftt  der  betreffenden  Flüssigkeit, 
so  erhielten  wir  für  c  in  §.  138 


V      118 


Für  Wasser,  für  welches  fi  =  0,0000499,  s  =  1  bei  4**  C.  ist,  wird 
dieser  Ausdruck 

c  =  1424,8  Meter. 

Dieses  Resultat  ist  durch  direkte  Versuche  von  CoUadon  and  ßtonn 
im  Jahre  1827  auf  dem  Genfersee  bestätigt  worden  ^).  Zwei  Schiffe  wv- 
den  in  einer  bestimmten,  gemessenen  Entfernung  festgelegt.  Das  entere 
trug  eine  in  das  Wasser  getauchte  Glocke,  welche  mittels  ei&es  nm  dsen 
Hebel  befestigten  Hammers  angeschlagen  werden  konnte.  An  dem  aadeni 
Ende  des  Hebels  befand  sich  eine  brennende  Lunte,  welche  in  demselben 
Augenblicke,  in  welchem  der  Hammer  die  Glocke  schlug,  eine  Qaantitit 
Pulver  entzündete.  Von  dem  andern  Schiffe  reichte  ein  Hörrohr  in  du 
Wasser,  an  dessen  aus  dem  Wasser  hervorragenden  Ende  der  Beobachter 
sein  Ohr  anlegte,  um  den  im  Wasser  fortgepflanzten  Schall  wahrzunehmen. 
Aus  der  gemessenon  Distanz  der  Schiffe  und  der  beobachteten  Zeit,  welciie 
z¥rischen  der  Wahrnehmung  der  Flamme  und  des  Schalles  verflossen  war, 
ergab  sich  bei  einer  Temperatur  von  8^,1  Celsius 

c  =  1435  Meter. 

Setzen  wir  bei  8^  C.  nach  den  Beobachtungen  von  Grassi  (i  "=  0,000049 
und  nach  Kopp  s  =  0,999776,  so  wird 

c  =  1437  Meter, 

so  dass  das  experimentelle  Resultat  mit  dem  theoretischen  fast  identisch  ist 

Andere  direkte  Beobachtimgen  Über  die  Geschwindigkeit  des  Schall« 
in  Flüssigkeiten  sind  nicht  vorhanden.  Dagegen  hat  Wertheim  *)  auch  hier 
die  Töne  der  offenen  Pfeifen  benutzt,  um  die  (Geschwindigkeit  des  Schalle} 
in  Flüssigkeiten  zu  bestimmen.  Das  Verfahren,  welches  er  anwandte,  o» 
die  Töne  hervorzubringen,  sowie  die  nothwendigen  Berichtigungen  sa  er- 
halten,  haben  wir  an  den  betreffenden  Stellen  beschrieben.     Beredmeir 

';  CoUadon  und  Sturm,  Poggend.  Ann.  Bd.  XII. 

*)    Weriheim,   Aimales  de  chim.  et  de  phy«.   III.  S^r.   T.  XXDL    Poggend 
Ana.  Bd.  LXXVIl. 
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Wertheim  indess  aus  seinen  Versuchen  nach  der  für  offene  Pfeifen  gültigen 
Gleichung  aus  den  beobachteten  Schwihgungszahlen  N  die  Schallgeschwin- 
digkeit c 

c  =  21N, 

so  ergab  sich  eine  weit  kleinere  Geschwindigkeit  als  die  Versuche  von 
Colladon  und  Sturm  und  die  Theorie  ergeben,  nämlich  bei  15^  C.  als  Mittel 
aus  sehr  vielen  Versuchen 

c  =  1173,4  Meter. 

um  dieses  Resultat  mit  der  Theorie  in  Einklang  zu  bringen,  nimmt 
Wertheim  an,  dass  sich  in  Flüssigkeiten  nicht,  wie  man  gewöhnlich  an- 
nimmt, der  Druck  momentan  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  überträgt, 
dass  also  nicht  für  einen  momentanen  Druck  auf  die  eine  Endfläche  eines 
in  einer  vollkommen  ausdehnsamen  Wand  eingeschlossenen  Flüssigkeits- 
cjlinders  die  Querdilatation  gleich  sei  der  durch  den  Druck  hervorgebrach- 
ten Verkürzung,  das  heisst,  dass  das  Volum  ungeändert  dasselbe  sei,  son- 
dern dass  auch  dort  eine  Volumänderung  eintrete  und  zwar  gerade  so,  wie 
bei  den  festen  Körpern.  Ist  diese  Annahme  gestattet,  so  muss  die  Ver- 
breitung des  Schalles  in  einer  Flüssigkeitssäule  sich  zu  derjenigen  in  einer 
unbegrenzten  Flüssigkeit  verhalten  wie  diejenige  in  einem  Stabe  zu  der 
Geschwindigkeit  in  einer  unbegrenzten  Masse.  Wertheim  beobachtete  nun 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  einer  Flüssigkeitssäule.  Die  Versuche 
von  Colladon  und  Sturm  sowie  die  Theorie  gaben  die  Geschwindigkeit  in 

einer  unbegrenzten  Flüssigkeit.    Die  Wertheim*sche  Zahl  mit 

pHcirt,  muss  dann  mit  den  frühem  Zahlen  übereinstimmen. 
In  der  That  ist  nun 


1173,4  .  Yy  =  ^^^"^A  Meter, 


so  dass  diese  Coincidenz  der  auf  diese  Weise  von  Wertheim  berechneten 
Zahl  dafür  spricht,  dass  das  von  ihm  für  feste  Körper  theoretisch  abgelei- 
tete Gesetz  auch  für  Flüssigkeiten  gültig  ist,  dass  demnach  die  Gleichheit 
des  Druckes  in  allen  Richtungen  nicht  bei  den  Schallschwingungen  statt- 
findet, vielmehr  eine  flüssige  Säule,  welche  longitudinal  vibrirt,  denselben 
Ton  gibt  wie  ein  starrer  Körper,  dessen  Materie  dieselbe  kubische  Com- 
pressibilität  besitzt  wie  die  Flüssigkeit. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  starrer  Körper  auch 
für  Flüssigkeiten  gelten,  während  eines  sehr  kurzen  Zeitabschnittes  nacli 
Anlegung  äusserer  Kräfte. 

Ist  dieses  Verhältniss  zwischen  den  beiden  Geschwindigkeiten  einmal 
festgestellt,  so  können  wir  für  alle  übrige  Flüssigkeiten  aus  der  Schall- 
geeohwindigkeit  in  einer  Säule  die  Geschwindigkeiten  in  einer  unbegrenzten 
Masse  und  die  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  berechnen.  Diese  letztere 
ist  für  eine  grosse  Menge  von  Flüssigkeiten  bereits  direkt  bestimmt;  der 
Vergleich  der  nach  beiden  Methoden  erhaltenen  Werthe  der  Compressibilität 
würde  also  ein  neues  Mittel  sein,  die  Wertheim'schen  Voraussetzungen  und 
die  theoretische  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  zu  bestätigen. 

Wertheim  hat  für  eine  Reihe  von  Flüssigkeiten  die  Schallgeschwindig- 
keitcSi  bestimmt  und  daraus  die  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  berech- 
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net.    Seine  Resultate,  mit  denen  von  Grassi  (§.  62)  zusammengesteUt,  gibt 
folgende  Tabelle: 


Schallgeschwindigkeit 

Compressibilität 

Flüssigkeit 

Tempc- 
rator 

Dichte 

ii 
Säole 

1  der 

anbegreucten 
Flüssigkeit 

nach 
Wertheim            Grassi 

1 

Meter 

Meter 

Seinewasser 

15",0 

0,9996 

1173,4 

1437,1 

0,0000491 

do.  . 

30,0 

0,9963 

1250,9 

1528,5 

0,0000433 !        —        1 

do. 

40,0 

0,9931 

1324,8 

1622,5 

0,0000388 1        —       1 

do. 

60,0 

0,9901 

1408,2 

1724,7 

0,0000346 1        —       1 

Meerwasser 

20,0 

1,0264 

1187,0 

1453,8 

0,0000467: 0,0000445/ 

Lösung  V.  Kochsalz  j 

36,90  % 

18,0 

1,1920 

1275,0 

1561,6 

0,0000349 

0,0000321 1 

Losung  v.  schwefeis. 

Natron  13,36  % 

20,0 

1,1089 

1245,2 

1525,1 

0,0000393 

— 

„       20,27  % 

18,8 

1,1602 

1292,9 

1583,5 

0,0000348 

— 

Lösung  V.  kohlens. 

Natron  20,7  % 

22,2 

1^1        . 

1301,8 

1594,4 

0,0000337 

0,0000303 

Lösung  V.  Salpeters. 

Natron  37,5  % 

20,9 

1,2066 

1363,5 

1669,9 

0,0000301  0,0000306 

Lösung  von  Chlor- 

calcium  76,5  % 

22,5 

1,4322 

1616,3 

1979,6 

0,0000181  0,00002<)i> 

Alkohol  36«  B. 

20,0 

0,8362 

1049,9 

1285,9 

0,0000733 

— 

Alkohol  absol. 

23,0 

0,7960 

947,0 

1159,8 

0,0000947 

0,0000991 

Terpentinöl 

24,0 

0,8622 

989,8 

1212,8 

0,0000800 

— 

SchwefelUther 

0,0 

0,7629 

946,3 

1259,0 

0,0001002 

0,000111  , 

Man  sieht,  wie  die  direkt  erhaltenen  Zahlen  mit  den  Wertheim'schen 
sehr  gut  stimmen,  so  dass  wir  berechtigt  sind,  dessen  Annahme  über  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  in  den  betreffenden  Flüssigkeiten  als  ricbtig 
anzunehmen. 


§.  1C4. 

Reflexion  des  Schalles.  Wenn  eine  schwingende  Bewegung  sich  In 
einer  unbegrenzten  Punktreihe  oder  einem  Punktsystem  fortpflanzt,  so  kehrt 
sie  nicht  zurück,  indem  jeder  Punkt  an  den  folgenden  seine  ganze  Bewe- 
gung überträgt;  wenn  aber  die  Bewegung  an  einer  Grenze  'ankommt,  wo 
die  Elasticität  oder  die  Dichtigkeit  des  Punktsystems  sich  ändert,  so  tritt 
an  dieser  Stelle  eine  Theilung  der  Bewegung  ein,  ein  Theil  geht  in  das 
zweite  Mittel  über,  ein  Theil  kehrt  als  reflectirte  Bewegung  in  dem  ersten 
Mittel  zurück.  Die  Gesetze  dieser  Reflexion  haben  wir  §.  125  kennen  ge- 
lernt und  gesehen,  dass  eine  kugelförmige  Welle  von  einer  ebenen  Grenz- 
fläche so  zurückgeworfen  wird,  als  käme  sie  von  einem  Punkte,  der  eben- 
soweit hinter  der  Fläche  liegt,  als  der  Mittelpunkt  der  Bewegung  vor  der 
Fläche  liegt.  Jeder  Radius  der  zurückgeworfenen  Kugel  bildet  daher  mit 
der  Grenzfläche  denselben  Wiukel  als  der  die  Fläche  an  derselben  Stelle 
trefl'ende  Radius  der  einfallenden  Kugel,  oder  der  Winkel,  welchen  der  ein- 
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fallende  Wellenstrahl  mit  der  Normale  der  reflectirenden  Fläche,  mit  dem 
Kinfallslothe  bildet,  ist  gleich  dem  Winkel,  welchen  der  reflectirte  Wellen- 
strahl mit  derselben  Richtung  bildet. 

Da  nun  der  Schall  eine  Wellenbewegung  eines  elastischen  Mittels  ist., 
HO  muss  das  Reflexionsgesetz  des  Schalles  ganz  mit  dem  der  Wellen  iden- 
tisch sein.  Ein  an  einer  festen  Wand  in  der  Luft  ankommender  Schall 
wird  so  zurückgeworfen,  dass  der  zurückgeworfene  Schallstrahl  mit  dem 
Einfallslothe  denselben  Winkel  bildet  als  der  ankommende  Schallstrahl. 

TriflFt  denmach  ein  Schallstrahl  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand,  so 
wird  er  genau  in  derselben  Richtung  zurückgeworfen.  Es  ist  bekannt,  dass 
man  im  Echo  den  zurückgeworfenen  Schall  wahrnehmen  kann.  Steht  man 
in  einiger  Entfernung  vor  einer  festen  Wand  imd  ruft  man  gegen  dieselbe, 
so  hört  man  nach  einiger  Zeit  denselben  Ton  von  der  Wand  zurückkehren. 
Damit  man  nun  aber  den  zurückgeworfenen  Ton  unterschieden  von  dem 
direkten  Tone  wahrnimmt,  ist  eine  gewisse  Zeit  nothwendig.  Die  Erfah- 
rung zeigt,  dass  man  in  einer  Sekimde  10  Töne  nach  einander  wahrnehmen 
kann,  oder  vielmehr  deutlich  unterscheiden  kann,  dass  aber,  wenn  mehr 
Töne  imser  Ohr  treffen,  der  Eindruck  ein  verworrener  wird. 

Es  muss  daher  zwischen  dem  direkten  und  reflectirten  Schalle  0,1  Se- 
kimde liegen,  wenn  wir  das  Echo  deutlich  von  dem  primär  erzeugten  Tone 
imterscheiden  sollen.  Der  Schall  durchläuft  nun  in  1  Sekunde  331  Meter 
in  der  Luft,  in  0,1  Sekunde  also  33,1  Meter;  befinden  wir  uns  also  17  Meter 
von  einer  festen  Wand,  so  wird  der  Ton,  um  zur  Wand  und  wieder  zu  uns 
zurück  zu  gelangen,  0,1  Sekunde  brauchen,  wir  hören  also  das  Echo;  rücken 
wir  näher,  so  föllt  es  zum  Theil  mit  dem  direkten  Tone  zusammen,  wir 
hören  daher  nur  ein  Verhallen  des  dii*ekten  Tones ;  entfernen  wir  ims  von 
der  Wand,  so  verfliesst  eine  grössere  Zeit,  in  einer  Entfernung  von  34  Meter 
0,2  Sekunden  und  so  fort.  Li  der  Entfernung  von  34  Meter  können  wir 
daher  auf  den  ersten  Ton  noch  einen  zweiten  folgen  lassen,  der  0,1  Sekunde 
dauert  und  erst  0,1  Sekunde  später  wii-d  der  erste  zurückgeworfene  Ton, 
also  noch  deutlich  unterscheidbar,  zu  uns  gelangen.  Li  der  Entfernung  von 
34  Meter  von  der  festen  Wand  wird  also  das  Echo  ein  sogenanntes  zwei- 
silbiges, in  noch  grösserer  Entfernung  ein  drei-  und  mehrsilbiges. 

Ein  mehrfaches  Echo,  das  heisst  die  mehrmalige  Wiederkehr  desselben 
Tones  tritt  dann  auf,  wenn  eine  Anzahl  reflectirender  Flächen  vorhanden 
ist,  welche  alle  von  den  in  einem  bestimmten  Punkte  erzeugten  Schall- 
wellen senkrecht  getroffen  werden.  Wie  die  Flächen  dazu  gegen  einander 
stehen  müssen,  und  dass  im  Allgemeinen  nur  ein  bestimmter  Ort  das  mehr- 
malige Echo  hört,  ist  ohne  Weiteres  klar. 

Was  früher  von  der  Reflexion  der  Wellen  an  krummen  Flächen  gesagt 
wurde,  gilt  auch  von  der  des  Schalles,  das  Reflexionsgesetz  bleibt  dasselbe. 
Daraus  erklärt  sich  die  bekannte  Erscheinung,  dass  in  einem  elliptischen 
Gewölbe  der  an  einem  Brennpunkte  erregte  Schall  in  dem  andern  Brenn- 
punkte mit  fast  ungeänderter  Stärke  vemonmien  wird. 

Eine  Folge  der  Reflexion  des  Schalles  ist  das  Verhallen  der  Töne  in 
einem  rings  begrenzten  grossen  Räume  und  die  daraus  hervorgehende  Un- 
deutlichkeit  einer  geordneten  Reihe  von  Tönen,  z.  B.  einer  Rede.  Das  ge- 
sprochene Wort  wird  von  den  entfernten  Wänden  so  zurückgeworfen,  dass 
der  reflectirte  Schall  zum  Theil  noch  mit  dem  direkten,  zum  Theil,  wenn 
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nicht  sehr  langsam  gesprochen  wird,  mit  dem  des  folgenden  Wortes  zu- 
sammenfällt, und  besonders  das  letztere  undeutlich  macht.  Alles  was  den 
reflectirten  Schall  stört,  wird  daher  die  Deutlichkeit  des  Hörens  in  solchen 
Räumen  vermehren.  Ist  der  Raum  mit  Menschen  gefüllt,  so  hört  man  deut- 
licher, da  dann  die  reflectirten  Wellen  selbst  wieder  vielfach  reflectirt  wer- 
den, und  so  ihre  Regelmässigkeit  gestört  wird.  Je  kleiner  femer  der  Dich- 
tigkeitsunterschied zwischen  der  Luft  und  den  Wänden  des  Raumes  ist,  um 
so  schwächer  sind  die  reflectirten  Wellen.  Eine  Bekleidung  der  Wände 
mit  weichen,  wenig  dichten  Stoffen  schwächt  daher  die  reflectirten  Wellen 
und  vermehrt  die  Deutlichkeit  des  Hörens.  Indess  wird  dadurch  auch  die 
Stärke  des  Schalles  durch  den  Mangel  der  sofort  zu  betrachtenden  Resonanz 
geschwächt,  deshalb  ist  das  Mittel  in  Räumen,  in  welchen  der  Schall  zu- 
gleich kräftig  und  deutlich  sein  soll,  wie  in  Concertsälen,  Theatern,  nicht 
anzuwenden. 

Verhindert  man,  dass  die  von  den  verschiedenen  Wänden  reflectirten 
Schallwellen  nach  der  gleichen  Richtung  zurückgeworfen  werden,  so  können 
sich  dieselben  nicht  verstärken,  sie  werden  daher  in  dem  Falle  möglichst 
wenig  stören.  Das  erreicht  man,  indem  man  dem  Räume  einen  rechteckigen 
Grundriss  ertheilt  und  nur  gerade  Wände  gibt.  Von  geraden  Wänden  wer- 
den die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Schallwellen  alle  divergirend  zurück- 
geworfen. Es  ist  indess  ein  noch  ungelöstes  Problem,  welches  die  Form 
eines  Raumes  ist,  in  welchem  eine  Reihe  erzeugter  Töne  am  besten  und 
deutlichsten  klingt. 

Eine  vielfach  gebrauchte  Anwendung  der  Reflexionsgesetze  ist  das 
Sprachrohr.  Dasselbe  hat  den  Zweck,  Rufe  in  Entfernungen  noch  deutlich 
hörbar  zu  machen^  in  denen  sie  bei  ungehinderter  Verbreitung  des  Schalles 
zu  schwach  werden.  Die  einfachste  Form  eines  solchen  Apparates  ist  ein 
konisches  Rohr  von  Pappe  oder  Metall,  die  Materie  ist  ohne  Einfluss.  Man 
legt  die  Lippen  in  ein  Mundstück  (Fig.  289),  welches  sich  an  der  Spitze 

des  Kegels  befindet,  und 
^^'  *^-  man  spricht  in  das  Rohr 

hinein,  indem  man  es 
^.'    '  nach  der  Seite  hinrichtet, 

^-'  '^  A_^— — '-^ "^     '^^^'^^    welcher   hin    man 

**^  ^"""17"^^""  '""  ^^^  SchaD-  werfen  wilL 

j^S-^^^^^CTI^^"'  Sei  z.  B.  der  Ton  in  dem 

|-  ^T^T^^^^-^^^----— ^^^"^--^  Mittelpunkte  C des  Mund- 

cfcrr :  --.,  _ «„„  1^  |»_^^^^^^^^  Stückes  erzeugt,  so  wird 

"^-^^  ■      — —     sich     der     Theü     CAB 

""'-^^  der  Schallwelle,  welcher 

""-»'  durch  den  Kegel  begrenzt 

ist,  dessen  Mittelpunkt  C 
und  dessen  Basis  der  Umfang  AB  des  konischen  Rohres  ist,  ungehindert 
ausbreiten.  Derjenige  Theil  der  Welle  aber,  welcher  in  dem  Winkel  JDCA 
liegt,  wird  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Wand  MA  reflectirt  und 
pflanzt  sich  fort,  als  käme  er  von  dem  Punkte  C  als  Strahlenkegel  C'AB, 
Auch  diese  Schallstrahlen  werden  somit  innerhalb  des  Kegels  CAB  sich 
fortpflanzen  und  den  Schall  nach  der  Richtung  der  Axe  des  Rohres  ver- 
stärken.   Gleiches  gilt  von  dem  Strahlenkegel  BCB\  und  man  sieht,  dass 
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schliesslich  der  ganze  zwischen  DCD'  liegende  Theil  der  Welle  in  einem 
kleinem  Kegel  condensirt  ist,  dass  dieser  Theü  der  Schallwelle,  anstatt 
sich  im  Baume  DCD'  auszubreiten,  den  Schall  in  der  Axe  des  Kegels  ver- 
stärken wird.  Diejenigen  Schallstrahlen,  welche  die  Wand  noch  näher  bei 
M  treffen  als  der  Strahl  CD,  können  durch  mehrmalige  Reflexion  zunächst 
an  der  Wand  MA^  dann  an  der  Wand  MB  und  wieder  an  der  Wand  MA 
nach  derselben  Richtung  geworfen  werden,  und  so  ebenfalls  zur  Verstär- 
kung des  Schalles  beitragen. 

Lambert  ^)  hat  den  Vorschlag  gemacht,  das  konische  Sprachrohr  durch 
ein  anderes  zu  ersetzen,  das  aus  zwei  krummen  Flächen,  einem  EUipsoid 
und  einem  Paraboloid  zusammengesetzt  ist.  Das  Mundstück  ist  so  einge- 
richtet (Fig.  290),  dass  der  Mund  des  Rufenden  sich  in  dem  einen  Brenn- 
punkte F  des  Ellipsoides  befindet,  die  sämmtlichen  Sohallstrahlen  weiden 
dann   in   dem   andern   Brenn- 

/  FIff  S90 

punkte  des  Ellipsoides  F  ver- 
einigt und  schreiten  von  diesem 
fort  auf  die  Wand  des  parabo- 
loidischen  Stückes  des  Sprach-      ^  ]jfj 

rohrs.  Der  Brennpunkt  F'  ist 
zugleich  der  Brennpunkt  der 
Parabel,  und  da  die  sänmit- 
lichen  Leitstrahlen,  welche  man 
von  JP'  an  die  verschiedenen  Punkte  des  Paraboloides  zieht,  mit  den  an 
eben  diesen  Punkten  gezogenen  Normalen  der  Fläche  dieselben  Winkel  bil- 
den, welche  durch  diese  Punkte  parallel  mit  der  Axe  gezogene  Linien  mit 
der  Normale  einschliessen,  so  werden  alle  von  F'  ausgehenden,  das  Para- 
boloid treffenden  Schallstrahlen  parallel  der  Axe  reflectirt.  Der  Schall  wird 
also  ohne  grosse  Schwächung  nach  der  Richtung  der  Parabelaxe  sich  fort- 
pflanzen. 

§.  165. 

Uebergang  des  Schalles  in  andere  Mittel;  Besonans.  Wenn  eine 
schwingende  Bewegung  an  der  Grenze  zweier  Mittel  ankommt,  so  geht,  wie 
wir  früher  sahen,  die  schwiogende  Bewegung  nicht  nur  im  ersten  Mittel 
als  reflectirt  zurück,  sondern  sie  geht  auch  in  das  zweite  Mittel  hinüber 
und  pflanzt  sich  dort  mit  der  für  dieses  Mittel  gehörigen  Oeschwindigkeit 
weiter  fort.  Kommt  die  Welle,  welche  wir  ^Is  eben  voraussetzen  wollen, 
in  einer  gegen  die  Grenzfläche  geneigten  Stellung  an,  so  ist  die  Wellen- 
ebene im  zweiten  Mittel  nicht  derjenigen  im  ersten  Mittel  parallel,  sondern 
dagegen  geneigt.  Der  Wellenstrahl  wird  also  gebrochen,  das  Gesetz,  nach 
welchem  das  geschieht,  war  folgendes: 

1)  Der  gebrochene  Wellenstrahl  liegt  mit  dem  einfallenden  in  der- 
selben Ebene. 

2)  Der  Sinus' des  Winkels  t,  den  der  einfallende  Wellenstrahl  mit  dem 
Einfallslothe  bildet,  verhält  sich  zum  Sinus  des  Brechungswinkels  r  wie 


*)  Lambert,  Memoiren  der  Berliner  Akademie  1763. 
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die  FortpflanzAingsgeschwindigkeit  der  Bewegung  im  ersten  Mittel  c  zu  der 

im  zweiten  Mittel  c\  oder 

sin  i         c 

sin  r         c 

Dass  der  Schall  nach  diesem  Gesetze  gebrochen  wird,  hat  durch  aus- 
gedehnte Versuchsreihen  11  ajech ')  nachgewiesen.  Hajech  führte  eine  Röhre 
von  77  Millimeter  Weite  und  veränderlicher  Lslnge  durch  die  Scheidewand 
zweier  benachbarter  Säle.  Die  beiden  Enden  dieser  Röhre  wurden  durch 
Membranen  geschlossen.  Eine  zweite  Röhre,  deren  Axe  in  der  Verlänge- 
rung der  ersten  lag,  auf  welche  sie  eingestellt  war,  endigte  in  einer  Büchse, 
in  welcher  das  tönende  Instrument,  Glocken  verschiedener  Grösse,  einge- 
schlossen wurde.  Der  Beobachter  hielt  sich  in  dem  zweiten  Saale  auf,  auf 
dessen  Parketboden  ein  Kreisbogen  gezogen  und  graduirt  war,  dessen  Mittel 
punkt  sich  vertical  unter  dem  Ende  der  Röhre  befand.  Bei  einer  ersten 
Reihe  von  Versuchen  wurden  die  Membranen  senkrecht  zur  Axe  der  Rohre 
gestellt,  welche  sie  verschlossen  und  die  Röhre  mit  Luft  oder  andern  Gasen 
gefüllt.  Der  Schall  wurde  nicht  abgelenkt,  sondern  am  stärksten  in  der 
Verlängerung  der  Röhrenaxe  wahrgenommen.  Da  der  Schall  in  der  Axe 
der  Röhre  sich  bewegte,  so  traf  er  senkrecht  auf  beide  Grenzflächen  der 
Röhre;  nach  dem  Brechungsgesetz  darf  keine  Ablenkung  eintreten. 

Darauf  wurde  die  Membran  in  dem  dem  Beobachter  zugewandten  Ende 
der  Röhre  gegen  die  Axe  geneigt,  an  der  andern  Seite  blieb  sie  senkrecht. 
Dort  traf  also  der  in  der  Axe  ankommende  Schallstrahl  wieder  senkrecht 
auf  die  Grenzfläche,  der  Einfallswinkel  war  0,  also  auch  der  Brechungs- 
winkel, der  Schall  bewegte  sich  einfach  in  der  Axe  der  Röhre  weiter,  mit 
welcher  Substanz  dieselbe  auch  gefüllt  war.  Der  Strahl  traf  dann  die  zweite 
Fläche  unter  demselben  Winkel ,  den .  die  Membran  mit  der  Axe  bildete : 
der  Einfallswinkel  war  also  der  Winkel,  der  diesen  zu  00^  ergänzte,  er 
wurde  einfach  durch  eine  Messung  des  ersten  Winkels  erhalten. 

Wurde  nun  die  Röhre  mit  Luft  gefüllt,  so  trat  auch  dann  keine  Ab- 
lenkung ein,  da  innerhalb  und  ausserhalb  der  Röhre  dasselbe  Mittel  war, 
der  Schall  sich  also  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortbewegte.  Wurde 
aber  das  Rohr  mit  einem  andern  Gase  oder  einer  Flüssigkeit  gefüllt,  so 
trat  eine  Ablenkung  ein.  Dieselbe  wurde  beobachtet  dadurch,  dass  der 
Beobachter  sein  Ohr  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Ende  der  Röhre  hielt  und 
auf  dem  Kreisbogen  so  lange  seine  Stelle  veränderte,  bis  er  den  Schall  am 
stJlrksten  wahrnahm,  dann  von  seinem  Ohre  ein  Loth  auf  den  Kreisbogen 
herabliess  und  den  Winkel  bestimmte,  den  der  zu  dem  getroffenen  Punkte 
gehörige  Radius  des  Kreises  mit  dem  Einfallslothe  bildete.  Da  dieser  Ra- 
dius die  Richtung  des  austretenden  Schalles  angab,  so  bestimmte  dieser 
Winkel  den  Brechimgswinkel. 

Hajech  erhielt  auf  diese  Weise  folgende  zugehörige  Einfalls-  und  Bre- 
chungswinkel; die  letzte  Columne,  welche  die  nach  der  Formel 

c' 
sin  r  =  —  •  sin  i 
c 

aus  den  gegebenen  Winkeln  i  berechneten  r  enthält,  zeigt  die  üeberein- 
stimmung  der  Resultate  mit  dem  Brechungsgesetz : 
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Substanzen  in  der        Einfalls-  Brechnngs¥rinkel 

Robre  Winkel  beobachtet  berechnet 

Wasserstoff ^  35<^  50'  8®                  8®  50' 

„             25^  7^  6^  22' 

Ammoniakgas 41^  29*^  20'  30®  22' 

„            35®  50'  25®  26®  50' 

Leuchtgas 35®  50'  25®  40'              — 

Kohlensäure 35®  50'  49®  50'  48®  19' 

„             25®  33®  20'  32®  33' 

Brunnenwasser    ....  35®  50'  7®  40'  7®  58' 

25®  5®  40'  5®  37' 

Gesätt.  Kochsalzlösung  35®  50'  6®  15' 

25®  5®  10' 

Man  sieht,  wie  die  Beobachtung  das  Gesetz  bestätigt,  welches  sich  aus 
der  Theorie  der  Wellenbewegung  ergeben  hat. 

Wenn  eine  schwingende  Bewegung  in  eine  dünne  Schicht  eines  zweiten 
Mittels  übergeht  iind  sich  in  derselben  bis  an  die  Grenze  fortgepflanzt  hat, 
so  tritt  beim  Austritt  in  das  erste  Mittel  aus  der  zweiten  Grenze  eine  theil- 
weise  Reflexion  der  Bewegung  ein  und  die  reflectirte  Welle  kehrt  in  der 
Schicht  zur  ersten  Grenze  wieder  zurück;  wenn  nun  durch  die  erste  Grenze 
immer  neue  und  neue  Bewegungen  in  das  zweite  Mittel  übergehen,  so  kön- 
nen sich  diese  mit  den  in  dem  Mittel  reflectirten  zusanunensetzen  und  ste- 
hende Wellen  derselben  Periode  als  die  ankonmiende  Welle  erzeugen,  ge- 
rade so  wie  in  einem  longitudinalschwingenden  Stabe  solche  stehende  Wellen 
durch  Interferenz  der  direkt  erregten  Wellen  und  der  an  der  einen  Grenze 
reflectirten  entstehen. 

Man  kann  sich  davon  durch  eine  ganze  Reihe  von  Versuchen  über- 
zeugen. Spannt  man  auf  einem  Monochord  zwei  Saiten  vollständig  im  Ein- 
klang auf  und  setzt  dann  unter  die  eine  einen  Steg,  so  dass  man  y^  der 
Saite  absondert  und  streicht  dann  dieses  Y^  mit  dem  Bogen  an,  so  erhalten 
wir  die  zweite  Octave  des  Tones  der  ganzen  Saite,  indem  dadurch  sich  die 
ganze  Saite  in  vier  gleiche  schwingende  Theüe  zerlegt.  Sofort  zeigt  sich 
dann,  dass  auch  die  zweite  nicht  abgetheilte  Saite  mit  der  ersten  isochron 
schwingt,  denn  hält  man  die  erste  rasch  fest,  so  hört  man  noch  eine  Zeit 
lang  genau  denselben  Ton  auf  der  zweiten  Saite,  und  bringt  man  auf  die 
zweite  Saite  kleine  Papier -Reiterchen,  so  werden  dieselben  abgeworfen, 
ausser  an  den  Stellen  der  Schwingungsknoten. 

Wenn  man  in  einem  Räume  ein  Klavier  oder  eine  Violine  oder  irgend 
ein  Saiteninstrument  aufstellt  und  bringt  nun  in  deren  Nähe  einen  Ton 
hervor,  der  ein  harmonischer  Ton  einer  der  Saiten  dieser  Instrumente  ist, 
so  hört  man  sie  auf  das  deutlichste  mitklingen.  Bei  Anwendung  eines 
Klavieres  bekonamt  man  bei  gehobenem  Dämpfer  auf  jeden  hineingesunge- 
nen Ton  einen  Nachhall,  der  nicht  nur  diesen  Ton,  sondern  auch  die  har- 
monischen Obertöne  deutlich  enthält. 

Ebenso  geben  Pfeifen  und  Gläser,  überhaupt  eingeschlossene  Luft- 
säulen, Töne  an,  wenn  man  einen  ihrer  harmonischen  Töne  in  der  Nähe 
erzeugt. 

Wenn  sich  auf  diese  Weise  durch  den  Einfluss  einer  schwingenden 
Bewegung  in  benachbarten  Körpern  stehende  Sehwingimgen  erzeugen,  so 
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ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  an  jeder  Grenzstelle  die  Erscheiniingen 
sehr  complicirt  werden,  und  dass  sich  deshalb  nicht  leicht  eine  Theorie 
geben  lässt  über  die  Form  der  Schwingungen  in  den  mitschwingenden  Kör- 
pern. Das  aber  lässt  sich  leicht  erkennen,  dass  kräftiges  Mitschwingen 
eines  Körpers,  also  kräftiges  Mittönen,  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  die 
in  dem  mitschwingenden  Körper  eintretenden  Schwingungen  dort  stehende 
Wellen  geben  können,  wenn  also  der  ankommende  Ton  einer  der  Eigentöne 
des  mitschwingenden  Körpers  ist.  In  der  Beziehung  besteht  ein  grosser 
Unterschied  in  der  Stärke  des  Mittönens,  je  nachdem  der  mitschwingende 
Körper  die  durch  einen  einmaligen  Anstoss  ertheilten  Schwingongen  koge 
beibehält  oder  schnell  wieder  verliert.  Ein  schwingender  Körper,  der  seine 
Bewegimg  lange  beibehält,  wie  eine  Stimmgabel,  oder  alle  starren  elasti- 
schen Körper,  wird  nur  merklich  mittönen,  wenn  der  ankommende  Ton  ein 
Eigenton  des  schwingenden  Körpers  ist,  denn  bei  einer  sehr  kleinen  Ver- 
stimmung des  ankommenden  Tones  müssen  sich  die  Eigenschwingungen 
des  Körpers  und  die  ankommenden  Schwingungen  stören,  da  sie  verschie- 
dener Phase  werden.  Wenn  dagegen  die  Schwingungen  des  mitschwingen- 
den Körpers,  wie  etwa  bei  wenig  gespannten,  sehr  feinen  Membranen,  sehr 
rasch  an  Intensität  abnehmen,  so  kann  ein  solcher  Körper  auch  in  merk- 
liche Schwingungen  versetzt  werden,  wenn  der  ankonunende  Ton  auch  von 
dem  Eigenton  desselben  verschieden  ist.  Denn  wenn  ein  Körper  die  in 
Folge  eines  ersten  Anstosses  entstehende  Bewegung  schon  nach  wenigen 
Schwingungen  verliert,  so  wird  jeder  neue  Anstoss  ihm  Bewegimg  ertheileli, 
wenn  auch  die  ankonmiende  Bewegung  in  etwas  anderer  Phase  ist  als  jene 
in  Folge  des  vorhergehenden  Anstosses,  somit  als  der  geringe  Rest  der  noch 
in  dem  Körper  vorhandenen  schwingenden  Bewegimg. 

Man  kann  diese  Schlüsse  leicht  experimentell  bestätigen;  das  Extrem 
nach  der  einen  Richtung  büdet  etwa  eine  Stinmigabel,  welche  durch  den 
Ton  einer  andern  Stimmgabel  kaum  mehr  zum  Tönen  gebracht  wird,  wenn 
derselbe  nur  um  ein  oder  zwei  Schwingungen  anders  ist.  Man  nehme  zwei 
Stimmgabeln,  die  den  Ton  q,  also  522  Schwingungen  in  der  Sekunde  geben, 
beide  auf  Resonanzkasten  stehend,  so  wird,  wenn  die  Stimmung  beider  ge- 
nau die  gleiche  ist,  die  andere  kräftig  mittönen,  wenn  nmn  die  eine  an- 
streicht. Dann  verstimme  man  die  eine  durch  Aufkleben  von  Wachs,  so 
dass  sie  nur  ein  oder  zwei  Schwingungen  weniger  macht,  was  man  an  den 
in  einem  der  nächsten  Paragraphen  zu  besprechenden  StÖssen  leicht  erken- 
nen kann,  man  wird  dann  kaum  noch  ein  Mittönen  erhalten.  Das  Extrem 
nach  der  andern  Seite  bilden  die  Membranen  in  den  König'schen  Flanunen- 
kapseln,  bei  denen  kaum  Eigenschwingungen  vorkonunen,  bei  denen  jeder 
Anstoss  nur  eine  Schwingung  bewirkt,  eine  solche  Membran  nimmt  daher 
jede  Schwingung  auf,  welche  sie  trifft. 

Helmholtz^)  hat  die  Bezieliung  zwischen  der  Dauer  des  Nachklingens 
eines  einmal  in  Schwingimg  versetzten  Körpers  und  der  Intensität  des  Mit- 
tönens genauer  untersucht.    Er  gelangt  dabei  zu  folgenden  Resultaten. 

Wenn  wir  die  Intensität  des  Tones,  der  in  einem  mitschwingenden 
Köi-per  durch  genauen  Einklang  erzeugt  wird,  als  Einheit  setzen,  so  wird 
durch  einen  Ton,  der  um  Yg  Ton  tiefer  oder  höher  ist,  die  Tonstärke  des 


*)  HelmholtZj  Tonompfiydungen  III.  Ausgabe  p.  220  und  Beilage  X. 
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mittönenden  Körpers  gleich  0,1,  wenn  der  mittönende  Körper  nach  38 
Schwingungen  nur  mehr  0,1  der  Tonstärke  besitzt,  die  ihm  durch  einen 
einmaligen  Anstoss  gegeben  ist.*  Nimmt  die  Intensität  der  Eigenschwin- 
gungen so  rasch  ab,  dass  die  Stärke  des  Tones,  wenn  der  mittönende  Kör- 
per für  sich  erregt  wird,  schon  nach  19  Schwingungen  auf  0,1  herabsinkt, 
so  bewirkt  ein  Ton,  der  y^  Ton  höher  oder  tiefer  ist,  in  dem  mittönenden 
Körper  einen  Ton,  der  0,1  der  Stärke  des  durch  genauen  Gleichklang  er- 
zeugten Tones  besitzt.  Die  gleiche  Tonstärke  des  Mitschydngens  tritt  ein 
durch  Töne,  welche  verschieden  sind  um 

Vs  Ton,  wenn  die  Intensität  des  Eigentones  nach  9,5  Schwingungen 
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auf  0,1  der  durch  einen  Anstoss  erregten  ursprünglichen  Tonstärke  herab- 
gesunken ist.  Man  sieht  also,  dass  nur  solche  Körper,  in  denen  die  ein- 
mal erregten  Schwingungen  sehr  rasch  an  Stärke  abnehmen  durch  Töne, 
welche  von  ihren  Eigentönen  verschieden  sind,  in  merkliche  Mitschwin- 
gungen versetzt  werden,  dass  also  starr  elastische  Körper  nur  dann  merk- 
lich mittönen,  wenn  einer  ihrer  Eigen  töne  erklingt.  In  solchen  riiitschwin- 
genden  Körpern  ist  also  die  Tonhöhe  gleich  derjenigen  des  erregenden 
Tones.  Femer  ergibt  sich  aus  den  Versuchen  von  Savart^)  der  wie  es 
scheint  allgemeine  Satz,  dass  die  mitgetheilten  Schwingungen  stets  parallel 
sind  den  ankommenden.  Von  den  vielen  Versuchen  Savart's  führen  wir  nur 
folgenden  an.  Ein  feiner  Streifen  von  Holz  wird  an  seinem  einen  Ende  an 
einem  auf  einem  Boden  aufgesetzten  Holzstück^  befestigt  (Fig.  291),  an 

Fig.  291. 


seinem  andern  Ende  ist  eine  gespannte  Saite  befestigt.  Wenn  man  nun  der 
gespannten  Saite  mittels  eines  Violinbogens  eine  schwingende  Bewegung 
ertheilt,  senkrecht  zur  Ebene  des  Streifens,  so  geräth  der  Streifen  in  trans- 
versale Schwingimgen,  wie  man  aus  der  hüpfenden  Bewegung  des  Sandes 
auf  dem  Streifen  ersieht.  Wenn  man  aber  die  Saite  in  einer  mit  der  Ebene 
des  Streifens  parallelen  Richtung  in  Schwingung  versetzt,  so  schwingen  die 
Theile  des  Streifens  in  der  Ebene  desselben  hin  imd  her.  Sand  auf  den 
Streifen  gestreut,  erhält  keine  hüpfende,  sondern  nur  eine  gleitende  Be- 
wegung. 

Da  die  Tonhöhe  durch  die  an  starr  elastische  Körper  übertragenen 
Mitschwingungen,  wie  wir  ciben  ableiteten,  nicht  geändert. wird,  so  benutzt 
man  in  der  Musik  diese  Erscheinung,  um  schwachen  Klängen  durch  Beso* 


')  Savari,  Annales  de  cbim.  et  de  phys.  XIX. 
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nanz  eine  bedeutende  Stärke  zu  verleihen.  Eine  Saite  einfach  in  Schraub- 
stöcke von  Blei  eingespannt,  gibt  nur  einen  schwachen,  kaum  hörbaren  Ton. 
Wenn  man  sie  dagegen  auf  einer  Platte  elastischen  Holzes  ausspannt,  mit- 
tels elastischer  Halter  daran  befestigt  und  mittels  Stege  von  elastischem 
Holze  damit  in  Verbindung  setzt,  so  wird  durch  die  Resonanz  der  Platte 
der  Ton  sehr  bedeutend  verstärkt. 

Der  Klang  einer  Geige  verdankt  seine  Kraft  nur  der  Resonanz  des 
Bodens,  auf  welchem  die  Saiten  ausgespannt  sind;  ebenso  ist  beim  Klaviere 
die  Stärke  des  Tones  wesentlich  abhängig  von  der  Gtlte  des  mitschwingen- 
den Resonanzbodens,  mit  welchem  die  Saiten  durch  den  Steg,  durch  wel- 
chen sie  gezogen  sind,  in  Verbindung  stehen.  Ebenso  eine  Stimmgabel 
gibt  einfach  in  der  Luft  gehalten  einen  äusserst  schwachen  kaum  hörbaren 
Ton,  derselbe  wird  aber  sehr  kräftig,  wenn  man  die  Gabel  wie  in  Fig.  258 
auf  einen  Resonanzkasten  stellt,  einen  Kasten  von  elastischem  Holze,  dessen 
Lufbsäule  den  Ton  der  Gabel  gibt,  oder  wenn  man  sie  auf  den  Resonanz- 
kasten einer  Geige  oder  überhaupt  auf  eine  elastische  Platte  stellt. 

Diese  tonverstärkende  Wirkung  der  mitschwingenden  Platte  erklärt 
sich  unmittelbar  aus  den  Gesetzen  der  Mechanik.  So  lange  Saiten  oder 
transversal  schwingende  Stäbe  von  kleiner  Ausdehnung  allein  in  der  Luft, 
schwingen,  setzen  sie  nur  kleine  Luftmengen  in  Bewegung,  wenn  sie  aber 
mit  ausgedehnten  elastischen  Flächen  in  Verbindimg  diese  in  isochrone  Mit- 
schwingungen  versetzen,  wird  durch  diese  Schwingungen  eine  viel  grössere 
Luftmenge  in  Schwingung  versetzt,  und  mit  der  Masse  der  schwingenden 
Theilchen  wächst  die  Intensität  des  Tones. 

Was  aber  an  Intensität  des  Tones  gewonnen  wii'd,  das  geht  an  Dauer 
verloren;  eine  Stimmgabel  oder  eine  gespannte  Saite  behalten,  wenn  sie  für 
sich  schwingen,  ihre  Bewegung  lange  bei,  mit  einem  Resonanzboden  ver- 
bunden, verlieren  sie  ihren  Ton  sehr  rasch. 

Nach  dem  Vorigen  sieht  man  nun  auch,  welche  Instrimiente ,  um  klin- 
gend zu  werden,  mit  einem  Resonanzboden  verbunden  werden  müssen, 
welche  nicht;  alle  diejenigen,  welche  den  Ton  durch  Schwingungen  von 
elastischen  Streifen  oder  gespannten  Saiten  hervorbringen^  brauchen  einen 
Resonanzkasten  oder  Resonanzboden,  diejenigen  aber,  bei  denen  die  Luft 
direkt  in  Bewegung  gesetzt  wird,  wie  bei  den  Blaseinstrimienten,  bedürfen 
eines  tonverstärkenden  Mittels  nicht. 

Die  Resonanz  verändert  die  Höhe  eines  erregten  Tones  nicht,  woW 
aber  hat  sie  wesentlichen  Einfluss  auf  den  Klang,  da  die  in  einem  Klange 
vorhandenen  Partialtöne  durch  Resonanz  nicht  in  *  demselben  Verhältnis? 
verstärkt  werden.  Der  Klang  einer  Geige  ist  deshalb  ein  ganz  anderer- als 
der  einer  freien  mit  dem  Bogen  gestrichenen  Saite.  Ja  der  Klang  der  Geige 
wird  ganz  wesentlich  von  der  Güte  des  Resonanzkastens  bedingt,  indem 
nur  ein  sehr  elastischer  gut  gearbeiteter  Kasten  die  hohem  Partialtöne 
ebenso  verstärkt  als  die  tiefem. 

§.  166. 

Das  menBchliohe  Ohr.    Durch  die  Mittheilung  der  schwingenden  Be- 
wegung der  Luft  an  die  die  Gehörnerven  umgebenden  elastischen  Medien 
d  dadurch  an  den  Gehörnerv  selbst  nehmen  wir  den  Schall  wahr. 
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Das  Gehörorgan  des  ^tenschen  uiiifai»st  drei  Abtheilimgen  von  Hohl- 
,  welche  zum  grSssten  Theil  in  dem  festen  Knochen  des  Schlfifen- 
beines  eingeüchlossen  sind,  das  Kussere,  »littlere  und  innere  Ohr;  die  beiden 
erstem  sind  mit  Luft,  das  innere  Ohr  ist  niit  Wasser  angefüllt. 

Zum  äussern  Ohr  gehurt  die  Ohrmuschel  und  der  SuEsere  Gehfirgang, 
zum  iiütilem  Ohre  die  l'Huken}iühle  und  die  Ohrt.rompet«,  die  tubii  Eustaohii. 

Der  äussere  Gehurgdng  a  (Fig.  292*  ist  durch  das  Trommelfell  6, 
welches  in  seinem  ganzen  Umfange  an  Knochen  angeheftet  int,  vnn  der 


FaukenhöhLe  c  getrennt,  diese  verengert  sich  weiterhin  zur  Ohrtrompete  J, 
welche  in  der  Nu-^enhühle  ntilndet.  Die  Höhle  dea  innern  Ohres,  von  der 
Figur  iXi  eineu  AbgusH  in  natürlicher  Grösse  darstellt,  liegt  in  dem  Kno- 
chen, welcher  die  hintere  Wand  der  Paukenhöhle  bildet.  Zwischen  ihr  und 
dem  Trommelfell  liegt  in  der  Paukenbiihle  die  licihc  der  Gehrirknöchelchen. 

Der  Hammer  (malleus)  c  ist  mit  seinem  langen  Fortsatz  oder  Stiel  im 
Centrum  des  Trommelfelles,  ferner  in  einer  Linie  von  da  zum  oljem  An- 
sstzrande  hinauf  und  nahe  dem  letztern  noch  einmal  mit  t;einem  kuiv.en 
Fortsatze  am  Trommelfell  angeheftet  Ausserdem  ist  er  noch  durcli  einen 
kurzen  Fortsatz,  der  gerade  nach  vorn  über  dem  Itande  des  Trommelfelles 
liin  liegt  (und  deshalb  in  der  Figur  abgeschnitten  iat)  an  der  Knochenwand 
der  Paukenhöhle  angeheftet. 

Sein  Kopf,  der  den  obem  Rand  des  Paukenfelles  Uherragt,  steht  durch 
ein  Gelenk  mit  dem  zweiten  Knochen,  dem  Amboa  (incus)  f  (Fig.  292)  in 
Verbindung.  Der  Arabos  ist  ausserdem  mit  einem  kurzen  (in  der  Figur 
hinter  dem  Hammer  liegenden)  Fortsatz  an  der  hintern  Wand  der  Pauken- 
höhle angestutzt. 

Vom  Ambos  geht  ein  langer  Fortsatz  parallel  dem  Stiele  des  Hammers 
nach  unten;  an  seinem  Ende  ist  der  dritte  Knochen,  der  Steigbügel  if  (Fig. 
302)  befestigt,  der  horizontal  nach. hinten  liegt.  Die  Platte,  in  der  seine 
beiden  Leisten  zusammenstossen,  der  Fusstritt,  ist  an  ihrem  Rande  heruju 
hSutig  mit  dem  Bande  des  ovalen  Fensters  A  (Fig.  203)  verbunden,  welches 
in  der  Mitto  des  hintern  Theiles  der  Paukenhöhle  in  die  Höhle  des  innern 
Ohres  ftlhrt. 
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Das  innere  Ohr  steht  durch  zwei  Oeffhungen  mit  der  Paukenhöhle  in 
Verbindung  durch  das  ovale  Fenster  h,  welches  von  der  Platte  des  Steig- 
bügels bedeckt  ist,  und  das  unterhalb  demselben  liegende  runde  Fenster  c, 
welches  durch  eine  einfache   feine    Membran   geschlossen  ist.     Das  ovale 
Fenster  führt  zum  mittlem  Theile  des  innem  Ohres,  zum  Vorhof  (vestibulom) 
k  (Fig.  293),  in  welchem  dem  Fenster  und  somit  der   Platte  des  Ste^- 
bttgels  gerade  gegenüber  ein  Zweig  des  Gehömerves  einmündet.    Vom  Vor- 
hof geht  nach  der  einen  Seite  der  spiralig  gewundene  Gang  der  Schnecke 
(cochlea)  l  (Fig.  293)  aus,  in  welchem  sich  ein  besonderer  Ast  der  Nerven 
von  der  Axe  aus  vertheilt    Zur  Schnecke  führt  ausserdem  direkt  vcm  der 
Paukenhohle  aus  das  runde  Fenster  i. 

Nach  der  andern  Seite  gehen  vom  Vorhofe  die  drei  halbzirkelfSmugn 
Eanftle  m,  in  drei  zu  einander  senkrechten  Ebenen  gebogen,  in  je  zwo 
Mündungen  aus.  Auch  diese  erhalten  durch  die  eine  etwas  erweiterte 
Mündung  Aeste  des  Gehörnerven. 

Das  Trommelfell  ist  mit  seinem  Centrum  ein  wenig  trichterförmig  in 
die  Paukenhöhle  hinein  vertieft  und  dadurch  gespannt.  Diese  Spannung 
kann  durch  eine  Drehung  des  Hammers  um  die  den  obem  Rand  des  Trom- 
melfelles tangirende  (zur  Ebene  der  Figur  senkrechte)  Axe  des  Fortsatzes, 
mit  dem  er  an  die  Wand  der  Paukenhöhle  befestigt  ist,  etwas  vermehrt 
werden.  Dadurch  rückt  das  untere  Ende  seines  Stieles  dem  ovalen  Fenster 
näher,  und  da  die  andern  Gehörknöchelchen  seiner  Bewegung  einigermassen 
folgen,  so  wird  dadurch  der  Fusstritt  des  Steigbügels  etwas  in  das  ovale 
Fenster  hineingetrieben. 

Das  Wasser  des  Labyrinthes  kann  diesem  Drucke  nur  dadurch  aus- 
weichen, dass  es  die  das  runde  Fenster  verschliessende  Membran  gegen  die 
Paukenhöhle  hinausdrängt,  so  dass  mit  der  starkem  Spannung  des  Tronunel- 
feiles  auch  diejenige  dieser  Membran  wächst. 

Im  Grossen  und  Ganzen  geht  aus  der  anatomischen  Beschreibung  dee 
Gehörorgans  die  Art  der  Schallwahmehmung  hinlänglich  deutlich  hervor. 
Die  Schwingungen  der  Luft  theilen  sich  zunächst  dem  Trommelfelle  mit, 
das  dadurch  entweder  in  longitudinale  Schwingungen,  wie  Johannes  Mflller 
annimmt,  oder  in  transversale  Schwingimgen,  bei  denen  die  Membran  als 
solche  schwingt,  wie  andere  wollen,  versetzt  wird.  Die  Schwingungen  des 
Trommelfells  pflanzen  sich  dann  durch  die  Reihe  der 'Gehörknöchelchen  nun 
ovalen  Fenster  und  so  in  die  Flüssigkeit  des  Vorhofes,  und  durch  die  Luft  ' 
der  Paukenhöhle  zum  runden  Fenster  und  in  die  Flüssigkeit  der  Schneck«  ! 
fort.  In  beiden  Flüssigkeiten,  der  des  Vorhofes  sowohl,  dem  ovalen  Fenster 
gerade  gegenüber,  als  auch  jener  der  Schnecke  endigen  Theile  des  Ge- 
hörnerven. 

Aber  auch  in  den  halbzirkelförmigen  Kanälen  endigen  Zweige  des 
Gehörnerven,  auch  diese  müssen  daher  zum  Hören  beitragen.  Es  ist  nun 
eine  wahrscheinliche  Hypothese,  dass  die  durch  den  Ton  erregten  Schwin- 
gimgen der  Kopfknochen  sich  der  Flüssigkeit  in  den  halbzurkelförmigen 
Kanälen  mittheilen,  und  dass  diese  daim  durch  die  in  denselben  mündenden 
Nervenendigungen  percipirt  werden. 

Die  neuern  anatomischen  Entdeckungen  über  den  Bau  des  innem  Ohre^ 
besonders  die  Art,  wie  die  Nerven  dort  endigen,  von  Max  Schnitze  und 
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dem  Uarckeae  Corti  Laben  HelmlmlU ')  in  den  Stand  getietzt,  die  Porteptton 
des  Scballea  (genauer  zu  erkennen.  Ks  würde  die  uns  in  diesem  Buche  ge- 
streckten Grenzen  weit  überacb reiten,  wollten  wir  diese  Fragen  hier  aus- 
fabrliub  besprecben;  nur  einen  Punkt  mllasen  wir  etwas  genauer  hervor- 
heben, nämiicb  wodurch  nach  der  Hypothese  von  Helmholtz  daa  menscli- 
Uobe  Ohr  in  den  Stand  gesetzt  wird,  jeden  Klang  in  seine  einzehien 
Pnrtialt^ne  zu  zerlegen.  Diese  Zerlegung  findet  wahrscheinlich  in  der 
Schnecke  statt  und  wird  ermöglicht  durch  die  eigenthUndichen  Gebilde,  mit 
welchen  dort  die  Nervenendigungen  in  Verbindung  stehen.  Die  Schnecke 
ixt  nSmlich  ihrer  ganzen  LUnge  nach  durch  eine  theils  kniicheme,  theils 
membran-'Ssen  Scheidewand  in  iwcS  Httlften  getheilt,  eine  obere  und  eine 
untere,  die  eine  mündet  im  Vorbof,  die  fmdere  lHuft  gegen  die  Paukenhühle 
aus  lind  ist  durch  die  Uembran  des  runden  Pensterä  geschlossen.  Der 
knScbemo  Theil  der  Seheidewand  befindet  mich  an  der  innem  Seite  der 
Windungen  und  durch  diesen  TheU  derselben  treten  die  Nervenfasern  in 
die  hüatigu  Membran  Über,  und  dort  endigen  sie  an  den  Corti'schen  FaiietTi, 
wembran{!sen  Streifen,  welche  an  jener  häutigen  Membran,  der  membraaa 
basilariK  angewachsen.  :jwischen  derselben  und  einer  an  der  Schneukenwaud 
bfifindlichiin  Membran,  der  Corti'scheit  Membran  ausgespannt  sind.  Die 
Breit«  der  meuibrana  basilaris  ist  in  ihrem  lieginn  eine  geringe,  sie 
wKcbst,  je  mehr  sie  sieb  der  Kuppel  der  Schnecke  nähert  bis  mehr  als 
zum  läfachen.  Die  Membran  selbst  besteht  ans  radialen,  sie  der  Breite 
nach  durchsetzenden  ziemlich  festen  Fasern,  welche  parallel,  in  der  an- 
gegebenen Weise  an  LUnge  wachsend  neben  einander  gelagert  sind,  und 
welche  in  der  LUugsrichtung  der  Membran  viel  weniger  fest  mit  ein- 
ander verbunden  sind.  Durch  diese  eigenthttmliehe  Structur ,  in  Folge 
deren  die  Membran  in  der  Kicbtnng  ihrer  Breite  sehr  viel  »tärker  gespannt 
iat  als  in  der  Iticltung  der  Länge,  verhalt  sich  die  membrana  basilaris  an- 
O&hemd  eo,  als  wSren  ihre  Radialfasem  ein  System  von  gespannten  Saiten, 
deren  mtimbninfise  Verbindung  nur  dazu  dient  die  schwingende  Flüssigkeit 
d«r  Schnecke  an  dem  freien  Durchtritt  zwischen  den  Saiten  zu  hindern, 
imd  so  zu  bewirken,  dass  die  Schwingungen  der  Flüssigkeit  sich  ftuf  die 
Membran  übertragen.  Ks  werden  deshalb  die  Bewegungen  der  einzelnen 
Fasern  der  Meinbnui  dieselben  sein,  als  wäre  jede  einzelne  unabhängig  von 
den  andern  und  folgte  jede  für  sich  den  Schwingungen  des  Wassers  in  der 
Schnecke.  Für  diese  radialen  Fasern  der  membrana  basilaris  mit  ihren  Au- 
I  hingpji,  den  Corti'schcn  Fasern  nimmt  nun  Helmholtz  au.  dass  jede  fllr  eine 
-beetimmtf  Schwingimg>jzaid  abgestimmt  ist.  Danach  wird  '-in  in  das  Ohr 
"  igender  Ton  nanientlich  diejenige  Stelle  der  MenUnin  in  .Mitschwin- 
1  versetzen,  an  dentm  der  Eigenton  der  gespannten  und  mit  den  ver 
idenen  -\nhangsgebilden  belasteten  Ka<lialfasern  der  Membran  deiu  er 
•n  am  besten  entspricht,  von  da  werden  sich  die  Schwingungen 
[  Bohoell  abnehmender  Stärke  auf  die  benachbarten  TheUe  ausbreiten. 
B  die  Fasern,  trobi  ihrer  geringen  LOngu  auf  die  liefern  Tüne  der  Ton 
I  abgestimmt  sein  künnen,  dae  liegt  nach  der  Annahme  von  Helm- 
aUx  eben  in  den  Anhangsgeliilden,  welche  dif  Fui-em  bela-'ten. 
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Darch  die  Schwingimgen  der  Badialfasem  der  Membran  werden  2lL^ 
direkt  die  mit  denselben  verbundenen  Cortischen  Fasern  in  dieselben  Schwin- 
gungen versetzt,  und  damit  die  in  diesen  Fasern  befindlichen  NerventheÜe, 
welche  die  Empfindung  des  Tones  vermitteln.  Es  würde  demnach  ftkr  jedeii 
Ton  eine  bestimmte  oder  doch  eine  beschränkte  Zahl  von  NervenÜE^em  erregt, 
so  dass  die  verschiedenen  Töne  von  ganz  verschiedenen  Fasern  empfunden 
werden. 

Aus  dieser  Theorie  des  Hörens,  welche  dasselbe  als  einen  speciellen 
Fall  des  Mittönens  auffasst,  erklärt  sich  zunächst  die  grosse  Empfindlichkeit 
welche  ein  geübtes  Ohr  für  geringe  Unterschiede  in  der  Tonhöhe  hat, 
welche  nach  Angabe  von  E.  H.  Weber  soweit  geht,  dass  das  Ohr  Töne  als 
verschieden  erkennt,  deren  Schwingungsverhältniss  1000  :  1001  ist,  eine 
Angabe,  welche  Comu  und  Mercadier^)  bestätigen.  Dieselben  geben  m 
dass  ein  geübtes  Ohr  bei  der  tönenden  Saite  eines  Monochordes,  welche  die 
Länge  von  einem  Meter  hat,  deutlich  die  Verschiebung  des  Steges  um  l"" 
wahrnehme. 

Nach  KöUiker  enthält  nämlich  das  Ohr  etwa  3000  Cortische  Fasern. 
Rechnet  man  nun  etwa  200  auf  die  Töne,  welche  ausserhalb  der  in  der 
Musik  gebrauchten  Grenzen  liegen,  so  würden  für  die  7  Octaven,  deren 
Töne  in  der  Musik  benutzt  werden,  2800  Fasern  übrig  bleiben,  also  etwa 
400  für  jede  Octave ;  nach  der  Angabe  von  E.  H.  Weber  würde  ein  geübtes 
Ohr  etwa  700  Tonstufen  innerhalb  der  Octave  zu  unterscheiden  im  Stande 
sein,  also  eine  noch  grössere  Zahl,  als  der  für  jede  Octave  vorhandenen  An- 
zahl von  Corti*schen  Fasern  entspricht  Das  liegt  nach  Helmholtz  daran, 
dass  wenn  ein  Ton  angegeben  wird,  dessen  Höhe  zwischen  dem  zweier  be- 
nachbarter Cortischer  Fasern  liegt,  dass  dann  beide  in  Schwingungen  Ter- 
setzt  werden,  diejenige  aber  stärker,  deren  Eigenton  dem  angegebenen  n&ber 
liegt.  Die  Empfindlichkeit  des  Ohres  für  verschiedene  Tonhöhen  wird  al:» 
nur  von  der  Feinheit  abhängen,  mit  welcher  der  Unterschied  der  Erregungs- 
stärke der  beiden  Fasern  wahrgenommen  werden  kann.  Dieses  Einwirken 
eines  Tones  auf  mehrere  Fasern  erklärt  es  auch,  dass  bei  continuirlicfa 
steigender  Tonhöhe  unsere  Empfindimg  sich  continuirlich  ändert  imd  nicht 
stufenweise  springt,  wie  es  der  Fall  sein  müsste,  wenn  durch  jeden  Ton 
nur  eine  einzelne  Corti'sche  Faser  in  Schwingung  versetzt  würde. 

Aus  dieser  Theorie  des  Hörens  ergibt  sich  weiter,  dass  wenn  ein  zu- 
sammengesetzter Klang  oder  Accord  dem  Ohre  zugeleitet  wird,  dass  dann 
alle  diejenigen  Fasern  erregt  werden,  deren  Eigenton  in  der  Klangmasse 
vorhanden  ist.  Da  somit  die  Empfindungen  örtlich  getrennte  sind,  so  muss 
bei  gehöriger  Aufmerksamkeit  imd  Uebung  das  Ohr  die  einzelnen  Töne  auch 
getrennt  auffassen  können. 

Unser  Ohr  muss  demnach  die  zusammengesetzten  Klänge  gerade  so  in 
ihre  einfachen  Bestandtheüe  zerlegen,  wie  eine  Reihe  abgestimmter  Restv 
natoren  oder  Membranen  durch  'die  ihnen  entsprechenden  Töne  eines  »u- 
sammengesetzten  Klanges  zum  Tönen  gebracht  werden.  Das  Hörep  i>t 
soweit  es  physikalisch  oder  physiologisch  definirbar  ist,  ein  specieller  Fall 
des  Mittönens. 


*)  Comu  und  Mercadier^  Comptes  Rendus  T.  LXVIII.  p.  301. 
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Einfluss  der  Bewegtuig  des  tonenden  Körpers  oder  des  Ohres 
auf  die  Höhe  des  wahrgenommenen  Tones.  Wenn  wir  den  durch  eine 
schwingende  Bewegung  der  Luft  bestehenden  Schall  durch  die  den  Nerven 
mitgeth eilten  Schwingungen  empfinden  und  die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit 
in  das  Ohr  eindringenden  Schwingungen  massgebend  ist  für  die  Höhe  des 
empfundenen  Tones,  so  muss  es  auf  die  letztere  von  Einfluss  sein,  ob  «ier 
Beobachter  und  das  tönende  Instrument  sich  von  einander  in  einer  constanten 
Entfernung  befinden,  oder  ob  die  beiden  sich  einander  nähern  oder  von  ein- 
ander entfernen. 

Doppler  ^)  hat  diesen  Satz  näher  verfolgt  und  kommt  zu  dem  Schlüsse, 
dass,  wenn  der  Beobachter  und  das  tönende  Instrument  sich  nähern,  der 
wahrgenommene  Ton  höher  werden  muss,  da  dann  die  Eindrücke  auf  das 
Ohr  sich  rascher  folgen  als  im  Zustande  der  Ruhe.  Ebenso  muss  der  Ton 
tiefer  werden,  wenn  der  Beobachter  und  die  Tonquellen  sich  von  einander 
entfernen,  da  dann  die  Zahl  der  in  das  Ohr  eindringenden  Wellen  eine 
kleinere  wird. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Wellen  mit  /,  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  in  der  Luft  mit  c,  diejenige,  mit  welcher  der  schwingende  Körper 
nach  einer  Richtung  hin  bewegt  wird,  mit  6,  so  wird  nach  dieser  Richtung 

hin  die  Länge  der  Wellen  um       •  Z   verkürzt,  nach  der  entgegengesetzten 

Seite  hin  aber  um  ebensoviel  verlängert.  Denn  hat  z.  B.  der  von  dem 
tonenden  Körper  ausgehende  Wellenberg  um  die  Länge  einer  Welle  sich 
fortgepflanzt,  so  würde  bei  ruhendem  Instrumente  der  folgende  Wellenberg 
das  Instrument  verlassen,  und  da  er  von  derselben  Stelle  ausgeht,  gerade 
um  die  Länge  einer  WeUe  von  dem  ersten  entfernt  sein.  Hat  sich  aber 
das  Instrument  während  dieser  Zeit  in  der  Richtung  der  vorschreitenden 
Welle  bewegt,  so  geht  der  zweite  Wellenberg  nach  derselben  Zeit  wie  vor- 
hin von  einem  dem  ersten  Wellenberge  nähern  Orte  aus,  er  ist  also  von 
dem  ersten  um  weniger  als  die  Länge  der  Welle  bei  der  Ruhe  entfernt, 
oder  die  Welle  wird  kürzer.  Nach  der  andern  Seite  wird  sie  aber  um  eben- 
soviel länger. 

Ist  nun  die  Länge  der  Welle  Z,  so  ist  die  Zeit,  während  welcher  der 
erste  Wellenberg  um  l  sich  fortpflanzt,  gleich  der  Schwingungsdauer  T, 
also,  d2i  l  =  c  .  2\ 

c  ' 

und  da  wir  die  Geschwindigkeit  des  tönenden  Körpers  mit  h  bezeichneten, 
so  hat  sich  derselbe  in  der  Zeit  T  um  die  Strecke 

c 

in  der  Richtung  der  Welle  fortbewegt,  die  Länge  der  Welle  wird  also 
dadurch 


'(■T^)-^  (.+:), 


*)  Doppler y  Uebor  farbiges  Licht  der  Doppelstomfi.     Prag  1842. 
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wenn  wir  mit  n  die  Schwingungszahl  oder  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl 
der  auf  die  Strecke  c  kommenden  Wellen  bezeichnen,  wenn  das  Instrument 
ruht. 

Die  an  einem  ruhenden  Ort  ankommende  Schwingungsmenge  ist  nun 
gleich  dem  Quotienten  aus  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  der 
Wellenlänge!,  also  hier  gleich 

c  c 

=  n 


V  ('T I) 


c  :(:  6 


wo  das  negative  Vorzeichen  für  die  Orte  gilt,  denen  sich  das  Instrument 
nähert    und  das  positive  für  die,  von  denen  es  sich  entfernt. 

Wenn  andererseits  der  Beobachter  sich  gegen  das  ruhende  Instrument 
bewegt  mit  einer  Geschwindigkeit  a,  so  werden  in  der  Zeiteinheit  nicht  nur 
die  Schwingungen  in  das  Ohr  kommen,  welche  den  ruhenden  Beobachter 
treffen,  sondern  auch  diejenigen,  welche  auf  der  Strecke  a  liegen,  so  dasä 
die  Zahl  der  wahrgenommenen  Schwingungen  wird 

n    =«  +  —, 
und  entfernt  sich  der  Beobachter 


n  =n—j- 
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oder  da  Z  =  -  , 


-■—   l  c 


In  jedem  Falle  wird  also  die  Schwingungsmenge,  die  das  Ohr  erhält, 
beim  Annähern  von  Beobachter  und  Tonquelle  grösser,  beim  Entfernen  klei- 
ner; findet  das  Erste  statt,  muss  der  Ton  höher,  das  Zweite,  tiefer  werden. 

Diese  Folgerung  ist  durch  die  Erfahrung  bestätigt. 

A.  Seebeck  ^)  gibt  an,  dass  er  in  den  Papieren  seines  Vaters  eine  dahin 
gehörige  Angabe  gefunden  habe.  Ein  Schlitten,  wie  man  sie  im  (Gebirge 
zum  jähen  Herabrutschen  an  Bergabhängen  gebraucht,  gab  dem  Beobachter 
Gelegenheit  zu  bemerken,  dass  der  Ton  einer  Pfeife,  die  auf  dem  Schlitten 
geblasen  wurde,  beim  Vorüberfahren  plötzlich  tiefer  wurde. 

Bujs  BaUot^  hat  eine  ausgedehnte  Beobachtungsreihe  über  diesen 
Punkt  angestellt.  Auf  der  Eisenbahn  zwischen  Utrecht  und  Maarsen  waren 
möglichst  nahe  der  Bahn  mehrere  Musiker  aufgestellt,  welche  die  Tonhöhe 
eines  auf  einem  mit  der  Locomotive  vorüberfahrenden  Signalhome  gegebenen 
Tones  schätzten;  ein  anderer  auf  der  Locomotive  fahrender  Beobachter  ver- 
glich den  Ton  der  auf  den  Stationen  geblasenen  Hömer  bei  Annäherung 
und  Entfernung  der  liocomotive  mit  dem  des  mitfahrenden  Homes.  Die 
Geschwindigkeit  des  Wagens  wurde  bestimmt,  indem  nach  zwei  Chrono- 
metern die  Zeit  aufgeschrieben  wurde,  welche  zum  Durchlaufen  von  ICM^ 
Metern  gebraucht  war. 

Die  Beobachtungen  bestätigten  im  Allgemeinen  die  Theorie,  indem  fast 


*)  Seebeck,  in  Dove's  Repertorium  Bd.  VIII.  p.  87. 
*)  Buys  Bdllot,  PoggendorfiTs  Annalen.  Bd.  LXVL 
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immer  Veränderungen  der  Tonhöhe  in  de.  /  von  der  Theorie  geforderten 
Sinne  eintraten;  eine  genaue  üebereinstimmimg  der  berechneten  Tonän- 
derungeu  mit  den  beobachteten  kann  bei  solchen  Versuchen  nicht  erwartet 
werden,  wo  nur  eine  Schätzung  des  Beobachters  die  Aenderung  der  Tön- 
höhe bestimmt. 

Man  kann  indess  die  Erscheinung  des  Mittönens  benutzen,  wie  zuerst 
A.  Mayer ^)  gezeigt  hat,  lun  zu  beweisen,  dass  in  der  That  die  Aenderung 
der  Tonhöhe  gerade  die  von  der  Theorie  verlangte  ist.  Man  nimmt  zwei 
genau  gleiche  Stimmgabeln  etwa  c^^  512  Schwingimgen  gebend;  streicht 
man  die  eine  an,  so  tönt  die  andere  kräftig  mit.  Verstimmt  man  dann  die 
eine,  etwa  durch  Ueberziehen  eines  leichten  straffen  Kautschukringes,  so 
dass  sie  in  der  Sekunde  zwei  Schwingungen  weniger  macht,  so  tönt  die 
andere  Gabel  nicht  mehr  mit,  wenn  man  die  verstimmte  anstreicht.  Stellt 
man  sich  dann  aber  mit  der  verstimmten  Gabel  in  einiger  Entfernung  von 
der  nicht  verstimmten  auf,  bringt  erstere  zum  Tönen,  und  bewegt  sich  dann 
mit  der  verstimmten  tönenden  Gabel  mit  der  constanten  Geschwindigkeit 
von  etwa  1,2  Meter  gegen  die  andere  hin,  so  kommt  dieselbe  wieder  zum 
Tönen.  Stellt  man  die  verstimmte  Gabel  auf,  so  muss  man,  um  dieselbe  zum 
MitUinen  zu  bringen,  die  nicht  verstinunte  mit  derselben  Geschwindigkeit 
entfernen.  Wenn  man  dagegen  die  zweite  Gabel  nicht  verstimmt,  so  tönt 
die  erste  nicht,  wenn  man  mit  der  tönenden  Gabel  sich  mit  der  gleichen 
Geschwindigkeit  nähert  oder  entfernt.  Dass  diese  Bewegungsgeschwindig- 
keit der  Doppler'schen  Theorie  entspricht,  ergibt  sich  leicht.  Es  müssen 
von  der  -verstimmten  Gabel  her  in  der  Sekunde  512  Schwingungen  zur 
nicht  verstimmten  Gabel  gelangen,  während  sie  selbst  in  der  Sekimde  510 
Schwingungen  macht.  Die  Geschwindigkeit  b,  mit  der  sie  der  nicht  ver- 
stimmten Gabel  genähert  werden  muss,  ergibt  sich  somit  aus 

512  =  510 


c  —b 

Setzen  wir  nun  die  Geschw^indigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  bei  ge- 
wöhnlicher Temperatur  rund  r  =  340™,  so  wird 

b  =  1,21  M., 

wie  es  vorhin  angegeben  wurde.  Man  kann  so  die  Richtigkeit  des  Doppler- 
schen  Satzes  sogar  objectiv  sichtbar  machen,  wenn  man  die  Schwingungen 
der  Gal)el  auf  die  eine  oder  andere  Weise  sichtbar  macht. 

§.  168. 

Interferenz  des  Sohalles.  Wenn  sich  nach  einer  und  derselben  Rich- 
tung zwei  Schallwellen  gleicher  Länge  fortpflanzen,  so  muss  nach  der  Natur 
der  Wellenbewegung  die  Resultirende  aus  den  beiden  Schallwellen  abhängen 
von  der  Phasendifferenz,  mit  welcher  die  beiden  Wellen  zusammentreffen. 

Treffen  zwei  Schallwellen  ohne  Phasendifferenz  zusammen,  so  müssen 
sie  sich  verstärken,  treffen  sie  dagegen  mit  einer  Phasendiffereu  von  einer 
halben  Wellenlänge  zusammen ,  so  müssen  sie  sich  aufheben.    Dass  letzteres 


\)  A.  M,  Mayer,  Poggend  Ann.  Bd.  CXLVI. 

WOx.i.KXit,  Physik.  I.    3.  Aufl.  40 
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in  der  That  der  Fall  ist,  davon  kann  man  sich  durch  einen  einfachen  Ver- 
such überzeugen.  Bringt  man  eine  Klangscheibe  zum  Tönen,  so  dass  das 
diagonale  Kreuz  entsteht,  so  schwingen  die  neben  einander  liegenden  Qua- 
dranten gleichzeitig  nach  entgegengesetzten  Bichtungen,  indem,  wie  wir 
sahen,  die  Knotenlinien  zwei  in  entgegengesetzter  Phase  befindliche  Theile 
der  Scheibe  trennen.  Führt  man  nun  eine  solche  tönende  Scheibe  am  Ohre 
vorüber,  so  verschwindet  der  Ton  jedesmal,  wenn  das  Ohr  sich  vor  einer 
Knotenlinie  befindet.  Von  dem  einen  Quadranten  wird  dann  ein  Wellenberg 
ins  Ohr  gesandt  und  zugleich  von  dem  andern  ein  Wellenthal,  die  Bewegung 
des  Trommelfelles  ist  daher  in  Folge  der  einen  Welle  die  entgegengesetzte 
derjenigen  der  andern  Welle,  die  Bewegung  und  somit  der  SchaU  hört  auf. 
Diesen  Fall  der  Interferenz  von  Schallwellen  hat  Hopkins  \i  auf  sehr 
einfache  Weise  sichtbar  gemacht.  Er  stellte  eine  Röhre  von  Pappe  oder 
Holz  her,  welche  unten  gabelförmig  in  zwei  Eöhren  endigte,  und  aeren 
oberes  Ende  mit  einer  feinen  Membran  überspannt  war.  Bestreut  man  die 
Membran  mit  etwas  trocknem  Sand  und  hält  dann  die  Röhre  so  über  eine 
tönende  Klangscheibe,  dass  die  beiden  offenen  Enden  der  Gabel  sich  über 
zwei  neben  einander  liegenden  Quadranten  der  Scheibe  befinden,  so  gerftth 
lue  oben  über  die  Röhre  gespannte  Membran  nicht  in  schwingende  Be- 
wegung, der  Sand  bleibt  ruhig,  hält  man  aber  die  offenen  Enden  der 
Gabel  über  gegenüber  liegende  Quadranten,  so  geräth  der  Sand  in  hüpfende 

Bewegung.    Im  ersten  Falle  gehen  von  den 
i^^iS'  2*j4.  beiden  Quadranten  zugleich  entgegengesetzte 

Bewegungen  in  die  Röhre,  dieselben  heben 
sich  auf,  im  letzten  Falle  aber  gleichge- 
richtete, sie  verstärken  sich. 

In  anderer  Weise  hat  Nörremberg*)  die 
Interferenz  der  Schallwellen  gezeigt  Ein  ver- 
zweigtes Rohr  von  der  Form  Fig.  294  wurde 
iu  eine  Wand  eingemauert,  und  auf  der  einen 
Seite  der  Wand  ein  Ton  erzeugt,  der  nur 
durch  die  Luft  des  Rohrs  in  den  durch  die 
Wand  abgetrennten  Raiun  eindringen  konnte. 
Wurde  nun  eine  der  beiden  Röhren  verstopft, 
so  drangen  alle  Töne  durch  das  Rohr  hin- 
durch, wurden  aber  beide  geöffnet,  so  blieben  alle  Töne  aus,  für  welche 
iVui  Differenz  der  Rülireidäugen  ein  ungerades  Vielfaches  einer  halben 
Wellenlänge  war. 

Eine  sehr  bequeme  Form,  welche  zu  einer  Reihe  verschiedener  Ver- 
»uchc  brauchbar  ist,  hat  Quincke ^j  dem  eben  besprochenen  Int^rferen/.- 
apparat  gegeben.  Fig.  295  gibt  eine  dieser  Formen,  Fig.  296  eine  andere. 
Die  erste  iu  den  gleich  anzugebenden  Dimensionen  löscht  den  Ton  a^  (440 
Schwingimgen)  und  alle  seine  ungeraden  Vielfachen  aus.  Zwei  2'- förmige 
Glasröhren   CÄC^  uud  CUC^  sind  an  den  Enden  rechtwinklig  lungebi^'n 


*)  Hopkim,  Poggend.  Ann.  Bd.  XL IV. 

*)  Müller '  rouiV et ,  Lehrbuch  der  Physik.  Braunschw.  185C.  p.  3S2.  IHcs«^ 
Methode  ist  vorgeschlagon  von«/.  F.  W.  Heischely  PhiloBophical  Magaxiii,  3.  wr. 
T.  111.  18:{3.    PoKgeud.  Ami.  Bd.  XXXI. 

^)  Quincke,  Poggeiul.  Auiu  Bd.  CXXVIII, 
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und  bei  C  durch  einen  kurzen,  bei  C^  durch  einen  langen  Kautschukschlauch 
verbunden.  Gibt  man  dem  letztem  eine  Länge  von  etwa  390"*™,  so  ent- 
spricht er  einer  halben  Wellenlänge  des  Tones  a^  in  Luft  Das  mit  einem 
kurzen  Kautschukschlauch  versehene  Ende  A  des  Apparates  setzt  man  in 
den  äussern  6eh5rgang  des  einen  Ohres,  verstopfb  das  andere  mit  einem 
Siegellackpfropf  und  lässt  den  Klang  der  Stimmgabel  durch  den  langen 
Kautschukschlauch  BBy^  und  die  vei-zweigte  Röhrenleitung  ins  Ohr  gelangen, 


Fig.  295. 


Fig.  296. 


indem  man  die  Zinken  der  angeschlagenen  Gabel  vor  das  offene  Ende  B^ 
des  Schlauches  hält,  oder  auch  den  Stiel  der  Gabel  in  den  Schlauch  steckt 
und  die  Gabel  dann  anschlägt.  Die  dem  Grundton  der  Gabel  entsprechen- 
den Wellen  h'jscheu  sich  dann  bei  B  aus  imd  man  nimmt  ihn  nicht  wahr. 
Drückt  man  aber  bei  C  oder  C^  den  Kautschukschlauch  zu,  so  dass  die 
Welle  nur  durch  ein  Rohr  dringen  kann,  so  tritt  der  Ton  kräftig  in  das 
Ohr  hinein. 

Der  Apparat  Fig.  296  unterscheidet  sich  von  dem  eben  besprochenen 
dadurch,  dass  der  lange  Kautschukschlauch  durch  das  Glasrohr  PP^Q^Q  er- 
setzt ist;  indem  man  eine  Reihe  solcher  Röhren  herstellt,  die  an  Stelle 
dieses  mit  dem  Stücke  BGA  verbunden  werden,  kaim  man  die  Interferenz- 
rr»hre  für  eine  ganze  Anzahl  von  Tönen  stimmen. 

Von  deu  mannichfachen  Versuchen,  zu  welchen  diese  Röhren  dienen 
können,  erwähnen  wir  hier  nur  die  Beobachtung  der  Klangfarbe.  Eine 
solche  Röhre  löscht  nicht  nur  einen  bestimmten  Ton  aus,  sondern  auch  alle 
seine  ungeradzahligen  Obertöne;  deshalb  löscht»  eine  solche  Röhre  den  Klang 
einer  gedeckten  Orgelpfeife  ganz  aus,  es  bleibt  nur  das  Blasegeräusch  zurück, 
l»ei  einer  offenen  Orgelpfeile  dagegen  ändert  sie  nur  den  Klang,  da  die  ge- 
raden Partialtöne  des  Klanges  nicht  ausgelöscht  werden.  Man  kann  des- 
halb durch  eine  solche  Röhre  sofort  erkennen,  ob  in  einem  Klange  nur 
ungerade,  oder  ob  auch  gerade  Partialtöne  in  ihm  enthalten  sind. 

Eine  sehr  iiistructive  Einrichtung  hat  König  diesen  Interferenzröhren 
gegeben,  indem  er  sie  mit  seinen  manometrischen  Flammen  in  Verbindung 
setzte.  An  die  Stelle  des  Ohres  bei  der  Quincke'schen  Eim-ichtung  treten 
die  §.  152  Fig.  262  erwähnten  kleinen  Kapsebi  mit  den  Flammen.  Königes 
Interferenzröhre  ist  posaunenartig  eingerichtet.  Ist  die  Röhre  ganz  zusam- 
mengeschoben, so  sind  beide  dem  eindringenden  Tone  offene  Wege  ganz 
gleich,  er  dringt  in  die  Kapsel  ein  und  setzt  die  Flamme  in  Vibration; 
zieht  man  nun  die  eine  Hälfte  aus,  so  wird  der  eine  Weg  des  Tones  länger, 
und  ist  er  gleich  %  Wellenlänge,  so  heben* sich  die  Schwingungen  in  der 
Kapsel  auf,  und  die  Flamme  brennt  ruhig.  Indem  man  auf  diese  Weise 
ilift  Länge  der  Welle  eines  Tones  von  bekannter  Schwingungszahl  messeu 

4ß* 


kann,  liefert  der  Apparat  sogar  ein  sehr  bequemes  Mittel,  ilie  tieecbwindig- 
keit  des  Scballeu  zu  bestimmeB. 

Interferenz  des  Schalten  durch  gleichzeitiges  Auaseudea  eatgegeng«eetzt 
gerichteter  Impulse  von  zwei  naheliegenden  Orten  hat  Seebeck')  mitt«l» 
der  8ireue  sehr  deutlich  nachgewiesen.  Eichtet  mau  gegen  eine  LOcherreib«- 
eiuer  Sirene  von  den  beiden  entgegengesetzten  Seitt?n  her  senkrecht  gegen 
die  Scheibe  zwei  Bohren  und  zwar  so,  dass,  wenn  die  eine  äich  vor  einem 
Loche  befindet,  die  andere  sich  dem  nfichsten  gegenüber  befindet,  so  erhält 
man  bei  gleichzeitigem  Anblasen  keinen  Ton,  sondera  hÜrt  nur  das  Ge- 
rSuscb  der  durchströmenden  Luft,  indeai  sich  die  beiden  StSsse  der  Luft 
nach  entgegengesetzter  Richtung  bei  ihrer  Fortpflanzung  ziun  Ohre  dea 
Beobachters  aufbeben,  t^chliesst  man  aber  eine  der  Rßhren,  so  tritt  dei 
der  ümdrehtmgsgeschwiudigkeit  der  Sirene  entsprechende  Ton  hervor.  Stellt 
man  die  Rühren  aber  so,  dass  die  StSsse  altemirend  erfolgen,  so  also,  ds^t 
der  Abstand  der  Röhren  gleich  dem  halben  Abstände  der  Lriclier  ist. 
Iiört  man  denselben  Ton,  nur  viel  stärker. 

Wenn  man  auf  einer  Scheibe  concentiisch  zwei  Löcherreihen  anbringt, 
von  denen  die  eine  doppelt  so  viel  Löcher  hat,  als  die  andere,  so  gibt  «li«a« 
die  Octave  von  dem  Tone  der  letztem,  und  man  hört,  wenn  beide  gleidi- 
zeitig  und  gleichseitig  angeblasen  werden,  in  der  Regel  beide  Töne  ziigleidi. 

Geschieht  jedoch  das  Anblasen  von  beiden  Seiten  her  und  Ewar  tut, 
dass  jeder  Lnftstrom  des  tiefem  Tones  mit  einem  Luftstrome  des  hlthetn 
Tones  zusammen tUUt ,  so  verachwiudet  der  hShere  Ton  ganz  imd  mau  b<'rt 
nur  den  tiefem. 

Es  werden  in  diesem  Falle  die  abwechselnden  Impulse  des  hJlhcm  ToDw 
durch  die  gleichzeitigen  des  tiefem  ausgehoben  und  die  Uslfto  der  lm|>nlM 
des  hohem  Tones  erzeugt  den  tiefem  Ton, 

Kine  sehr  interessante  Interferenz  des  Schalles  ist  von  W.  Weber  bei 
transversalscbwingenden  Stilben  und  Stimmgabeln  beobachtet')  und  spSt«r 
von  Eiessling  genauer  untersucht'}.  Geben  von  zwei  Punktun  vi  und  It 
(Fig.  297),  deren  Abstand  in  Bezug  auf  die  Länge  der  ScballwcUon  nicht 
verschwindend  kleiu  ist,  gleichzeitig  Verdichtungen  und  Verdüimiingen  ans, 
BO  werden  sich  diese  rings  um  Ä  and  S  und  xwar,  wenn  wir  nur  ein«  durch 
A  und  B  gelegte  Horizontalebene  betrachten,  kreisförmig  ausbreiten.  Die 
gleichzeitig  von  Ä  und  B  ausgehendeu  Kreise  werden  sich  daun  in  Puitktitn 
C.  C  schneiden,  welche  in  einer  zu  AB  senkrechten,  in  der  Mitt«  von  i) 
irrichteten  Linie  liegen.  Die  in  der  Nähe  dieser  Linie  liegend<?n  Liifltheit- 
i^hcu  werden  dann  gleichzeitig  immer  von  einem  von  Ä  ausgehenden  WcUM' 
berge  ;md  von  B  ausgehenden  ,Wellenthale  getroffen,  sie  worden  dabei 
immer  in  Ruhe  sein,  auf  der  ganzen  Linie  CD  muss  daher  der  Schall 
verschwinden. 

NVie  KiossUng  durch  genaue  Messungen  constatirt  hat,  findet  vh»)  »oldM 
Interferenz  bei  jedem  pai'allelepip ediseben  in  tran^^versale  Sohwii^paigM' 
versetzten  Stabe  statt;  es  ti-itt  dort  die  Interferenz  in  einer  dtircb  tliH  Äx«. 


')  A.  Strbeck.  Do»e'it  Reiiertorium  ßJ.  VI 
')    W.    Webrr,   0.   C.   8.   .SchVeigger   und   S.liweij(K.T 
Cliemie  und  Phyrik  Bd.  XLVIII  (18). 

')  ÄtVwf.tjff.  t'oggnuit,  Ami,  Bd   CXX.X. 
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des  Stabes  gelegten  nahezu  zur  Schwingungsrichtung  senkrechten  Ebene 
auf.  Um  sie  zu  beobachten  nimmt  man  am  besten  einen  Stab  von  rechir 
eckigem  Querschnitt,  dessen  Seiten  ziemlich  von  einander  verschieden  sind, 


/ 


damit  dor  Stab  parallel  der  einen  Seite  schwingend  einen  wesentlich  andern 
Ton  gibt  als  parallel  der  andern  Seite  schwingend.  Ein  solcher  Stab  ist 
einem  nahezu  quadratischen  vorzuziehen,  weil,  wenn  man  den  Stab  parallel 
einer  Seite  in  Schwingungen  versetzt,  auch  immer  Schwingungen  parallel 
der  andern  Seite  auftreten.  Ist  nun  die  Dicke  des  Stabes  nach  beiden  Rich- 
tungen nahe  dieselbe,  so  ist  der  Ton  ftlr  beide  Schwingungsrichtungen  auch 
nahe  gleich,  und  die  Beobachtung  wird  dann  durch  die  im  nächsten  Para- 
graphen zu  besprechenden  Stösse  gestört  und  unsicher.  Man  hängt  den 
Stab  in  zwei  Knoten  auf  und  bringt  ihn  dann  durch  Streichen  mit  dem 
llogen  parallel  einer  Seit«  zum  Schwingen.  Man  führt  dann  in  das  eine 
Ohr,  während  das  andere  fest  verschlossen  ist,  einen  Kautschukschlauch, 
dessen  anderes  Ende  gerade,  das  heisst  senkrecht  zur  Schlauchaxe  abge- 
Hchnitten  ist.  Führt  man  dann  das  untere  Ende  des  Schlauches  in  einiger 
p]ntfemung  vom  Stabe  in  einer  der  Schwingungsrichtung  parallelen  Rich- 
tung an  dem  Stabe  vorüber,  so  verschwindet  der  Ton  vollständig,  sobald 
die  Mitte  der  unt<^m  Schlauchöfinung  sich  gerade  in  der  durch  CD  Fig.  297 
und  die  Stabaxe  gelegten  Ebene  befindet.  Wie  Kiessling  angibt,  lässt  sich 
die  Lage  der  Intcrferenzebene  auf  diese  Weise  sehr  genau  feststellen,  da 
schon  eine  Verschiebung  des  Schlauchendes  um  0,1"°  genügt,  um  den  Ton 
wieder  hörbar  zu  machen. 

Am  leichtesten  lassen  sich  diese  Interferenzen  an  einer  Stimmgabel 
beobachten.  Dreht  man  eine  solche  sehr  rasch  vor  dem  Ohre  um  den  Stiel 
derselben  als  verticale  Axe  herum,  so  hört  nlan  den  Ton  entsprechend  den 
4  Interferenzflächen  J,  J.»  /.,  »/j  Fig.  298,  viermal  verschwinden.  Eine 
genauere  Untersuchung  der  Interferenzflächen  in  diesem  Falle   hat  Kiess- 
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kann,  liefert  der  Apparat  sogar  ein  sehr  bwiuemes  Mittel,  die  Geschwindig- 
keit des  Schalles  zu  bestimmen. 

Interferenz  des  Schalles  durch  gleichzeitiges  Aussenden  entgegengesetzt 
gerichteter  Impulse  von  zwei  naheliegenden  Orten  hat  Seebeck*)  mittels 
der  Sirene  sehr  deutlich  nachgewiesen.  Richtet  man  gegen  eine  Löcherreibe 
einer  Sirene  von  den  beiden  entgegengesetzten  Seiten  her  senkrecht  gegen 
die  Scheibe  zwei  Röhren  und  zwar  so,  dass,  wenn  die  eine  sich  vor  einem 
Loche  befindet,  die  andere  sich  dem  nächsten  gegenüber  befindet,  so  erhält 
man  bei  gleichzeitigem  Anblasen  keinen  Ton,  sondern  hört,  nur  das  Ge- 
räusch der  durchströmenden  Luft,  indem  sich  die  beiden  Stösse  der  Luft 
nach  entgegengesetzter  Richtung  bei  ihrer  Fortpflanzung  ziun  Ohre  des 
Beobachters  aufheben.  Schliesst  man  aber  eine  der  Röhren,  so  tritt  der 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Sirene  entsprechende  Ton  hervor.  Stellt 
man  die  Röhren  aber  so,  dass  die  Stösse  altemirend  erfolgen,  so  also,  dass 
der  Abstand  der  Röhren  gleich  dem  halben  Abstände  der  Löcher  ist,  :>o 
hört  man  denselben  Ton,  nur  viel  stärker. 

Wenn  man  auf  einer  Scheibe  concentrisch  zwei  Löcherreihen  anbringt, 
von  denen  die  eine  doppelt  so  viel  Löcher  hat,  als  die  andere,  so  gibt  diese 
die  Octave  von  dem  Tone  der  letztem,  und  man  hört,  wenn  beide  gleich- 
zeitig und  gleichseitig  angeblasen  werden ,  in  der  Regel  beide  Töne  zugleich. 

Geschieht  jedoch  das  Anblasen  von  beiden  Seiten  her  und  zwar  so, 
dass  jeder  Luftstrom  des  tiefem  Tones  mit  einem  Luftstrome  des  hohem 
Tones  zusammenfallt,  so  verschwindet  der  höhere  Ton  ganz  und  man  hrirt 
nur  den  tiefem. 

Es  werden  in  diesem  Falle  die  abwechselnden  Impulse  des  hohem  Tones: 
durch  die  gleichzeitigen  des  tiefem  aufgehoben  und  die  Hälfte  der  Impulse 
des  hohem  Tones  erzeugt  den  tiefem  Ton. 

Eine  sehr  interessante  Interferenz  des  Schalles  ist  von  W.  Weber  bei 
transversalschwingenden  Stäben  und  Stimmgabeln  beobachtet^)  und  später 
von  Kiessling  genauer  untersucht^).  Gehen  von  zwei  Punkten  Ä  und  B 
(Fig.  297),  deren  Abstand  in  Bezug  auf  die  Länge  der  Schallwellen  nicht 
verschwindend  klein  ist,  gleichzeitig  Verdichtungen  und  Verdünnungen  aiis, 
so  werden  sich  diese  rings  um  Ä  und  B  und  zwar,  wenn  wir  nur  eine  durch 
A  und  B  gelegte  Horizontalebene  betrachten,  kreisförmig  ausbreiten.  Die 
gleichzeitig  von  Ä  und  B  ausgehenden  Kreise  werden  sich  dann  in  Punkten 
(7,  C'  schneiden,  welche  in  einer  zu  AB  senkrechten,  in  der  Mitt«  von  B 
errichteten  Linie  liegen.  Die  in  der  Nähe  dieser  Linie  liegenden  Lufltheil- 
clieu  werden  dann  gleichzeitig  immer  von  einem  von  Ä  ausgehenden  Wellen- 
l)erge  und  von  B  ausgehenden  Wellenthale  getroffen,  sie  werden  daher 
immer  in  Ruhe  sein,  auf  der  ganzen  Linie  CI)  mnss  daher  der  Schall 
verschwinden. 

Wie  Baessling  durch  genaue  Messungen  constatirt  hat,  findet  eine  solche 
Interferenz  bei  jedem  parallelopipedischen  in  transversale  Schwingimgen 
versetzten  Stabe  statt;  es  tiitt  dort  die  Interferenz  in  einer  durch  die  .\xe 


*)  A.  Seebeck,  Dove^s  Repei-torium  Bd.  Vf. 

*)    W.    Weber j  0.  C.   S.   SchVeigger  und  Schweigger   Seidel   Jahrbuob  für 
Chemit'  und  Physik  13d.  XLVIII  U«)- 

^)  Kii'ssh'ng,  Pogj^oml.  Ann.  B«l.  ('XXX. 
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lies  Stabes  gelegten  nahezu  zur  Schwingungsrichtung  senkrechten  Ebene 
auf.  Um  sie  zu  beobachten  nimmt  man  am  besten  einen  Stab  von  recht- 
eckigem Querschnitt,  dessen  Seiten  ziemlich  von  einander  verschieden  sind, 


Fig.  297. 


^y 
X 


damit  der  Stab  parallel  der  einen  Seite  schwingend  einen  wesentlich  andern 
Ton  gibt  als  parallel  der  andern  Seite  schwingend.  Ein  solcher  Stab  ist 
einem  nahezu  quadratischen  vorzuziehen,  weil,  wenn  man  den  Stab  parallel 
einer  Seite  in  Schwingungen  versetzt,  auch  immer  Schwiugimgen  parallel 
der  andern  Seite  auftreten.  Ist  nun  die  Dicke  des  Stabes  nach  beiden  Rich- 
tungen nahe  dieselbe,  so  ist  der  Ton  für  beide  Schwingungsrichtungen  auch 
nahe  gleich,  und  die  Beobachtimg  wird  dann  durch  die  im  nächsten  Para- 
graphen zu  besprechenden  St/Jsse  gestört  imd  unsicher.  Man  hängt  den 
Stab  in  zwei  Knoten  auf  und  bringt  ihn  dann  durch  Streichen  mit  dem 
Bogen  parallel  einer  Seite  zimi  Schwingen.  Man  fuhrt  dann  in  das  eine 
Ohr,  während  das  andere  fest  verschlossen  ist,  einen  Kautschukschlanch, 
dessen  anderes  Ende  gerade,  das  heisst  senkrecht  zur  Schlauchaxe  abge- 
Hchnitten  ist.  Führt  man  dann  das  imtere  Ende  des  Schlauches  in  einiger 
Entfemimg  vom  Stabe  in  einer  der  Schwingungsrichtung  parallelen  Rich- 
tung an  dem  Stabe  vorüber,  so  verschwindet  der  Ton  vollständig,  sobald 
die  Mitte  der  untern  Schlauchöfinung  sich  gerade  in  der  durch  CD  Fig.  297 
und  die  Stabaxe  gelegten  Ebene  befindet.  Wie  Kiessling  angibt,  lässt  sich 
die  Lage  der  Interferenzebene  auf  diese  Weise  sehr  genau  feststellen,  da 
schon  eine  Verschiebung  des  Schlauchendes  um  0,1™™  genügt,  um  den  Ton 
wieder  hörbar  zu  machen. 

Am  leichtesten  lassen  sich  diese  Interferenzen  an  einer  Stimmgabel 
beobachten.  Dreht  man  eine  solche  sehr  rasch  vor  dem  Ohre  um  den  Stiel 
derselben  als  verticale  Axe  herum,  so  hört  nian  den  Ton  entsprechend  den 
1  Interferenzflächen  J ^  J.^  /.,  J^  Fig.  298 ,  viermal  verschwinden.  Eine 
genauere  Untersuchung  der  Interferenzflächen  in  diesem  Falle  hat  Kiess- 
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ling  ergeben,  dass  sie  hyperbolisch  gekrümmt  sind,  in  Folge  der  Reflexionen, 
welche  die  von  den  innern  Seiten  der  Zinken  ausgehenden  Schwingungen 

an  der  andern  Zinke   erfahren   und  weil    die  Be- 
wegung der  Luft  an  der  einen  Zinke  auch  durch 
jene   von    der   andern  Zinke   erregten   beeinflusst 
^j^  j^^        wird.    Umgibt  man  die  eine  Zinke  mit  einer  mög- 

lichst engen  Glasröhre,  so  dass  die  Bewegung  die- 
ser Zinke  sich  der  umgebenden  Luft  nicht  mit- 
theilt, und  wegen  der  starken  Krümmung  der  Glas- 
röhre keine  merkliche  Reflexion  der  Wellen  zu  den 
von  der  andern  Zinke  erregten  Schwingungen  ein- 
tritt, so  finden  die  Literferenzen  wieder  in  einer 
Ebene  statt.  Bringt  man  dann  aber  zwischen 
den  beiden  Zinken  eine  ebene  Glasplatte  an,  so 
dass  eine  Reflexion  der  von  der  einen  Zinke  er- 
regten Welle  an  derselben  stattfindet,  so  tritt  die 
Krümmung  wieder  hervor,  ein  Beweis,  dass  die 
Krümmung  der  Literferenzfläche  eine  Folge  der 
Durchkreuzung  theils  der  reflektirten  mit  den  direkt 
erregten,  theils  der  von  der  andern  Zinke  herrüh- 
renden mit  den  von  der  einen  Zinke  erregten  Schwin- 
gimgen  ist. 


'A 


§.  169. 

Interferenz  von  Wellen  ungleicher  Länge.  Stösse.  In  dem  vorigen 
Paragi*aphen  haben  wir  das  Zusammentreffen  zweier  WeUenzUge  gleicher 
Periode  betrachtet  und  haben  gesehen,  wie  dadurch  die  den  einzelnen 
WeUenztigen  entsprechenden  Töne  verstärkt  oder  geschwächt,  oder  seihst 
unterdrückt  werden,  je  nach  der  Phasendifferenz,  mit  welcher  *die  Wellen- 
züge gleichzeitig  in  unserem  Ohr  ankommen.  Die  Resultirende  dieser  Inter- 
ferenzen war  aber  eine  stetig  sich  gleich  bleibende,  die  Verstärkung  oder 
Schwächung  des  Tones  dauerte  in  ganz  gleicher  Weise  fort,  so  lange  die 
einzelnen  Töne  fortdauerten,  da  die  Wellen  von  gleicher  Geschwindigkeit 
und  Länge  mit  constantcr  Phasendifferenz  immer  an  einem  und  demselben 
Orte  ankommen. 

Wie  mm  zwei  Wellenzüge  gleicher  Länge,  können  auch  zwei  Wellen- 
züge verschiedener  Länge  mit  einander  interferiren,  jedoch  ist  das  Resultat 
der  Interferenz  ein  wesentlich  anderes,  viel  complicirteres  als  in  dem  vorigen 
Falle. 

Werden  nämlich  an  einem  und  demselben  Orte  zwei  Töne  mit  ver- 
schiedener Schwingungszahl  erregt,  ho  tritt  in  diesen  nicht  inmier  zu- 
gleich Wellenberg  oder  Wellenthal  auf,  sondern  in  beiden  Tönen  zu  ver- 
schiedenen Zeiten,  da  sie  in  dem  einen  Tone  rascher  auf  einander  folgen 
als  in  dem  andern.  Gibt  der  höhere  Ton  in  der  Sekimde  z.  B.  eine  Schwin- 
gung mehr,  und  nehmen  wir  an,  dass  beim  Beginne  die  Schwingungen 
beider  genau  gleichzeitig  waren,  so  werden  allmählich  die  Schwingungen 
des  tiefem  Tones  gegen  diejenigen  des  hohem  zurückbleiben;  nach  einer 
halben  Sekunde  wird  der  tiefere  Ton  gerade  ein  Thal  aussenden,  wenn  der 
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höhere  einen  Wellenberg  ausBendet.  Nach  einer  weitem  halben  Sekunde 
wird  der  tiefere  Ton  um  noch  eine  halbe  Schwingung  zurückbleiben,  so 
dass  am  Ende  der  ersten  Sekunde  wieder  Wellenberg  und  Wellenberg 
zusammentreffen. 

Zwei  derartige  Wellen  können  sich  daher  nicht  dauernd  schwächen 
oder  dauernd  stärken,  da  die  Schwingungen  nicht  gleichzeitig  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt gerichtet  sind,  sondern  bald  gleichgerichtet,  bald  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind.  Das  Ohr  eines  Beobachters  wird  daher  abwechselnd, 
wenn  zugleich  die  Wellenberge  oder  die  Wellenthäler  das  Ohr  treffen,  die 
Summe  der  Impulse  der  einzelnen  Wellen  erhalten,  oder  wenn  ein  Wellen- 
berg imd  ein  Wellenthal  zusammentreffen,  die  Differenz  der  Impulse.  Während 
demnach  das  Ohr  beide  Töne  wahrnimmt,  wird  es  zugleich  von  Zeit  zu 
Zeit  Verstärkungen  und  Schwächungen  des  Tones  wahrnehmen  müssen. 

Die  Erfahrung  bestätigt  diese  Schlüsse  vollkommen,  denn  lässt  man 
ziigleich  zwei  Töne,  die  nahezu  gleich  gestimmt  sind,  ansprechen,  so  hört 
man  während  des  Tönens  von  Zeit  zu  Zeit  deutliche  Schläge,  indem  die  In- 
tensität des  Tones  abwechselnd  verstärkt  und  geschwächt  wird. 

Diese  Schläge  nennt  man  Stösse  oder  Schwebungen.  Beträgt  der  Unter- 
schied der  Schwingungszahlen  in  der  Sekunde  eins,  so  f&llt  am  Anfange  jeder 
Sekunde  Wellenberg  und  Wellenberg  zusammen,  wir  werden  daher  in  jeder 
Sekunde  eine  Verstärkung  des  Tones,  einen  Stoss  wahrnehmen.  Ist  der 
Unterschied  der  Schwingungszahlen  gleich  zwei,  so  wird  bei  gleichzeitigem 
Anfang  beider  Töne  nach  der  ersten  Viertelsekunde  der  höhere  Ton  dem 
tiefem  um  %,  nach  einer  halben  Sekunde  \\m  eine  ganze  Oscillation  vor- 
geeilt sein.  Schon  nach  einer  halben  Sekunde  werden  also  dann  wieder 
zwei  Wellenberge  zusammentreffen,  wir  werden  in  der  Sekunde  zwei  Stösse 
wahrnehmen. 

Dass  die  Zahl  der  Stösse  überhaupt  gleich  der  Differenz  der  Schwin- 
gungen derjenigen  Töne  sein  muss,  aus  denen  sie  entstehen ^  entwickelt 
Hällström  ^)  in  folgender  Weise.  Seien  r  und  s  die  Schwingungen  der  an- 
gestimmten Töne  in  der  Sekunde,  imd  .r  die  Anzahl  der  Stösse.    In  der 

Zeit         entsteht  dann  ein  Stoss,  und  in  dieser  Zeit  macht  der  Ton  mit  der 

f*  8 

Schwingungszahlr,  — ,  der  andere  Ton  —  Schwingungen,    da  r  und  s  die 

Schwingimgszahl  in  der  Zeit  1  ist. 

In  derselben  Zeit  aber,  in  welcher  durch  das  Zusammenwirken  der 
Schwingungen  ein  Stoss  entsteht,  muss,  wie  wir  vorhin  erwähnten,  der 
höhere  Ton  eine  Schwingung  mehr  vollführen,  oder  es  muss 

-^-^  =  1, 

X  X  ' 

.V  —   r  =  X 

oder  allgemein  die  Anzahl  der  Stösse  in  einer  Sekunde  luuss   gleich   der 
Differenz  der  Schwingungszahlen  beider  Töne  sein. 

Man  hat  vielfach  darüber  gestritten,  ob  die  Stösse  nur  subjectiver 
Natur  seien,  das  'heisst,  ob  sie  nur  im  Ohre  durch  Zusammentroffen  der 


')  HäUström,  Poggend.  Ami.  lid.  XXIV. 
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einzelnen  Impulse  ent-stSnden,  oder  ob  sie  objecÜTer  Xatnr  seien,  daa  heisdt, 
ob  wirklich  an  den  Interferenzstellen  eine  stärkere  Bewegung  der  Luft- 
theilchen  vorhanden  seL  Ein  einfacher  vom  Orgelbauer  F,  Lange  M  io 
Berlin  construirter  Apparat  beweist  jedoch  die  objective  Natur  der  StÖsse 
auf  das  entschiedenste.  Lange  brachte  in  den  Foss  einer  Zangenpfeife  mit 
gläserner  Wand  zwei  Rohrwerke  und  setzte  auf  jedes  eine  Pfeife,  so  daej« 
er  zwei  Zungenpfeifen  erhielt,  die  durch  denselben  Luftstrom  angeblasen 
wurden.  Die  Pfeifen  werden  nahe  gleich  gestimmt,  so  dass  die  Stosse  sich 
sehr  langsam  folgen.  Bei  Betrachtung  der  Zungen  sieht  man  dann,  wie 
die  Excursion  derselben  bei  jedem  Stosse  um  vieles  bedeutender  ist  als 
sonst:  ein  direkter  Beweis,  dass  die  den  Stoss  erzeugenden  Impulse  in  der 
That  sich  zu  grossem  Schwingungen  summiren.  dass  die  Stosse  nicht  sub- 
jectiver,  sondern  objectiver  Natur  sind. 

Eine  sehr  wichtige  Anwendung  der  Stosse  rührt  von  Scheibler*»  her, 
nämlich  ihre  Anwendung  zum  reinen  Stinmien  zweier  Tone  und  zur  Be- 
stimmung ihrer  absoluten  Schwingungszahl.  Wie  ersteres,  was  ein  mehr 
praktisches  Interesse  hat,  geschehen  kann,  sieht  man  leicht,  da  die  Stosse 
sich  um  so  langsamer  folgen,  je  näher  die  TOne  gleich  gestimmt  sind,  je 
geringer  ihr  Schwingungs^unterschied  ist.  Jedem  Ton  entspricht  ein  tiefer 
liegender  und  ein  hoher  liegender,  der  mit  ihm  in  der  Sekunde  eine  genas 
bestimmte  Zahl  z.  B.  vier  Stiisse  gibt.  Dies  benutzte  Scheibler  folgender- 
massen.  Eine  Stimmgabel  gibt  z.  B.  a^  an,  er  stellt  dann  eine  Stimmgabel 
her,  die  einen  etwas  tiefern  Ton  hat  und  mit  der  /i,-€rabel  genau  vier 
Stosse  in  der  Sekunde  gibt.  Um  nun  die  Saite  eines  Monochords  genau  auf 
fij  zu  stimmen,  wird  sie  mit  der  tiefem  Gabel  verglichen  und  .so  gespannt, 
dass  sie  mit  derselben  vier  Stosse  gibt.  Der  Ton  der  Saite  ist  dann  genan 
das  eingestrichene  ^j. 

Um  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne  zu  bestimmen,  wandte 
Scheiblpr  zwei  Methoden  an.    Die  erste  Methode  bestand  in  Folgendem. 

Auf  einem  Monochord  wurde  eine  Saite  aufgespannt,  welche  genau  den 
Ton  einer  ^/,  -Gabel  angab  und  die  Liinge  der  Saite  in  2000  Theile  getheilt. 
Der  eine  Steg  der  Saite  war  verschiebbar,  so  dass  die  Saite  verlängert  oder 
verkürzt  werden  konnte.  In  beiden  FäUen  gab  der  Ton  der  Saite  mit  dem 
der  rial>el  Stö.sse.  Scheibler  bestimmte  mm  mit  grösst^r  Genauigkeit,  um 
wieviel  die  Saite  verlängert  oder  verkürzt  werden  musste,  damit  sie  mit  der 
Gabel  ^ftiHu  y\ftT  Stnsse  in  einer  Sekunde  gab.  Die  Stellen,  wo  der  Sto<; 
-ir:h  dann  bfjfindet.  nannte  er  Nebenstellen. 

Da  nun  'lie  Anzahl  der  Stosse  gleich  ist  dem  Unterschiede  der  Schwin- 
gungs/ahlen  der  beiden  Töne,  so  ist,  wenn  wir  die  Schwingungszahl  der 
a, -Saite  mit  :r  bezeirhnen,  die  Schwingungszahl  der  bis  zur  tiefem  NeWn- 
rsfello  verlängerten  Saite  r  -  4 ,  der  bis  zur  hohem  Nebenstelle  vcrkürzti-n 
;/■  -|"  ^-  Ißt  mm  die  Saiie  bi.s  zur  tiefem  Nebenstelle  um  a  länger,  bis  zur 
hrihorn  um  h  kür/or,  so  ist  nach  den  Schwingungsgesetzen  der  gespannton 
Saiten 

x:x  —  A  =  2000  +  a  :  2000 


1)  Der  Apparat  wurde  mir  von  Herrn  J.nnge  im  Jahre  1857  zu  Berlin  jfi^zeijrt; 
ist  in  manche  Cabinettt»  übergegangen. 
*)  JiÖbcr  in  Dovc's  Report orium.  Bd.  111.  Poggend.  Ann.  Bd.  XXX IL 
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lind 

a; :  a;  +  4  =  2000  —  b  :  2000, 
oder 

a;  :  4  =  2000  +  a:a 
und 

a: :  4  =  2000  —  h:h. 

Jede  der  beiden  Gleichungen  gibt  uns  x^  so  dass  wir  durch  zwei  solche 
Versuche  eine  Controle  des  aus  einem  gefundenen  Werthes  haben. 

Bei  den  Versuchen  mit  seiner  Stimmgabel  fand  Scheibler  a  =  18,2, 
und  daraus 

X  =  443,56 

als  Schwingungszahl  seiner  a  ^  -  Stimmgabel. 

Die  andere  Zählung  der  absoluten  Schwingungszahl  geschieht  nur  durch 
Beobachtung  der  Stösse.  Ihr  Princip  ist  folgendes.  Die  Anzahl  der  Stösse 
gibt  uns  den  Unterschied  der  Schwingungszahl  beider  Töne.  Kennen  wir 
nun  das  Verhfiltniss  der  beiden  Schwingungszahlen,  so  können  wir  aus 
beiden,  dem  Verhältniss  und  der  Differenz  der  Schwingungszahlen  beide 
berechnen. 

Nun  geben  zwei  messbar  verschiedene  Töne  jedoch  keine  Stösse,  son- 
dern CombinationstÖne.  Um  daher  den  Schwingungsunterschied  zweier  Töne 
zu  erhalten,  wandte  Scheibler  Zwischentöue  an.  Er  stellte  eine  Reihe  von 
Stimmgabeln  her ,  deren  Töne  möglichst  genau  nach  der  gleichschwebenden 
Temperatur  gestimmt ,  die  chromatische  Tonleiter  von  a  gaben.  Dann  ver- 
fertigte er  eine  Anzahl  sogenannter  Zwischengabeln,  deren  Töne  zwischen 
je  zweien  der  chromatischen  Tonleiter  lagen,  deren  jede  mit  der  nächst 
tiefem  und  der  nächst  hohem  eine  messbare  Anzahl  von  Stössen  gab.  So 
z.  B.  verfertigte  er  zwei  Gabeln,  deren  erste  einen  Ton  gab  etwas  höher 
als  a,  deren  zweite  einen  Ton  gab  etwas  tiefer  als  ais.  Die  erste  gab  mit 
a  in  der  Minute  272,4  Stösse,  die  zweite  mit  der  ersten  in  der  Minute  270,8 
Stösse  und  mit  der  a/>- Gabel  240  Stösse. 

Ist  demnach  die  Schwingungszahl  von  a  =  x^  so  ist  die  Schwingungs- 
zahl der  ersten  Zwischengabel  x  -f-  4,54,  die  der  zweiten,  welclie  mit  der 
ersten  in  der  Minute  270,8,  in  der  Sekunde  daher  4,62  Stösse  gab,  gleich 
X  +  4,54  +  4,52  und  die  der  a/5- Gabel  x  -f-  13,06. 

In  der  temperirteu  Skala  ist  nun  die  SchwingungszaJil  von  uis 


12/ 

x'  =  x  y    2  =  0?  •  1, 


05946. 
Zur  Berechnung  von  x  und  x'  haben  wir  daher 

^    =  1,05946, 

x'  —  X  =  13,06, 

13,06  +  0?  =  1,05946  Ä-, 

13,06  ^^^ 

X  =  r— ^  =  219,6. 


Um  aber  noch  genauere  Resultate  zu  erhalten,   schritt  Scheibler  in        ^ 
dieser  Weise  durch  die  ganze  Tonleiter  fort  und  bestimmte  den  Schwingungs-       JP 
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unterschied  zwischen  a  und  a^.    Er  fand,  wenn  wir  die  Schwiugungszahl 
des  Tones  a^  mit  x^  bezeichnen, 

jjj  —  x  =  219,6667.     . 

Nun  ist  aber  zugleich 

x^  =  2x 
und  demnach 

X  =  219,666, 

x^  =  439,333. 

Diese  Methode,  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne  zu  bestimmen, 
ist  zwar  etwas  mühsam ,  aber  in  den  Händen  eines  geschickten  Experimen- 
tators wohl  die  genaueste,  da  man  hier  keinerlei  störenden  Eintinss  zu  be- 
fürchten hat. 

§.  170. 

Combinationstöne.  Wenn  man  zwei  musikalische  Töne  verschie- 
dener Höhe  gleichzeitig  und  kräftig  tönen  ISsst,  so  nimmt  man,  wenn 
das  Intervall  derselben  nicht  zu  klein  ist,  im  Allgemeinen  keine  Schwebungen 
wahr,  es  tritt  dann  aber  eine  andere  Einwirkung  des  gleichzeitigen  Tönens, 
ein  neuer  Ton,  der  sogenannte  (^ombinationston  hervor,  Töne,  welche  zuerst 
von  Sorge*)  beobachtet  und  später  von  Tartini  allgemeiner  bekannt  ge- 
macht sind,  nach  welchem  sie  auch  wohl  den  Namen  Tartinischer  Töne  führen. 

Wie  die  Zahl  der  Schwebungen  gleich  der  Differenz  der  Schwingnngs- 
zähl  der  sie  bildenden  Töne  ist,  so  ist  auch  die  Schwingungszahl  diesem 
Combinationstöne  gleich  der  Differenz  in  der  Schwingungszahl  der  Töne, 
aus  denen  sie  hervorgehen.  So  entsteht  z.  B.  aus  Grundton  und  Quinte  als 
Combinationston  die  tiefere  Octave  des  Gnmdtones:  da  die  beiden  Töne  die 
Schwingungszahlen  2  und  3  haben,  so  ist  ihre  Differenz  gleich  1,  also  der 
halben  Schwingungszahl  des  Grundtones  oder  die  Schwingungszabl  der  tiefem 
Octave.  Aus  Grundton  und  Terz,  welchen  die  Schwingungszablen  4  und  5 
entsprechen,  bildet  sich  der  Combinationston  1,  also  die  zweittiefere  Oct>ave 
des  Grundtones,  aus  Grundton  und  Quarte,  welche  dem  Verhältniss  3  und 
4  entsprechen,  die  Unterquint  der  tiefem  Octave,  oder  die  zweittiefere 
Octave  der  Quarte. 

Lässt  man  anstatt  zweier  einfacher  Töne  zwei  zusammengesetzte  Klänge 
gleichzeitig  ertönen,  so  liefern  nicht  nur  die  Grundtöne,  sondern  auch  die 
harmonischen  Obert'^>ne  mit  einander  und  mit  den  Grundtönen  Combinations- 
töne nach  demselben  Gesetze.  Sind  die  Schwingimgszahlen  der  GrimdtÖne 
r  und  .«?,  so  sind  die  harmonischen  Obertöne  2r,  3r ...  2^*?,  3^  .. ..  und  dae 
Schema  der  sich  bildenden  Combinationstöne  ist  folgendes 


r 

und 

5 

geben  s 

r 

2r 

tt 

s 

>' 

2r 

s 

2s 

V 

r 

11 

2s 

r 

2s 

2r 

M 

2s 

2r. 

So  geben  Gnmdton  und  Terz.  4  und  5,  mit  ihren  Obertönen  die  Com- 
*)  Sorge.    Man  ?iiehc  UchnholtZj  Toncmplindungen.  p.  228. 
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binationstöne   1,  3,   6,   2  etc.,  von   denen  der   Ton  3  oft  sehr  deutlich 
zu  hören  ist. 

Aber  auch  bei  einfachen  Tönen  können  solche  mehrfache  Combinations- 
töne  auftreten,  gerade  als  wenn  die  entstehenden  Combinationstöne  mit 
einander  und  den  primären  Tönen  wieder  Combinationstöne  lieferten.  Fol- 
gende« Schema  stellt  die  so  möglichen  Töne  dar. 

Ursprüngliche  Töne         Combinationstöne 


r,  8 

s  —  r    erster 

s  —  Ty  r 

2r  —  s    zweiter 

2r  —  8y  s 

2s  —  2r  dritter 

'2r  —  Ä,  >'  —  r 

3r  —  2s  vierter  u.  s.  f. 

s  —  r  und  r  sowie  2r  —  5  und  r  geben  keine  neuen  Töne,  sondern  die 
schon  vorhandenen  r  und  s  —  r. 

Die  Combinationst^ine  lassen  sich  am  besten  beobachten,  wenn  die  com- 
ponirenden  Töne  ein  und  dieselbe  Luftmasse  in  heftige  Erschütterung  ver- 
setzen, deshalb  ganz  besonders,  wenn  man  eine  mit  mehreren  Löcherreihen 
versehene  Sirene  auf  einen  Windkasten  setzt  und  gleichzeitig  zwei  Löcher- 
reihen anbläst. 

Man  hört  nur  einen  Ton,  wenn  man  eine  Löcherreihe  anbläst;  sobald 
man  die  zweite,  wie  das  bei  der  mit  einem  Duraccord  versehenen  Dove^schen 
Sirene  sehr  leicht  geht,  öffnet,  hört  man  ausser  dem  zweit-en  Tone  noch 
eine  Reihe  von  Combinationstönen. 

Ebenso  erhält  man  die  Combinationstöne  mit  der  Physharmonika  oder 
zwei  auf  derselben  Windlade  stehenden  Zungenpfeifen  sehr  deutlich;  auch 
mit  der  Geige  sind  sie  sehr  gut  zu  erhalten. 

Ausser  den  bisher  besprochenen  hat  Helmholtz^)  noch  eine  zweite 
Klasse  von  Combina.tionst^3nen  entdeckt,  welche  er  Sumniationstöne  nennt, 
und  deren  Tonhöhe  dadurch  gegeben  ist,  dass  die  Schwingungszahl  stets 
gleich  ist  der  Summe  der  Schwingungen  der  sie  bildenden  Töne.  Grundton 
und  Quint  liefern  so  die  Terz  der  folgenden  Octave  2  -|"  3  =  5,  Gnmdton 
und  grosse  Terz  4  -f"  ^  =  ^  ^i^  Sekunde  der  hohem  Octave,  Grundton 
und  Sexte  die  Quarte  der  hohem  Octave.  Die  Bedingung,  dass  man  die 
Simimationst<)ne  kräftig  hört,  ist  dieselbe,  welche  die  erste  Art,  die  Helm- 
holtz  Difterenztöne  nennt,  kräftig  hören  lässt,  beide  Töne  müssen  dieselbe 
Luftmasse  in  Bewegung  setzen;  man  hört  sie  deshalb  mit  der  mehrstim- 
migen Sirene  oder  mit  Orgelpfeifen  am  besten,  immer  aber  sind  die  Sum- 
mationstöne  schwächer  als  die  Differenztöne.  Nichts  desto  weniger  ist  ihre 
Wahrnehmung  nicht  schwer,  da  sie  zu  den  sie  bildenden  Tönen  und  den 
Differenztönen  im  Allgemeinen  in  einem  unharmonischen  Verhältnisse  stehen. 

Die  Combinationstöne  sah  man  früher  als  rein  subjectivo  Töne  au, 
welche  aus  den  Schwebungen,  wenn  sie  liinreichende  Schnelligkeit  haben, 
im  Ohre  sich  bilden,  man  glaubte,  wenn  die  Stösse  mit  hinreichender  Schnel- 
ligkeit erfolgen,  dass  sie  dann  im  Ohre  als  Ton  empfunden  werden.  Helm- 
hol tz  hat  jedoch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  diese  Theorie  der  Com- 
binationstöne unrichtig  seL  Zunächst  nämlich  existiren  die  Combinations- 
töne zum  Theil  objectiv  ausser  dem  Ohr,  denn  man  kann  dieselben  bei  der 


')  UelmMtZy  Poggend.  Ami.  Bd.  XCiX. 
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Sirene  oder  den  Orgelpfeifen  durch  für  sie  abgestimmte  Resonatoren  ver- 
st&rken.  Wie  wir  aber  früher  hervorgehoben  haben,  wird  die  Luft  eines 
Resonators  nur  in  Schwingungen  versetzt,  wenn  dem  Eigenton  des  Reso- 
nators entsprechende  einfache  Schwingungen  in  denselben  eindringen.  Ebenso 
kann  man  mit  einer  Quincke'schen  Interferenzröhre  den  Nachweis  liefern, 
dass  die  Combinationstöne  von  Orgelpfeifen  oder  einer  Physharmonika  ob- 
jective  Existenz  haben  ^).  Stimmt  man  eine  solche  Röhre  auf  einen  der 
beiden  Töne  ab,  so  tritt  der  Combinationston  auch  dann  deutlich  auf,  ob- 
wohl der  eine  der  beiden  Töne  gar  nicht  zum  Ohre  dringen  kann.  In  an- 
dern Fällen  bildet  sich  der  Combinationston  allerdings  erst  im  Ohr,  z.  B. 
wenn  man  zwei  Stimmgabeln  als  Tonquellen  benutzt,  indess  auch  in  dem 
Falle  kann  man  sie  nicht  als  aus  der  Empfindung  der  Schwebungen  hervor- 
gehend betrachten,  sondern  sie  bilden  sich  am  Trommelfell,  welches  den 
CombinationstÖnen  entsprechend  schwingt.  Denn  zunächst  würde  eine  solche 
Entstehungsweise  die  Summationstöne  unmöglich  machen,  da  diesen  gar 
keine  Schwebungen  entsprechen,  dann  aber  auch  widerspricht  diese  Annahme 
der  feststehenden  Erfahrung,  dass  das  Ohr  jedes  Tongemisch  in  seine  ein- 
fachen Töne  zerlegt.  Würden  deshalb  ausserhalb  des  Ohres  die  Schwin- 
gungen nur  nach  der  Periode  der  componirenden  Töne  erfolgen,  so  würde 
das  Ohr  niemals  aus  ihnen  einen  neuen  Ton  bilden. 

Helmholtz^)  hat  deshalb  eine  neue  Theorie  der  Combinationstöne  ge- 
geben, indem  er  annimmt,  dass  bei  dem  Zusammenwirken  der  Schallwellen 
das  einfache  Interferenzgesetz  keine  Gültigkeit  mehr  hat.  Das  einfache 
Interferenzgesetz  sprachen  wir  dahin  aus  (§.  118),  dass  bei  dem  Zusammen- 
treffen mehrerer  Schwingungen  die  resultirende  Bewegung  einfach  gleich  der 
Summe  der  Theilbewegungen  sei.  Diesem  Gesetze  liegt  aber  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde,  dass  auch  für  die  resultirende  Bewegung  der  Satz  seine 
Gültigkeit  bewahre,  dass  in  jedem  Momente  die  Kraft,  mit  welcher  da*- 
schwingende  Theilchen  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurückgetrieben  wird, 
dem  Abstände  des  Theilchens  von  der  Gleichgewichtslage  propoiüonal  ist, 
dass  also  die  Gleichung  auch  hier  besteht 

wenn  y  den  Abstand  des  Theilchens  von  der  Gleichgewichtslage  bedeutet. 
Dieser  Satz  gilt  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  sehr  kleiner  Amplituden 
Werden  aber  die  Amplituden  der  Schwingungen  gross,  so  dürfen  wir  diese 
Voraussetzung  nicht  mehr  machen,  dann  hängt  der  Werth  von  (p  nicht  nur 
von  der  ersten,  sondern  auch  von  hohem  Potenzen  von  y  ab.  HehnholU 
nimmt  nun  an,  dass  bei  dem  Zusammenwirken  zweier  Töne  die  Amplituden 
der  Schwingungen,  sei  es  der  Luft,  sei  es  nur  des  Trommelfells,  eine  solche 
Grösse  erhalten,  dass  auch  die  Quadrate  der  Verschiebimgen  einen  merk- 
lichen Einfiuss  auf  die  bewegenden  Kräfte  erhalten,  und  weist  nach,  dtu-^s 
dann  neue  Systeme  einfacher  Schwingungen  entstehen  müssen,  deren  Schnvin- 
gungsdauer  derjenigen  der  Combinationstöne,  und  zwar  sowohl  der 
Differenztöne  als  der  Summationstöne  entspricht. 

Bezeichnen  wir  die  Masse  eines  beweglichen  Punktes  mit  iw,  so  wird 


')  (Quincke,  Po^jj^ond.  Ann.  Bd.  CXXVill.  p    isr». 
")  HelmhoUz,  l'oggond.  Ann.  Bd.  XCJX.  p.  532. 
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die  Kraft,  wenn  er  sich  im  Abstände  y  von  der  Gleichgewichtslage  befindet, 
die  ihn  gegen  dieselbe  zurückzieht,  durch 

—  m(p  =  ay  '\-  hy' 

dargestellt;  wirken  nun  gleichzeitig  zwei  schwingende  Bewegungen  auf  den 
Punkt  ein,  welche  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

y  =7  a  •  sin  2ä  «7  =  a  •  sin  (p  f) 

f/'  =  |3  .  sin  2«  \jr  +   r j  =  /3  •  sin  (^  /  +  r), 

so  sind  die  Kräfte,  welche  in  Folge  dessen  auf  den  betrachteten  Punkt  zur 
Zeit  t  wirken,  nach  §.117 

—  mp'  a  sin  (pf)  —  m  q^  ß  sin  (qt  -|-  f); 

wir  erhalten  demnach  für  die  den  Punkt  zur  Zeit  f  gegen  die  Gleichgewichts- 
lage treibende  Kraft,  wenn  wir  seinen  Abstarud  von  der  Gleichgewichtslage 
zur  Zeit  t  mit  y  bezeichnen, 

—  IM  ^  =  (ty -{- by- -{-  f'  sm  (pt)  +  ^  •  sin  (^/  +  c), 

rf*  y        dv 
wenn  wir  wie  früher  für  w  =  -~  =  -jr  einsetzen  imd  die  Coefficienten  der 

^         dt*        dt 

beiden  letzten  Glieder  mit  f  und  g  bezeichnen. 

Die  Integralrechnung  leitet  nun  hieraus  folgende  Beziehung  zwischen 
f/  imd  t  ab. 

y  =  A*sm(t'y [-/*)-{- m  •  sin (p  /)  -f-  f  •  sin ((7 <  -(-  ^)  H"  '^' '  ^^^  ("^P  0 

-f-  t  •  cos  2  {qt-}-  c)  -}-  K'  cos  \(p  —  q)  i  —  c]  +  Z  •  cos  |(j;  —  ^)  ^  +  ^  1  •• 

und  jedes  dieser  Glieder  gibt  für  sich  eine  eigene  schwingende  Bewegung, 
deren  Amplituden  -4,  ?/,  v^  v\  /,  it,  l  in  bestimmter  Weise  von  den  Grössen 
^1  ^y  fi  fft  P'>  Q  abhängig  siud.  Das  erste  Glied  gibt  diejenige  Bewegung, 
welche  der  Punkt  annimmt,  wenn  er  eiumal  aus  der  Gleichgewichtslage 
gebracht  sich  selbst  überlassen  wird;  seine  Schwiuguugsdauer  ist  gegeben 
(§.  117)  durch 


1 /^  27t       1    1         ~l/~^ 


das  zweite  und  dritte  Glied  die  ursprüngliche  Bewegung,  das  viert«  und 
ftlnfte  Bewegungen  von  doppelter  Schnelligkeit,  also  die  Octaven  der  ur- 
sprünglichen Töne,  das  sechste  den  Difierenzton  und  das  siebente  den  Suni- 
mationston.    Denn  die  Schwingungszahl  des  sechsten  Gliedes  ist,  da 

jp-  q^27t  (^J,  — -^)  =  27r(N-Ni), 

gleich  der  Differenz  der  Schwingungen  der  ursprünglichen  Töne.  Ebenso 
ist  die  Schwingungszahl  des  letzten  Gliedes  gleich  N  -{-  N^, 

Ausser  den  hingeschriebenen  Gliedern  liefert  die  ursprüngliche  Gleichung 
noch  weitere,  deren  Schwingungszahlen  höhern  harmonischen  Tönen  und 
dem  zweiten,  dntten  etc.  (^)nibinaiionstone  entsprechen.    Es  genüge  indess, 


734  Ursachen  der  Consonanz  nnd  Dissonanz.  §.  171. 

soweit  die  Besultate  der  Helmholtz'scheu  Eechnung  angedeutet  zu  haben, 
deren  Entwicklung  die  uns  hier  gestatteten  mathematischen  Hülfsmittel 
weit  überschreiten  würde. 

Die  Theorie  von  Helmholtz  erklärt  nun  auch  unmittelbar,  weshalb  die 
CombinationstÖne  bei  der  Sirene  so  stark  werden,  da  dort,  wenn  die  Luft 
gleichzeitig  durch  zwei  Löcherreihen  entweicht,  die  Schwingungsamplitude 
wegen  des  HerausstÜrzens  einer  grossen  Luftmasse  ins  Freie  eine  sehr  grosse 
werden  muss.  Werden  die  Töne  anders,  etwa  durch  Stimmgabeln  erzeugt, 
so  bilden  sich  diese  Schwingungen  erst  am  Trommelfell,  in  welchem  sich 
dann  Schwingungen  finden,  welche  der  Periode  der  CombinationstÖne  ent- 
sprechen. 

§.  171. 

Ursachen  der  Consonanz  und  Dissonanz.  Im  §.  147  haben  wir 
das  aus  der  Erfahrung  abgeleitete  Gesetz  mitgetheilt,  dass  in  der  Musik  die 
Intervalle,  welche  durch  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6  gegeben  sind,  cou- 
souirend  seien,  dass  zwei  von  diesen  Tönen  gleichzeitig  angegeben  auf  das 
Ohr  einen  wohlthuendeu  Eindruck  machen,  während  andere  Töne,  wie  8,  9 
oder  15,  IG  oder  1  und  ^^/^  u.  s.  f.  zusammen  angegeben  dissonant  sind. 
Ueber  den  Grund  der  Consonanz  gerade  jener  Intervalle  und  der  Dissonanz 
der  übrigen  konnten  wir  damals  keine  weitere  Angabe  machen.  Erst  die 
Theorie  von  Helmholtz  über  die  musikalischen  Klänge  in  Verbindung  luit 
den  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  gemachten  Erfahrungen  über  die 
Schwebungen  und  CombinationstÖne  macht  es  möglich  zu  erkennen,  weshalb 
jene  einfachen  Intervalle  Consonanzen  liefern,  während  die  übrigen  Inter- 
valle dissonant  sind^). 

Die  Grundlage  der  Helmholtz'schen  Theorie  der  Consonanz  und  Disso- 
nanz ist  der  Satz,  dass  eine  Klangmasse  nur  dann  auf  unser  Ohr  einen  an- 
genehmen Eindruck  machen  kann,  wenn  sie  gleiehmässig  abfliesst,  wenn 
die  Töne  neben  einander  bestehen  ohne  sich  zu  stören;  dass  dagegen  eine 
IClangmasse  einen  unangenehmen  Eindruck  auf  das  Ohr  macht,  dass  sie 
dissonant  ist,  wenn  dieselbe  aus  einzelnen  Stössen  besteht,  wenn  es  ein 
durch  Schwebungen  interniittirender  Klang  ist.  Die  Schwebungen  können 
dabei  so  rasch  erfolgen,  da«s  wir  uns  der  einzelnen  nicht  deutlieh  bewosst 
werden,  dass  wir  sie  nicht  zählen  können.  Helmholtz  vergleicht,  um  diesen 
Satz  zu  begründen,  sehr  passend  die  Tonempfindimgen  mit  den  Lichtempfin- 
dungen, die  ganz  ähnliches  bieten.  Keine  Beleuchtung  macht  auf  da«  Auge 
einen  imangenehmem  Eindruck  als  eine  fiackemde,  bei  welcher  in  rascher 
Folge  der  Lichtreiz  stärker  und  schwächer  wird.  Ein  knarrender,  inter- 
mittirender  Ton  ist  nun  für  die  Gehörnerven  ganz  dasselbe,  was  ein  flackern- 
des Licht  für  die  Gesichtsnerven  ist;  es  wird  dadurch  eine  viel  intensivere 
und  unangenehmere  Reizung  des  Organes  bewirkt  wie  durch  einen  gleich- 
massigen  dauernden  Ton. 

Flüher  glaubte  mau,  dass  man  die  Schwebungen  als  solche  nur  ver- 
nehme, wepn  sie  langsam  erfolgen,  dass  sie  aber  bei  rascher  Folge  sich  v\ 
dem  ersten  Diüerenzton  zusaimnensetzen;  die  Unrichtigkeit  dieser  Ansiebt 


*)  Ihhnholt:,  Toucinplindtingen  p.  ä?3  \t  erste  Ausgabe  1808. 
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haben  wir  vorhin  nachgewiesen;  Helmholtz  gibt  aber  ausserdem  eine  Be- 
obachtongsmethode  an,  durch  die  man  sich  überzeugen  kann,  dass  man  die 
Schwebungen  noch  deutlich  wahrnimmt,  wenn  sie  die  Zahl  30  übersteigen. 
Man  braucht  nur  mit  zwei  auf  a  abgestimmten  Gabeln  oder  gedeckten 
Orgelpfeifen  durch  Verstimmung  der  einen  Schwebungen  hervorzubringen, 
und  die  Verstimmung  ganz  allmählig  zu  verstärken.  Anfänglich,  wenn  in 
der  Sekunde  nur  4 — G  Schwebuijgen  entstehen,  kann  man  sie  einzeln  auf- 
fassen und  zählen,  wird  die  Verstimmung  grösser  uud  grösser,  etwa  bis  zu 
einem  Halbton,  wo  die  Zahl  der  Schwebungen  etwa  30  beträgt,  so  gelingt 
das  nicht- mehr.  Aber  wenn  man  so  eine  allmählige  Steigerung  der  Zahl 
der  Stösse  hervorbringt,  so  erkennt  man  deutlich,  dass  der  sinnliche  Ein- 
druck derjenige  einzelner  Stösse  ist,  und  erkennt  weiter  auch,  dass  eben 
dieser  intermittireude  Eindruck  es  ist,  welcher  das  Unangenehme  der  Dis- 
sonanz bewirkt. 

Wenn  man  die  Zahl  der  Stösse  durch  Erweiterung  des  Intervalls  ver- 
grössert,  durch  Uebergang  zu  einem  ganzen  Ton  auf  60  oder  zu  einer  kleinen 
Terz  tfj  c^  auf  88  bringt,  so  wird  der  Eindruck  des  intermittir enden  Klanges 
immer  schwächer,  und  bei  der  kleinen  Terz  ist  kaum  eine  Spur  desselben 
mehr  wahrzunehmen,  sie  macht  schon  den  Eindruck  eines  gleichmässig  ab- 
lliessenden  Tones.  Man  könnte  deshalb  glauben,  dass  wie  bei  dem  Auge 
ein  sich  rasch  wiederholendes  Aufblitzen  eines  Lichtes  den  Eindruck  con- 
tinuirlicher  Beleuchtung  macht,  so  auch  bei  dem  Ohre  ein  etwa  90nial  in 
der  Sekunde  wiederkehrender  Tonstoss  den  Eindruck  eines  continuirlichen 
Tones  mache.  Dass  indess  dem  nicht  so  ist,  davon  kann  man  sich  leicht 
überzeugen,  indem  man  die  Zahl  der  Stösse  anstatt  durch  Erweiterung  des 
Intervalls  durch  Verlegimg  des  engem  Intervalls  in  höhere  Gegenden  der 
Skala  vergrössert.  Der  Halbton  //  q  gibt  33  Schwebungon,  die  deutlich 
als  intermittirende  Stösse  erkannt  werden,  gibt  man  unmittelbar  nachher 
h^  c^  mit  66,  h^  c^  mit  132  Stössen  an,  so  erkennt  man,  dass  der  sinnliche 
Eindruck  wesentlich  derselbe  ist.  Die  Wahmehmbarkeit  der  Schwebungen 
hängt  also  nicht  allein  von  ihrer  Anzahl  ab,  sondern  auch  davon,  dass  die 
sie  erzeugenden  Intervalle  hinreichend  nahe  liegen.  Den  Grund  für  den 
letztem  Umstand  sieht  Helmholtz  darin,  dass  Schwebungen  im  Ohre  nur 
dann  bestehen  können,  wenn  die  Töne  der  Skala  nahe  genug  liegen,  um 
dieselben  Nervenanhängsel,  dieselben  Cortischen  Fasern  in  Mitschwingungen 
zu  versetzen.  Wenn  sich  die  beiden  angegebenen  Töne  zu  weit  von  einan- 
der entfernen,  werden  die  Schwingimgen  der  von  beiden  gemeinsam  erregten 
Fasern  zu  schwach,  als  dass  man  deren  Schwebimgen  noch  wahrnehmen 
könnte. 

Die  Wahmehmbarkeit  der  Stösse  hängt  also  von  der  Zahl  derselben 
und  der  Weite  des  Intervalls  ab;  ist  das  Intenall  enge,  so  nimmt  man 
eine  grosse  Zahl  wahr,  ist  es  weiter,  so  kommt  nur  eine  weit  geringere 
Zahl  zur  Empfindung,  imd  bei  weiten  Intervallen  wie  Quart  oder  Qnint 
kommen  sie  gar  nicht  mehr  zui*  Wahmehmimg. 

Ans  diesen  Sätzen  von  Helmholtz  ergibt  sich  zunächst,  dass  alle  engen 
Intei-valle,  grosse  und  kleine  Sekimden  innerhalb  des  in  der  Musik  ge- 
brauchten Tonsystems  dissonir(»nd  sein  müssen,  sie  erklären,  weshalb  dio 
Dissonanzen  in  den  mittlem  Tonlagen  am  schärfsten  sind,  und  weshalb  in 
den  tiefern  Tonlagen,  in  der  grossen  und  tiefem  Hälfte  der  kleinen  Octave 
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tiif;  farl^nen  T<;neii  ^chon  merklich  ranh  kÜBgen,  da  die  in  liiesen  zwiM^hen 
15  rinri  :Vi  S<:hw^hxiiigen  geben. 

Art .4  .fjf>r  Helmholtz'äehen  Theorie  de»  Klangers  ergibt  äieh  dann  al>er 
f-^tfiHd»».  we?ihalb  fiie  grijä^e  iinti  kleine  Septime  und  tue  Ten^timmt^irectfi- 
.^oniren*i^;n  Intervalle  der  mnaikaliiehen  Klänge  disstjuant  »ind.  Wie  wir 
n&RilJch  Ttahen.  äin«'l  die  Klänge  nicht  einfache  Tone,  sondern  Accorde,  die 
ariü  dem  Gnindton  and  :«einen  harmonLschen  Übertönen  aufgebaut  sin-. 
Gera^Je  .ho  nun  wie  die  einfachen  T«'}ne  äehwebangen  henrorbringen,  £0  tb«vj 
eü  auch  die  O)^rtone  der  Klange  mit  einander  und  den  Gmndtonen  luhi 
auüjierdem  können  ^lüch  die  Combinationsrtöne  Seh  webungen  veninlaf:;^ 
Wenn  deshalb  zwei  Klänge,  welche,  wie  fa^t  alle  in  der  Musik  gebraut-i  i<*. 
Klänge,  fleutliche  Obertöne  haben,  unter  diesen  solche  besitzen,  w^  ^ 
hinreichend  nahe  zusammenliegen,  äo  werden  diese  Schwebungen  licnm 
und  deshalb  die  beiden  Klänge  ein  di:*:<onanted  Intervall  bilden. 

Man  erkennt  darnach  sofort,  dass  die  kleine  oder  grosse  Septime  eine 
I>ii4.^inanz  nein  muss,  da  der  erste  Oberton  des  Grundtones  mit  den  Sep- 
timen da«  Intervall  eüies  Halbtones  oder  eines  ganzen  Tones  bildet.  Die 
grofl He  Septime  ist  1  :  *%,  der  er.ite  Oberton  des  Grundtones  ist  2  oder  '*,, 
man  nieht,  das  Verhältniss  dieses  zur  Septime  ist  ^^,;,,  ein  Ualbton.  Da.<- 
xelbe  gilt  für  die  grosse  und  kleine  None. 

Dem  entgegen  erkennt  man  sofort,  dass  die  Octave  eine  vollkommene 
Consonanz  sein  muss,  da  die  (Jbertöne  der  Octave  auch  alle  Obertöne  des 
Gniniltones  sind,  und  deshalb  keine  andern  Schwebungen  auftreten  können 
wie  in  dem  Klange  des  Grundtones  selbst,  Schwebungen,  die  erst  sehr 
hohen  (Jbertr>nen  entsprechen,  welche  deshalb  so  schwach  sind,  dass  sie 
nicht  mehr  gehört  werden. 

Die  auf  die  Octave  folgende  ebenfalls  noch  als  vollkonmien  zu  bezeich - 
nenrie  (/onsnnunz  ist  die  Quint,  deren  SchwinguugsverhSltniss  2  :  3  ist.  Die 
in  xliesen  beiden  Klängen  enthaltenen  Obertöne  sind 

Grundton  2,  4,  6,  8,  10,  12 
Quinte  3      6       9        12. 

Man  sieht,  der  erste  Oberton  der  Quint  fällt  mit  dem  zweiten  der 
Octave  zuHammen  und  der  diitte  Oberton  der  Quint  steht  zu  dem  vierten 
und  fünften  Oberion  der  Octave  im  Verhältniss  eines  ganzen  Tones. 

Kilon  weil  es  die  tiefsten  Obertöne  sind,  welche  in  diesen  Intervallen 
zuHnuiineufallen,  in  der  Octave  der  Grundton  des  zweiten  Klanges  mit  dem 
ersten  Oberton  des  ersten,  in  der  Quint  der  erste  Oberton  des  zweiten  mit 
(ItMii  zweiten  Obortone  dos  ersten,  in  der  Duodecime  1  :  3  der  Gnmdton  des 
zweiitm  mit  dem  zweiten  Obertone  des  ersten,  deshalb  sind  die  Consonanzen 
srliarf  als  solche  chafakterisii-t,  denn  die  geringste  Unreinheit  des  einen 
ilor  Töno  bringt  sofoii;  Schwebimgen  hervor,  da  gleichzeitig  mit  dem  Grund- 
tone  die  Obertöne  verstimmt  werden.  Deshalb  hört  man  die  Unreinheil 
der  Stimmung  bei  keinem  andern  Intervall  so  deutlich  als  bei  der  Octavo 
und  bei  den  andern  beiden  ebengenannten  Intervallen.  Da  man  nun  dies 
gh*iclizoitig  als  das  Charakteristische  der  Consonanzen  ansehen  kann,  so 
kann  nuin  gleichzeitig  ein  Intervall  als  um  so  consonanter  bezeichnen,  je 
nlliior  die  zusannnenfallenden  Obertöne  bei  dem  Grundtone  der  Klänge 
liegen. 
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Nach  diesem  Merkmal  ist  die  Reihe  der  Consonanzen  weiter  Quarte, 
deren  dritter  Oberton  mit  dem  vierten  des  Gnmdtones,  grosse  Sext,  deren 
dritter  Oberton  mit  dem  fünften  des  Grundtones  zusammenföllt.  Bei  beiden 
IntCi-vallen  wird  der  zweite  Oberton  des  zweiten  Klanges  von  dem  dritten 
des  Grundtones  gestört. 

Die  letzten  in  der  Reihe  der  consonanten  Intervalle  sind  grosse  und 
V4eine  Terz,  bei  denen  der  vierte  des  zweiten  mit  dem  fünften  Oberton  zu- 
^«immenMlt  respective  bei  der  kleinen  Terz  der  sechste  mit  dem  fünften, 
jjei  der  grossen  Terz  steht  dagegen  der  dritte  mit  dem  vierten  Oberton 
'^e^  Grundtones  im  Verhältniss   ^*/i5i  ^^o  einer  scharfen  Dissonanz.     Bei 

kleinen  Terz  stören  sich  schon  die  Grundklänge,  dann  der  dritte  der 
'^  mit  dem  vierten  des  Grundtones,  die  im  Verhältniss  ^%  stehen  und 
dei.  vierte  der  Terz  mit  dem  fünften  des  Grundtones,  die  im  Verh&ltniss 
*Yj4  stehen. 

Der  Raum  gestattet  uns  nicht  hier  weiter  auf  die  interessanten  Aus- 
führungen von  Helmholtz  einzugehen,  welche  die  eben  in  kurzem  Umrisse 
angedeutete  Theorie  auch  auf  die  Klassification  der  Consonanzen  in  den 
verschiedenen  Klangfarben  und  die  der  Accorde  nach  ihrem  Wohlklange 
liefern.  Nur  sei  schliesslich  die  Bemerkung  hinzugefügt,  dass  Helmholtz 
ausser  den  Schwebungen  der  Obertöne  auch  jene  der  Combinationstöne  mit 
in  Betracht  zieht,  welche  bei  einfachen  Tönen  das  allein  Bedingende  der 
Dissonanz  weiterer  Intervalle  bilden.  Die  Schwebungen  der  Combinations- 
töne treten  aber  nie  so  stark  hervor  als  jene  der  Obertöne,  und  deshalb 
sind  die  Intervalle  einfacher  Töne  auch  durchaus  nicht  so  scharf  charakte- 
risirt  als  die  zusammengesetzter  KlSnge. 
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^  433  „        4  „  ,,     ,f    Misst  man  das  in  der  Zeiteinheit  austretende  VolomeD. 

„438  „  19  „„       „      Vapa^V^^-^^. 

„   483  „        6  yj  u.  füge  rechts  den  Factor  %  hinzu. 

„   483  ,,        4  „  „   setze   Fa  aus  dem  Nenner  in  den  Zähler. 

^,   444  „  22  „  0.  lies  Abstandee  von  statt  Abstandes  vor. 

„    GOÖ  ,,  20  „  „      „     a  zu  d^  statt  (2  zu  a. 
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